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Resumen

En esta tesis se estudian y desarrollan formulaciones multiescalas, variacionalmente consistentes,
para el modelado de falla en materiales heterogéneos, utilizando para tal fin el concepto de Elemento de
Volumen Representativo (RVE) juntamente con técnicas específicas de homogeneización computacional.
En particular, el trabajo se limita a considerar el acoplamiento mecánico entre dos escalas de longitud
diferentes, a saber:

(i) la escala macro convencional, también denominada escala estructural;

(ii) la escala micro (o mesoscópica, según el contexto) en la cual son observables las heterogeneidades
del material (defectos, poros, fibras, inclusiones, etc).

En esta monografía se entiende el término “modelo multiescala” como sinónimo de “caja constituti-
va”, en el sentido que: dada la historia de deformaciones en la escala macro, la metodología multiescala
debe retornar la respuesta en tensiones, vía homogeneización del comportamiento constitutivo a nivel
micro.

El uso de métodos de homogeneización para materiales que se comportan en forma estable, desde
el punto de vista constitutivo, está ampliamente estudiado y difundido en la actualidad, con resultados
ciertamente satisfactorios. No sucede lo mismo para aquellos materiales que incursionan en el régimen
inestable como consecuencia del fenómeno de localización de deformaciones en bandas de reducido
espesor, considerado el mecanismo precursor de la falla material. Típicamente, materiales caracterizados
por leyes constitutivas de daño y/o plasticidad con ablandamiento son especialmente susceptibles de
inducir este fenómeno. Es un hecho reconocido que al utilizar modelos multiescalas convencionales, para
modelar tales materiales, no es posible encontrar un tamaño físicamente admisible de la microestructura
a partir del cual la respuesta constitutiva homogeneizada resulte insensible a este tamaño, perdiéndose así
la noción básica de existencia de RVE (efecto tamaño en la mecánica de fractura clásica). Este concepto
se denominará a lo largo de toda la tesis como “pérdida de objetividad” de la respuesta homogeneizada,
representando un tópico no resuelto aún en la comunidad científica, de gran interés ingenieril y desafío
tanto desde el punto de vista teórico-conceptual como numérico.

La idea básica en la cual se fundamenta este trabajo de tesis es obtener un modelo mecánico macros-
cópico el cual, bajo ciertas condiciones críticas de degradación que tienen lugar en la microescala, pueda
nuclear/propagar una fisura cohesivamacro que llevará en cuenta (en forma homogeneizada) la cinemática
y el comportamiento constitutivo complejo microestructural. Desde un punto de vista mecánico se admite
entonces que la cinemática macro viene caracterizada por dos campos independientes entre sí: el tensor de
deformaciones clásico y el salto de desplazamiento en la fisura cohesiva. El comportamiento constitutivo
del medio continuo y de la interfaz cohesiva no se definen a nivel macro sino que se obtienen mediante
homogeneización. Por las razones explicadas en el párrafo anterior, la respuesta cohesiva homogeneizada
en general resultará no objetiva si se aplican técnicas convencionales de homogeneización, y por lo tanto
inadmisible. Se requiere entonces una técnica de salto de escala consistente y específicamente diseñada
para dotar de objetividad al modelo mecánico. Ese tópico es precisamente el punto neurálgico de la
contribución presente.

El modelo propuesto está axiomática y variacionalmente formulado a partir de hipótesis fundamen-
tales concernientes al modelado multiescala. En este sentido, nuestra formulación introduce sólo tres
postulados básicos para construir las bases de la teoría multiescala completa, a saber:

iii



iv RESUMEN

(i) un mecanismo adecuado de transferencia de información cinemática desde la escala macro hacia
la escala micro (el cual resulta físicamente coherente con el proceso de falla material);

(ii) el concepto de admisibilidad cinemática que vincula las descripciones cinemáticas a nivel macro y
micro;

(iii) la introducción de un principio variacional de equivalencia de potencias virtuales internas entre las
dos escalas involucradas en el análisis.

Dado que se introducen hipótesis de tipo cinemáticas y energéticas, los esfuerzos internos (o variables
conjugadas energéticamente) surgenmediante argumentos de dualidad, sin que se pueda imponer hipótesis
alguna sobre éstos. En este sentido, utilizando principios elementales del cálculo, es posible obtener las
consecuencias variacionales de la formulación propuesta, a saber:

(i) la correspondiente fórmula de homogeneización para el tensor de tensiones, representativa de la
parte continua del sólido macro (variable dual a la deformación macro);

(ii) la correspondiente fórmula de homogeneización para la tracción cohesiva, representativa de la
fisura nucleada macro (variable dual a la apertura de fisura macro);

(iii) el tipo de problema de equilibrio a resolver a nivel del RVE.

El modelo mecánico propuesto brinda una solución completa que cubre todo el proceso de carga
y degradación material macro, abarcando la etapa estable, la detección de inestabilidad material y la
respuesta poscrítica inestable.

En la tesis se desarrolla y describe la tecnología numérica necesaria para la resolución del problema
multiescala resultante, considerando el uso de elementos finitos con discontinuidades fuertes embebidas
de soporte local y homogeneización numérica basada en el paradigma FE2. Para tal finalidad se ha
desarrollado un código computacional general cuya estructura de datos está específicamente diseñada
para un entorno de modelado multiescala, que soporta además cálculo distribuido.

Finalmente se presentan varios ejemplos de validación de la formulación multiescala propuesta,
incluyendo comparativas frente a metodologías de tipo Simulación Numérica Directa (DNS).
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Parte I

Conceptos generales sobre el modelado de
falla de materiales incluyendo

metodologías multiescala

1





Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

En general, los materiales que intervienen en el diseño y análisis estructural, como en muchas otras
aplicaciones importantes de la ingeniería, tienen una naturaleza intrínsecamente heterogénea. Ejemplos
bien conocidos son los compuestos cerámicos con comportamiento cuasi-frágil, suelos, laminados, alea-
ciones metálicas, polímeros sintéticos, tejidos biológicos (huesos, paredes arteriales), entre muchos otros.
Desde un punto de vista microestructural, se pueden reconocer distintos tipos de heterogeneidades. Ca-
sos típicos son los materiales compuestos con una matriz homogénea y con inclusiones de partículas,
huecos/poros, fibras de refuerzo, etc.

La existencia de una microestructura heterogénea y la interacción compleja entre los componentes
microscópicos, determinan completamente la respuesta mecánica del material heterogéneo en la ma-
croescala o escala de observación. La influencia que posee la microestructura material en la respuesta
estructural adquiere aún mayor importancia en el modelado de localización de deformaciones y falla,
debido a que muy probablemente estos mecanismos de degradación tomen caminos preferenciales de
debilidad material existentes a nivel micromecánico. Los enfoques convencionales basados en análisis
monoescala, revelan una capacidad limitada para capturar respuestas mecánicas sofisticadas inducidas
por las heterogeneidades.

En este contexto, las formulaciones multiescala surgen como una poderosa herramienta de modelado
proveyendo un marco teórico general y riguroso capaz de describir el espectro constitutivo completo de
materiales heterogéneos, incluyendo la evolución de escenarios de falla y fractura complejos.

En las aproximaciones multiescala, el conjunto de ecuaciones constitutivas que describen la respuesta
mecánica del material sólo deben ser definidas en las escalas de longitud más pequeña y para cada uno
de los componentes. En las escalas de longitud mayores la respuesta constitutiva se deriva, mediante
procesos de homogeneización adecuados, a partir de las definiciones dadas en las escalas más bajas.
Esta forma de abordar el problema es particularmente útil en lo que respecta a la descripción de los
mecanismos de nucleación de fisuras y propagación de fallas.

Una idea que subyace en este tipo de aproximaciones es que la descripción constitutiva a nivel
micromecánico, es decir a nivel de cada una de las fases que componen la microestructura, se modele
a través de leyes relativamente simples, basadas por ejemplo en modelos constitutivos convencionales
adecuados y que puedan caracterizarse en forma confiable. La riqueza constitutiva obtenida a nivel de la
escala estructural se debe entonces a una interacción compleja entre mecanismos simples.

El problema planteado, relacionado con elmodelado constitutivo demateriales heterogéneosmediante
el uso de técnicas multiescalas, reviste una importancia científica e ingenieril indudable. Considere que
con la tecnología y equipamiento actual, es posible adquirir un conocimiento muy detallado de la
topología microestructural que posee un material heterogéneo, como así también la caracterización
de cada componente, gracias a técnicas avanzadas de laboratorio. Así, surge casi en forma natural la
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

idea de incorporar esta valiosa información al momento de plantear nuevas formulaciones constitutivas.
Lamentablemente, estas potencialidades que brindan los modelos multiescalas requieren aún mucho
desarrollo, tanto desde el punto de vista teórico como numérico para que resulten abordables en la
actualidad, sobre todo si se pretenden caracterizar fenómenos tan complejos como la falla material.
Este hecho ha motivado el estudio presente y se entiende que los desarrollos presentados en esta tesis
contribuyen a un entendimiento más acabado de la problemática planteada.

Asimismo, debido a la carencia actual de formulaciones mecánicas rigurosamente fundamentadas
para el modelado de falla vía esquemas multiescalas, una de las motivaciones fundamentales de este
trabajo ha sido proponer aportes en ese aspecto neurálgico del problema y hacia ese punto se han
direccionado nuestros mayores esfuerzos.

1.2. Estrategias multiescala para modelar materiales heterogéneos
Durante las últimas décadas, se ha propuesto una gran diversidad de estrategias multiescala direccio-

nadas a analizar, mediante el desarrollo de nuevos modelos matemáticos, el comportamiento mecánico
constitutivo de materiales heterogéneos. Cada una de estas técnicas se han formulado a partir de diferentes
enfoques teóricos.

En esta tesis y en concordancia con el trabajo de Böhm (2013), se distinguen tres estrategias generales,
tal como se detallan en la Tabla 1.1 y que sucintamente se describen a continuación:

(i) Los enfoques basados enAproximaciones deCampoMedio adoptan como hipótesis la aproximación
de microcampos (típicamente tensiones y deformaciones) uniformes a trozos, constantes en el seno
de cada microconstituyente del material compuesto. Para cada componente se aproxima el campo
por su valor medio. De allí el nombre de esta aproximación (este tipo de técnica se ha desarrollado
a partir de los aportes fundamentales de Eshelby; ver referencias de este trabajo y otros en la
Tabla 1.1).

(ii) Los métodos de acotación variacional utilizan principios variacionales para determinar cotas
rigurosas, superiores e inferiores, en las propiedades elásticas colectivas del compuesto (la palabra
“colectiva” se utiliza en el sentido de considerar la interacción entre todos los componentes). Los
ejemplos más conocidos son las cotas dadas por el límite superior de Voigt e inferior de Reuss que,
para el caso del módulo de elasticidad de un compuesto con n componentes, están dados por:

?
n?
i

?
fvi Ei

?−1
?−1

????????????????????????????????????
cota inferior (Reuss)

≤ E ≤
n?
i

fvi Ei

??????????????
cota superior (Voigt)

(1.1)

donde E es el módulo colectivo del compuesto, fvi y Ei son la fracción volumétrica (porosidad) y
el módulo de Young del componente i, respectivamente. Ambos límites se pueden derivar simple-
mente de considerar distribuciones tipo serie o paralelo de cada componente (tensiones constantes
o deformaciones constantes, respectivamente). Hill extendió estos límites para los tensores consti-
tutivos tangentes (reemplazando E por el módulo tangente-tensorial). Son límites muy simples de
evaluar y tienen validez universal. Pero por otro lado, en general brindan cotas muy desajustadas. Se
han propuesto límites más ajustados por Hashin y Shtrikman (1963) y otros autores (ver referencias
en la Tabla 1.1). Este tipo de aproximación al problema tiene un desarrollo intenso en la actualidad.

(iii) Los métodos basados en el concepto del Elemento de Volumen Representativo (RVE por las
siglas en inglés: Representative Volume Element). En este tipo de aproximación, la estrategia de
homogeneización utiliza un elemento de volumen que intenta copiar la microestructura del material.
Esta muestra de material está sujeta a diferentes estados de excitación mecánicos y, en base a su



1.2. ESTRATEGIAS MULTIESCALA PARA MODELAR MATERIALES HETEROGÉNEOS 5

respuesta, se intenta construir una descripción del comportamiento tensión-deformación en la
macroescala. En general, este tipo de aproximación considera que el elemento de volumen debe
ser suficientemente grande como para capturar una respuesta representativa de la heterogeneidad
del material. Por otro lado, debe ser de tamaño limitado en dimensiones si es comparado con la
longitud característica de la macroestructura. Estas consideraciones se satisfacen en la medida que
haya una separación de escalas marcada entre los fenómenos que se describen en la macroescala,
con respecto a los fenómenos microscópicos gobernados por la heterogeneidad del material. No
obstante, como se verá en la próxima Subsección, hay casos específicos de este tipo de aproximación
que no requieren una separación de escala notable. En la Tabla 1.1 pueden observarse referencias
a trabajos basados en estas ideas.

Estrategias de análisis multiescala Trabajos/autores que adoptan la aproximación

(i) Enfoques basados en aproximaciones
de campo medio

Eshelby (1957); Hashin (1962); Mori y Tanaka
(1973),
Modelos autoconsistentes: Hill (1965); Christensen
y Lou (1979).

(ii)Modelos de acotación variacional Hashin y Shtrikman (1963); Willis (1981); Hashin
(1983).

(iii)Modelos basados en la noción del RVE:

(iii.a) Jerárquicos Caso paradigmático: modelo de Gurson, Gurson
(1977); Tvergaard (1981); Giusti et al. (2009).

(iii.b) Semiconcurrentes Caso paradigmático: técnica FE2, Feyel y Chaboche
(2000).

(iii.c) Concurrentes Lloberas-Valls (2013); Guidault et al. (2007).

Tabla 1.1: Taxonomía de modelos multiescala para analizar materiales heterogéneos.

En general, los dos primeros casos (i y ii) están restringidos al análisis de materiales heterogéneos
que presentan microestructuras de topología simple y/o muy específicas. Motivo por el cual se han
desarrollado una gran cantidad de soluciones analíticas. Mientras que el último tipo de aproximación
(iii) es utilizado para introducir una descripción más detallada de microestructuras complejas y, por
ende, su aplicación en la gran mayoría de los casos ha estado sujeta a soluciones computacionales u
homogeneización del tipo computacional.

El interés de este trabajo se centra en una aproximación del tipo iii (más específicamente en las del
tipo semiconcurrentes iii-b, véase la Tabla 1.1). Además considera el acoplamiento entre dos escalas de
longitud diferentes: (i) la macroescala (o estructural) y (ii) la microescala. Por ello, en la subsección
siguiente, se efectúa un análisis más detallado de las características remarcables que identifican esta
aproximación.

Resulta adecuado aquí introducir una aclaración importante en cuanto a la terminología que se utilizará
en todo el documento presente. Las palabras “macro” y “micro” se utilizan para hacer referencia
a cualquier objeto perteneciente a la macroescala o microescala respectivamente (campo, magnitud,
dominio, frontera, etc.). Estos descriptores se colocarán indistintamente anterior o posterior al objeto
a caracterizar, como por ejemplo: macroestructura, microestructura, deformación macro, deformación
micro, etc. Además, el término micro deberá entenderse en un sentido generalizado, no necesariamente
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relacionado al “orden real de longitud/tamaño micro” comúnmente utilizado en mecánica. En esta tesis,
el descriptor “micro” deberá interpretarse siempre asociado a la escala en donde se pretende modelar y
caracterizar la heterogeneidad material. Así, en materiales de tipo cementicios por ejemplo, la llamada
“mesoestructura” haría las veces de nuestra denominada escala micro.

1.3. Modelos multiescala basados en el concepto de RVE
Inicialmente, se discute brevemente el concepto de RVE. Posteriormente, y en esta misma subsección,

se describe una posible clasificación de los diversos métodos de esta tipología que han sido descritos en
la literatura. La clasificación está basada en el nivel de acoplamiento que introduce cada modelo entre la
macroescala y la microescala (ó RVE).

1.3.1. El concepto de RVE
Siguiendo la tendencia actual en la comunidad científica, se define al RVE como el tamaño mínimo de

la muestra microestructural del material en estudio, a partir del cual (con tamaños mayores) la respuesta
homogeneizada macroscópica que se extrae permanece casi inalterable. Definiciones alternativas al
concepto de RVE pueden encontrarse en la literatura (Böhm, 2013; Termizer, 2012; Qu y Cherkaoui,
2006).

Un aspecto fundamental a tener en cuenta en el diseño adecuado del RVE, es la reconstrucción
(distribución de fases y topología de la microestructura) del material heterogéneo. Para ello, se utilizan
procedimientos que en general requieren desarrollos matemáticos complejos, e involucran dos tipos de
problemas diferentes a resolver (ver Böhm, 2013): (i) reconstrucción estadísticamente equivalente de
fases o componentes (por ejemplo en los casos de compuestos con un número considerable de fibras de
refuerzo), o bien (ii) pretender diseñar la microgeometría, tan aproximada como sea posible, mediante el
uso de microfotografías y tratamiento de imágenes posterior.

Asociado con este problema, está la cuestión (también fundamental) de decidir cuán grande debe
ser la microcelda para que verifique las condiciones de ser estadísticamente homogénea (y así poseer
el atributo de ser un RVE). Como se verá a través de los estudios presentados en esta tesis, el tamaño
mínimo que caracteriza un RVE no es una propiedad microestructural exclusivamente, sino que depende
además del modelo de homogenenización adoptado.

Sin desconocer la importancia que involucra el tema relacionado con el diseño de RVE’s que
copien fielmente la microestructura del material heterogéneo, en esta tesis no se estudia este aspecto
del problema. El enfoque dado se direcciona más al planteamiento de una técnica de salto de escala
racionalmente formulada desde un punto de vista físico/mecánico, basándonos en conceptos cinemáticos
y variacionales.

1.3.2. La cuestión de la existencia de un RVE
Para microestructuras cuyo comportamiento constitutivo homogeneizado muestra una respuesta es-

table, la existencia de un RVE de tamaño físicamente admisible es un concepto ampliamente aceptado.
Se han realizado numerosos estudios para entender mejor esta cuestión (ver Pindera et al., 2009; Nemat-
Nasser y Hori, 1999) y actualmente se puede considerar que es un aspecto bien entendido del problema
de diseño del RVE.

Sin embargo, para microestructuras heterogéneas constituidas por materiales que muestran ablan-
damiento y que por lo tanto son susceptibles de describir fenómenos de falla, la existencia de un RVE
ha sido materia de discusión (ver Gitman et al., 2007; Geers et al., 2010). Contribuciones recientes
han demostrado que utilizando las técnicas clásicas de homogeneización, y luego de superar un estado
mecánico crítico, no es posible encontrar un tamaño admisible microestructural que brinde soluciones
físicamente coherentes, es decir se pierde la noción elemental de existencia del RVE (Gitman et al., 2007;
Nguyen et al., 2010).
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Desde este punto de vista, es necesario cambiar el paradigma convencional de transferencia de
información entre las escalas del problema multiescala basado en la definición de RVE para poder tratar
materiales con ablandamiento (Belytschko et al., 2008; Nguyen et al., 2010; Verhoosel et al., 2010;
Matous et al., 2008; Geers et al., 2010). Este hecho, que es clave y fundamental para capturar falla en
materiales heterogéneos mediante técnicas multiescalas semi-concurrentes, es estudiado y descrito con
detalle en esta tesis.

1.3.3. Taxonomía de modelos basados en RVE

Existen diversas aproximaciones que hacen uso del concepto de RVE. Éstas pueden clasificarse
de diferentes maneras, según sea: la generalidad para modelar microestructuras complejas, el costo
computacional requerido, el número de suposiciones introducidas por el modelo, el nivel de exactitud
esperable respecto a respuestas obtenidasmediante SimulaciónNuméricaDirecta (DNS,Direct Numerical
Simulation1), etc.

En este apartado, y siguiendo Belytschko et al. (2008), se las clasifica de acuerdo al criterio del grado
de acoplamiento involucrado entre escalas y la forma en que la información se transfiere de una escala
(RVE) a la otra (macroescala).

De acuerdo con este criterio, se pueden distinguir tres grandes clases de metodologías, como se
explica a seguir. Los tres métodos utilizan el concepto de escala macro y micro, donde la microescala se
modela a través del RVE. La diferencia entre cada uno de ellos es el tratamiento dado a la transferencia
de información entre ambas escalas.

En la Fig. 1.1 se esquematizan gráficamente los tres casos que se consideran en esta clasificación y
que se discuten a continuación.

a) Modelos jerárquicos.En este caso, el RVE es utilizado para evaluar la respuesta mecánica asociada
a un rango de parámetros predeterminados. Típicamente, los parámetros predefinidos pueden ser
caminos de deformaciones macroscópicas impuestas y la respuesta mecánica pueden ser tensiones
homogeneizadas. Con este conjunto de respuestas se construye una base de datos que se puede
manejar de diversas formas. Por ejemplo, se puede construir un modelo cuasi-fenomenológico en la
macroescala (normalmente denotados comode basemicromecánica) a partir de esta base de datos de
información precalculada. Alternativamente, se puede construir una grilla en el espacio paramétrico
de deformaciones y asignar un estado de tensión homogeneizado a cada nodo de la grilla. Luego,
mediante interpolación, es posible describir el comportamiento constitutivo macroscópico (tensión
homogeneizada) para deformaciones arbitrarias.

Este tipo de aproximación ha ganado cierta popularidad porque es computacionalmente muy
eficiente. Como desventaja se podría mencionar el hecho que los datos de entrada deben estar
necesariamente parametrizados y deben ser de baja dimensionalidad. Por ende, es una técnica poco
adecuada para modelar materiales con microestructuras altamente complejas.

El modelo paradigmático de este tipo de aproximación es el de Gurson (1977) para simular fractura
dúctil. Este modelo macroscópico se desarrolla a partir de una serie de análisis límite efectuados a
microceldas constituidas por una matriz, que responde a una relación constitutiva elastoplástica tipo
J2, con un poro circular cuya dimensión se adapta para simular diferentes fracciones en volumen
de vacíos.

b) Modelos semiconcurrentes. El RVE se utiliza para resolver detalladamente la escala micro, ba-
jo condiciones de borde que resultan consistentes con las deformaciones obtenidas en la escala

1Se entiende por técnica DNS una aproximación numérica, típicamente basada en el método de elementos finitos, que
incluye explícitamente en el modelo macro todas las heterogeneidades propias de la microestructura material. Representa una
metodología extremadamente precisa dado que se obtiene la respuesta más confiable posible del material en estudio, pero, a su
vez, es extremadamente costosa y por ende prohibitiva en la gran mayoría de las aplicaciones. Representa además la metodología
por excelencia para utilizar como solución de referencia frente a formulaciones de tipo multiescala.
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Figura 1.1: Estrategias multiescalas basadas en la noción de RVE. La magnitud ? representa la longitud característica de la
macroescala, mientras que ?RVE es la longitud característica de la microcelda o RVE.
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macroscópica. Luego, mediante alguna suposición típicamente energética, tal como el Princi-
pio de Hill-Mandel, se homogeneizan las tensiones que son transferidas a la escala macro. La
compatibilidad cinemática (entre las escalas involucradas) y balance de fuerzas se verifican sólo
aproximadamente, en el sentido de medidas promediadas. Su aplicación numérica en el contexto
del método de elementos finitos se la conoce como técnica FE2 (a partir de Feyel y Chaboche,
2000). Aplicaciones a fractura de materiales han sido propuestas en Belytschko et al. (2008); Song
y Belytschko (2009); Nguyen et al. (2010, 2011); Matous et al. (2008); Coenen et al. (2012a), entre
otros. Precisamente, la contribución de esta tesis puede considerarse como una técnica alternativa
a las mencionadas en la oración previa, aunque con diferencias conceptuales muy importantes. Las
ventajas y desventajas de este tipo de aproximaciones pueden considerarse como intermedias entre
las presentadas por las otras dos categorías de modelos: jerárquicos y concurrentes.

c) Modelos concurrentes. En esta aproximación, el RVE se introduce (o embebe) en la geometría
del modelo macroscópico. Luego, utilizando técnicas basadas en multiplicadores de Lagrange, se
impone la consistencia cinemática y el balance de la cantidad de movimiento entre ambas escalas,
macro y micro, en un modo idéntico a las metodologías de descomposición de dominios.

Esta técnica se utiliza ampliamente y resulta muy apropiada cuando se adoptan aproximaciones
diferentes en ambas escalas por ejemplo dinámica molecular en la microescala y modelos de conti-
nuo en la escala macroscópica. Cuando se utilizan elementos finitos para modelar numéricamente
ambas escalas, la malla del RVE (refinada y que se embebe en la malla del macromodelo) no es
necesariamente compatible con la malla del macromodelo.

La ventaja de este modelo es la elevada interacción entre las escalas, mientras que la principal
desventaja radica en el hecho que sólo es computacionalmente viable en problemas donde la
separación de escalas no es tan marcada (? ≈ ?RVE), ver Fig. 1.1. Ejemplos de aplicación de esta
metodología a fractura de materiales pueden encontrarse en la tesis de Lloberas-Valls (2013).

En la presente monografía se adoptó como estrategia global de análisis multiescala aquella descrita
en el punto b. En particular, se supone que la respuesta constitutiva de la macroescala se obtiene
mediante dos pasos secuenciales: (i) inserción de lamacro-deformación en el RVE, y (ii) un procedimiento
variacionalmente consistente de homogeneización (promedio volumétrico). Ambos pasos introducen en
el modelo, interacciones no triviales entre ambas escalas. Adicionalmente, y a fin de dar consistencia
mecánica a la formulación, se introducen restricciones cinemáticas específicas así como un principio de
equivalencia energética. A partir de ello puede establecerse una transferencia adecuada de información
durante el proceso de salto de escala.

1.4. Modelos monoescala para analizar falla de materiales

El análisis, estudio y evaluación de problemas de fractura en materiales ha sido históricamente
abordado por la denominada Mecánica de Fractura. La subdisciplina más conocida de esta rama es la
mecánica de fractura lineal elástica, con casi un siglo de desarrollo.

La generalización de esta teoría para incluir el comportamiento no-lineal material no ha sido trivial,
ni los modelos desarrollados en la actualidad son completamente convincentes. Hoy en día, existen serias
limitaciones para predecir el comportamiento estructural ante el fenómeno de fractura mediante este tipo
de aproximación. Esto vale para una inmensa cantidad de problemas de elevado interés tecnológico. En
particular, un gran abanico de casos de fractura dúctil son inabordables con técnicas derivadas de la
mecánica de fractura no-lineal clásica.

Procedimientos basados en la noción de tasa de liberación de energía, de acuerdo a Griffith (Anderson,
1995), han sido precursores en el desarrollo de la mecánica de fractura. El concepto de energía de fractura
surge de este tipo de abordaje y ha estado ligado a esta teoría desde sus inicios.
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1.4.1. Modelos cohesivos

A partir del concepto de energía de fractura y basado en ideas originalmente propuestas por Dugdale
(1960); Barenblatt (1962); Hillerborg et al. (1976); Planas y Elices (1992); Elices et al. (2002), se han
desarrollado modelos mecánicos cohesivos muy simples y extremadamente efectivos. Éstos resultan muy
apropiados para predecir fractura en el rango de los materiales cuasi-frágiles, aunque posteriormente se
los ha generalizado para predecir falla dúctil (Tvergaard y Hutchinson, 1992).

El modelo consiste en introducir una interfaz (que admite discontinuidades en desplazamientos) en
un cuerpo continuo (Ω), representando la existencia de una fisura. Sobre ambas superficies que delimitan
la interfaz actúa un sistema de fuerzas cohesivas T que se oponen a la apertura β, como se muestra
en la Fig. 1.2. Las fuerzas cohesivas se degradan con la separación de las superficies hasta perder
completamente la cohesión, siguiendo una relación que debe ser definida. Se interpreta que la ecuaciónT
vs. β es una relación constitutiva adicional a la relación constitutiva del continuo, que debe ser claramente
establecida.

De este modo, el modelo de fuerzas cohesivas esta asociado a una energía, GF , por unidad de área de
la interfaz. Si el comportamiento volumétrico del material no es disipativo, esta energía es la requerida al
sistema de cargas externas para generar la separación de las superficies de la interfaz hasta la degradación
completa de las fuerzas cohesivas. Ajustando los parámetros de la ley cohesiva adecuadamente, la energía
GF coincide con el concepto clásico de energía de fractura.

Ω

Zona de proceso
de fractura
(zona cohesiva)

Fractura sin
cohesión

β (apertura
de la interfaz)

Tracción T
(fuerza de cohesión)

T

β

G
F

Figura 1.2: Esquema conceptual de modelo cohesivo para representar fractura.

Cuando el proceso de disipación del material, debido a la propagación de la fractura, se encuentra
confinado en un volumen pequeño cerca de la punta de la fisura (zona de proceso de fractura), el modelo
cohesivo idealizado monoescala es capaz de reproducir con bastante fidelidad los complejos mecanismos
de degradación que se ponen en juego al nivel microscópico.

El aspecto clave en esta aproximación es la definición de la ley T vs. β. Si bien se ha extendido
la utilización de leyes monoescala simples, puramente fenomenológicas, en esta tesis se propone la
obtencion de esta ley a través de un análisis multiescala, dado que en general la misma resulta altamente
dependiente de la microestructura material.

1.4.2. Modelos basados en la mecánica del continuo

En forma alternativa a los modelos cohesivos para analizar procesos de fractura, se ha generalizado
el uso de modelos de daño continuo, o en general, de modelos de materiales susceptibles de presentar
ablandamiento.

El efecto de ablandamiento está íntimamente relacionado al concepto de pérdida de estabilidad del
comportamiento constitutivo. Adicionalmente, en materiales invíscidos, surge también el fenómeno de
bifurcación. Estos fenómenos (bifurcación y pérdida de estabilidad) son los que dan lugar a soluciones
con localización de deformaciones y falla del material. Si se mantiene el formato estándar de los modelos
constitutivos clásicos, el problema matemático asociado resulta mal colocado.
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Una alternativa para mitigar este efecto es introducir algún tipo de regularización en la descripción
constitutiva del modelo de ablandamiento, tales como: (i) modelos no-locales (Baz̆ant et al., 1984; Baz̆ant
y Pijaudier-Cabot, 1988; Tvergaard y Needleman, 1995; Pijaudier-Cabot y Baz̆ant, 1987; Baz̆ant y Lin,
1988), (ii) esquemas de gradientes de alto orden (Aifantis, 1984b,a; Lasry y Belytschko, 1988; de Borst y
Mühlhaus, 1992; de Borst et al., 1995; Peerlings et al., 1996, 2001, 2002), (iii) modelos viscosos (Need-
leman, 1988; Loret y Prévost, 1990; Sluys et al., 1993), (iv) teoría de Cosserat del continuo micropolar
(Continuum Micro-Polar Cosserat’s Theory) (Muhlhaus y Vardoulakis, 1987; Steinmmann y Willam,
1991; de Borst, 1991, 1993; Etse y Nieto, 1998), entre otros. Estos esquemas de regularización aseguran
que el fenómeno de localización de deformaciones tendrá lugar en un escenario termodinámicamente
admisible, mostrando soluciones con bandas de localización estrechas cuyo espesor está físicamente bien
definido y, por lo tanto, la disipación de energía que provee el modelo es objetiva.

1.4.3. Aproximación por Discontinuidades Fuertes del Continuo (ADFC)

Otra metodología que vale la pena mencionar aquí es la denominada Aproximación por Disconti-
nuidades Fuertes del Continuo (ADFC), propuesta por X. Oliver y su grupo de colaboradores (Oliver,
2000; Oliver et al., 2002; Oliver y Huespe, 2004a,b). Esta técnica permite establecer un nexo entre: (i) los
modelos basados en la mecánica del continuo (Sec. 1.4.2) y (ii) los modelos cohesivos (Sec. 1.4.1).
Mediante la incorporación de unos pocos ingredientes conceptuales, la ADFC hace viable el plantea-
miento del problema de fractura material en un único marco teórico unificado tal que, partiendo de la
descripción estándar (continua) se llega consistentemente a modelar mecanismos de degradación y falla
que evolucionan hasta nuclear una fisura cohesiva.

Una característica peculiar de esta estrategia es que postula un único comportamiento constitutivo,
el del material no fisurado. Esta ley constitutiva de continuo (tensión-deformación) regularizada ade-
cuadamente y sujeta a una cinemática que incorpora discontinuidades en desplazamientos, degenera
naturalmente en una ley cohesiva (tracción-salto) sobre la fisura (Oliver, 2000). De esta forma se evita
tener que seleccionar una ley cohesiva independiente del comportamiento volumétrico, para controlar la
apertura de la discontinuidad.

Si bien la metodología multiescala propuesta en esta tesis parte de fundamentos mecánicos muy
diferentes respecto al modelo ADFC, comparte con éste uno de sus atributos distintivos. Como se
demostrará en su momento, la ley cohesiva homogeneizada en nuestra formulación multiescala deriva
del comportamiento constitutivo del continuo (material no fisurado) (ver Sec. 4.5).

1.5. Estado del arte en referencia al modelado multiescala de falla material
utilizando un RVE

1.5.1. Modelos Clásicos o Multiescala Estándar

En la literatura disponible se han propuesto un gran número de contribuciones que describen aproxi-
maciones multiescala basadas en el concepto de RVE. En general, sólo consideran el régimen mecánico
en donde los materiales no están sujetos a localización de deformaciones.

Para colocar la presente monografía en el contexto adecuado, se menciona las contribuciones de De
Souza Neto y Feijóo (2006, 2008, 2011); Perić et al. (2011) como los trabajos más significativos que
describen los fundamentos mecánicos del modelo, desde una visión puramente variacional.

Los aportesmencionados en el párrafo previo conforman el andamiaje teórico sobre el que se sustenta
la metodología desarrollada en esta tesis. Este formato teórico riguroso requiere ser reinterpretado,
generalizado y reformulado para incluir en el modelado el proceso de falla material.

Otros trabajos representativos de esta línea, y sólo por mencionar algunos, han sido las contribuciones
de Miehe et al. (2002); Miehe y Koch (2002); Miehe et al. (1999).
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A lo largo del presente documento se denomina a este tipo de aproximación como “Modelo Mul-
tiescala Clásico” (MMCl). En la actualidad puede considerarse que esta familia de metodologías está
bien establecida desde el punto de vista mecánico, físico y matemático. El mayor esfuerzo en esta línea
de trabajo se está volcando a desarrollar esquemas computacionales viables y robustos, como también
a desarrollar aplicaciones concretas. Un ejemplo típico de este tipo de aplicaciones, en un problema de
gran interés tecnológico, se da en el modelado de materiales policristalinos durante el régimen que no se
induce falla a nivel macroscópico.

1.5.2. Modelos que tratan el régimen mecánico en donde los materiales muestran com-
portamiento inestable

La decisión de incorporar ablandamiento para modelar falla de materiales a nivel micromecánico
(como mecanismo para inducir la degradación a nivel macro) introduce nuevos desafíos teóricos que
requieren un análisis cuidadoso. Los modelos multiescala clásicos, tales como los mencionados en la
subsección precedente, no se pueden aplicar directamente a microestructuras con materiales inestables.
Esto se debe principalmente a las dos razones siguientes:

Se vuelve imperativo utilizar una teoría constitutiva regularizada a nivel micromecánico para
garantizar la correcta colocación matemática del problema.

Un aspecto clave asociado al proceso de localización de deformaciones es el llamado efecto tamaño.
Este efecto es muy conocido en el contexto de la mecánica de fractura y falla fenomenológica de
materiales. Es más, ha sido extensamente estudiado en la bibliografía, principalmente por Baz̆ant y
Planas (1998). Como resultado de este fenómeno, la respuesta homogeneizada de tensiones (en el
sentido clásico de promediado en el volumen representativo) durante el régimen poscrítico se vuelve
extremadamente sensible al tamaño de la microcelda. Se obtiene así una respuesta homogeneizada
cada vez mas frágil en la medida que se incrementa el tamaño del RVE.

Evidentemente, la situación descrita en el segundo ítem revela indicios muy fuertes sobre la impo-
sibilidad de sostener el concepto de RVE (Gitman et al., 2007), al menos en el sentido estándar dado
a la microcelda y al proceso de homogeneización. Se remarca que la existencia del RVE es un pilar
fundamental en este tipo de aproximación. En el Cap. 7 se proponen varios ejemplos numéricos para
mostrar este grave problema teórico, aquí denominado pérdida de objetividad. Hoy en día, la comunidad
científica parece haber consensuado la necesidad de contar con nuevas formulaciones multiescala basa-
das en técnicas de homogeneización más elaboradas (no estándar), que intenten dar soluciones a esta
importante falencia.

En este sentido se cita, por ejemplo, un trabajo reciente de Belytschko et al. (2008) que describe
un procedimiento de homogeneización específico. El promediado volumétrico de tensiones en el RVE
excluye las zonas con localización de deformaciones, generando así una respuesta estable. Una caracte-
rística adicional del procedimiento sugerido por estos autores en una contribución más reciente (Song
y Belytschko, 2009), es que se proponen microceldas de tamaño predeterminado, según el tamaño del
elemento finito de la macroescala. Obviamente este hecho revela una limitación de la metodología pro-
puesta, ya que se solapan conceptos propios de la formulación mecánica del modelo con aspectos de la
aproximación numérica utilizada.

Otra técnica interesante para modelar falla en interfaces adhesivas predefinidas, se debe a Matous
et al. (2008); Kulkarni et al. (2009). Ellos postulan un modelo multiescala basado en la existencia de un
RVE vinculado a una interfaz adhesiva macroscópica. El vector salto de desplazamiento entre las caras
de la interfaz macro es luego prescrito como condición de borde en la microcelda. Una limitación de
este enfoque está relacionada con el hecho que la altura del RVE debe ser igual al espesor físico de la
interfaz adhesiva. Otra limitación es que el modelo no puede extenderse trivialmente a problemas donde
originalmente el dominio es continuo, sin defectos. Es decir, las superficies en las que surgen los modos
discontinuos deben estar predefinidas en el dominio de análisis macro.
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Verhoosel et al. (2010) han desarrollado un método para obtener una ley homogeneizada cohesiva
macro a partir de microestructuras que presentan evolución de fisuras. Nguyen et al. (2010, 2011)
han elaborado aún más esta idea e incluyen una teoría de gradientes en la microcelda con el fin de
regularizar el comportamiento constitutivo del material con ablandamiento. En los dos últimos trabajos
mencionados se introduce la noción de zona de falla promedio, que es un subdominio específico del RVE.
Sólo en esa zona se realiza el promediado de tensiones durante la etapa poscrítica material. Utilizando
ejemplos numéricos, los autores demuestran la existencia de respuestas macroscópicas que son objetivas
con respecto al tamaño del RVE. Aunque esta metodología representa una técnica que parece tener
fundamento físico, el procedimiento de homogeneización restringido al subdominio de falla se introduce
en el modelo como una definición a-priori, sin la debida justificación mecánica. La cinemática en zona
de falla micro no tiene una conexión directa con la cinemática observada al nivel macroscópico. Además,
los resultados mostrados por los autores revelan una discontinuidad notable en la respuesta constitutiva
macro cuando se analizan micro estructuras porosas, indicando una clara deficiencia en la formulación
teórica del modelo.

A partir de este breve análisis del estado del arte en esta materia, se concluye que aún no existe
una tendencia bien definida (y menos aún en lo que se refiere a un marco teórico unificado basado en
cuestiones puramente físicas y mecánicas) para describir una aproximación al problema de falla en
materiales heterogéneos utilizando técnicas multiescala y basados en la noción de RVE. Se considera
que la formulación variacional desarrollada en esta tesis es capaz de abordar esta cuestión de manera
consistente y satisfactoria, representando así un aporte ciertamente original en la temática.

1.6. Propuesta de una nueva formulación multiescala para la falla de
materiales

En la presente contribución, se elabora una teoría mecánica racional basada en formular adecuada-
mente el mecanismo de transferencia de información cinemática desde la escala macro hacia la escala
micro, introduciendo un nuevo concepto para la inserción de la deformación en el RVE.

Como premisa de la formulación multiescala propuesta para el tratamiento de falla material se
asume en la macroescala un cuerpo continuo, donde (como se esquematiza en la Fig. 1.3), al producirse
inestabilidad material, es posible la activación de fisuras cohesivas (Sec. 1.4.1). Se considera que los
puntos del continuo están vinculados a microceldas que definen su estado mecánico constitutivo, de
la misma forma que las fuerzas cohesivas de la fisura se obtienen a partir de la resolución mecánica
de una microcelda. Las microceldas para un punto del continuo y un punto sobre la fisura tendrán
características distintivas (variables mecánicas, transferencia de información, condiciones de borde) que
permitirá obtener una respuesta homogeneizada físicamente congruente y consistente con el concepto de
RVE (Sec. 1.3.1).

Como convención, la expresión formulación multiescala se utiliza para referirse a la metodología
completa propuesta para el tratamiento de la evolución de deterioro del material, desde la etapa inicial
de carga hasta el total agotamiento (proceso de falla). Se incluye en ella el desarrollo de las técnicas
detección de inestabilidad y de transición entre los modelos. La expresión modelo multiescala se aplica
a los procedimientos en que se divide la formulación propuesta y que trata cada uno de los estados
mecánicos de la macroescala, principalmente en lo que se refiere a la definición de las características de
la microescala para obtener un respuesta homogeneizada constitutiva en la macroescala. Se define, en
este trabajo, un modelo para la etapa estable del material (continuo) y otro modelo para la etapa inestable
(fisura cohesiva). Dentro de cada modelo se denomina submodelo multiescala a diferentes elecciones de
las condiciones de borde aplicadas sobre la microcelda (se entrará en más detalle en los Caps. 3 y 4).
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Figura 1.3: Esquema de mecánico asumido en la formulación propuesta para el tratamiento de falla material mediante multi-
escala.

1.6.1. Estructura de la tesis
La presentación del trabajo se divide en cinco Partes, en la Parte I (presente) se realiza una introducción

(estado del arte) al modelado de falla material, con hincapié en las metodologías multiescalas.
En la Parte II se desarrolla la teoría conceptual y matemática de la formulación multiescala propuesta.

Dentro de ella, en el Cap. 2 se describe el modelo de fisura cohesiva adoptado en la macroescala. En
los Caps. 3 y 4 se introduce los modelos multiescalas que definen el comportamiento mecánico de los
puntos del continuo (etapa macro estable) y los puntos pertenecientes a la fisura cohesiva (etapa macro
inestable), respectivamente.

En la Parte III se presenta la implementación numérica utilizada, considerando un problema de
elementos finitos (FE2), tanto de la macroescala (Cap. 5) como en la microescala (Cap. 6).

En la Parte IV se proponen varios ejemplos numéricos de validación de la formulación.
Finalmente, en la Parte V se presenta las conclusiones del trabajo.



Parte II

Formulación multiescala para el modelado
de falla material
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Capítulo 2

Modelo macro con nucleación de fisuras
cohesivas

2.1. Generalidades
La idea que subyace en la exposición de este Capítulo es presentar las ecuaciones básicas del problema

de equilibrio macro, el cual admite nucleación y propagación de fisuras cohesivas. Este tipo de problema
es clásico en la actualidad, por ende la descripción mecánica por sí sola no representa un aporte relevante
del trabajo. No obstante, la colocación formal del modelo macro representa el punto de partida para
obtener una visión globalizadora de la estrategia multiescala propuesta. En este sentido, el presente
capítulo describe específicamente:

(i) en qué punto concreto del análisis macro se requiere el acoplamiento y/o interacción con la
microestructura heterogénea, y

(ii) para qué tipo de variables se propone realizar un salto de escala.

A partir de los desarrollos aquí elaborados se evidencia el concepto fundamental de esta contri-
bución: la técnica multiescala propuesta reemplaza la necesidad de adoptar modelos constitutivos de
tipo fenomenológicos, logrando encapsular un comportamiento material altamente complejo a nivel
micromecánico, utilizando para ello procedimientos de homogeneización o promediado de campos (ver
esquema idealizado en la Fig. 2.1).

La descripción en detalle de las técnicas propuestas para la homogeneización constitutiva se discute
en los dos capítulos siguientes. Por ende, el modelo mecánico multiescala macro-micro completo, será
íntegramente definido tras los desarrollos que se presentan en el Cap. 3 y Cap. 4.

2.2. Premisas básicas adoptadas para el modelo en la macroescala
A continuación se enumeran las suposiciones y definiciones básicas a partir de las cuales se funda-

menta la descripción del problema mecánico en la macroescala, a saber:

(i) El sólido en estudio se identifica con un cuerpo B de puntos materiales. En la macroescala, un
punto material genérico de B se denota como “x”1.

(ii) La descripción cinemática se plantea considerando hipótesis de pequeñas deformaciones. En con-
secuencia, es posible utilizar una única configuración para el cuerpo B, denotada como Ω (configu-
ración de referencia). Con Ω se representa una subregión (abierta y acotada) del espacio Euclídeo
de puntos (Rndim), que tiene correspondencia biunívoca con B (“ndim” es la dimensión geométrica
del problema).

1Con cierto abuso de notación, se utilizará la misma simbología “x” para representar las coordenadas del punto material
respecto a un sistema de referencia específico, definido en la macroescala (ver Fig. 2.1).

17



18 CAPÍTULO 2. MODELO CON NUCLEACIÓN DE FISURA...

(iii) Sólo se consideran problemas cuasiestáticos.Mediante la terminología “t” se simboliza una variable
de pseudo-tiempo, que crece en forma monótona, donde t ∈ [0, tF ] siendo [0, tF ] el intervalo
completo de análisis. Esta variable se utiliza para posicionar secuencialmente la evolución del
problema no lineal material. No representa una medida de tiempo físico, sino simplemente un
parámetro de control incremental.

Por razones que quedarán en evidencia más adelante, resulta conveniente escribir ciertas ecuaciones
del modelo en forma incremental. Para ello se utiliza el operador d(•), indicando un incremento
infinitesimal de su argumento (•).

(iv) El cuerpo B está sometido a un sistema de fuerzas cuasiestático predefinido: fuerzas por unidad de
volumen b(x, t) y tracciones TN (x, t) en la superficie. La frontera del dominio Ω, supuesta suave
por partes, se simboliza mediante Γ. Como es usual, Γ admite una subdivisión en dos subconjuntos,
ΓD y ΓN (tal que ΓD ∪ ΓN = Γ y ΓD ∩ ΓN = ∅), sobre los cuales se definen los desplazamientos
prescritos, uD , y las tracciones impuestas, TN , respectivamente. Además, ν representa el vector
unitario normal (saliente) a la frontera Γ, ver Fig. 2.1.

(v) Inicialmente, el sólido en la macroescala se idealiza como un medio estadísticamente homogéneo y
continuo, para el cual el estado mecánico de un punto genérico x está caracterizado por el tensor de
deformaciones ε y el tensor de tensiones σ (por ejemplo el punto xR en la Fig. 2.1). Sin embargo,
debido a fenómenos de degradación que tienen lugar a nivel microestructural, resulta necesario
considerar un escenario mecánico macro alternativo más general.

Esto es un aspecto crucial en la aproximación propuesta:

La evolución de procesos irreversibles de localización en la microescala puede inducir en la
respuestamacroscópica una condición crítica de inestabilidadmaterial. Esto implica una respuesta
constitutiva macro con ablandamiento. Una hipótesis fundamental que se introduce en la presente
formulación multiescala es que, a partir del mencionado punto de inestabilidad, la descripción
mecánica macro se enriquece mediante la incorporación de una fisura cohesiva, S, la cual llevará
en cuenta la compleja fenomenología cinemática y constitutiva que se manifiesta a nivel micro
(aunque sólo en forma homogeneizada). Desde un punto de vista físico, el modelo de fisura
macro embebida representa, por ejemplo, la existencia de bandas de corte (en problemas de falla
de metales), fracturas (en materiales cuasi-frágiles), superficies de deslizamiento (en problemas
geológicos o geotécnicos), etc.

En la formulaciónmecánica, el concepto de fisura cohesiva introduce dos características adicionales
que no pueden reproducirse mediante una descripción cinemática convencional. La primera de
ellas es: (a) la incorporación de un nuevo campo cinemático independiente, β, definido sobre la
superficie S (ver punto xS en la Fig. 2.1). La interpretación física de β es el vector de apertura
de fisura o salto de desplazamientos a través de S. Geométricamente, S está caracterizada por su
correspondiente vector normal unitario n, el cual puede ser espacialmente variable. Este tipo de
cinemática se la conoce bajo el nombre Cinemática con Discontinuidades Fuertes. La segunda
característica mencionada es: (b) introducción de un esfuerzo interno generalizado adicional, el
cual es conjugado termodinámicamente al salto β. Esta variable dual se interpreta como la Tracción
Cohesiva, T , sobre la fisura S.
En esta formulación,T depende constitutivamente de β a través de una leymultiescala que considera
la heterogeneidad del material y el proceso de falla microscópico.

(vi) Resulta necesario postular un criterio para detectar inestabilidad material y poder así nuclear una
fisura cohesiva. En este sentido se considera un análisis de bifurcación discontinua, basado en la
singularidad del tensor localización homogeneizado. Este criterio brinda la siguiente información:
(a) el instante de tiempo específico para la nucleación de la fisura cohesiva, al cual se indica como
tN , y (b) el vector normal a S. Detalles específicos de esta metodología se discuten en la Sec. 2.5.
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(vii) Por simplicidad, se asume que las fisuras en la macroescala no alcanzan la frontera Dirichlet ΓD
(esto evita definir condiciones de borde sobre el campo β). También se considera que las fisuras
no se cruzan entre sí.

(viii) Cada punto x ∈ Ω, de la macroescala, está vinculado a un dominio microestructural heterogéneo,
suficientemente representativo, que se denomina RVE y que matemáticamente se representa a
través del dominio Ωµ, ver Fig. 2.1. Se asume que existe un salto de escala, en el sentido que las
longitudes características que intervienen en la descripción del modelo microestructural ?RVE es
mucho menor que aquella caracterizando la escala macro: ?. Observe que esta noción se aplica
incluso a puntos que pertenecen a la fisura cohesiva macro S. La mecánica a nivel macro no
queda completamente definida hasta no conocer la mecánica a nivel micro, como se explica en este
capítulo.
Precisamente la existencia del concepto de RVE ha sido tema de discusión actual en relación al
modelado de falla material vía técnicas multiescala (ver Sec. 1.3.2). La filosofía de este trabajo
es justamente: para el modelado de falla material se torna imperativo proponer nuevas formu-
laciones multiescala alternativas, mecánicamente consistentes, que preserven la noción básica y
fundamental de existencia del RVE. Bajo este precepto deberá entenderse la contribución de esta
tesis.

RVE para fisura cohesiva macroMacroescala
( )Medio Heterogéneo

Zoom

RVE para un punto continuo macro
( )Medio Heterogéneo

Subdominio con
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Figura 2.1: Esquema idealizado del modelo multiescala (macro-micro) para falla material, utilizando el concepto de RVE.

2.3. Cinemática con discontinuidades fuertes
Mientras el comportamiento constitutivo macro se mantiene estable, la descripción cinemática con-

vencional (continua) resulta suficiente para describir la mecánica del medio en estudio. Por el contrario,
cuando la respuesta constitutiva se torna inestable en algún punto x ∈ Ω se introduce, en dicho punto,
una fisura cohesiva S. Se asume que es conocido el instante de activación de la fisura, tN , y su orientación
espacial en términos del vector normal, n, a partir del criterio descrito en la Sec. 2.5. Una vez nucleada la
fisura S, su orientación permanece fija para todo t > tN (ver Fig. 2.2). Por simplicidad en la formulación
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se asume una única fisura en el medio, aunque la generalización para considerar múltiples superficies de
discontinuidad no ofrece complejidades conceptuales.

La incorporación de una fisura en un sólido inicialmente continuo exige una descripción cinemática
particular, dado que el campo de desplazamiento, u, se vuelve discontinuo sobre S: ?u?S(x, t) ? 0,
∀x ∈ S y ∀t ∈ [tN, tF ]. En la expresión se ha utilizado el operador ?(•)?S , para indicar una discontinuidad
o salto en el campo (•) sobre la superficie S. Este operador puede definirse como:

?(•)?S = (•)|(x+ξ n) − (•)|(x−ξ n) ∀x ∈ S (2.1)

donde ξ es una perturbación escalar tal que ξ → 0 y la operación (•)|X implica la evaluación del campo
(•) en el punto X .

En esta Sección se introduce el formalismo matemático para describir esta cinemática con disconti-
nuidades fuertes. Por simplicidad, de aquí en adelante se utilizara el símbolo β para denotar el salto o
discontinuidad en desplazamientos:

β(x, t) = ?u?S(x, t) (2.2)

Considere el cuerpo B, en su configuración de referencia Ω, el cual exhibe una discontinuidad en el
campo de desplazamientos a través de S con normal n. La superficie S divide a Ω en dos subdominios,
Ω+ y Ω−, cada uno de éstos se identifica de acuerdo al sentido de n (n apunta hacia Ω+), ver Fig. 2.2.
Se introduce a continuación un conjunto de definiciones geométricas que se utilizará en breve y que
pueden apreciarse en la Fig. 2.2-b. Con el símbolo Ωϕ se hace referencia a un subdominio arbitrario de
Ω (Ωϕ ⊂ Ω) que incluye la interfaz S (S ⊂ Ωϕ). La superficie S divide a Ωϕ en dos subdominios Ωϕ

+ y
Ωϕ− , de acuerdo a la dirección de n (n apunta hacia Ωϕ

+ ). A su vez, Γϕ es la frontera de Ωϕ , la cual puede
subdividirse según: Γϕ = S+ ∪ S− ∪ ΓϕI ∪ Γ

ϕ
I I . Considere además que para todo punto x ∈ S es posible

definir un sistema cartesiano ortonormal local a la fisura, definido por los versores {n, τ}.
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Figura 2.2: Ingredientes básicos y nomenclatura para describir una cinemática con discontinuidades fuertes sobre S.

Según Simo y Oliver (1994), el campo de desplazamiento total u(x, t), compatible con una cinemática
con discontinuidades fuertes, puede escribirse como la suma de dos términos:

u(x, t) =
continuo??????
u(x, t)+

discontinuo????????????????????????????
MS(x) β(x, t) ∀ x ∈ Ω (2.3)

donde u(x, t) y β(x, t) representan el campo de desplazamiento regular (continuo) y el salto en despla-
zamientos, respectivamente. Ambas funciones son suficientemente regulares sobre Ω y S.

En la Ec. (2.3),MS(x) es una función preestablecida, constante en el tiempo, usualmente denominada
Función Salto Unitario, que se define como (ver Fig. 2.3-b):

MS(x) = HS(x) − ϕ(x) (2.4)
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donde la función HS(x) : Ω → R es la Función escalón (Heaviside), colocada sobre la superficie de
discontinuidad S:

HS(x) =
?

0 ∀ x ∈ Ω−
1 ∀ x ∈ Ω+

(2.5)

y ϕ(x) : Ω → R es una función escalar continua y arbitraria, excepto por las dos condiciones siguientes:

ϕ(x) =
?

0 ∀x ∈ Ω− \ Ωϕ−
1 ∀x ∈ Ω+ \ Ωϕ

+

(2.6)
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Figura 2.3: Cinemática con discontinuidades fuertes de soporte compacto.

En forma estricta, el campo cinemático adicional β tiene significado físico sólo sobre la interfaz
cohesiva S. No obstante, resulta de interés extender el soporte de definición de β a todo el subdominio
Ωϕ , tal como se sugiere a continuación (ver también Fig. 2.3-a):

β : Ωϕ × [tN, tF ] → Rndim tal que (∇x ⊗ β) · n = 0 ∀x ∈ Ωϕ (2.7)

donde ∇x es el operador gradiente en la macroescala, de allí el subíndice x, y ⊗ representa un producto
tensorial. La Ec. (2.7) no debe interpretarse como una restricción sobre el campo β, sino más bien como
una generalización que se introduce para dar significado matemático a términos que contengan gradientes
de la variable β, como se verá a continuación.

Considerando el conjunto de expresiones previas (Ecs. (2.3), (2.4) y (2.7)) el tensor de deformaciones
macro, ε, compatible con la Ec. (2.3) y para todo punto material que no pertenece a la fisura cohesiva,
puede expresarse como:

ε(x, t) = ∇x ⊗s u(x, t) = ∇x ⊗s u +MS ∇x ⊗s β − β ⊗s ∇xϕ = εR(u, β) ; ∀x ∈ Ω \ S (2.8)

donde el subíndice “s” implica simetría en la operación. Observe que la expresión anterior contiene sólo
términos regulares (acotados), por ello se incorpora la terminología deformación regular εR(u, β) ∀x ∈
Ω \ S.
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Por otra parte, en los puntos ubicados sobre la fisura cohesiva S (es decir ∀x ∈ S) se introduce la
noción de deformación generalizada; la cual, en este caso, viene caracterizada por: (i) el vector β actuante
sobre la superficie de discontinuidad S con normal n y (ii) su contraparte regular subyacente, εR (ver
Ec. (2.8)). Se puede juntar ambas contribuciones y caracterizar la deformación macro asociada a la fisura
cohesiva a través de la siguiente lista de objetos: {εR, β, n}.

A este nivel de desarrollo se está en condiciones de introducir el concepto formal de admisibilidad
cinemática en la macroescala. Se dice que el campo de desplazamiento total discontinuo u, véase la
Ec. (2.3), es cinemáticamente admisible si puede ser caracterizado por el par de elementos (u, β) del
conjunto U, el cual se define como:

U(Ω) ≡
?
(u, β) | u ∈ H1(Ω) ∧ β ∈ H1(Ωϕ) ∧ u |ΓD

= uD

?
(2.9)

donde H1(•) es el espacio vectorial de las funciones definidas en el dominio (•), cuya primer derivada es
cuadrado integrable.

A partir de la expresión de la Ec. (2.9), es posible definir el espacio vectorial V que caracteriza
las variaciones virtuales cinemáticamente admisibles de desplazamientos discontinuos (aquí denotadas
como û = û +MS β̂). Dicho espacio V se describe mediante:

V(Ω) ≡
?
(û, β̂) | û ∈ H1(Ω) ∧ β̂ ∈ H1(Ωϕ) ∧ û

??
ΓD
= 0

?
(2.10)

donde se utiliza la simbología ˆ(•) para indicar variaciones virtuales cinemáticamente admisibles de una
variable genérica (•). Esta nomenclatura se respetará a lo largo de toda la tesis.

Las definiciones de las Ecs. (2.9) y (2.10) conforman la estructura matemática necesaria para describir
el problema de equilibrio macro en un sentido variacional.

2.4. Problema de equilibrio variacional en la macroescala
El primer punto importante a considerar, es el concepto de potencia virtual interna para el modelo

macro. En el contexto presente se debe evaluar dos situaciones diferentes:

Para la parte continua del sólido (es decir ∀x ∈ Ω \ S y ∀t ∈ [0, tF ]) la potencia virtual interna,
por unidad de volumen, se define como: Pint

Ω = σ : ε̂R;

Para la fisura cohesiva (es decir ∀x ∈ S y ∀t ∈ [tN, tF ]) la potencia virtual interna, por unidad de
área (con normal n), viene dada por: Pint

S = T · β̂;

donde ε̂R = εR(û, β̂) (ver Ec. (2.8)) y β̂ representan, respectivamente, la deformación regular virtual
admisible y el salto virtual admisible. A partir de lo planteado se observa la existencia de dos pares de
variables duales que generan potencia virtual interna en forma independiente: {σ, ε̂R} y {T, β̂}.

La potencia virtual externa sigue la definición convencional y se compone también de dos contribu-
ciones, a saber:

Potencia virtual externa debida al sistema de fuerzas de cuerpo b, por unidad de volumen: Pext
Ω =

b · û;

Potencia virtual externa debido al sistema de traccionesTN , por unidad de superficie: Pext
ΓN
= TN · û.

Es posible ahora hacer uso del Principio de Potencias Virtuales (PPV) para encontrar la forma
variacional del problema de equilibrio macro con posible nucleación de fisuras cohesivas, el cual se
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enuncia como sigue:

Dadas las fuerzas b(x, t) por unidad de volumen, ∀x ∈ Ω, y las tracciones superficiales
TN (x, t), ∀x ∈ ΓN ; encontrar los campos de desplazamientos cinemáticamente admisibles
(u, β) ∈ U, tal que:∫

Ω\S
σ : ∇x ⊗s (û +MS β̂) dΩ +

∫
S
T · β̂ dS −

−
∫
Ω\S

b · (û +MS β̂) dΩ −
∫
ΓN

TN · û dΓ = 0 ∀(û, β̂) ∈ V

(2.11)

El segundo término de la izquierda en la Ec. (2.11) (
∫
S T · β̂ dS), se activa sólo a partir del instante de

nucleación tN y tiene en cuenta la potencia virtual interna producida por la tracción cohesiva T actuando
sobre un salto virtual cinemáticamente admisible en la fisura β̂.

Para definir completamente el problema mecánico variacional en la macroescala (Ec. (2.11)) se deben
incorporar aún las relaciones constitutivas para los esfuerzos internos generalizados σ y T . La aproxi-
mación mecánica convencional de tipo monoescala considera modelos fenomenológicos para describir
tales esfuerzos. Por el contrario, en nuestra propuesta se establece que ambas respuestas constitutivas se
obtienen a través de un análisis micromecánico (mediante la resolución de un problema específico a nivel
del RVE) y posterior homogeneización del comportamiento constitutivo micro. Esta técnica multiescala
se describe en detalle en los dos Capítulos siguientes.

En general, la respuesta constitutiva macro será no-lineal. Por ello, hace falta poner en evidencia
la dependencia funcional existente entre los esfuerzos internos generalizados {σ,T } y la historia de la
cinemática macro generalizada, hasta el instante de tiempo actual t:

σ = Fσ({εR}t ) ∀x ∈ Ω \ S ∧ ∀t ∈ [0, tF ] (2.12)
T = FT ({εR}t, {β}t ) ∀x ∈ S ∧ ∀t ∈ [tN, tF ] (2.13)

donde {(•)}χ representa la historia de una variable cinemática genérica (•) hasta el tiempo χ, mientras
que Fσ y FT identifican los funcionales constitutivos homogeneizados para las tensiones y tracciones,
respectivamente.

Adoptando un formato incremental, el estado de tensión y las tracciones cohesivas pueden expresarse
como:

σ = σt−dt + dσ (2.14)
T = T t−dt + dT (2.15)

donde la operación (•)χ refiere al valor que toma una variable genérica (•) al instante de tiempo χ. Con
el propósito de simplificar la notación, no se coloca el superíndice para el instante de tiempo actual (t).

Considerando las Ecs. (2.12) y (2.14) y las Ecs. (2.13) y (2.15), los incrementos de esfuerzos internos
generalizados pueden escribirse simbólicamente como:

dσ = ∗Fσ({εR}t−dt, dεR) ∀x ∈ Ω \ S ∧ ∀t ∈ [0, tF ] (2.16)
dT = ∗FT ({εR}t−dt, {β}t−dt, dεR, dβ) ∀x ∈ S ∧ ∀t ∈ [tN, tF ] (2.17)

donde se observa claramente la dependencia funcional de un estadomecánico previo ({εR}t−dt y {β}t−dt )
e incrementos cinemáticamente admisibles (dεR y dβ). En este punto se puede colocar el siguiente
concepto fundamental de nuestra aproximación:

“La formulación multiescala presente asume que los funcionales constitutivos ∗Fσ y ∗FT , que
definen los incrementos de esfuerzos internos generalizados dσ y dT respectivamente, se obtienen vía un
procedimiento de salto de escala consistente (ver Cap. 3 y Cap. 4). Las respuestas homogeneizadas ∗Fσ y
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∗FT quedarán íntegramente caracterizadas si se conoce la historia de cinemática generalizada ({εR}t−dt ,
{β}t−dt ) y los incrementos cinemáticamente admisibles (dεR, dβ), aplicados a la microestructura”.

Observe que, según las Ecs. (2.13) y (2.17), la tracción cohesivaT depende de la deformación regular
εR. No obstante, se recuerda que T sólo produce potencia virtual interna sobre las variaciones virtuales
cinemáticamente admisibles del salto o apertura de fisura (β̂). De esta manera, la componente regular εR
en el argumento del funcional Ec. (2.13), actúa simplemente como un parámetro en lo que respecta a la
evaluación de la potencia virtual interna cohesiva. En el Cap. 4 se hará uso de este argumento mecánico.

2.5. Criterio de falla en la macroescala
A partir de las discusiones elaboradas en las secciones previas, surge la necesidad de contar con

un criterio específico para decidir “cuándo” y “cómo” se debe introducir la fisura cohesiva, S, en el
dominio Ω. Este criterio debe ser capaz de evaluar el estado mecánico de la microestructura subyacente
(en particular, el estado mecánico homogeneizado) y ofrecer, como resultado, la siguiente información:

(i) El tiempo de nucleación tN ∈ [0, tF ], definido como el instante (t = tN ) en el que se alcanza
la condición admisible para la formación de un modo macro localizado (inestabilidad material o
bifurcación), por primera vez en la historia de carga.

(ii) La orientación local de la fisura, a través del vector unitario n normal a la superficie de disconti-
nuidad S.

Para lograr este objetivo, se propone utilizar el análisis clásico de bifurcación discontinua, basado en
estudiar las propiedades espectrales del Tensor de Localización (a definirse más abajo, Rice, 1976; Rice y
Rudnicki, 1980; Runesson et al., 1991). Este criterio determina la condición mecánica para la cual resulta
admisible una discontinuidad en el incremento de deformación, a través de una interfaz material.

La ecuación de compatibilidad o restricción cinemática de Maxwell (Thomas, 1961; Hill, 1962;
Rice y Rudnicki, 1980; Sánchez, 2006) establece que una discontinuidad o salto en el incremento de
deformaciones (dε) debe tener, necesariamente, la siguiente estructura matemática:

?dε? = dγ ⊗s n (2.18)

donde n es el vector unitario normal a la superficie de discontinuidad y dγ es un vector (adimensional)
que define la dirección de discontinuidad en el modo localizado.

El término ?dε? representa un salto en el incremento de deformaciones entre dos puntos, L y C,
ubicados a cada lado de la interfaz de discontinuidad, de tal forma que:

dεL = dεC + ?dε? (2.19)

donde las magnitudes dεL y dεC representan el incremento de deformación en la parte Localizada y
Continua del sólido, respectivamente.

En este trabajo se asume un comportamiento mecánico incrementalmente lineal (abarcando de esta
forma una gran familia de leyes constitutivas independientes de la velocidad de carga), por lo tanto es
posible escribir:

dσ = C({ε}t ) : dε (2.20)

donde C es el tensor constitutivo tangente el cual depende de la historia de deformación, {ε}t , hasta el
instante t.

Postulando la condición de equilibrio a través de S, en términos de la continuidad de tracciones
incrementales, se obtiene que:

?dT? = 0 = ?dσ? · n = dTL − dTC =
?
C({ε}t ) : ?dε?? · n (2.21)
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donde las variables dTL y dTC representan el incremento de tracción en la parte Localizada y Continua
del cuerpo, respectivamente. Para obtener la última igualdad en la Ec. (2.21), se ha considerado: (i) la
Ec. (2.20) y (ii) el mismo comportamiento constitutivo incremental (en régimen de carga) a ambos lados
de la superficie material S, ver Ottosen y Runesson (1991) para obtener detalles adicionales.

En el presente contexto de modelado multiescala, las magnitudes dTL y dTC , en la Ec. (2.21), se
obtienen mediante homogeneización de un problema micromecánico. Además, el tensor C se interpreta
como el tensor tangente constitutivo homogeneizado (ver Sec. 3.11).

Considerando la Ec. (2.18) y teniendo en cuenta la simetría menor en C, la Ec. (2.21) resulta:
? ?
C({ε}t ) · n? · dγ? · n = Q({ε}t, n) · dγ = 0 (2.22)

donde Q({ε}t, n) es el denominado Tensor de Localización2:

Q({ε}t, n) = n · C({ε}t ) · n (2.23)

La Ec. (2.22) puede interpretarse como un problema de valores propios, el cual admite soluciones no
triviales (dγ ? 0) sólo si:

det
?
Q({ε}t, n)? = 0 (2.24)

La Ec. (2.24) representa una condición necesaria para la existencia de un modo discontinuo en el in-
cremento de deformaciones (dε). Según Oliver y Huespe (2004a); Belytschko et al. (2003) también puede
interpretarse como una condición necesaria para la existencia de una discontinuidad en el incremento de
desplazamiento (du), a través de una superficie material S con normal n.

A partir de lo mencionado en el párrafo anterior, el criterio de nucleación adoptado en esta tesis
postula que una fisura cohesiva se activa en la macroescala cuando se verifica, por primera vez en la
historia de carga, la condición de inestabilidad dada por Ec. (2.24), para algún vector n ∈ Rndim. Queda así
determinado el instante de nucleación tN y la orientación de la fisura en términos de su vector normal n.
La inexistencia de una solución Real (R) para la Ec. (2.24), significa que el punto en estudio se mantiene
en un estado estable, sin activación de fisura.

En general, para tensores constitutivos C que poseen simetría mayor, si existe solución para la
Ec. (2.24), ésta consiste en dos vectores propios conjugados: el vector normal a la fisura n y el vector dγ
que indica la dirección inicial de apertura de fisura (Oliver et al., 2010). Para referencia futura, la solución
del problema de bifurcación material se simboliza conceptualmente mediante: SN = {tN, n, dγ}. Debe
quedar claro que, si existe la solución SN = {tN, n, dγ}, en general ésta será diferente de un punto a
otro. Así, la fisura macro S propaga en el tiempo y en el espacio de acuerdo a la sucesión de valores
{tN (x), n(x)} para diferentes puntos x ∈ S.

2.6. Respuesta constitutiva multiescala completa (FMOF)
La técnicamultiescala planteada en esta tesis divide la respuesta del problemamacro en dos regímenes

mecánicos claramente diferenciados a partir del instante (tN ) de nucleación de la fisura cohesiva macro,
a saber: (i) régimen estable (t < tN ) y (ii) régimen inestable (t > tN ). Así, la solución al problema de
equilibrio macro requiere la definición de dos modelos multiescalas diferentes. Cada uno de ellos se
describen conceptualmente a continuación:

Un Modelo Multiescala Clásico (MMCl) para la parte regular del dominio macro, es decir durante
el régimen estable material (ver Cap. 3 y Cuadro 3.1 para mayores detalles):

- ∀x ∈ Ω \ S ∧ ∀t ∈ [0, tN ],
2En un sistema de referencia cartesiano, definido por los vectores base {ei} (i=1,...,ndim), el Tensor de Localización tiene

la siguiente estructura: Q = (n)i (C)i jkl (n)l e j ⊗ ek , donde (•)i, j,... indica la componente cartesiana i, j, . . . del objeto (•). En
la expresión previa se considera la convención de sumatoria sobre índices repetidos
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- Dada la historia de deformación regular, {εR}t−dt , y un incremento cinemáticamente ad-
misible de la deformación regular, dεR, obtener la tensión (incremental) homogeneizada,
dσ.

Un Modelo Multiescala Cohesivo (MMCo) para los puntos ubicados sobre la fisura macro, es decir
durante el régimen inestable material (ver Cap. 4 y Cuadro 4.1 para mayores detalles):

- ∀x ∈ S ∧ ∀t ∈ [tN, tF ],
- Dada la historia de deformación generalizada, ({εR}t−dt, {β}t−dt ), e incrementos cinemá-
ticamentes admisibles, (dεR, dβ), obtener el vector tracción (incremental) homogeneizado,
dT .

La aproximaciónmultiescala propuesta en esta tesis, denominadaFormulaciónMultiescala Orientada
a Falla (FMOF), se basa en un acoplamiento secuencial y mecánicamente consistente entre los modelos
MMCl y MMCo, al tiempo tN . En particular el procedimiento referenciado como MMCo (Modelo
Multiescala Cohesivo) representa el aporte original del trabajo. Para clarificar ideas, la Fig. 2.4 muestra
un esquema conceptual de la respuesta constitutiva completa, para un punto x; el cual, a partir de tN ,
nuclea una fisura cohesiva macro.

Por conveniencia, en el Cuadro 2.1 se resumen los ingredientes básicos que definen el problema
mecánico macro con discontinuidades fuertes, propuesto en esta tesis.
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Figura 2.4: Esquema de la respuesta constitutiva completa para la formulación multiescala propuesta (FMOF).
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(i) Cinemática:

u = u +MS β ; ∀x ∈ Ω
ε = εR = ∇x ⊗s u +MS ∇x ⊗s β − β ⊗s ∇xϕ ; ∀x ∈ Ω \ S

(u, β) ∈ U ; U(Ω) ≡
?
(u, β) | u ∈ H1(Ω) ∧ β ∈ H1(Ωϕ) ∧ u |ΓD

= uD

?

(ii) Variaciones Virtuales Cinemáticamente admisibles:

û = û +MS β̂ ; ∀x ∈ Ω

(û, β̂) ∈ V ; V(Ω) ≡
?
(û, β̂) | û ∈ H1(Ω) ∧ β̂ ∈ H1(Ωϕ) ∧ û

???
ΓD

= 0
?

(iii) Problema variacional de equilibrio:

Dado b y TN ; hallar (u, β) ∈ U tal que:∫
Ω\S

σ : ∇x ⊗s (û +MS β̂) dΩ +
∫
S
T · β̂ dS −

−
∫
Ω\S

b · (û +MS β̂) dΩ −
∫
ΓN

TN · û dΓ = 0 ; ∀(û, β̂) ∈ V

(iv) Respuesta constitutiva mediante Formulación Multiescala Orientada a la Falla (FMOF):

1. ∀x ∈ Ω \ S ∧ ∀t ∈ [0, tN ]: Dada la historia previa de deformación regular, {εR}t−dt , y un in-
cremento cinemáticamente admisible de la deformación regular, dεR ,
obtener la tensión (incremental) homogeneizada, dσ, haciendo uso del
Modelo Multiescala Clásico (MMCl, ver Cap. 3 y Cuadro 3.1). Luego,
el estado de tensión total se evalúa mediante: σ = σt−dt + dσ.

2. ∀x ∈ S ∧ ∀t ∈ [tN , tF ]: Dada la historia previa de deformación generalizada, ({εR}t−dt, {β}t−dt ),
e incrementos cinemáticamentes admisibles, (dεR, dβ), obtener el vector
tracción (incremental) homogeneizado, dT , haciendo uso delModeloMul-
tiescala Cohesivo (MMCo, ver Cap. 4 y Cuadro 4.1). Luego, la tracción
total se evalúa mediante: T = T t−dt + dT .

(v) Criterio para nucleación de fisura:
Encontrar la solución SN = {tN , n, dγ}, tal que se verifique la singularidad del Tensor de Localización:

det
?
Q({ε}t, n)? = 0

donde C es el tensor constitutivo tangente homogeneizado, obtenido por medio del Modelo Multiescala
Clásico (Cap. 3).

Cuadro 2.1: Problema mecánico macro con discontinuidades fuertes. Conceptos básicos e ingredientes.



Capítulo 3

Modelo multiescala para el régimen
estable del material

3.1. Preliminares
El modelo adoptado para obtener la respuesta constitutiva durante el régimen estable del material

macro se denomina: Modelo Multiescala Clásico (MMCl). Esta terminología se debe a que, en la
actualidad, representa un procedimiento convencional de homogeneización, ampliamente aceptado para
el modelado de materiales heterogéneos que no están sometidos a procesos de degradación y falla.

Las implicancias teóricas de esta metodología son bien conocidas y están completamente desarrolla-
das en la literatura. No obstante, se incluye la descripción del modelo MMCl por las siguientes razones
puntuales: (i) para proveer una presentación autocontenida, dado que el MMCl es un ingrediente im-
portante de la formulación multiescala propuesta, (ii) para introducir la nomenclatura y definiciones que
servirán de base para los desarrollos posteriores, y (iii) para proponer una generalización del MMCl
que nos permita derivar escenarios de modelado multiescala más sofisticados desde un punto de vista
mecánico, como por ejemplo el modelado de falla material.

El formato en que se presenta los fundamentos del MMCl sigue los lineamientos elaborados en las
contribuciones de De Souza Neto y Feijóo (2006, 2008, 2011). En estos trabajos se postula una visión
puramente cinemática y variacional, la cual se adopta (y adapta) como filosofía básica de modelado.

A partir de la lectura de este capítulo podrá apreciarse una clara axiomatización en el planteo
del problema. En este sentido, nuestro enfoque se basa en introducir sólo tres hipótesis de partida
fundamentales para definir íntegramente la metodología:

Definición de la cinemática a nivel micro en términos de una Inserción de la magnitud cinemática
macro y términos fluctuantes (ver Sec. 3.3).

Introducción del concepto de Admisibilidad Cinemática entre las descripciones macro y micro
(homogeneización de deformaciones) (ver Sec. 3.4).

Introducción del concepto de Admisibilidad Energética entre las descripciones macro y micro
(principio variacional de Hill-Mandel) (ver Sec. 3.5).

Luego, una vez colocado este marco formal teórico, mediante simples argumentos de cálculo varia-
cional es posible obtener las consecuencias derivadas del modelo, a saber:

El procedimiento de homogeneización de tensiones (ver Sec. 3.6).

El problema de equilibrio variacional a nivel micro (ver Sec. 3.7).

Desde nuestro punto de vista, la correcta axiomatización de la teoría subyacente es un tópico de fun-
damental importancia para entender profundamente el problema y para poder proponer aportes originales

29
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en la materia. Salvo pocas excepciones, no es práctica común en la literatura actual presentar los modelos
multiescalas desde este enfoque conceptual.

El modelo MMCl está específicamente direccionado a brindar la respuesta homogeneizada para dos
regímenes particulares del sólido macro:

Durante la historia de carga completa: para aquellos puntos x de la escala macro que “no” nuclean
una fisura cohesiva, de acuerdo al criterio discutido en la Sec. 2.5.

Durante el período de estabilidad material: para aquellos puntos x de la macro escala que “sí”
nuclean una fisura cohesiva, de acuerdo al criterio discutido en la Sec. 2.5.

Luego, para el contexto de análisis a plantear en este capítulo, sólo la deformación regular macro εR
y la tensión macro σ, ambas variables asociadas a un punto genérico x ∈ Ω \ S, son las magnitudes
mecánicas con sentido físico durante el régimen estable material.

3.2. Premisas básicas adoptadas para el modelo en la microescala
A continuación se enumeran las suposiciones y definiciones básicas a partir de las cuales se funda-

menta la descripción del problema mecánico en la microescala, a saber:

(i) Se utiliza extensivamente la simbología (•)µ para denotar un objeto genérico (•) relacionado con la
microescala (campo, dominio, frontera, etc). También se adopta la representación |(•)| indicando
la medida de un dominio genérico (•) del espacio (Rndim).

(ii) La porción microestructural en estudio se identifica con un cuerpo Bµ de puntos materiales. En la
microescala, un punto genérico de Bµ se denota como “?”1 (ver Fig. 3.1).

(iii) Esencialmente, el cuerpo Bµ es heterogéneo y está constituido por diferentes fases materiales,
defectos, poros, huecos, fibras, etc. Según ésto, la definición concreta del tamaño microestructural
a seleccionar debe garantizar Representatividad Estadística, es decir satisfacer la definición de
RVE.

(iv) La descripción cinemática micro se plantea considerando hipótesis de pequeñas deformaciones.
Luego, es posible utilizar una única configuración para el cuerpo Bµ, denotada como Ωµ (la
configuración de referencia). El símbolo Ωµ representa una subregión (abierta y acotada) del
espacio Euclídeo de puntos (Rndim), que tiene correspondencia biunívoca con Bµ. La frontera del
dominio Ωµ, supuesta suave por partes, se simboliza mediante Γµ y posee vector unitario normal
(saliente) νµ, ver Fig. 3.1.

(v) La excitaciónmecánica en lamicroescala se debe, exclusivamente, a la imposición de deformaciones
que provienen desde la escala macro.

(vi) En Ωµ, se asume una descripción mecánica convencional (medio local y continuo), por lo tanto
el estado mecánico de un punto ? viene caracterizado por la tensión micro σµ y la deformación
micro εµ. Para modelar la relación {σµ, εµ} se consideran leyes constitutivas convencionales, las
cuales incorporan ablandamiento, degradación y falla material.

(vii) Se utiliza la Aproximación de Fisura Difusa (Smeared Crack Approach, SCA, Rots et al. 1985;
Oliver et al. 1990), para regularizar el comportamiento de ablandamiento material a nivel micro.
Si bien la idea sustancial detrás de nuestra propuesta multiescala se puede extender a diferentes
esquemas de regularización constitutiva2, los desarrollos presentes consideran la técnica SCA
debido a su simplicidad conceptual.

1Con cierto abuso de notación, se utilizará la misma simbología “?” para representar las coordenadas del punto material
respecto a un sistema de referencia específico, definido en la microescala. Los sistemas coordenados en la macro y micro escala
son diferentes.

2Como por ejemplo fisura cohesiva micro, modelos no locales, de gradientes de alto orden, etc.
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(viii) Con el parámetro “t” se simboliza la misma variable de pseudo-tiempo utilizada en la macroescala,
que llevará en cuenta el proceso no lineal material a nivel micro.

Ωµ

νµ

Γµ?

B µ

Microcelda

x
punto
en la

macroescala

{ ,     }εR σ

Figura 3.1: Esquema de microcelda en régimen estable del material.

Todas las consideraciones enunciadas en la lista previa, no sólo tienen validez para el desarrollo del
modelo MMCl a discutir en este capítulo, sino también para el modelo multiescala propuesto durante la
etapa inestable cohesiva material (MMCo), a desarrollar en el capítulo próximo.

3.3. Definición Cinemática en la microescala: Hipótesis N◦1
Considere que el tensor dεR representa el incremento de deformación macro regular, evaluado en un

punto específico “x” de la escala macro y para un instante específico “t” de análisis (ver la Ec. (2.8)), es
decir dεR ∈ S, donde S identifica el espacio de tensores simétricos de segundo orden. Se postula como
primera hipótesis de partida que la deformación incremental micro, denotada como dεµ, puede definirse
como la suma de dos contribuciones:

dεµ = I?(dεR) + dε̃µ (3.1)

donde I?(dεR) simboliza un procedimiento de Inserción aplicado a la magnitud dεR mientras que dε̃µ
representa un campo de (incrementos de) deformaciones micro fluctuantes. De aquí en adelante se utiliza
la nomenclatura ˜(•)µ para señalar la contraparte fluctuante de un campo genérico micro (•)µ.

El primer término del lado derecho de la Ec. (3.1) tiene un significado mecánico importante: postula
la existencia de un Operador de Inserción, I?(•), que aplica sobre una variable macro valuada en un
punto, y la distribuye con algún criterio sobre el dominio Ωµ. En este caso toma el “tensor-valuado” dεR
y lo transforma en el “campo tensorial” I?(dεR), definido en todo punto ? de la microescala, de allí el
subíndice ? en I?(•).

El procedimiento de inserción debiera considerarse como un grado de libertad de la formulación
multiescala, que permite establecer diferentes descripciones cinemáticas en la escala micro. Como se
verá en el próximo capítulo, esta noción se utiliza para derivar formulaciones multiescalas alternativas.

Existen dos propiedades que debe satisfacer I?(•), a saber: (i) linealidad respecto a su argumento
y (ii) conservar, en media, la magnitud cinemática descripta en la macroescala, en el siguiente sentido
general:

1
|Ω∗µ |

∫
Ω∗µ

I?(•) dΩµ = (•) ∀(•) (3.2)

siendo Ω∗µ el dominio en donde I?(•) está definido. La Ec. (3.2) debe interpretarse como una restricción
sobre posibles definiciones para el operador I?(•). Utilizando un lenguaje algo informal, la Ec. (3.2)
establece que debe permanecer inalterable, no puede aumentar ni disminuir, el valor medio de la magnitud
cinemática que se transfiere a la microescala durante el proceso de inserción.

En el contexto presente, relacionado al régimen estable (continuo) del material macro (x ∈ Ω\S,
t < tN ), la inserción cinemática con más fundamento físico parece ser una distribución homogénea de
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la deformación macro en el dominio microestructural Ωµ. Según ésto, se define trivialmente el operador
I?(•) como sigue:

I?(•) = ? : (•) = (•) ∀? ∈ Ωµ (3.3)

donde ? representa el tensor identidad de cuarto orden3.
A partir de las Ecs. (3.1) y (3.3), el incremento de deformación micro adquiere la expresión (y

descomposición) utilizada comúnmente en la literatura:

dεµ = dεR + dε̃µ (3.4)

La deformación micro total εµ se obtiene simplemente como:

εµ = εµ
t−dt + dεµ = εµ

t−dt + I?(dεR) + dε̃µ = εµ
t−dt + dεR + dε̃µ (3.5)

Según las Ecs. (3.1) y (3.4), una variación virtual cinemáticamente admisible de deformacionesmicro,
ε̂µ, se expresa mediante:

ε̂µ = I?(ε̂R) + ˆ̃εµ = ε̂R + ˆ̃εµ (3.6)

Para completar la descripción cinemática en Ωµ, se debe introducir aún la estructura que adopta el
término dε̃µ. En este punto se incorpora la noción mecánica tradicional de compatibilidad cinemática4
aplicada a los campos de fluctuaciones. Así se puede escribir:

dε̃µ = ∇? ⊗s d ũµ (3.7)

donde d ũµ identifica al campo (incremental) de desplazamiento micro fluctuante y ∇? es el operador
gradiente asociado al sistema coordenado micro, de allí el subíndice ?. Como se verá en este capítulo, el
campo d ũµ representa la variable primaria del problema mecánico en la microescala.

Cabe mencionar aquí que, si bien existe un campo de desplazamiento micro total uµ, no es necesario
especificarlo, ya que en una formulación multiescala constitutiva sólo interesan los gradientes de uµ.

3.4. Admisibilidad Cinemática: Hipótesis N◦2
A nivel micro, se dice que el tensor de deformación incremental, dεµ, es Cinemáticamente Admisible

con respecto al incremento de deformación macro regular, dεR, si para el operador de inserción I?(•)
definido en la Ec. (3.3), se satisface:∫

Ωµ

I?(dεR) dΩ =
∫
Ωµ

dεµ dΩ (3.8)

Cada procedimiento independiente de inserción cinemática, conlleva asociado un requerimiento de
Admisibilidad. Durante el régimen estable macroscópico, la única variable cinemática macro existente es
dεR, que se distribuye en todo dominio Ωµ de la microcelda. Por lo tanto se debe incorporar una única
restricción (tensorial), que en este caso viene dada por la Ec. (3.8)5.

3Si se adopta un sistema de referencia cartesiano, con vectores base {ei} (i=1,...,ndim), entonces:

? =
1
2

?
δik δjl + δil δjk

?
ei ⊗ e j ⊗ ek ⊗ el

donde δi j es el operador Delta de Kronecker.
4Advierta la diferencia conceptual entre los términos Compatibilidad y Admisibilidad cinemática. El primero de ellos se

refiere la Compatibilidad entre el campo de desplazamientos y el campo de deformaciones, que se materializa típicamente a
través un operador diferencial (gradiente simétrico en pequeñas deformaciones). El segundo en cambio esmás amplio y abstracto,
involucrando la definición de los conjuntos/espacios funcionales en donde dichos campos están formalmente definidos.

5Si se multiplican ambos miembros de la Ec. (3.8) por el factor 1
|Ωµ | , esta restricción se interpreta como una equivalencia

entre los valores promedios del incremento de la deformación I?(dεR) insertada y el de la deformación en la microescala dεµ .
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A partir de las Ecs. (3.8) y (3.3), es posible escribir:

dεR =
1
|Ωµ |

∫
Ωµ

dεµ dΩ (3.9)

La Ec. (3.9) es reconocida en la literatura como el “Principio de Homogeneización de Deforma-
ciones”. Sin embargo, desde nuestra perspectiva, la expresión de la Ec. (3.9) no es un “principio”
estrictamente hablando sino una consecuencia del Concepto de Admisibilidad Cinemática, dado por la
restricción de la Ec. (3.8). Aunque esta discusión parezca una sutileza, tiene importancia al momento de
generalizar ideas. Advierta que la Ec. (3.9) asume implícitamente un procedimiento de inserción homo-
géneo, por ende cualquier otro mecanismo produce una fórmula de homogeneización de deformaciones
distinta a la expresada por la Ec. (3.9). La utilización de estos conceptos generales quedarán aún más en
evidencia en el capítulo próximo.

Teniendo en cuenta las Ecs. (3.4) y (3.7), la Ec. (3.9) implica:∫
Ωµ

dε̃µ dΩ =
∫
Ωµ

∇? ⊗s d ũµ dΩ = 0 (3.10)

Alternativamente, la Ec. (3.10) puede escribirse como una integral definida en la frontera Γµ de Ωµ.
Para ello se aplica el Teorema de Stokes Generalizado6, obteniendo:∫

Γµ

d ũµ ⊗s νµ dΓ = 0 (3.11)

donde νµ es la normal exterior a la frontera Γµ (Fig. 3.1).
La Ec. (3.11) establece cuál es la restricción cinemática que debe satisfacer el campo d ũµ. Se puede

definir entonces el espacio vectorial de desplazamientos fluctuantes incrementales micro, Uµ, como así
también el de variaciones virtuales cinemáticamente admisibles, Vµ, durante la etapa estable del material
macro, como sigue:

Uµ(Ωµ) =
?
d ũµ | d ũµ ∈ H1(Ωµ) ∧

∫
Γµ

d ũµ ⊗s νµ dΓ = 0
?

Vµ(Ωµ) =
?

ˆ̃uµ | ˆ̃uµ ∈ H1(Ωµ) ∧
∫
Γµ

ˆ̃uµ ⊗s νµ dΓ = 0
? (3.12)

Los espacios funcionales definidos en la Ec. (3.12) contienen las restricciones cinemáticas mínimas
requeridas a nivel del RVE para garantizar la admisibilidad cinemática (Ec. (3.8)). Por ese motivo, la
metodología multiescala derivada de la Ec. (3.12) se denomina en este trabajo como submodelo de
Mínima Restricción Cinemática. No obstante, se pueden seleccionar subespacios de Uµ(Ωµ) y Vµ(Ωµ),
más restringidos, según el tipo de problema a analizar y las características de la microcelda que se
pretende evaluar. En la Sec. 3.10 se describen varios de los submodelos más utilizados en la literatura
(como por ejemplo, los submodelos de Taylor, Lineal, Periódico, etc.).

Considerando las Ecs. (3.7) y (3.12) es posible definir el espacio de variaciones virtuales admisibles,
Dµ, para el campo de deformaciones fluctuantes micro ( ˆ̃εµ):

Dµ(Ωµ) =
?

ˆ̃εµ | ˆ̃εµ = ∇? ⊗s ˆ̃uµ ∧ ˆ̃uµ ∈ Vµ(Ωµ)
?

(3.13)

El sentido de introducir el espacio Dµ (Ec. (3.13)) es para describir los desarrollos siguientes en
forma más compacta.

6En particular, la identidad a aplicar en este caso es:
∫
Ω

∂?i
∂?j

dΩ =
∫
Γµ
?i νj dΓ. En forma invariante y considerando la

simetría en la operación, se tiene:
∫
Ω
∇ ⊗s ? dΩ =

∫
Γ
? ⊗s ν dΓ.
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Observe que el enfoque discutido en esta sección posee cierta flexibilidad para transferir información
cinemática desde la macroescala hacia la microescala. Esta flexibilidad radica en la definición del ope-
rador de inserción I?(•) y, finalmente, en el formato que adopta la cinemática micro en deformaciones
(Ec. (3.1)). Además, se generaliza el concepto de Admisibilidad Cinemática, el cual: (i) deriva en un
procedimiento de Homogeneización de Deformaciones y (ii) permite definir la estructura que poseen los
espacios vectoriales cinemáticamente admisibles a nivel del RVE.

3.5. Admisibilidad Energética: Hipótesis N◦3
Con el fin de garantizar la consistencia energética entre las escalas físicas intervinientes (macro y

micro), se introduce como tercer y última hipótesis del modelo el denominado Principio Variacional de
Hill-Mandel. Su enunciado establece la equivalencia entre la potencia virtual interna en un punto de la
macroescala y la media volumétrica de la potencia virtual interna en la microescala. En este trabajo, se
coloca una versión generalizada de dicho principio la cual, para el régimen estable del material macro,
puede expresarse como sigue7:

σ :

?∫
Ωµ

I?(ε̂R) dΩ
?
=

∫
Ωµ

σµ : ε̂µ dΩ

∀ε̂R ∈ S, ∀ ˆ̃εµ ∈ Dµ(Ωµ)
(3.14)

donde se recuerda que S representa el espacio vectorial tensores simétricos de segundo orden.
Teniendo en cuenta la Ec. (3.6), la sentencia variacional de la Ec. (3.14) se expande de la forma:

σ :

?∫
Ωµ

I?(ε̂R) dΩ
?
=

∫
Ωµ

σµ :
?I?(ε̂R) + ˆ̃εµ

?
dΩ

∀ε̂R ∈ S, ∀ ˆ̃εµ ∈ Dµ(Ωµ)
(3.15)

Operando matemáticamente sobre la expresión previa es posible escribir:

σ : ε̂R − 1
|Ωµ |

?∫
Ωµ

adjI?(σµ) dΩ
?

: ε̂R − 1
|Ωµ |

∫
Ωµ

σµ : ˆ̃εµ dΩ = 0

∀ε̂R ∈ S, ∀ ˆ̃εµ ∈ Dµ(Ωµ)
(3.16)

donde adjI?(•) representa el operador adjunto de I?(•). En este caso se obtiene trivialmente que:
adjI?(•) = (•).

En este punto se argumenta que no hace falta colocar ninguna hipótesis adicional para completar la
formulación del modelo MMCl. La expresión de la Ec. (3.16) contiene toda la información necesaria
para derivar las ecuaciones restantes del modelo, como se discute a continuación.

3.6. Respuesta mecánica homogeneizada (σ): Consecuencia N◦1
La Ec. (3.16) representa una expresión que se debe satisfacer para toda variación virtual cinemática-

mente admisible de las variables independientes ε̂R y ˆ̃εµ. Asumiendo en primera instancia ˆ̃εµ ≡ 0 y ε̂R
arbitrario, se obtiene la fórmula de homogeneización de tensiones:

σ =
1
|Ωµ |

∫
Ωµ

adjI?(σµ) dΩ = 1
|Ωµ |

∫
Ωµ

σµ dΩ (3.17)

7La forma convencional de escribir el Principio de Hill-Mandel es la siguiente:

σ : ε̂R??????
Pint

=
1
|Ωµ |

∫
Ωµ

σµ : ε̂µ dΩ

??????????????????????????????????????????????????
Promedio de Pint

µ

∀ε̂R ∈ S, ∀ ˆ̃εµ ∈ Dµ(Ωµ)
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la cual, como se esperaba intuitivamente, asigna a la tensión homogeneizada macro el valor medio
volumétrico del campo de tensiones a nivel micro. Note sin embargo que la definición del operador de
inserción juega un rol fundamental en la forma final que adquiere la técnica de homogeneización de
tensiones. Cualquier cambio en I?(•), y por ende en la cinemática micro, introduce modificaciones en
la regla de homogeneización. Se observa así que la tensión homogeneizada surge vía argumentos de
dualidad, una vez incorporadas las hipótesis a nivel cinemático y energético. En numerosos trabajos, la
Ec. (3.17) se considera un postulado inicial de modelado. Según el enfoque propuesto la Ec. (3.17) es,
necesariamente, una consecuencia.

En forma incremental, la expresión (3.17) se escribe:

σt−dt + dσ =
1
|Ωµ |

∫
Ωµ

?
σµ

t−dt + dσµ

?
dΩ (3.18)

Si en el instante de tiempo previo, denotado como (t − dt), las tensiones se han homogeneizado según
la regla anterior (Ec. (3.17)), entonces el incremento de tensión macro (dσ) resulta:

dσ =
1
|Ωµ |

∫
Ωµ

dσµ dΩ (3.19)

La Ec. (3.19) brinda la respuesta constitutiva requerida para resolver el equilibrio macro en un punto
con comportamiento material estable (x ∈ Ω \ S), ver Ec. (2.16) y Cuadro 2.1.

3.7. Problema de equilibrio en la microescala: Consecuencia N◦2
Alternativamente, considerando ahora ε̂R ≡ 0 y variaciones virtuales cinemáticamente admisibles de

ˆ̃εµ, el Principio de Hill-Mandel (ver la Ec. (3.16)) establece:
∫
Ωµ

σµ : ˆ̃εµ dΩ = 0 ∀ ˆ̃εµ ∈ Dµ(Ωµ) (3.20)

La sentencia variacional previa representa el equilibrio mecánico en la microescala. Considerando
Ec. (3.7) y el formato incremental adoptado en este trabajo, el problema micromecánico puede enunciarse
en forma equivalente como sigue8:

Dada la historia de deformaciones regulares {εR}t−dt y un incremento cinemáticamente
admisible dεR, hallar el incremento de desplazamiento fluctuante micro d ũµ ∈ Uµ(Ωµ) tal
que: ∫

Ωµ

dσµ({εR}t ) : ∇? ⊗s ˆ̃uµ dΩ = 0 ∀ ˆ̃uµ ∈ Vµ(Ωµ)
(3.21)

El problema de la Ec. (3.21) implica que el incremento de tensiones micro, dσµ, se encuentra auto-
equilibrado, representando las reacciones al sistema de carga generalizado inducido por el procedimiento
de inserción I?(dεR), en la microcelda. Recuerde además que el problema variacional de equilibrio
(Ec. (3.21)) está sujeto a restricciones cinemáticas específicas (ver las definiciones de los espacios Uµ

y Vµ en Ec. (3.12)), consistentes con la ecuación de homogeneización de deformaciones (Ec. (3.9)).
Observe que el problema a nivel del RVE queda formulado en términos de los campos fluctuantes de la
cinemática micro.

Con el formato general propuesto, se recupera elModelo Multiescala Clásico ampliamente difundido
para la modelación de materiales estables.

8Se asume aquí que el problema de equilibrio micro se satisface para el paso de tiempo previo, (t − dt), es decir:
∫
Ωµ

σµ
t−dt :

ˆ̃εµ dΩ = 0, ∀ ˆ̃εµ ∈ Dµ .
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3.8. Modelo constitutivo en la microescala
Para resolver el problema variacional (Ec. (3.21)) sólo resta definir el comportamiento constitutivo

para cada punto ? del RVE. En general, el estado tensional en la microcelda, σµ, depende de la historia de
las deformaciones a través de un funcional Fσ

µ , de tipo fenomenológico, como se indica a continuación:

σµ = Fσ
µ ({εµ}t ) (3.22)

donde {εµ}t representa la historia de deformación en la microescala, εµ.
En este trabajo, el funcionalFσ

µ describemodelos constitutivos (invíscidos) genéricos, que incorporan
mecanismos de ablandamiento, degradación y falla material, regularizados.

En el formato incremental, el incremento de tensiones micro se obtiene como:

dσµ({εµ}t ) = Fσ
µ ({εµ}t ) − σµ

t−dt (3.23)

3.9. Síntesis del procedimiento multiescala
A partir de los argumentos discutidos en el presente capítulo, es posible resumir el procedimien-

to axiomático propuesto para el planteamiento formal de una metodología multiescala cinemática y
variacionalmente consistente. Para ello considere los siguientes tres pasos:

(i) Postular la descripción cinemática en la microescala (Sec. 3.3) incorporando la definición del tensor
de deformaciones micro εµ. Esto implica tomar la decisión en relación a cómo debe insertarse la
deformación macro en el dominio de la microcelda y, en consecuencia, definir la estructura del
operador de inserción I?(•).

(ii) Postular el concepto de Admisibilidad Cinemática (Sec. 3.4), exigiendo que el campo (incremen-
tal) de deformaciones en la microescala, dεµ, resulte admisible respecto a la cinemática insertada,
ambas magnitudes integradas en Ωµ. De este requerimiento se obtiene un Procedimiento de Ho-
mogeneización de Deformaciones, el cual caracteriza los espacios variacionales para formular
íntegramente el problema mecánico en la microescala).

(iii) Postular la equivalencia energética entre las escalas macro y micro (Admisibilidad Energética,
Sec. 3.5), a partir de la utilización del Principio Variacional de Hill-Mandel.

Una vez definido este marco teórico, y siguiendo argumentos puramente variacionales, se obtiene
como consecuencia directa de la formulación: (i) la medida de las tensiones homogeneizadas y (ii) el
tipo de equilibrio mecánico en la microescala.

3.10. Submodelos del MMCl: diferentes condiciones de borde
Según lo planteado en la Sec. 3.4, el concepto de Admisibilidad Cinemática impone restricciones

sobre el campo primal d ũµ, las cuales pueden expresarse como condiciones de borde sobre la frontera
Γµ del RVE (ver Ec. (3.11)). Precisamente, en la Ec. (3.12) se definen los espacios Uµ y Vµ de des-
plazamiento fluctuante incremental (d ũµ) y sus variaciones virtuales cinemáticamente admisibles ( ˆ̃uµ),
respectivamente. La solución del problema micromecánico de equilibrio depende fuertemente de tales
restricciones cinemáticas, véase el enunciado variacional en la Ec. (3.21).

La definición de los espacios {Uµ,Vµ}, a través de la Ec. (3.12), conforma la opción admisibleMíni-
mamente Restringida. No obstante, es posible seleccionar subespacios de {Uµ,Vµ}, cinemáticamente más
restringidos, dando origen así a diferentes submodelos multiescalas. Como fue previamente mencionado
(ver Sec. 1.6), recuerde que se utiliza la terminología “submodelo” para denotar diferentes restricciones
o condiciones de borde sobre el problema micro.

A continuación, se describen algunos de los submodelos más conocidos y utilizados en la literatura,
todos ellos derivados a partir del planteamiento generalizado propuesto, a saber:



3.10. SUBMODELOS DEL MMCL: DIFERENTES CONDICIONES DE BORDE 37

a) Submodelo de Taylor:

Este submodelo impone que el (incremento de) desplazamiento fluctuante es nulo para todo punto
del RVE. Luego, según la Ec. (3.4), el incremento de deformaciónmicro, dεµ, es igual al incremento
de deformaciónmacro regular impuesta por la macroescala, dεR, para todo punto de la microescala.
Por este motivo, a esta aproximación se la reconoce bajo el nombre de submodelo de deformación
constante. Representa la opción más restringida posible y por ende brinda la respuesta mecánica
más rígida. Otra denominación comúnmente encontrada en la bibliografía es: submodelo de teoría
de mezclas o de Voigt.

Para este caso particular, los subespacios vectoriales UTay
µ y VTay

µ se expresan como:

UTay
µ (Ωµ) =

?
d ũµ | d ũµ(?) = 0 ∀? ∈ Ωµ

? ⊆ Uµ(Ωµ)
VTay
µ (Ωµ) =

? ˆ̃uµ | ˆ̃uµ(?) = 0 ∀? ∈ Ωµ

? ⊆ Vµ(Ωµ)
(3.24)

b) Submodelo Lineal

Este submodelo impone que el incremento de desplazamiento fluctuante es nulo para todo punto
de la frontera, Γµ, del RVE. Los subespacios vectoriales correspondientes, UL

µ y VL
µ , se definen

de la siguiente manera:

ULin
µ (Ωµ) =

?
d ũµ | d ũµ ∈ H1(Ωµ) ∧ d ũµ(?) = 0 ∀? ∈ Γµ

? ⊆ Uµ(Ωµ)
VLin
µ (Ωµ) =

? ˆ̃uµ | ˆ̃uµ ∈ H1(Ωµ) ∧ ˆ̃uµ(?) = 0 ∀? ∈ Γµ
? ⊆ Vµ(Ωµ)

(3.25)

c) Submodelo Periódico

En el presentemanuscrito, esta restricción cinemática se denota como submodeloPeriódicoClásico,
para diferenciarlo de condiciones de borde periódicas más generales que se definen en la Sec. 6.1.39.

Este submodelo impone que el (incremento de) desplazamiento micro fluctuante (d ũµ) sobre los
contornos del RVE, opuestos y topológicamente equivalentes, sean iguales.

Para describir matemáticamente este tipo de restricción se adopta la notación utilizada por Miehe
et al. (1999). La frontera Γµ de la microcelda se divide en dos subconjuntos Γ+µ y Γ−µ (Γµ =
Γ+µ ∪ Γ−µ y Γ+µ ∩ Γ−µ = ∅), con normales geométricas ν+µ y ν−µ , respectivamente. Los puntos que
pertenecen a Γ+µ y Γ−µ se representan con ?+ e ?−, respectivamente. Se asume que existe una
correspondencia uno a uno entre todos los puntos ?+ e ?−. Se indica con {?+, ?−} cada par de
puntos que satisfacen: ν+µ (?+) = −ν−µ (?−)10. La condiciones de borde periódicas clásicas imponen
que: d ũµ(?+) = d ũµ(?−), ∀ par {?+, ?−}. En la Fig. 3.2 se muestran dos ejemplos típicos de
microceldas con este tipo de condición de borde.

Según las definiciones previas, los espacios UPer
µ y VPer

µ resultan:

UPer
µ (Ωµ) =

?
d ũµ | d ũµ ∈ H1(Ωµ) ∧ d ũµ(?+) = d ũµ(?−) ∀ par {?+, ?−}? ⊆ Uµ(Ωµ)

VPer
µ (Ωµ) =

? ˆ̃uµ | ˆ̃uµ ∈ H1(Ωµ) ∧ ˆ̃uµ(?+) = ˆ̃uµ(?−) ∀ par {?+, ?−}? ⊆ Vµ(Ωµ)
(3.26)

La restricción cinemática de periodicidad implica que las tracciones (reacción) en la frontera del
RVE son antiperiódicas.

d) Submodelo de Mínima Restricción Cinemática

9Esta generalización permite definir la dirección de periodicidad en forma arbitraria, incluyendo así el submodelo Períodico
Clásico.

10Este requerimiento exige que la geometría de la microcelda tenga ciertas características especiales.
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Figura 3.2: Ejemplos de microceldas con condiciones de borde periódicas clásicas (MMCl).

Este submodelo impone las restricciones cinemáticas mínimas tal que se garantice el concepto de
Admisibilidad Cinemática (Ec. (3.11)), de allí su nombre. Por tal motivo representa la respuesta
más flexible del material homogeneizado11.
Los espacios vectoriales UMin

µ (Ωµ) y VMin
µ (Ωµ) ya han sido definidos en la Ec. (3.12), pero por

conveniencia se repiten a continuación:

UMin
µ (Ωµ) =

?
d ũµ | d ũµ ∈ H1(Ωµ) ∧

∫
Γµ

d ũµ ⊗s νµ dΓ = 0
?
≡ Uµ(Ωµ)

VMin
µ (Ωµ) =

?
ˆ̃uµ | ˆ̃uµ ∈ H1(Ωµ) ∧

∫
Γµ

ˆ̃uµ ⊗s νµ dΓ = 0
?
≡ Vµ(Ωµ)

(3.27)

En De Souza Neto y Feijóo (2006) se demuestra que bajo esta condición de borde las tracciones en
la frontera del RVE verifican la ecuación siguiente:

σµ(?) · νµ(?) = σ · νµ(?) ∀? ∈ Γµ (3.28)

Considerando la Ec. (3.28), se tiene que para los segmentos de la frontera con normales νµ
constantes, las tracciones son uniformes, de allí la denominación comúnmente encontrada en la
literatura: submodelo de tracción uniforme.

En todos los espacios Uµ y Vµ descriptos previamente se asume implícitamente que, además de las
restricciones mencionadas, tienen incorporadas las necesarias para restringir el movimiento como cuerpo
rígido de la celda unitaria.

A partir de la discusión previa, es posible plantear la siguiente inclusión de subespacios cinemáticos:

UTay
µ (Ωµ) ⊆ ULin

µ (Ωµ) ⊆ UPer
µ (Ωµ) ⊆ UMin

µ (Ωµ) ≡ Uµ(Ωµ)
VTay
µ (Ωµ) ⊆ VLin

µ (Ωµ) ⊆ VPer
µ (Ωµ) ⊆ VMin

µ (Ωµ) ≡ Vµ(Ωµ)
(3.29)

3.11. Tensor tangente constitutivo homogeneizado
La linealización de la respuesta constitutiva homogeneizada de la macroescala (Ec. (3.17) ó bien

(3.19)) requiere la determinación del llamado Tensor Tangente Constitutivo Homogeneizado, simbolizado
11Esta afirmación es válida en el contexto de los modelos multiescala cinemáticamente compatibles, como los tratados en esta

tesis. En general el submodelo de Reuss será el más flexible de todos (tensión uniforme), pero éste no es un método compatible
cinemáticamente, sino estáticamente compatible.
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mediante C. La razón para ello es doble: (i) el método (estándar) de Newton-Raphson, generalmente
adoptado para resolver el problema no lineal acoplado macro-micro, requiere el cómputo de C para
obtener una tase de convergencia cuadrática durante el proceso iterativo y (ii) permite desarrollar un
criterio apropiado para evaluar la inestabilidad material de la macroescala, y de este modo, verificar si se
alcanza la condición admisible para la nucleación de una fisura cohesiva (ver Sec. 2.5) .

En forma convencional, se define la derivada ∂f
∂g , de un campo dado f con respecto a otro campo g,

evaluada en g = g∗, a la siguiente transformación lineal:

∂ f

∂g
(g∗) · ∆g = lı́m

ξ→0

?
f (g∗ + ξ ∆g) − f (g∗)

ξ

?
=

d
dξ

f (g∗ + ξ ∆g)
????
ξ=0

∀∆g ? 0 (3.30)

donde ∆g es un incremento arbitrario no nulo del campo g a partir de g∗.
Durante el régimen estable material sólo tiene sentido considerar variaciones de la deformación

regular εR. Luego, el tensor tangente constitutivo homogeneizado en la macroescala, para un punto
x ∈ Ω \ S y t < tN , puede definirse de la siguiente forma:

C({εR}t, x) = ∂σ
∂εR

=
∂dσ
∂dεR

(3.31)

donde se pone evidencia la dependencia del tensor tangente constitutivo con la historia de deformaciones
({εR}t ) y la posición x.

Teniendo en cuenta la medida de las tensiones homogeneizadas incrementales, dσ, dada por la
Ec. (3.19), y la definición de la deformación en la microescala εµ (ver Ec. (3.4)), la Ec. (3.31) puede ser
expandida de la siguiente forma:

C =
∂dσ
∂dεR

=
1
|Ωµ |

∫
Ωµ

∂dσµ

∂dεR
dΩ

=
1
|Ωµ |

∫
Ωµ

?
∂dσµ

∂dεµ
+
∂dσµ

∂dεµ
:
∂dε̃µ
∂dεR

?
dΩ

=
1
|Ωµ |

∫
Ωµ

Cµ dΩµ

??????????????????????????????????????
CT : Componente de Taylor

+
1
|Ωµ |

∫
Ωµ

Cµ :
∂dε̃µ
∂dεR

dΩµ

????????????????????????????????????????????????????????????
?C: Componente fluctuante

(3.32)

donde Cµ =
∂dσµ

∂dεµ
representa el tensor constitutivo tangente en cada punto ? de la microescala, que

depende del funcional Fσ
µ ({εµ}t ) adoptado para modelar cada fase de la microestructura (Ec. (3.22)).

Por conveniencia al tensorC se divide en dos contribuciones aditivas: (i) la primera, simbolizadamediante
CT , se denomina Componente de Taylor y, (ii) la segunda, identificada como ?C, se llama Componente
Fluctuante, véase la Ec. (3.32).

La componente de Taylor, CT , puede evaluarse a partir de la homogeneización directa de los tensores
tangentes constitutivos micro Cµ, sobre el dominio Ωµ. Notar que en una microcelda con condiciones
de borde tipo Taylor (d ũµ(?) = 0 ∀? ∈ Ωµ (ver Sec. 3.10)), ésta es la única componente no nula en
Ec. (3.32), de allí su nombre.

En este trabajo no se discutirán los detalles relacionados a la deducción del procedimiento para
evaluar la componente fluctuante ?C, sólo se presenta la metodología final para su determinación. El lector
interesado en este punto específico puede consultar los aportes de De Souza Neto y Feijóo (2006) y Perić
et al. (2011).

La componente ?C puede obtenerse a partir de la resolución de un conjunto de ecuaciones lineales, que
permiten determinar el campo denominado Desplazamientos fluctuantes tangenciales ∆ũi jµ . Se resuelve
un problema lineal por cada componente (i, j) del tensor del deformaciones macro. Considerando un
sistema de referencia cartesiano, con vectores base {ei} (i = 1, ..., ndim), el conjunto de problemas
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variacionales lineales a resolver puede ser enunciado de la siguiente forma:

Hallar ∆ũi jµ ∈ Uµ(Ωµ) tal que:∫
Ωµ

∇? ⊗s ˆ̃uµ : Cµ : ∇? ⊗s ∆ũi jµ dΩ =

= −
∫
Ωµ

∇? ⊗s ˆ̃uµ : Cµ : ei ⊗ e j dΩ ∀ ˆ̃uµ ∈ Vµ(Ωµ)

(3.33)

Una vez resuelto el problema de la Ec. (3.33), se puede determinar el término ?C a partir de sus
componentes cartesianas, como sigue:

?C =
?

1
|Ωµ |

∫
Ωµ

(Cµ)klpq (∇? ⊗s ∆ũi jµ )pq dΩ
?
ek ⊗ el ⊗ ei ⊗ e j (3.34)

donde se ha utilizado álgebra indicial para los subíndices (i, j, k, l, p, q = 1, ..., ndim)12. Notar que los
superíndices i y j en ∆ũi jµ se refieren a cada una de las soluciones obtenidas a partir de la Ec. (3.33).

Finalmente, en función de lo expresado en la Ec. (3.32), el tensor constitutivo tangente homogeneizado
en la macroescala, se expresa:

C = CT + ?C (3.35)

En el Cuadro 3.1 se resumen los ingredientes básicos que definen el Modelo Multiescala Clásico
(MMCl), discutido en este capítulo.

12En la Ec. (3.34) se utiliza la convención que la componente (i, j, . . .) del campo vectorial (•) se indican como (•)i, j,....
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(i) Definición de la Cinemática micro: Hipótesis N◦1

dεµ = I?(dεR) + dε̃µ = dεR + ∇? ⊗s d ũµ ; ∀? ∈ Ωµ
I?(•) = ? : (•) = (•) ; ∀? ∈ Ωµ

(ii) Admisibilidad Cinemática (Homogeneización de Deformaciones): Hipótesis N◦2
∫
Ωµ

I?(dεR) dΩ =
∫
Ωµ

dεµ dΩ ⇒ dεR =
1
|Ωµ |

∫
Ωµ

dεµ dΩ

d ũµ ∈ Uµ(Ωµ) ; Uµ(Ωµ) =
?
d ũµ | d ũµ ∈ H1(Ωµ) ∧

∫
Γµ

d ũµ ⊗s νµ dΓ = 0
?

- Acciones virtuales cinemáticamente admisibles:

ˆ̃uµ ∈ Vµ(Ωµ) ; Vµ(Ωµ) =
?

ˆ̃uµ | ˆ̃uµ ∈ H1(Ωµ) ∧
∫
Γµ

ˆ̃uµ ⊗s νµ dΓ = 0
?

ε̂µ = I?(ε̂R) + ˆ̃εµ = ε̂R + ∇? ⊗s ˆ̃uµ

(iii) Admisibilidad Energética (Principio Variacional de Hill-Mandel): Hipótesis N◦3

σ :

?∫
Ωµ

I?(ε̂R) dΩ
?
=

∫
Ωµ

σµ : ε̂µ dΩ ; ∀ε̂R ∈ S, ∀ ˆ̃εµ ∈ Dµ(Ωµ)

(iv) Homogeneización de tensiones: Consecuencia N◦1

dσ =
1
|Ωµ |

∫
Ωµ

dσµ dΩ

(v) Problema de equilibrio en la microescala: Consecuencia N◦2

Dada la historia de deformaciones regulares {εR}t−dt y un incremento cinemáticamente admisible
dεR , hallar el incremento de desplazamiento fluctuante micro d ũµ ∈ Uµ(Ωµ) tal que:∫
Ωµ

dσµ : ∇? ⊗s ˆ̃uµ dΩ = 0 ∀ ˆ̃uµ ∈ Vµ(Ωµ)

(vi) Modelo constitutivo en la microescala:

σµ = Fσ
µ ({εµ}t )

(vii) Tensor Tangente Homogeneizado:

C = CT + ?C
1. Componente de Taylor:

CT =
1
|Ωµ |

∫
Ωµ

Cµ dΩµ

2. Componente fluctuante:

Hallar ∆ũi jµ ∈ Uµ(Ωµ) tal que:∫
Ωµ

∇? ⊗s ˆ̃uµ : Cµ : ∇? ⊗s ∆ũi jµ dΩ = −
∫
Ωµ

∇? ⊗s ˆ̃uµ : Cµ : ei ⊗ e j dΩ ; ∀ ˆ̃uµ ∈ Vµ(Ωµ)

?C =
?

1
|Ωµ |

∫
Ωµ

(Cµ)klpq (∇? ⊗s ∆ũi jµ )pq dΩ
?
ek ⊗ el ⊗ ei ⊗ e j

Cuadro 3.1: Modelo Multiescala Clásico (MMCl). Conceptos básicos e ingredientes.
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Capítulo 4

Modelo multiescala para el régimen
inestable del material

4.1. Preliminares

En este Capítulo se presenta el modelo multiescala propuesto para describir el comportamiento macro
durante el régimen inestable material, es decir la respuesta constitutiva asociada a un punto x sobre una
fisura cohesiva macro (ley tracción-salto homogeneizada), ver Fig. 4.1 y Fig. 2.1. Esta técnica lleva por
nombre Modelo Multiescala Cohesivo (MMCo) y representa el aporte original de esta tesis, en cuanto a
formulación mecánica.

Para el desarrollo de esta nueva metodología multiescala se procede siguiendo el mismo formato
axiomático (cinemático/variacional) discutido en el capítulo previo, explotando al máximo las ideas
generales allí incorporadas. En este sentido, la esencia de la metodología propuesta se fundamenta en
incorporar hipótesis relacionadas con la descripción cinemática y energética, a partir de las cuales se
derivan las ecuaciones que complementan el modelo, utilizando argumentos de dualidad.

Tras la lectura de este capítulo, se podrá apreciar que la respuesta constitutiva de un punto macro
arbitrario x ∈ Ω queda completamente definida, tanto durante el régimen estable (t < tN haciendo uso
del modelo MMCl presentado en el capítulo previo) como en el período inestable (t > tN haciendo uso
del modelo MMCo aquí descripto). Como se mencionó anteriormente, el acoplamiento secuencial de
estas dos metodologías, al tiempo tN , define la formulación multiescala integral propuesta en esta tesis,
denominada como Formulación Multiescala Orientada a Falla (FMOF).

Para todos los desarrollos aquí presentados se asumen las mismas premisas básicas en relación al
modelado de la micro escala, que aquellas adoptadas en el capítulo precedente, detalladas específicamente
en la Sec. 3.2.

Ωµ νµ

Γµ?

B µ

Microcelda

x
punto
en la

macroescala

Ωµ

L

Γµ

L νµ
LS{ }Tβ ,

n

Figura 4.1: Esquema de microcelda en régimen inestable del material.
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4.2. Definición Cinemática en la microescala: Hipótesis N◦1
Se centra la atención en el instante t = tN en que se satisface el criterio de nucleación en un punto

x, en consecuencia, se activa una fisura cohesiva S sobre dicho punto macro. Para todo t > tN , un
incremento de deformación macro generalizada viene caracterizada por un incremento cinemáticamente
admisible de la apertura de fisura dβ, con normal n, y por un incremento/decremento de la deformación
regular dεR (ver Sec. 2.3), es decir, por el conjunto de elementos {dεR, dβ, n}.

En forma análoga a lo expuesto en el desarrollo del modelo multiescala clásico (MMCl), el campo
de incrementos de deformación en la microescala, dεµ, se describe como la suma de dos contribuciones
aditivas:

dεµ = I∗?(dεR, dβ) + dε̃µ (4.1)
siendo dε̃µ = ∇? ⊗s d ũµ (Ec. (3.7)) el incremento de la deformación fluctuante en la microescala y I∗?(•)
es el Operador de Inserción, que en el presente contexto de modelado se define de la siguiente forma:

I∗?(dεR, dβ) = I?(dεR) + IL? (dβ) (4.2)

donde se observa que en realidad el operador de inserción I∗?(•) está compuesto por dos operadores,
I?(dεR) y IL? (dβ), uno para la componente regular y otro para la contraparte discontinua (o localizada
de allí el superíndice) de la cinemática macro, respectivamente. Se recuerda que el subíndice ?, en los
operadores, implica la posible dependencia con la posición en Ωµ.

Utilizando los mismos argumentos físicos elaborados en la Sec. 3.3, la aplicación I?(dεR) distribuye
en forma homogénea el incremento/decremento de deformación macro regular dεR en todo el dominio
Ωµ. Por practicidad, se repite aquí su definición (ver también la Ec. (3.3)):

I?(dεR) = ? : dεR ∀? ∈ Ωµ (4.3)

Desde un punto de vista cinemático, el problema ahora se reduce en definir apropiadamente el nuevo
operador de inserción, IL? (•), estableciendo “de qué forma” el modo cinemático propio de una interfaz
cohesiva macro se inserta en el dominio Ωµ de la microcelda, de tal manera que este procedimiento
resulte consistente con el fenómeno de falla por apertura de fisura en la macroescala.

Para intentar dar un sentido físico/mecánico a la estructura que debe adquirir IL? (dβ) considere lo
siguiente. La nucleación una fisura en la macroescala surge como una consecuencia directa del progresivo
fenómeno de localización de deformaciones, degradación y falla que se da en regiones específicas del
dominio de la microcelda Ωµ. Se utiliza la nomenclatura ΩLµ para identificar ese subdominio de Ωµ

(ΩLµ ∈ Ω), donde la deformación, εµ, localiza en la microescala (ver Figs. 4.1 y 4.2). Se requiere de un
criterio específico para determinar ΩLµ , al tiempo tN , el cual se discute en detalle en la Sec. 4.8.

Luego, parece natural postular que todo incremento de la cinemática macro localizada, caracterizada
por los elementos {dβ, n}, debiera estar vinculado exclusivamente al subdominio de localización ΩLµ , y
no al dominio completo Ωµ del RVE. Es decir, la idea de fondo es proponer un procedimiento de inserción
localizado en ΩLµ y por lo tanto altamente no homogéneo, respetando la física del proceso de falla que se
da a nivel micromecánico.

Para formalizar matemáticamente esta noción se debe utilizar un criterio racional que defina el
mecanismo de transferencia cinemática desde la macroescala hacia la microescala, esto es postular el
formato que toma el denominado Operador de Inserción Orientado a Falla, IL? (•). En este sentido se
propone:

IL? (dβ) = φLµ (?)
1
αµ

dβ ⊗s nµ(?)
?µ(?) ∀? ∈ Ωµ (4.4)

donde cada uno de los elementos incorporados en la Ec. (4.4) se definen a continuación:

φLµ (?) es una función de colocación, y es el término responsable de introducir la marcada no
homogeneidad durante el procedimiento de inserción. La función φLµ (?) se define como:

φLµ (?) =
?

1 ∀? ∈ ΩLµ
0 ∀? ∈ Ωµ \ ΩLµ

(4.5)
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αµ se denomina factor de tortuosidad1. Este parámetro es muy importante en la definición del
operador IL? (•) ya que garantiza una inserción consistente de la cinemática macro. Dado que la
definición precisa de αµ requiere cierta elaboración matemática, ésta se posterga hasta la Sec. 4.2.1,
donde se discute detalladamente. Por el momento es suficiente considerarlo como un coeficiente
constante tal que: 0 < αµ ≤ 1.

nµ(?) y ?µ(?) son propiedades geométricas del dominio de localización ΩLµ . Para su definición
considere la Fig. 4.2. Allí se observa el subdominio con localización de deformaciones micro, ΩLµ ,
representado por la zona sombreada color gris. Para interpretar correctamente nµ(?) y ?µ(?) se
construye una superficie ficticia Sµ, central al dominio ΩLµ , véase la línea punteada en el mismo
gráfico. El campo de vectores unitarios nµ(?) se define perpendicular a cada punto de Sµ. La
longitud ?µ(?) identifica el espesor de ΩLµ en la dirección dada por nµ(?). Como caso general,
nµ(?) y ?µ(?) se asumen variables a lo largo de Sµ pero constantes en la dirección perpendicular.
Fuera de ΩLµ , nµ(?) y ?µ(?) no están definidos.
La interpretación mecánica de ?µ(?) es clara, representa el ancho de la banda con localización de
deformaciones micro. Desde un punto de vista físico, ?µ(?) puede considerarse como una propiedad
material o longitud característicamaterial. Desde el punto de vista del modelado, ?µ(?) representa
el espesor que se permite tenga la banda de falla, de acuerdo a la descripción cinemática subyacente
según el tipo de modelo micro adoptado2. La existencia de ?µ(?) es una presunción fundamental
del esquema propuesto.

Ωµ Ωµ

L

dΩµ

L

ℓµ

Sµ dSµ

nµ

Figura 4.2: Subdominio con localización de deformaciones micro ΩLµ junto con sus características geométricas: Sµ , ?µ(?) y
nµ(?).

Más allá de las formalidades mencionadas en la definición de IL? (•), a partir de la Ec. (4.4) puede
realizarse una lectura simple. El operador IL? (dβ) toma como argumento el incremento del “vector” salto
macro, dβ, y lo mapea en una magnitud micro “tipo deformación”, sólo sobre el subdominio localizado
ΩLµ . El modo de deformación insertado, dβ ⊗

snµ

?µ
, es característico del que se produce en una banda con

localización de deformaciones cuya normal es nµ y el ancho es ?µ (Thomas, 1961; Hill, 1962; Rice y
Rudnicki, 1980; Sánchez, 2006); de allí su utilización.

Teniendo en cuenta las Ecs. (4.1) a (4.4), se define en forma explícita el incremento de deformación
micro como sigue:

dεµ = dεR + φLµ (?)
1
αµ

dβ ⊗s nµ(?)
?µ(?) + dε̃µ (4.6)

En vista de la definición cinemática dada por la Ec. (4.1) y considerando la Ec. (4.2), las variaciones

1Ya que como se demuestra más adelante, considera posible tortuosidad del dominio ΩLµ .
2Por ejemplo en nuestra aproximación numérica basada en SCA (Smeared Crack Approach), ?µ(?) debiera corresponderse

con el tamaño del elemento finito en la dirección normal a la banda de localización.
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cinemáticamente admisibles de las deformaciones micro, ε̂µ, resultan:

ε̂µ = I∗?(0, β̂) + ˆ̃εµ = IL? (β̂) + ˆ̃εµ = φLµ (?)
1
αµ

β̂ ⊗s nµ(?)
?µ(?) + ˆ̃εµ (4.7)

donde se ha considerado que ε̂R ≡ 0, en la microcelda correspondiente al punto x ∈ S. Esto es así debido
que, sobre la fisura macro S, el esfuerzo cohesivo T (que se pretende caracterizar) es una magnitud
energéticamente conjugada a variaciones virtuales admisibles β̂. La deformación regular “real”, dεR,
influye en el cálculo de T (Simo y Oliver, 1994; Sánchez et al., 2013) actuando simplemente como un
parámetro funcional, pero no hay necesidad de considerar, en este caso, “variaciones virtuales” de la
deformación macro regular ε̂R.

Un aspecto a remarcar, relacionado al procedimiento de inserción propuesto, es el siguiente.
Considere dos microceldas con tamaños diferentes pero cuyo espesor de localización, ?µ, es el mismo
(por ejemplo, típicamente el caso en que se duplica la altura del RVE de la Fig. 4.2), como es físicamente
esperable durante un proceso de falla. Para un valor dado del incremento de salto macro, dβ, el
operador IL? (dβ) impone la misma magnitud “tipo deformación” en la zona de falla ΩLµ , dβ ⊗

snµ

?µ
, en

ambas microceldas. Esta particularidad es muy importante para garantizar objetividad de la respuesta
cohesiva, como se verá más adelante.

4.2.1. Determinación del factor de tortuosidad: αµ
En el Capítulo precedente (ver Sec. 3.3) se mencionó que todo operador de inserción debía satisfacer

al menos dos propiedades importantes: (i) linealidad respecto a la magnitud cinemática macro sobre la
cual aplica y (ii) conservación de dichamagnitud cinemática macro durante el procedimiento de inserción.
El primer atributo es fácilmente verificable para el operador aquí propuesto, IL? (dβ), si se observa la
Ec. (4.4)3.

Para garantizar la segunda propiedad mencionada se introduce el factor αµ en la definición de IL? (•).
La ecuación que se utiliza para determinar αµ es la siguiente:

1??ΩLµ ??
∫
ΩL

µ

IL
? (dβ)??????????????????????????????????????????

φLµ (?)
dβ ⊗s nµ(?)
αµ ?µ(?) dΩLµ =

dβ ⊗s n
?µ

∀dβ (4.8)

la cual tiene similitud conceptual con la Ec. (3.2), del Capítulo previo. Recuerde que n es el vector normal
unitario a la fisura macro. La Ec. (4.8) impone que, en media, la magnitud cinemática insertada a través
del operador IL? (dβ) resulta equivalente a la magnitud cinemática macro dβ ⊗s n / ?µ, la cual tiene un
sentido físico asociado a la fisura macro. En la Ec. (4.8), ?µ representa el espesor medio de la zona de
localización micro ΩLµ tal que

??ΩLµ ?? ≡ ?µ ??Sµ ??, aunque este parámetro no adquiere importancia teórica
ni física en el modelo. De acuerdo a la Fig. 4.2, se incorpora la siguiente aproximación geométrica:
dΩLµ ≈ ?µ(?) dSµ. Luego, la Ec. (4.8) puede reescribirse convenientemente de la forma:

1
αµ

??Sµ ??
∫
Sµ
dβ ⊗s nµ(?) dSµ = dβ ⊗s n ∀dβ (4.9)

3Advierta que el operador IL? (•) se puede escribir como una aplicación lineal sobre dβ:

IL? (dβ) = IL(?) · dβ ∀? ∈ Ωµ
Para un sistema de referencia cartesiano, con vectores base {ei} (i = 1, ...,ndim), el tensor de tercer orden IL resulta:

IL(?) =
φLµ (?)

2 αµ ?µ(?) [δik (nµ(?)) j + δjk (nµ(?))i] ei ⊗ e j ⊗ ek

donde (nµ(?))i es la componente cartesiana i de nµ y δi j es el Delta de Kronecker.
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implicando necesariamente:
1

αµ
??Sµ ??

∫
Sµ

nµ(?) dSµ =
nµ

αµ
= n (4.10)

donde el vector nµ (nµ =
??Sµ ??−1 ∫

Sµ nµ(?) dSµ) se interpreta como una media de los vectores normales
unitarios nµ(?), sobre la superficie Sµ. Advierta no obstante que, en general, | |nµ | | ? 1, siendo | |(•)| | la
norma de un vector genérico (•). La Ec. (4.10) establece que nµ y n son colineales, pero no necesariamente
de igual magnitud. Como n sí es un vector unitario, surge la condición para determinar el factor αµ, la
cual se escribe como:

αµ =
1??Sµ ??

?????
∫
Sµ

nµ(?) dSµ
????? (4.11)

En el caso particular que nµ(?) fuese constante a lo largo de Sµ, según la Ec. (4.11) se tiene: αµ = 1.
Por otro lado, si Sµ adquiere cierta tortuosidad, es decir nµ(?) variable sobre Sµ, la definición de la
Ec. (4.11) implica: 0 < αµ < 1. De allí la denominación dada al coeficiente αµ, como “factor de
tortuosidad”.

En síntesis, la presencia de αµ en la definición de IL? (•) asegura que la deformación media insertada
en ΩLµ es equivalente al modo de deformación existente en la macroescala.

4.3. Admisibilidad Cinemática: Hipótesis N◦2
Según lo discutido en la Sec. 4.2, el operador I∗?(•) transfiere información cinemática desde un punto

x de la macroescala hacia dos dominios diferentes de la microescala, Ωµ y ΩLµ ; es decir, existen dos
procedimientos de inserción independientes. Esto sugiere que se deben imponer dos restricciones de
Admisibilidad Cinemática independientes. Se postula entonces que cualquier incremento de deformación
en la microescala, dεµ, es Cinemáticamente Admisible si satisface las dos restricciones siguientes4:∫

Ωµ

I∗?(dεR, dβ) dΩ =
∫
Ωµ

dεµ dΩ (4.12)

∫
ΩL

µ

I∗?(dεR, dβ) dΩ =
∫
ΩL

µ

dεµ dΩ (4.13)

Reemplazando la definición de dεµ (Ec. (4.1)) en las Ecs. (4.12) y (4.13), se deducen las condiciones
que debe cumplir el campo (incremental) de deformaciones micro fluctuantes dε̃µ:∫

Ωµ

dε̃µ dΩ =
∫
Ωµ

∇? ⊗s d ũµ dΩ = 0 (4.14)

∫
ΩL

µ

dε̃µ dΩ =
∫
ΩL

µ

∇? ⊗s d ũµ dΩ = 0 (4.15)

las cuales definen los dos Procedimientos de Homogeneización de Deformaciones, para el presente
modelo multiescala.

Haciendo uso del teorema de Stokes Generalizado5, las expresiones Ecs. (4.14) y (4.15) pueden
reescribirse de la forma: ∫

Γµ

d ũµ ⊗s νµ dΓ = 0 (4.16)

∫
ΓL
µ

d ũµ ⊗s νLµ dΓ = 0 (4.17)

4Si se multiplica por 1
|Ωµ | y

1
|ΩL

µ | ambos miembros de las Ecs. (4.12) y (4.13), respectivamente, estas restricciones pueden

interpretarse como una equivalencia entre la media de la deformación insertada I∗?(dεR, dβ) y la media de la deformación en
la microescala dεµ .

5Ver pie de página 6 de Cap. 3 (página 33).
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donde ΓLµ representa la frontera de ΩLµ y νLµ es el vector unitario normal externo a dicha frontera, ver
Fig. 4.3.

La Ec. (4.16) representa la restricción cinemática convencional, ampliamente estudiada y analizada
en el contexto de los modelos multiescala clásicos (ver MMCl, en la Sec. 3.4). Por esta razón, a lo largo de
este documento se la denomina como “Condición de Borde Estándar” (CBE). Observe que la Ec. (4.16)
define restricciones sobre la frontera Γµ de Ωµ.

Por otro lado, la Ec. (4.17) representa una restricción cinemática adicional (independiente) a aplicar
sobre el incremento de desplazamientos fluctuantes micro d ũµ. Notar que surge en forma natural a partir
de las hipótesis cinemáticas incorporadas e induce nuevas condiciones de borde (no convencionales)
sobre la frontera ΓLµ de ΩLµ . Debido a ello, tal restricción se denomina como “Condición de Borde No
Estándar” (CBNE) y representa una aspecto ciertamente novedoso de nuestra aproximación.

Ahora se está en condiciones de introducir formalmente las definiciones de los espacios vectoriales
UL

µ y VL
µ , de incrementos de desplazamientos micro fluctuantes (d ũµ) y sus variaciones cinemática-

mente admisibles ( ˆ̃uµ), respectivamente, los cuales son válidos durante la etapa inestable material en la
macroescala (∀ t > tN ):

UL
µ (Ωµ) =

?
d ũµ | d ũµ ∈ H1(Ωµ) ∧

∫
Γµ

d ũµ ⊗s νµ dΓ = 0 ∧
∫
ΓL
µ

d ũµ ⊗s νLµ dΓ = 0
?

VL
µ (Ωµ) =

?
ˆ̃uµ | ˆ̃uµ ∈ H1(Ωµ) ∧

∫
Γµ

ˆ̃uµ ⊗s νµ dΓ = 0 ∧
∫
ΓL
µ

ˆ̃uµ ⊗s νLµ dΓ = 0
? (4.18)

Los espacios funcionales definidos en la Ec. (4.18) contienen las restricciones cinemáticas mínimas
requeridas a nivel del RVE para garantizar el postulado de Admisibilidad Cinemática (Ecs. (4.12) y
(4.13)). Por ese motivo, la metodología multiescala derivada de la Ec. (4.18) se denominará en este
trabajo como submodelo cohesivo deMínima Restricción Cinemática. No obstante se pueden seleccionar
subespacios de UL

µ (Ωµ) y VL
µ (Ωµ) más restringidos, según las características de la microcelda que se

pretende evaluar. En la Sec. 4.7 se describen algunos submodelos alternativos posibles.
En la Fig. 4.3 se comparan las Restricciones Cinemáticas Mínimas requeridas en el Modelo Multies-

cala Clásico (MMCl) y en el Modelo Multiescala Cohesivo (MMCo). Resulta evidente que el MMCo es
más restrictivo que el MMCl. La definición del operador IL? (•) juntamente con la restricción adicional ó
CBNE (ver Ec. (4.17)), impone consistencia entre la magnitud cinemática macro y la que se desarrolla
(en media) dentro del dominio de localización ΩLµ . Este tópico es de fundamental importancia ya que
determina una formulación mecánica coherente, en el sentido que la respuesta constitutiva multiescala
resulta objetiva con respecto al tamaño del RVE adoptado, para caminos arbitrarios de deformaciones
macro impuestas. Este atributo imprescindible de la metodología propuesta se mostrará a través de
numerosos ejemplos numéricos en el Cap. 7.

La condición de borde estándar “CBE” (Ec. (3.11) ó Ec. (4.16)) se impone en el RVE desde el inicio
de análisis (∀ t ≥ 0). Por el contrario, la condición de borde no estándar “CBNE” (4.17) se introduce
sólo después de verificar el criterio de nucleación de la fisura macro (es decir ∀ t > tN ) y, como se
mencionó, en forma adicional a las CBE existentes (véase Fig. 4.3). Observe entonces que, para un punto
macro x que activa una fisura cohesiva, las restricciones cinemáticas asociadas al RVE correspondiente
se modifican durante el análisis mecánico. Este hecho justifica el formato incremental adoptado para
el desarrollo de la aproximación propuesta, permitiendo así una transición continua de las restricciones
cinemáticas sobre el problema mecánico en la microcelda.

A partir de la Ec. (4.18), es posible definir el espacio DL
µ de variaciones virtuales cinemáticamente

admisibles de las deformaciones fluctuantes ˆ̃εµ:

DL
µ (Ωµ) =

?
ˆ̃εµ | ˆ̃εµ = ∇? ⊗s ˆ̃uµ ∧ ˆ̃uµ ∈ VL

µ (Ωµ)
?

(4.19)

Antes de culminar esta Sección, vale la pena remarcar cuáles son las características cinemáticas
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?

Γµ

dũµ ⊗s νµ dΓ = 0
?

Γµ

dũµ ⊗s νµ dΓ = 0

Modelo

Multiescala Clásico

Subdominio
Localizado

Condiciones de Borde Estándar (CBE)
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Multiescala Cohesivo

Condiciones de Borde Estándar (CBE)
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(CBNE)

(a) (b)

?

ΓL
µ

dũµ ⊗s νLµ dΓ = 0

νµ νµ

ℓµ

Ωµ

L

Ωµ Ωµ

νµ
L

Γµ

Γµ

Γµ

L

Figura 4.3: Restricciones Cinemáticas Mínimas (condiciones de borde) a imponer sobre la microcelda: (a)Modelo Multiescala
Clásico (MMCl), (b) Modelo Multiescala Cohesivo (MMCo).

fundamentales de la aproximación multiescala presente (MMCo), que se diferencian sustancialmente
respecto a modelos alternativos propuestos en la literatura, a saber:

La naturaleza del operador de inserción adoptado, IL? (•), definido en la Ec. (4.4).
El concepto generalizado de Admisibilidad Cinemática dado por las Ecs. (4.12) y (4.13).

Las restricciones cinemáticas adicionales (CBNE) deducidas e indicadas en la Ec. (4.17).

4.4. Admisibilidad Energética: Hipótesis N◦3
Con el fin de garantizar la consistencia energética entre las escalas físicas intervinientes (macro y

micro), se introduce como tercer y última hipótesis del modelo el Principio Variacional de Hill-Mandel.
Respetando la filosofía planteada en el Capítulo previo, se propone una versión generalizada de dicho
principio, la cual se basa en escribir la potencia virtual interna macro poniendo en evidencia el operador
de inserción IL? (•). De esta forma, para el régimen inestable del material macro (t > tN ), se puede
expresar6:

σ :

?∫
Ωµ

IL? (β̂) dΩ
?
=

∫
Ωµ

σµ : ε̂µ dΩ

∀β̂ ∈ Rndim, ∀ ˆ̃εµ ∈ DL
µ (Ωµ)

(4.20)

donde se recuerda que Rndim representa el espacio de vectores de dimensión “ndim”.
La Ec. (4.20) asegura una equivalencia energética entre la potencia virtual generada por la magnitud

cinemática macro insertada (e integrada en todo Ωµ) y aquella producida en la microescala.
Desarrollando la Ec. (4.20) según la estructura de IL? (•) (ver Ec. (4.4)) y la definición de ε̂µ (dada

por Ec. (4.7)), se obtiene:

σ :

?∫
Ωµ

φLµ
1
αµ

β̂ ⊗s nµ(?)
?µ(?) dΩ

?
=

∫
Ωµ

σµ :
?
IL? (β̂) + ˆ̃εµ

?
dΩ

∀β̂ ∈ Rndim, ∀ ˆ̃εµ ∈ DL
µ (Ωµ)

(4.21)

6Advierta que multiplicando ambos miembros de la Ec. (4.20) por el factor 1??Ωµ

?? , el principio de admisibilidad energética se

interpreta como una equivalencia de potencias internas virtuales macro-micro en valores medios.
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expresión que puede elaborarse aún más, para dar7:

?
σ ·

A???????????????????????????????????????????
1
αµ

∫
Sµ

nµ(?) dS
??
· β̂ =

?∫
Ωµ

adjIL? (σµ) dΩ
?
· β̂ +

∫
Ωµ

σµ : ˆ̃εµ dΩ

∀β̂ ∈ Rndim, ∀ ˆ̃εµ ∈ DL
µ (Ωµ)

(4.22)

donde adjIL? (•) identifica el operador adjunto de IL? (•). Según la Ec. (4.10), el término indicado como

“A” en el lado izquierdo de la Ec. (4.22) resulta: A =
??Sµ ?? nµ

αµ
. Luego la sentencia variacional (Ec. (4.22))

se reescribe como:

T???????????????
σ · nµ

αµ

?
·β̂ = 1??Sµ ??

?∫
Ωµ

adjIL? (σµ) dΩ
?
· β̂ + 1??Sµ ??

∫
Ωµ

σµ : ˆ̃εµ dΩ

∀β̂ ∈ Rndim, ∀ ˆ̃εµ ∈ DL
µ (Ωµ)

(4.23)

Dado que (nµ αµ
−1) tiene norma unitaria (ver Ec. (4.10)), la magnitud T en la expresión previa tiene

el significado físico de la Tracción Cohesiva macro, ya que ejerce potencia virtual interna sobre β̂ (por
unidad de superficie

??Sµ ??). Finalmente se expresa el Principio Variacional de Hill-Mandel de la forma:

T · β̂ = 1??Sµ ??
?∫

Ωµ

adjIL? (σµ) dΩ
?
· β̂ + 1??Sµ ??

∫
Ωµ

σµ : ˆ̃εµ dΩ

∀β̂ ∈ Rndim, ∀ ˆ̃εµ ∈ DL
µ (Ωµ)

(4.24)

La Ec. (4.24) muestra que el dominio efectivo donde se produce potencia virtual macro es Sµ.
Al igual que en el Capítulo precedente, se argumenta que no hace falta colocar ninguna hipótesis

adicional para completar la formulación del modeloMMCo. La expresión de la Ec. (4.24) contiene toda la
información necesaria para derivar las ecuaciones restantes del modelo, como se discute a continuación.

4.5. Respuesta mecánica homogeneizada (T ): Consecuencia N◦1
La Ec. (4.24) representa una expresión que se debe satisfacer para toda variación virtual cinemá-

ticamente admisible de las variables independientes. Asumiendo en primera instancia ˆ̃εµ ≡ 0 y que β̂
adquiere valores arbitrarios, se obtiene la fórmula de homogeneización de la tracción cohesiva sobre la
fisura macro S:

T =
1??Sµ ??

∫
Ωµ

adjIL? (σµ) dΩ = 1
αµ

??Sµ ??
∫
ΩL

µ

σµ · nµ(?)
?µ(?) dΩ (4.25)

A partir de la Ec. (4.25) se advierte la incidencia directa que tiene la estructura adoptada para el
operador de inserción IL? (•) sobre la fórmula final obtenida para la homogeneización de tracciones. El
procedimiento dado por la Ec. (4.25) no es estándar y posee características particulares, entre ellas:

Sólo interviene la proyección (σµ · nµ(?)) del estado de tensión micromecánico completo (σµ), es
decir interesa una medida de la tracción micro.

El proceso de homogeneización se realiza en un subdominio específico del RVE, aquel donde el
campo de deformaciones micro localizan ΩLµ .

7Se ha considerado la siguiente identidad tensorial S : (a ⊗s b) = a · S · b = b · S · a, donde S es un tensor simétrico de
segundo orden.
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El factor de normalización es
??Sµ ??, en lugar de ??Ωµ

?? como se daba en el MMCl.

Interviene explícitamente el factor de tortuosidad αµ.

Por lo expuesto se argumenta que la técnica de homogeneización de tracciones obtenida es ciertamente
novedosa. Además, se enfatiza nuevamente que este procedimiento no es una definición mecánica a-priori
del modelo, sino por el contrario, surge como una consecuencia de la cinemática micro adoptada y del
Principio variacional de Hill-Mandel.

Asumiendo continuidad de tracciones en el instante t = tN 8, es posible obtener la fórmula de
homogeneización de la tracción en forma incremental:

dT =
1

αµ
??Sµ ??

∫
ΩL

µ

dσµ · nµ(?)
?µ(?) dΩ (4.26)

donde dσµ se determina de acuerdo al modelo constitutivo utilizado a nivel micro (ver Ec. (3.23)).
La Ec. (4.26) brinda la respuesta constitutiva requerida para resolver el problema de equilibrio macro

en un punto con comportamiento material inestable (x ∈ S), ver Ec. (2.17) y Cuadro 2.1.

Un aspecto interesante para comentar es el siguiente. En el Capítulo introductorio de esta tesis
(Sec. 1.4.3), se introdujo una técnica fenomenológica para el modelado de falla material denominada
Aproximación por Discontinuidades Fuertes del Continuo (ADFC) propuesta por Oliver y su grupo
de colaboradores (Oliver, 2000; Oliver et al., 2002; Oliver y Huespe, 2004a,b). Como característica
distintiva de esta metodología se mencionó que la ley cohesiva que regula el comportamiento de la fisura
macro no se impone como un modelo constitutivo adicional sino que se deduce a partir del mismo
modelo de continuo (tensión-deformación) utilizado para el material no fracturado. Aunque el modelo
multiescala propuesto en esta tesis para caracterizar el comportamiento de una fisura macro (MMCo)
está formulado a partir de principios mecánicos muy diferentes respecto al método ADFC, comparte
con este último esa característica peculiar. Si se observa la expresión de homogeneización de tracciones
aquí propuesta (Ec. (4.25)), se tiene que: la tracción cohesiva deriva a partir de la homogeneización
de campos tensionales micro obtenidos mediante leyes constitutivas del continuo, es decir sólo hacen
falta definir leyes fenomenológicas convencionales de tipo tensión-deformación, a nivel micro. En cierto
modo el modelo MMCo aporta una fundamentación desde una perspectiva de modelado multiescala en
relación a uno de los preceptos básicos sobre el cual se fundamenta la ADFC.

4.6. Problema de equilibrio en la microescala: Consecuencia N◦2
Alternativamente, considerando ahora β̂ ≡ 0 y variaciones virtuales cinemáticamente admisibles ˆ̃εµ,

el principio de Hill-Mandel (ver la Ec. (4.24)) establece:∫
Ωµ

σµ : ˆ̃εµ dΩ = 0 ∀ ˆ̃εµ ∈ DL
µ (Ωµ) (4.27)

La expresión variacional previa representa el equilibriomecánico en lamicroescala durante el régimen
inestable material. El mismo resulta análogo al deducido para la etapa estable (ver modelo MMCl). La
única diferencia viene dada a través de los espacios funcionales cinemáticamente admisibles sobre los
cuales están planteados cada uno de estos problemas (condiciones de borde). Considerando las Ecs. (3.7)

8La continuidad de las tracciones T , en el instante t = tN , se verifica si:

TΩµ
tN = TΩL

µ

tN

donde TΩµ
tN = σ · n con σ evaluado en el instante tN mediante la regla de homogeneización dada por la Ec. (3.17), mientras

queTΩL
µ

tN se obtiene con Ec. (4.25), evaluada en el mismo instante. No existe una demostración rigurosa de la igualdad previa.
No obstante, en todas las experiencias numéricas realizadas se corroboro la validez de esta suposición.
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y (4.18) y el formato incremental adoptado en este trabajo, el problema micromecánico puede enunciarse
en forma equivalente como sigue9:

Dada la historia de deformaciones generalizadas ({εR}t−dt, {β}t−dt ) e incrementos cinemá-
ticamente admisibles (dεR, dβ), hallar el incremento de desplazamiento fluctuante micro
d ũµ ∈ UL

µ (Ωµ) tal que:∫
Ωµ

dσµ({εR}t ) : ∇? ⊗s ˆ̃uµ dΩ = 0 ∀ ˆ̃uµ ∈ VL
µ (Ωµ)

(4.28)

La Ec. (4.28) implica que el incremento de las tensiones micro, dσµ, se encuentra autoequilibrado,
representando las reacciones al sistema de carga generalizado inducido por el procedimiento de inserción
I?(dεR) y IL? (dβ), en el dominio completo de la microcelda (Ωµ) y en el subdominio localizado (ΩLµ ),
repectivamente.

La formulación propuesta permite partir de una microcelda con restricciones cinemáticas convencio-
nales (CBE), definida para el régimen estable del punto x y, en forma natural, derivar en una microcelda
con restricciones adicionales (CBNE), utilizada para caracterizar la parte inestable del mismo punto.

Por conveniencia, en el Cuadro 4.1 se resumen los ingredientes básicos que definen el Modelo
Multiescala Cohesivo (MMCo), discutido en este capítulo.

4.7. Submodelos del MMCo: diferentes condiciones de borde
Según la discusión elaborada en la Sec. 4.3, el modelo MMCo exige la imposición de dos tipos de

restricciones cinemáticas simultáneas sobre el campo primal d ũµ: (i) la Condición de Borde Estándar
(CBR) sobre Γµ y (ii) la Condición de Borde No Estándar (CBNE) sobre ΓLµ . Las Ecs. (4.16) y (4.17),
o bien los espacios funcionales {UL

µ ,VL
µ }, definidos en la Ec. (4.18), caracterizan el modelo MMCo

con Restricción Cinemática Mínima. No obstante, es posible seleccionar subespacios de {UL
µ ,VL

µ }
más restringidos cinemáticamente y por ende más rígidos, dando origen así a diferentes submodelos
multiescalas.

En particular, observe que ahora es posible pensar en distintas opciones sobre cada una de las
restricciones: CBE ó CBNE. En la Sec. 3.10 del Capítulo precedente, se presentaron las alternativas más
usuales en relación a las CBE, sobre Γµ, como por ejemplo los submodelos de Taylor, Lineal y Periódico.
Utilizando argumentos análogos a los expuestos en dicha Sección se puede plantear, para el caso de las
CBNE, lo siguiente:

a) CBNE tipo Taylor:
d ũµ(?) = 0 ∀? ∈ ΩLµ (4.29)

b) CBNE tipo Lineal:
d ũµ(?) = 0 ∀? ∈ ΓLµ (4.30)

c) CBNE tipo Periódica: Este tipo de restricción cinemática no tiene demasiado sentido físico en el
contexto de análisis presente dado que, en general, el dominio con localización de deformaciones
ΩLµ adquiere una topología arbitraria, dificultando así postular condiciones periódicas en d ũµ sobre
ΓLµ .

9Se asume aquí que el problema de equilibrio micro se satisface para el paso de tiempo previo, (t − dt), es decir:
∫
Ωµ

σµ
t−dt :

ˆ̃εµ dΩ = 0, ∀ ˆ̃εµ ∈ Dµ
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(i) Definición de la Cinemática micro: Hipótesis N◦1

dεµ =

I∗?(dεR,dβ)??????????????????????????????????????????
I?(dεR) + IL? (dβ)+dε̃µ = dεR + φLµ (?)

dβ ⊗s nµ(?)
αµ ?µ(?) + dε̃µ ; ∀? ∈ Ωµ

φLµ (?) =
?

1 ∀? ∈ ΩLµ
0 ∀? ∈ Ωµ \ ΩLµ

(ii) Admisibilidad Cinemática (Homogeneización de Deformaciones): Hipótesis N◦2
∫
Ωµ

I∗?(dεR, dβ) dΩ =
∫
Ωµ

dεµ dΩ ⇒ dεR + dβ ⊗s
1
|Ωµ |

∫
ΩL

µ

nµ(?)
αµ ?µ(?) dΩ =

1
|Ωµ |

∫
Ωµ

dεµ dΩ

∫
ΩL

µ

I∗?(dεR, dβ) dΩ =
∫
ΩL

µ

dεµ dΩ ⇒ dεR + dβ ⊗s
1
|ΩLµ |

∫
ΩL

µ

nµ(?)
αµ ?µ(?) dΩ =

1
|ΩLµ |

∫
Ωµ

dεµ dΩ

d ũµ ∈ UL
µ (Ωµ) ; UL

µ (Ωµ) =
?
d ũµ | d ũµ ∈ H1(Ωµ) ∧

∫
Γµ

d ũµ ⊗s νµ dΓ = 0 ∧
∫
ΓL
µ

d ũµ ⊗s νLµ dΓ = 0
?

- Acciones virtuales cinemáticamente admisibles:

ˆ̃uµ ∈ VLµ (Ωµ) ; VLµ (Ωµ) =
?

ˆ̃uµ | ˆ̃uµ ∈ H1(Ωµ) ∧
∫
Γµ

ˆ̃uµ ⊗s νµ dΓ = 0 ∧
∫
ΓL
µ

ˆ̃uµ ⊗s νLµ dΓ = 0
?

ε̂µ = IL? (β̂) + ˆ̃εµ = φLµ (?)
β̂ ⊗s nµ(?)
αµ ?µ(?) + ∇? ⊗

s ˆ̃uµ

(iii) Admisibilidad Energética (Principio Variacional de Hill-Mandel): Hipótesis N◦3

σ :

?∫
Ωµ

IL? (β̂) dΩ
?
=

∫
Ωµ

σµ : ε̂µ dΩ ; ∀β̂ ∈ Rndim, ∀ ˆ̃εµ ∈ DL
µ (Ωµ)

(iv) Homogeneización de tracciones: Consecuencia N◦1

dT =
1

αµ
??Sµ ??

∫
ΩL

µ

dσµ · nµ(?)
?µ(?) dΩ

(v) Problema de equilibrio en la microescala: Consecuencia N◦2

Dada la historia de deformaciones generalizadas ({εR}t−dt, {β}t−dt ) e incrementos cinemáticamente
admisibles (dεR, dβ), hallar el incremento de desplazamiento fluctuante micro d ũµ ∈ UL

µ (Ωµ) tal
que:∫
Ωµ

dσµ : ∇? ⊗s ˆ̃uµ dΩ = 0 ∀ ˆ̃uµ ∈ VLµ (Ωµ)

(vi) Modelo constitutivo en la microescala:

σµ = Fσ
µ ({εµ}t )

Cuadro 4.1: Modelo Multiescala Cohesivo (MMCo). Conceptos básicos e ingredientes.
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d) CBNE tipo Mínima Restricción (ya expuesta anteriormente en la Ec. (4.17))∫
ΓL
µ

d ũµ ⊗s νLµ dΓ = 0 (4.31)

Combinando las opciones relacionadas a las CBE y a las CBNE, es posible postular diferentes
submodelos de la metodología multiescala cohesiva propuesta. Con el único propósito de ilustrar algunas
de estas opciones, a continuación se propone:

Ejemplo N◦1: CBE-Mínima Restricción, CBNE-Taylor:

UL
µ Ej1(Ωµ) =

?
d ũµ | d ũµ ∈ H1(Ωµ) ∧

∫
Γµ

d ũµ ⊗s νµ dΓ = 0 ∧ d ũµ(?) = 0 ∀? ∈ ΩLµ
?
⊆ UL

µ

VLµ Ej1(Ωµ) =
?

ˆ̃uµ | ˆ̃uµ ∈ H1(Ωµ) ∧
∫
Γµ

ˆ̃uµ ⊗s νµ dΓ = 0 ∧ ˆ̃uµ(?) = 0 ∀? ∈ ΩLµ
?
⊆ VLµ

(4.32)

Ejemplo N◦2: CBE-Mínima Restricción, CBNE-Lineal:

UL
µ Ej2(Ωµ) =

?
d ũµ | d ũµ ∈ H1(Ωµ) ∧

∫
Γµ

d ũµ ⊗s νµ dΓ = 0 ∧ d ũµ(?) = 0 ∀? ∈ ΓLµ
?
⊆ UL

µ

VLµ Ej2(Ωµ) =
?

ˆ̃uµ | ˆ̃uµ ∈ H1(Ωµ) ∧
∫
Γµ

ˆ̃uµ ⊗s νµ dΓ = 0 ∧ ˆ̃uµ(?) = 0 ∀? ∈ ΓLµ
?
⊆ VLµ

(4.33)

Ejemplo N◦3: CBE-Periódica Clásica, CBNE-Mínima Restricción:

UL
µ Ej3(Ωµ) =

?
d ũµ | d ũµ ∈ H1(Ωµ) ∧ d ũµ(?+) = d ũµ(?−) ∀ par {?+, ?−} ∧

∫
ΓL
µ

d ũµ ⊗s νLµ dΓ = 0
?
⊆ UL

µ

VLµ Ej3(Ωµ) =
?

ˆ̃uµ | ˆ̃uµ ∈ H1(Ωµ) ∧ ˆ̃uµ(?+) = ˆ̃uµ(?−) ∀ par {?+, ?−} ∧
∫
ΓL
µ

ˆ̃uµ ⊗s νLµ dΓ = 0
?
⊆ VLµ

(4.34)

4.8. Identificación del dominio localización ΩLµ en la microcelda
Un ingrediente importante de la formulación multiescala propuesta es la identificación correcta del

subdominio con localización de defomaciones ΩLµ . La relevancia de este tópico se debe a que:

Una vez nucleada la fisura cohesiva, los incrementos del salto macro dβ se aplican, exclusivamente,
en el subdominio ΩLµ (véase la definicíon del operador de inserción IL? (dβ) en la Ec. (4.4)).
Es necesario imponer nuevas restricciones cinemáticas, aquí denominadas CBNE, sobre la frontera
ΓLµ de ΩLµ .

La idea que se propone aquí es muy simple. Según el criterio de nucleación explicado en la Sec. 2.5,
al detectar bifurcación material se conoce la solución SN = {tN, n, dγ} admisible con el estado homoge-
neizado de la microcelda que induce inestabilidad a nivel macro, donde tN es el instante de nucleación,
n es el vector unitario normal a la fisura macro y dγ representa un vector que da la dirección inicial de
apertura de fisura. En estas condiciones mecánicas específicas, las componentes de deformación micro
que tienden a localizar en el dominio Ωµ del RVE en estudio tienen, precisamente, una estructura de tipo
(dγ ⊗s n). Luego todos los puntos ? de la microcelda cuyo incremento de deformación micro fluctuante,
dε̃µ, tenga proyección positiva sobre la dirección dada por (dγ ⊗s n) deberá formar parte del subdominio
localizado ΩLµ . Matemáticamente se puede expresar el criterio para identificar ΩLµ como sigue:

ΩLµ =
?
? ∈ Ωµ | dε̃µ(?) : (dγ ⊗s n) > 0 para t = tN

?
(4.35)
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donde todas las variables en la Ec. (4.35) se obtienen mediante el multiescala clásico (MMCl, ver Cap. 3).
El método descripto permite capturar subdominios con localización de deformaciones simples o

intrincados, incluyendo posible tortuosidad o múltiples zonas de localización. La complejidad de ΩLµ
dependerá de la microestructura subyacente (distribución geométrica de las heterogeneidades, materiales
constituyentes, etc.) y de la historia de carga.

Un aspecto importante de la metodología propuesta es que ésta se basa exclusivamente en un criterio
cinemático y, por ende, es independiente del comportamiento constitutivo que caracteriza cada punto
? ∈ Ωµ. Desde un punto de vista físico, el material en ΩLµ sigue un camino de carga con degradación de
tensiones pero entendido en un “sentido promedio”, esto no significa que cada punto ? ∈ ΩLµ sufra un
decremento de su estado tensional.

El uso de este concepto cinemático (Ec. (4.35)) cubre un gran cantidad de situaciones, como las
ilustradas en la Fig. 4.4 (las zonas indicadas con color gris oscuro representan los subdominios ΩLµ
capturados). Allí se ha definido la siguiente nomenclatura: ΩLsµ , porción del subdominio constitutido por
material en régimen de ablandamiento (softening, de allí el superíndice); ΩLeµ , porción de subdominio
constitutido por matenial elástico débil y ΩLvµ , porción de subdominio constitutido por vacíos.

El ejemplo más simple de interpretar es aquel esquematizado en la Fig. 4.4-a, donde todos los puntos
? ∈ ΩLµ experimentan ablandamiento material, luego se tiene ΩLµ = ΩLsµ .

Otro posible escenario es el que se muestra en la Fig. 4.4-b. Observe que el criterio dado por la
Ec. (4.35) incluye una porción de material con ablandamiento (ΩLsµ ) y una pequeña zona de material
elástico (suficiente flexible) ΩLeµ . En media, el comportamiento homogeneizado del material degrada su
estado tensional. En este caso se tiene: ΩLµ = ΩLsµ ∪ ΩLeµ .

Un tercer ejemplo es el indicado en la Fig. 4.4-c, donde la banda de localización cruza un poro. El
poro (vacío) puede idealizarse como el caso límite de un material elástico, cuyo módulo de elasticidad
tiende a cero. El subdominio de localización, consistente con la metodología propuesta en la Ec. (4.35),
resulta en: ΩLµ = ΩLsµ ∪ ΩLvµ .

Poro (vacío)Fibra elástica débil

(a) (b) (c)

Ωµ

L Ωµ

Ls Ωµ

Lv
=Ωµ

L Ωµ

Ls Ωµ

Le
=

Ωµ

Le

Ωµ

LsΩµ

Ls
Ωµ

Ls

Ωµ

Lv

Ωµ

L Ωµ

Ls
=

Γµ

L
Γµ

L
Γµ

L

∪∪

Figura 4.4: Subdominio de localización ΩLµ para diferentes tipos de microestructuras heterogéneas: (a) Zona compuesta
completamente de material con ablandamiento, (b) Zona compuesta de material con ablandamiento y una pequeña zona de un
material elástico (suficientemente flexible), (c) Zona compuesta de material con ablandamiento y parte de un poro.
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A partir de los desarrollos teóricos abordados en la Parte II de la tesis y teniendo en cuenta las
características particulares del modelo en estudio, la implementación computacional de la formulación
multiescala propuesta distingue claramente dos esquemas numéricos disímiles, uno para cada escala de
análisis, basados ambos en el Método de los Elementos Finitos, a saber:

Macroescala: se utiliza una técnica de elementos finitos con discontinuidades fuertes embebidas
de soporte local (Oliver et al., 2006; Sánchez et al., 2006; Linder y Armero, 2007), para modelar
el fenómeno de nucleación y propagación de fisuras cohesivas en la macroestructura.

Microescala: se adopta la aproximación de fisura distribuida (Smeared-Crack Approach Rots et al.
(1985); Rots (1988); Oliver (1989)) para modelar micro degradación y falla material, la cual está
basada en tecnología estándar de elementos finitos. Se incorpora además, como tópico peculiar
en lo referente al modelo numérico micro, un conjunto de restricciones cinemáticas específicas
(condiciones de borde) inherentes a la formulación mutiescala desarrollada.

Cabe mencionar en este punto que, desde una perspectiva global, el paradigma numérico básico
puede idealizarse simplemente como dos esquemas de elementos finitos anidados, acoplados en ambas
direcciones (macro-micro). De allí el acrónimo comúnmente encontrado en la literatura para este tipo de
aproximaciones: FE2 (Feyel y Chaboche, 2000; Feyel, 2003).

El propósito de esta parte del trabajo consiste en lograr un intercambio de información coherente,
tanto desde el punto de vista cinemático como energético, entre las aproximaciones numéricas adoptadas
para cada escala de análisis.

En la Parte III del presente documento, que abarca los próximos dos Capítulos (5 y 6), se describen
al detalle ambas formulaciones numéricas (macro y micro), junto con los algoritmos propuestos. En
especial, los desarrollos del Cap. 6 representan uno de los principales aportes numéricos de la tesis.
Allí se discute un procedimiento generalizado para imponer restricciones cinemáticas en un entorno
multiescala, el cual permite en forma muy simple y flexible generar diferentes submodelos como también
modificar las condiciones de borde durante el cálculo. Este último hecho representa un tópico de especial
importancia para el modelado de la falla material.

Solamente aquellos ítems numéricos “no convencionales”, respecto a un esquema estándar de Ele-
mentos Finitos, serán abordados en esta parte de la tesis. Los aspectos tradicionales del método se asumen
como conocidos por el lector.

Sin pérdida de generalidad, todos los desarrollos siguientes se restringen a geometrías bidimensiona-
les.
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Capítulo 5

Implementación Numérica del Modelo
Macro

De acuerdo a la formulación multiescala propuesta, el fenómeno de falla a nivel macro se materializa
a partir de la nucleación y posterior propagación/evolución de fisuras cohesivas. De este modo, el modelo
mecánico en la macroescala requiere de una cinemática singular que considere discontinuidades en las
variables principales. Este capítulo describe una aproximación numérica adecuada para describir tal
proceso de falla.

También en este capítulo se explica en forma detallada cuál es el procedimiento propuesto para
realizar el salto de escala a nivel del modelo numérico, esto es a nivel de los puntos de integración en
cada elemento finito de la macro-escala.

5.1. Descripción cinemática

Se adopta una técnica de elementos finitos con discontinuidades fuertes embebidas, similar a la
estrategia propuesta enOliver yHuespe (2004a), comúnmente reconocida bajo el acrónimo de formulación
E-FEM (Embedded Finite Element Method, ver por ejemplo las contribuciones de Oliver et al. (2006);
Jirásek (2000); Sancho et al. (2007); Sánchez et al. (2006); Linder yArmero (2007), entremuchas otras que
utilizan metodologías similares). Este procedimiento introduce modos adicionales de desplazamientos
ideados para capturar las discontinuidades propias del mecanismo de apertura de una fisura. Sin pérdida
de generalidad, se utiliza un elemento finito triangular de deformación constante en estado plano (CST),
como tecnología subyacente sobre la cual se incorpora el enriquecimiento cinemático dado por los saltos
en desplazamientos. Esta técnica numérica es clásica en la actualidad y muy aceptada en la comunidad
científica.

A partir de este punto y en lo que resta del documento se asume que todas las variables tienen
implícitamente asociado el atributo de variables discretas, es decir variables relacionadas con el modelo
numérico. Advierta que no se introducirá nomenclatura adicional para diferenciarlas de las variables
análogas definidas a nivel del continuo.

Considere el cuerpo B identificado con el dominio Ω, a nivel macro, discretizado mediante una
triangulación de elementos finitos Ωe, esto es Ω =

?nel
e=1 Ω

e, donde nel es el número total de elementos
de la malla. Se utiliza el superíndice “e” para denotar objetos asociados a un elemento finito genérico.
Se adopta un sistema de referencia cartesiano ({ei}) que asocia a todo punto x ∈ Ω el correspondiente
vector de coordenadas x = xi ei, i = 1, . . . , ndim, donde cada ei representa un versor base del sistema
considerado y xi las componentes cartesianas correspondientes.

Inicialmente, la cinemática de Ω es continua (clásica) sin embargo, debido a fenómenos de degra-
dación que toman lugar a nivel micromecánico, es admisible la nucleación de una fisura cohesiva a
nivel macroestructural, en algún instante durante el proceso de carga. El problema entonces posee una
superficie de discontinuidad en desplazamientos, S, denotando la existencia de dicha fisura cohesiva.
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Una característica geométrica importante de S viene dada por el vector normal unitario n, definido para
cada punto x ∈ S, el cual puede ser espacialmente variable.

Se requiere de un criterio específico para detectar el instante de activación de la fisura cohesiva
(denominado tiempo de nucleación tN ∈ [0, tF ]) como también para determinar su orientación espacial
(n). Este criterio es aquel discutido previamente en la Sec. 2.5 a nivel teórico y que se detalla más
adelante, en la Sec. 5.4 de este Capítulo, a nivel del modelo numérico1.

La superficie S divide a Ω en dos sub-dominios disjuntos Ω+ y Ω− (n apuntando hacia Ω+), tal
como se muestra en la Fig. 5.1-b. En este contexto, la interpolación del campo de desplazamiento puede
escribirse convenientemente de la forma (Simo y Oliver, 1994):

u(x) =

término continuo????????????????????
nnod?
i=1

Ni(x) ūi +

término discontinuo??????????????????????????????????????????????????????
nSel?
e=1
(H e
S(x) − Ne

+(x))????????????????????????????????????
Me
S

βe (5.1)

donde nnod simboliza el número total de nodos de la malla de elementos finitos mientras que Ni(x) y
ūi representan, respectivamente, la función de forma y la componente continua (regular) del vector de
desplazamiento, ambas variables asociadas al nodo “i” (de allí el sub-índice). En la Ec. (5.1) se considera
además que: nSel es el número total de elementos atravesados por la superficie de discontinuidad S, H e

S
es la función escalón (Heaviside) del elemento “e” colocada sobre S (esto es H e

S(x) = 1 si x ∈ Ωe+,
H e
S(x) = 0 de otra forma), Ne

+(x) denota la función de forma relacionada al nodo ubicado en la parte Ωe+
del elemento y βe es el vector salto de desplazamiento del mismo elemento (ver Sec. 2.3).

En la Ec. (5.1) se aprecia además la definición de la función Me
S = H e

S(x) − Ne
+(x), denominada

función salto unitario. Al considerarar triángulos lineales (CST), esta función de forma enriquecida luce
como se observa en la Fig. 5.1-a, para un elemento finito genérico “e”.

El grado de libertad adicional introducido en la formulación, relacionado con la apertura de fisura βe,
se asume constante en el interior de cada elemento finito, posibilitando así su posterior condensación. Esto
implica que el campo salto de desplazamiento no posee continuidad entre elementos finitos adyacentes,
una característica propia de la técnica E-FEM adoptada2. Según lo anterior, se tiene trivialmente que:
∇x ⊗s βe = 0.

Considere un elemento genérico “e” intersecado por la superficie de discontinuidad. Localmente,
definimos Se como la interfaz cohesiva macro asociada al elemento finito en estudio (Se = Ωe ∩ S). La
componente regular (acotada) de la deformación εeR para el elemento finito “e”, véase además la Ec. (2.3)
del Cap. 2, se interpola de la siguiente forma:

εeR(x) = Be(x) ūe − ?∇x ⊗s Ne
+(x)

?
βe ; ∀x ∈ Ωe\Se (5.2)

siendo Be(x) la clásica matriz que relaciona deformaciones y desplazamientos para pequeñas defor-
maciones. Utilizando notación de Voigt para tensores en R2 y considerando un sistema de referencia
cartesiano definido por la base {e1, e2}, Be(x) puede escribirse:

Be(x) =


∂N e
1

∂x1
0 ∂N e

2
∂x1

0 ∂N e
3

∂x1
0

0 ∂N e
1

∂x2
0 ∂N e

2
∂x2

0 ∂N e
3

∂x2
∂N e

1
∂x2

∂N e
1

∂x1

∂N e
2

∂x2

∂N e
2

∂x1

∂N e
3

∂x2

∂N e
3

∂x1


(5.3)

1Las aproximaciones de elementos finitos con saltos de desplazamientos embebidos a menudo requieren también la imple-
mentación de esquemas numéricos adicionales de trazado de discontinuidades en la malla discreta, comúnmente denominados
algoritmos de Tracking, ver por ejemplo: Belytschko et al. (2001); Feist y Hofsteller (2004); Mosler y Meschke (2003); Oliver y
Huespe (2004a); Oliver et al. (2014); Dias (2012). Cualquiera de las técnicas referenciadas pueden ser utilizadas en el contexto
presente.

2Otra alternativa viable es la utilización elementos finitos de tipo X-FEM ó eXtended Finite Element Method (Belytschko
et al., 2001, 2003; Mariani y Perego, 2003; Moës et al., September 11-14, 2000), donde los modos adicionales discontinuos se
incorporan como grados de libertad generalizados a los nodos de la malla. La formulación multiescala propuesta en esta tesis es
aplicable a cualquier tecnología de elementos finitos con discontinuidades embebidas, sean de soporte local (E-FEM) o global
(X-FEM).
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donde los sub-índices {1, 2, 3} en la función de forma Ne denotan el número (local) de nodo perteneciente
al elemento “e” mientras que {∂(•)/∂x1, ∂(•)/∂x2} simbolizan las derivadas parciales respecto a las
coordenadas cartesianas {x1, x2}, respectivamente. Siguiendo con el mismo estilo de notación, el vector
ūe, que simboliza los desplazamientos regulares nodales del elemento, se expresa como:

ūe =



ūe1x1
ūe1x2
ūe2x1
ūe2x2
ūe3x1
ūe3x2



(5.4)

Por otro lado, en la Ec. (5.2), el operador ∇sxNe
+ y el vector salto de desplazamiento elemental, βe,

adquieren la forma:

∇x ⊗s Ne
+ =



∂N e
+

∂x1
0

0 ∂N e
+

∂x2
∂N e
+

∂x2

∂N e
+

∂x1


(5.5)

βe =

?
βex1
βex2

?
(5.6)

5.2. Equilibrio
Reemplazando las expresiones de desplazamientos y deformaciones interpoladas, véase Ecs. (5.1) y

(5.2), en el problema de equilibrio incremental macro, definido por la Ec. (2.11) del Cap. 2, y realizando
variaciones respecto a los vectores globales ū y β (advierta que los vectores globales ū y β tienen en
cuenta la contribución de cada vector elemental ūe y βe, respectivamente) es posible derivar las dos
ecuaciones discretas de equilibrio incremental que se indican a continuación:

nel?
e=1

∫
Ωe\Se

(Be)T dσedΩe −
nel?
e=1
(dFe)ext = 0 (5.7)

−
∫
Ωe\Se

[∇x ⊗s Ne
+]T dσe dΩe +

∫
Se
dT edSe = 0 (5.8)

donde
?nel
e=1 representa el operador de ensamble estándar que colecta los aportes de todos los elementos

finitos, desde e = 1 hasta e = nel, de la malla adoptada. El término (dFe)ext, en la Ec. (5.7), denota el
clásico vector de fuerzas externas equivalentes incrementales del elemento “e”.

Notar que existen nSel ecuaciones del tipo (5.8), es decir una por cada elemento intersectado por la
interfaz de discontinuidad S. Debido al tipo de interpolación adoptada para los saltos de desplazamientos
β (discontinuo entre elementos), estas ecuaciones pueden condensarse estáticamente y no forman parte
del sistema final de ecuaciones. A pesar de ello se prefiere proseguir con la descripción de la formulación
llevando en cuenta todos los grados de libertad del modelo numérico, dado que el procedimiento de
condensación es un aspecto clásico del MEF y para los fines de este trabajo no merece ser descripto.

Reemplazando la ecuación de equilibrio integral (5.8) por una expresión de colocación puntual (por
elemento), es posible derivar una formulación alternativa (no-simétrica), caracterizada por imponer una
condición de equilibrio fuerte entre la fuerza cohesiva actuante entre los labios de la fisura, T e, y su
entorno (ver Oliver et al., 2005):

− dσene + dT e = 0 (5.9)
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donde dσe se evalúa en un punto representativo del dominio Ωe\Se y dT e en uno representativo de Se
mientras que ne denota el vector unitario normal a la interfaz cohesiva Se del elemento “e”, ver Fig. 5.1.
La aproximación propuesta en esta tesis se basa en la resolución de la ecuación de equilibrio (5.7) para la
parte regular (continua) del sólido y la ecuación (5.9) para el equilibrio a través de S, es decir se adopta
un esquema no-simétrico estática y cinemáticamente óptimo, denominado con la sigla “SKON” según la
clasificación propuesta en Jirásek (2000).

Luego del procedimiento de ensamble aplicado a la Ec. (5.7) y considerando además el conjunto
de ecuaciones (5.9), pueden obtenerse las variables primales {ū,β} que definen el problema macro, tras
resolver el siguiente sistema no lineal de ecuaciones:

R(ū, β) =
? Rū

Rβ

?
= 0 (5.10)

donde Rū y Rβ representan los residuos asociados a los desplazamientos regulares y saltos respectiva-
mente.

5.3. Integración numérica. Técnica de salto de escala computacional
La integración numérica del conjunto de ecuaciones de equilibrio de las Ecs. (5.7) y (5.9) se realiza

incorporando dos puntos de cuadratura identificados como PGR (Punto de Gauss Regular) y PGL (Punto
de Gauss Localizado). En la Fig. 5.1-b se observa un croquis esquemático del procedimiento utilizado.

(a) (b)

1

CBE

MMCl MMCo

CBE CBNE

Nodo +

n
e n
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e

Ω+

eΩ+

Ω
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Ω
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Ω
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Ωµ Ωµ Ωµ

L

PGR PGL

Me
S = H e

S (x) − Ne
+ (x)

Figura 5.1: Técnica de elementos finitos con discontinuidades fuertes embebidas de soporte local, a nivel de la macro escala:
(a) Función de forma enriquecida, Me

S , para el modo discontinuo, (b) Dominio Ω discretizado con una malla de elementos
finitos utilizando la metodología E-FEM.

El punto de integración regular PGR (identificado con un símbolo “?” en la Fig. 5.1-b) está relacionado
con el dominio Ωe\Se, por ende es utilizado para evaluar la componente regular de la deformación εeR en
la Ec. (5.2) y las integrales en la Ec. (5.7). Por otro lado, el punto de Gauss Localizado PGL (indicado con
el símbolo “×” en la Fig. 5.1-b) está asociado al dominio Se. Ambos puntos, PGR y PGL, se utilizan para
satisfacer la condición de continuidad de tracciones (Ec. (5.9)) a través de la interfaz de discontinuidad
Se:

dσe????
PGR

ne = dT e????
PGL

(5.11)

En el contexto multiescala en estudio, cada punto de integración está directamente relacionado con
su correspondiente RVE, ver Fig. 5.1-b, implicando que la respuesta constitutiva en estos puntos de
Gauss sólo se conoce una vez realizado el análisis micromecánico correspondiente. Por este motivo, esta
Subsección debiera interpretarse como la metodología numérica propuesta para realizar el salto de escala
a nivel del modelo numérico.

Previo a la bifurcación material macroscópica (t < tN ) ambos RVEs (ambos puntos de Gauss PGR y
PGL) evolucionan idénticamente, debido a que se ha adoptado un elemento finito base con deformaciones
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εeR constantes. De esta forma, la Ec. (5.11) se verifica trivialmente. Durante la etapa estable del material
y atendiendo a cuestiones de eficiencia computacional, sólo uno de estos dos RVEs es resuelto vía un
salto de escala y la ecuación de continuidad de tracciones (Ec. (5.11)), para el elemento en estudio, ni
siquiera se incorpora en la formulación.

Si el proceso de carga continua hasta alcanzar y superar el punto de bifurcación macro (t > tN ), cada
RVE asociado a los puntos PGR y PGL evoluciona siguiendo caminos de carga diferentes, tal como se
explica a continuación.

El Modelo Multiescala Clásico (MMCl), ya definido en el Cap. 3, es el que se utiliza para el
procedimiento de homogeneización de tensiones en el punto PGR, durante la historia completa de carga.
De esta forma, según el MMCl, se inserta en forma homogénea el incremento de deformación regular dεeR
en el RVE correspondiente, obteniendo el incremento de tensión homogeneizada dσe, para dicho punto
de integración, ver Ec. (3.19) (procedimiento convencional de homogeneización de tensiones). Luego
de detectar bifurcación macro, se impone una respuesta elástica incremental en cada punto del RVE
asociado al PGR, restringiendo dicho punto de Gauss macro para que se comporte según un modelo de
elasticidad homogeneizada, aunque considerando la (posible) existente degradación local en subdominios
de la microescala. Esta es una técnica bien aceptada y de uso corriente en el modelado fenomenológico
de falla por activación de fisuras, ya que representa la física esperable de descarga elástica en el entorno
de la zona de proceso de fractura. Aquí simplemente se la ha adaptado a un contexto multiescala.

Por otro lado, cuando se alcanza la condición de bifurcación, se utiliza el Modelo Multiescala Cohesi-
vo (MMCo), definido en el Cap. 4, para homogeneizar el incremento de tracción en el punto de integración
PGL, hasta el final del proceso de carga. De acuerdo a este modelo la cinemática generalizada, caracteri-
zada por {dεeR, dβe}, se inserta en el RVE correspondiente al PGL según lo indicado por las Ecs. (4.1),
(4.2) y (4.6), esto es una inserción homogénea de dεeR más una inserción localizada (no homogénea)
asociada al modo dβe. Se recuerda que para este modelo se prescriben dos condiciones de borde: (i) las
condiciones de borde estándar (CBE) en la frontera del RVE como también (ii) las condiciones de borde
adicionales, no estándar propuestas en este trabajo (CBNE), sobre la frontera del dominio con localiza-
ción de deformaciones micro ΩLµ . Resulta imprescindible imponer las restricciones cinemáticas, muy en
particular la CBNE, en forma incremental (ver más adelante la Sec. 6.1). El incremento de la tracción
cohesiva homogeneizada, dT e, se obtiene luego mediante la fórmula generalizada de homogeneización
dada por la Ec. (4.26) (procedimiento no-estándar de homogeneización propuesto en este trabajo).

5.4. Determinación de la condición de bifurcación en la macroescala
A nivel de la escala macro y una vez que el esquema iterativo de Newton-Raphson ha convergido

al equilibrio para el paso de carga en estudio, se evalúa la condición de bifurcación (Ec. (2.24) de la
Sec. 2.5) , mediante un procedimiento muy simple descrito a continuación.

En cada punto de cuadratura de la malla de elementos finitos (recordar que debido a la interpolación
propuesta existe un único punto de integración por elemento antes de la bifurcación) se calcula el tensor
Constitutivo Homogeneizado Ce, a partir de la versión discreta de la Ec. (3.35). Una vez obtenido Ce

es posible también calcular el tensor de Localización Homogeneizado, Qe, dada una dirección normal
ne(θe). Observe que se utiliza el Modelo Multiescala Clásico (MMCl) para determinar Ce y por ende
Qe. Luego mediante un algoritmo de búsqueda se determina el valor mínimo:

ωe = mı́n
θe=0:∆θ:π

det (Qe(ne(θe))) (5.12)

típicamente predefiniendo un incremento angular suficientemente pequeño: ∆θ. Cuando se encuentra la
condiciónωe(θe) ≤ 0 por primera vez en la historia de carga y para algún valor θe, la variable que lleva en
cuenta el estado de bifurcación de dicho punto de integración se setea a “VERDADERA”: se ha obtenido
el tiempo de nucleación, teN ∈ [0, tF ], de la fisura cohesiva macroSe para el elemento finito “e” en estudio.
En general, si existe la condición ωe(θe) ≤ 0, se obtienen dos soluciones admisibles {θene, θeγe } las cuales
definen, respectivamente, el vector normal a la fisura cohesiva macro ne y el vector de velocidad de
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apertura inicial γe. Si bien existen metodologías más eficientes para encontrar la singularidad del tensor
de localización Qe, la técnica descrita es más que suficiente para los fines del presente trabajo.



Capítulo 6

Implementación Numérica del Modelo
Micro

El fenómeno de falla a nivel micro se inicia a partir del mecanismo de localización de deformaciones
en bandas. Este fenómeno es inducido por la presencia de leyes constitutivas con ablandamiento material,
que caracterizan la física a nivelmicromecánico. Este tipo demodelos requieren técnicas de regularización
constitutiva, a fin de permanecer bien colocados desde el punto de vistamatemático (y por ende numérico).
En este capítulo se detalla un esquema numérico muy simple, adoptado para tal finalidad.

También en esta parte del trabajo se presentan los aspectos numéricos relevantes que caracterizan
el modelo micro, a saber: (i) cuál es el procedimiento propuesto para resolver el problema discreto de
auto-equilibrio micromecánico y (ii) cómo se impone numéricamente la compatibilidad cinemática entre
las escalas involucradas, específicamente se hace referencia a la técnica numérica para gestionar en forma
flexible/eficiente condiciones de borde propias del modelo multiescala.

De acuerdo a lo discutido en el capitulo anterior, todos los desarrollos presentados a continuación
están vinculados a un punto de integración en la escala macro: PGR o PGL (Sec. 5.3).

Para la siguiente presentación se asume problemas bidimensionales (R2), aunque es posible exten-
derlas a tres dimensiones.

6.1. Cinemática
6.1.1. Cinemática del campo de fluctuaciones

El proceso de falla a nivel micro se modela siguiendo la aproximación de fisura difusa (Smeared
Crack Approach, SCA, Rots et al. (1985); Oliver et al. (1990)) aplicada a leyes constitutivas con ablan-
damiento. Esta aproximación, si bien posee limitaciones, representa la metodología más simple para
simular daño y degradación distribuida, permitiendo así enfocar el esfuerzo de este trabajo en cuestiones
más fundamentales que deben resolverse en el ámbito del modelado multiescala de falla material, inhe-
rentes al desarrollo de una teoría consistente desde un punto de vista mecánico/variacional en relación al
mecanismo de acoplamiento entre las escalas involucradas.

Por lo tanto, la cinemática del campo de fluctuaciones de desplazamiento a nivel del RVE resulta
ser una cinemática convencional (continua). En esta característica se basa las cinemáticas adoptadas
en las microescalas según lo visto Secs. 3.1 y 4.2. Considere entonces el dominio Ωµ del RVE (cuya
frontera es Γµ), discretizado por una malla de elementos finitos clásicos. La interpolación del campo de
desplazamientos fluctuantes adquiere la forma:

ũµ(?) =
n
Ωµ
nod?
i=1

Ni µ(?) qi (6.1)

donde Ni µ(?) es la función de forma estándar (global) correspondiente al nodo “i”, qi representa el valor

67
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nodal de la fluctuación de desplazamiento para el mismo nodo y nΩµ

nod simboliza el número total de nodos
de la malla. El campo ũµ, en este contexto, se interpreta como el campo de desplazamiento fluctuante
micro discreto. El vector que colecta las fluctuaciones de desplazamiento de todos los nodos se denota
como q siendo su dimensión: nΩµ

gdl = 2 nΩµ

nod (como se dijo, se considera problemas en R2, con dos grados

de libertad por nodo). Luego nΩµ

gdl es el número de grados de libertad totales del problema discreto micro.
Dado que es importante escribir las ecuaciones del modelo en forma incremental, se define también ∆q
como el incremento de desplazamientos fluctuantes, a nivel de la microescala. Este vector se descompone
según los nodos de la malla de elementos finitos:

∆q =
?
∆q1 . . . ∆qi . . . ∆qnΩµ

nod

?
(6.2)

donde ∆qi es el vector incremento de desplazamiento fluctuantes del nodo i.

6.1.2. Ejemplos de espacios funcionales discretos para submodelos del MMCl y del MM-
Co

Tal como se discutió en los Caps. 3 y 4, pueden definirse diferentes submodelos multiescalas de
acuerdo a la elección de los espacios funcionales {Uµ, Vµ} (para el modelo MMCl, etapa estable, ver
Sec. 3.10) o bien {UL

µ , V
L
µ } (para el modelo MMCo, etapa inestable, ver Sec. 4.7). De esta forma, el

vector de incremento (discreto) de desplazamientos fluctuantes ∆q, solución del problema mecánico
micro, deberá buscarse en diferentes subespacios según el caso.

Como ejemplo se presenta la discretización de los espacios de desplazamiento fluctuantes de los
submodelos del MMCl presentados en la Sec. 3.10, que son los más utilizados en la literatura. Su presen-
tación sirve como base para proponer un procedimiento general para el tratamiento de las restricciones
de la formulación (Sec. 6.1.3).

Se define Uq como el espacio vectorial de dimensión finita para los incrementos de desplazamientos
fluctuantes nodales admisibles (∆q ∈ Uq) y Vq como el correspondiente espacio de variaciones virtuales
cinemáticamente admisibles q̂ (q̂ = ∆q2 − ∆q1 con ∆q2,∆q1 ∈ Uq). En correspondencia con las
expresiones de la Sec. 3.10 del modelo continuo, es posible caracterizar la versión discreta de cada uno
de estos espacios:

a) Submodelo de Taylor:

UTay
q = VTay

q =

?
∆q | ∆q = 0

?
(6.3)

b) Submodelo Lineal:

ULin
q = VLin

q =

?
∆q | ∆qi = 0 ∀ nodo i ∈ Γµ

?
(6.4)

donde ∆qi es vector incremento de desplazamiento fluctuantes del nodo i.

c) Submodelo Periódico Clásico: considere la frontera Γµ del RVE particionada en dos subdominios
Γ+µ y Γ−µ , tal que para cualquier punto ?+i ∈ Γ+µ existe el correspondiente punto ?−i ∈ Γ−µ , alineado
con la dirección de periodicidad. Si en esta partición de Γµ es posible encontrar, para todo par
de puntos biunívocos {?+i , ?−i }, vectores normales a la frontera externa que cumplen: νµ(?+i ) =
−νµ(?−i ), se puede definir un submodelo periódico clásico. Este debe satisfacer la restricción:
∆ũµ(?+i ) = ∆ũµ(?−i ). Luego, los espacios discretos de desplazamientos fluctuantes admisibles
pueden expresarse como:

UPer
q = VPer

q =

?
∆q | ∆q+i = ∆ũµ(?−i ) ∀ nodo i+ ∈ Γ+µ

?
(6.5)

donde se asume que la restricción, ∆q+i = ∆ũµ(?−i ) se introduce para cada nodo i+ in Γ+µ . y no
se requiere a-priori la existencia de un nodo en la posición ?−i , en donde la interpolación del
desplazamiento fluctuante está restringida a tener el mismo desplazamiento que el nodo i+.
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d) Submodelo de Mínima Restricción cinemática:

UMin
q = VMin

q =

?
∆q |

∫
Γµ

?
i

Niµ(?) ∆qi ⊗s νµ(?) dΓ = 0 ∀ nodo i ∈ Γµ
?

(6.6)

donde Γµ es la frontera de la microcelda Ωµ y νµ es el vector normal a esa frontera.

Como ejemplos de submodelos, y correspondientes espacios, que es posible definir en la etapa
inestable (MMCo), se presentan las versiones discretas de los indicados en la Sec. 4.7.

e) Submodelo de Mínima Restricción sobre Ωµ y Lineal sobre ΩLµ :

UL
q Ej1 = VLq Ej1 =

?
∆q |

∫
Γµ

?
i

Niµ(?) ∆qi ⊗s νµ(?) dΓ = 0 ∀ nodo i ∈ Γµ ∧ ∆q j = 0 ∀ nodo j ∈ ΓLµ
?

(6.7)

f) Submodelo de Periodicidad Clásica sobre Ωµ y Mínima Restricción sobre ΩLµ :

UL
q Ej1 = VLq Ej1 =



∆q | ∆q+i = ∆ũµ(?−i ) ∀ nodo i+ ∈ Γ+µ ∧

∫
ΓL
µ

?
j

Njµ(?) ∆q j ⊗s νLµ (?) dΓ = 0 ∀ nodo j ∈ ΓLµ



(6.8)

En las expresiones de los espacios de incrementos cinemáticamente admisibles, Uq y UL
q , y de

variaciones virtuales cinemáticamente admisibles, Vq y VL
q , se asume que los espacios discretos son fun-

ciones cuadrados integrables, es decir pertenecientes al espacio H1. También se considera implícitamente
incorporadas las restricciones para evitar movimientos rígidos.

6.1.3. Tratamiento numérico de las restricciones cinemáticas
El modelo MMCo propuesto (Cap. 4) exige la incorporación de condiciones de borde no estándar

(CBNE), junto a condiciones de borde estándar (CBE), para la definición de los espacios funcionales
del problema variacional. Dentro de las mismas (restricciones cinemáticas mínimas), se pueden definir
diferentes submodelos según sea más conveniente para cada tipo de problema (ver ejemplos de los Puntos
e y f de Sec. 6.1.2). Esto motiva la proposición de una metodología numérica general para el tratamiento,
en forma sistemática, de las condiciones de borde de las formulaciones multiescala (Toro et al., 2013c).
Este tratamiento facilita la programación de un código de elementos finitos que sea aplicable amicroceldas
con geometrías arbitrarias y diversos tipos de CBE y CBNE (submodelos) de la formulación propuesta.

El procedimiento numérico se basa principalmente en generalizar el dominio de aplicación sobre el
que se definen las restricciones y considerar que, en general, las condiciones de borde son lineales y
homogéneas sobre el desplazamiento fluctuante (Sec. 6.1.2).

Caso i) Tratamiento de nodos con incrementos de desplazamientos fluctuantes prescriptos a cero:
Sean nc grados de libertad con restricciones cinemáticas del tipo: ∆qj = 0, donde el subíndice j
representa la j-ésima componente del vector ∆q. Entonces, se agrupa todas las restricciones en un
único sistema de ecuaciones lineales homogéneas, de la siguiente forma:

I c∆q = 0 (6.9)

donde I c ∈ Rnc×n
Ωµ
gdl es una matriz con unos (1) en la posición (k, j) (Ic

k j
= 1) y ceros en los lugares

remanentes. El índice k (k = 1, ..., nc) corresponde a la k-ésima ecuación que prescribe a cero el
j-ésimo grado de libertad del vector ∆q.
El bloque de ecuaciones de la Ec. (6.9) abarca tanto las restricciones por movimiento rígido de la
microcelda (necesaria en casi todos los submodelos), como las de Taylor y Lineal, sobre cualquier
dominio (Ωµ ó ΩLµ ), ver por ejemplo los espacios de las Ecs. (6.3), (6.4) y (6.7).
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Caso ii) Conexión o Vínculo rígido, que impone idéntico incremento de desplazamiento fluctuante entre
un nodo y un punto (ver Fig. 6.1):

Se piensa en una conexión rígida que vincula los incrementos de desplazamiento fluctuante del
nodo k ∈ Γ+µ (∆qk), en la posición ?+, con el incremento de desplazamiento fluctuante del punto
?− (discreto):

∆qk = ∆ũµ(?−) =
n
Ωµ
nod?
i=1

Niµ(?−)∆qi (6.10)

donde el término de la derecha es el valor nodal del campo de incremento de desplazamientos
fluctuantes interpolado en el punto ?−.

Este tipo restricción permite resolver problemas multiescalas donde se imponen periodicidad de
desplazamientos, con una dirección de periodicidad arbitraria (Figs. 6.1 y 6.3), no necesariamente
paralela a los lados de la microcelda. Esta dirección define qué pares de puntos asociados, {?+i , ?−i },
sobre la frontera tiene un vínculo rígido (es decir, con igualdad de incrementos de desplazamientos
dado por la Ec. (6.10)). Estos puntos se identifican a partir de la intersección de la dirección de
periodicidad con la frontera Γµ. Esta restricción puede considerarse como un submodelo periódico
generalizado.

Las condiciones de borde periódicas clásicas (Ec. (6.5)) están incluidas dentro de este tipo de
restricción, donde las direcciones de periodicidad son perpendiculares a lados paralelos, es decir
que ν+µ (?+) = −ν−µ (?−) (ver Punto c de Sec. 6.1.2).
En un submodelo periódico genérico, como mostrado en la Fig. 6.1, tienen que ser prescriptas np
ecuaciones vectoriales como la Ec. (6.10), donde np es el número de nodos en Γ+µ . El sistema total
de ecuaciones puede ser escrito de la siguiente manera:

(I p − Nµ)∆q = 0 (6.11)

donde I p ∈ R(2np×n
Ωµ
nod ) es unamatriz con unos (1) en la posición (k, l) (I p

kl
= 1) y ceros en la lugares

sobrantes. El índice k corresponde a la k-ésima ecuación, la cual impone la restricción del l-ésimo
grado de libertad en ∆q. El punto ?− ∈ Γ−µ , donde el desplazamiento fluctuante es prescripto
mediante la ecuación k-ésima, es asociado con las funciones de forma Niµ(?−) de los nodos i ∈ Ωµ

(más específicamente, de los nodos i del elemento que contiene la coordenada ?−, ya que en el resto
es nula). Estas funciones de forma son usadas para ensamblar la matriz Nµ ∈ R(2np×n

Ωµ
nod ) dada en

la Ec. (6.11).

Dirección de
Periodicidad

Dirección de
Periodicidad

Δq
k -Δuµ( )y

Nodos en

Puntos en

Grados de libertad con
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de las direcciones ey y1 2
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y

y

+

-
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y
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Figura 6.1: Microcelda de dominio Ωµ y malla de elementos finitos con condiciones de borde periódica clásica (vínculo rígido).
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Las restricciones cinemáticas periódicas, impuestas en la frontera completa Γµ = Γ−µ ∪ Γ+µ , inhibe
las rotaciones de cuerpo rígido pero no traslaciones de cuerpo rígido. Entonces, para definir un
problema mecánico de este tipo, bien colocado en la microescala, se deben restringir dos grados
de libertad adicionales mediante la Ec. (6.9), como esquematizado en la Fig. 6.1. Además, cuando
se usa condiciones periódicas (Ec. (6.10)) en la frontera, y particularmente cuando ?− no coincide
con los nodos de la malla, se observa que es una buena práctica incorporar restricciones adicionales
del tipo de Mínima Restricción (Caso iii) para mejorar la precisión en el cálculo numérico.

Caso iii) Imposición de incrementos de deformación fluctuante con media volumétrica nula en una
región genérica Ω̆µ, limitada por la superficie (frontera) Γ̆µ (Fig. 6.2):

∫
Γ̆µ

?
i

Niµ(?) ∆qi ⊗s ν̆µ(?) dΓ = 0 ∀ nodo i ∈ Γ̆µ (6.12)

donde ν̆µ es el vector normal exterior a la frontera Γ̆µ.

La Ec. (3.11) prescribe restricciones del tipo de Mínima Restricción en Ωµ, que es equivalente
a imponer un valor nulo de la media volumétrica, en Ωµ, de los incrementos de deformación
fluctuante. En forma análoga se puede imponer una restricción similar sobre el dominio Ω̆ ⊆ Ωµ,
limitado por la superficie cerrada Γ̆µ, como la Ec. (6.12). La razón de la misma es imponer
la condicion de Mínima Restricción en el dominio ΩLµ y así definir los espacios variacionales
admisibles requeridos por el modelo MMCo (Punto d de Sec. 4.7).

Este tipo de prescripción sobre Γ̆µ (Ec. (6.12)) puede ser reescrito de la siguiente forma:

H ∆q = 0 (6.13)

donde la matriz H ∈ R3×nΩµ
gdl es el ensamblaje de “nel” matrices elementales He (nel es el número

de elementos finitos de la malla inscripta en el dominio Ω̆ y que tiene al menos un lado sobre Γ̆µ):

H =

nel?
e=1

∫
Γ̆e
µ

He dΓ (6.14)

donde Γ̆eµ es el lado del elemento que pertenece al dominio Γ̆µ. La matriz He está dada por:

He = [ He
1 He

2 . . . He
r ] =


ν̆?1N1

e
µ 0 . . . ν̆?1Nr

e
µ 0

0 ν̆?2N1
e
µ . . . 0 ν̆?2Nr

e
µ

ν̆?2N1
e
µ ν̆?1N1

e
µ . . . ν̆?2Nr

e
µ ν̆?1Nr

e
µ


(6.15)

donde la matriz He está formada por r = nelnod (nelnod es el número de nodos del elemento) sub-
bloques de matrices de dimensión: R3×2 (para el problema en dos dimensiones); un sub-bloque de
matrices por cada nodo. El factor Nieµ es la función de forma (local) del nodo i correspondiente
al elemento e (Nieµ ≡ Niµ ∀? ∈ Ωµ

e). En las Ecs. (6.14) y (6.15) se considera implícito que el
sub-bloque He

l
(R3×2) asociado con el nodo l que no está sobre la frontera Γ̆µ, es nulo.

La restricción de la Ec. (6.13), se utiliza en el caso particular que Γ̆µ ≡ Γµ (Ec. (6.6)), como en los
casos de las Ecs. (6.7) y (6.8). Se debe incorporar un bloque de la Ec. (6.13) por cada subdominio
donde se impone una condición de incrementos de deformación fluctuante nula.

Las restricciones cinemáticas dadas por la Ec. (6.13) no restringen losmovimientos de cuerpo rígido
de la microcelda. Por ello, para definir un problema variacional de equilibrio bien condicionado,
se deben incorporar al submodelo tres restricciones (Ec. (6.9)) adicionales, sobre sendos grados de
libertad, como es esquematizado en la Fig. 6.2.
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Nodos en
Mínima Restricción Cinemática,
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de libertad
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Figura 6.2: Microcelda con dominio Ωµ y malla de elementos finitos con incrementos de deformaciones fluctuantes de media
nula, sobre la región Ω̆µ con límites dados por la curva Γ̆µ .

Caso iv) Restricciones híbridas, se considera como la combinación de cualquiera de las restricciones
consideradas en los puntos previos (Fig. 6.3):

La motivación de este tipo de restricciones es el tratamiento generalizado de las condiciones de
borde necesarias para el modelo MMCo (Sec. 4.3), es decir, se resuelve como tratar en conjunto
las CBE con las CBNE (ver los ejemplos presentados en la Sec. 6.1.2). A su vez, permite resolver
problemas donde es conveniente imponer una condición de borde que favorezca un cierto modo de
falla, como se explica a continuación.

En el ejemplo de la Sec. 7.6.4 se utiliza una estrategia donde es necesario imponer conexiones
rígidas (Caso ii), prescribiendo idéntico incremento de desplazamientos fluctuantes sobre nodos
fronteras que están sobre una dirección arbitraria. El par de puntos ?+ (en Γ+µ ) e ?− (en Γ−µ ) son
vinculados para tener iguales incrementos de desplazamiento fluctuante. Los puntos {?+i , ?−i } son
los que están en la intersección de la dada dirección con la frontera Γµ del RVE, como indicado en
la Fig. 6.3. Las prescripciones se imponen sobre el par {?+i , ?−i } por medio de la Ec. (6.10).

En este caso, aún cuando se impone desplazamiento idénticos sobre los pares de puntos frontera,
los correspondientes vectores normales no necesariamente satisfacen la identidad ν−µ = −ν+µ .
Por lo tanto la restricción de la Ec. (3.11) (media nula de deformaciones fluctuantes dε̃µ) no
es automáticamente garantizada y debe ser implícitamente impuesta. Para ello, se incorpora al
problema la restricción del Caso iii (Ec. (6.13)), con Γ̆µ ≡ Γµ.
Además, se debe restringir los movimientos de cuerpo rígido de la microcelda agregando restric-
ciones del Caso i (Ec. (6.9)).

Todos los tipos de restricciones cinemáticas pueden ser impuestas a través de los siguientes bloques
de ecuaciones lineales:

I c∆q = 0
(I p − Nµ)∆q = 0

H∆q = 0
(6.16)

de esta forma (para un problema 2D), el sistema tiene nc ecuaciones por la Ec. (6.9), 2 np ecuaciones
por la Ec. (6.11) (al incorporar np vínculos rígidos) y tres ecuaciones por la Ec. (6.13).

En general, cada problema multiescala tiene un sistema de ecuaciones lineales diferente. Esto
dependerá del submodelo adoptado en la microescala, el cuál posiblemente a su vez varía a lo
largo de su evolución (etapa estable o inestable). Por ello algunos casos se deberá quitar ecuaciones
con respecto a la Ec. (6.16) (por ejemplo imponiendo solamente condición de borde Lineal en la
frontera ΓLµ ) o incorporar adicionales (por ejemplo, si se impone Mínima Restricción en el ΩLµ ,
donde se debe incorporar un bloque adicional de ecuaciones del Caso iii). No obstante, al ser
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Figura 6.3: Microcelda de dominio Ωµ y discretización de elementos finitos. Condiciones de borde híbridas.

todas las restricciones lineales con respecto al desplazamiento, es posible generalizar el caso de la
Ec. (6.16) como sigue:

J∆q = 0 (6.17)

con

J =


I c

I p − Nµ

H


(6.18)

con J ∈ R(m×n
Ωµ
gdl ), siendo m = nc + 2np + 3.

6.2. Resolución del problema de equilibrio no lineal discreto en la micro-
escala

6.2.1. Particionamiento de los grados de libertad y condensación estática de la matriz de
condiciones de borde

El sistema de ecuaciones de la Ec. (6.17) define una partición natural (cantidad de grados de li-
bertad que quedan definidos, en función de otros, por el sistema de ecuaciones lineal) del vector
∆q = [∆qd , ∆q f ]T , donde ∆qd ∈ Rm almacena todos los grados de libertad dependientes, y ∆q f
recoge los grados de libertad independientes (libres). Usando estos grupos de grados de libertad, la
matriz J y el sistema de ecuaciones de la Ec. (6.17) puede ser particionado y rescrito como:

J∆q =
?
Jd Jf

? ?
∆qd
∆q f

?
= 0 (6.19)

a partir de la cual, condensando estáticamente los grados de libertad ∆qd, se obtiene:

∆qd = L ∆q f (6.20)

donde L = −(Jd)−1Jf .
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De esta forma se puede escribir los espacios discretos, Uq y Vq , para cada submodelo del RVE, con
la siguiente notación unificada:

Uq ≡
?
∆q =

?
∆qd,∆q f

?T | ∆qd = L ∆q f

?
(6.21)

Vq ≡
?
q̂ =

?
q̂d, q̂ f

?T | q̂d = L q̂ f

?
(6.22)

La matriz J , considerando las distintas de restricciones descriptas en la Fig. 6.4 y en la Ec. (6.16), se
puede subdividir como se muestra a seguir:

m



nc{
2np{
3{


Ic 0 0 0
J
p
dc

Ip J
p
dh

J
p
f

Jh
dc

Jh
dp

Jh
dh

Jh
f





∆qc
d

∆q
p
d

∆qh
d
...

∆q f


=


0
0
0


(6.23)

6.2.2. Estrategia para la resolución del sistema de ecuaciones del problema de elementos
finitos

El problema de equilibrio no lineal de elementos finitos de la microcelda, escrito en términos de los
incrementos de los desplazamientos fluctuantes, puede ser escrito de la siguiente manera:

q̂T · R = q̂T ·
? nel?
e=1

∫
Ωe

µ

(Beµ)T∆σµ dΩ
?

????????????????????????????????????????????????????????
R

= 0 ∀ q̂ ∈ Vq (6.24)

donde R representa el vector de residuos incremental de las fuerzas internas,
?

es el operador estándar de
ensamblaje, nel es el número de elementos finitos en la malla del RVE, Beµ es la matriz de deformaciones
elemental, Ωeµ es el dominio del elemento finito en la microescala. El incremento de tensiones micro ∆σµ

depende de la historia de deformaciones {εµ}t (ver Ec. (3.23)) y del incremento de las deformaciones
micro ∆εµ (y en consecuencia, por la Ec. (3.7), de ∆q).

El sistema de ecuaciones no lineal resultante (Ec. (6.24)), después de tener en cuenta las restricciones
sobre el espacio discreto de los incrementos cinemáticamente admisibles (Ec. (6.21)) y sobre las variacio-
nes virtuales cinemáticamente admisibles Ec. (6.21), puede ser resuelto mediante un esquema iterativo
de Newton-Raphson. Una iteración típica puede ser escrita de la siguiente forma:

?
L q̂ f
q̂ f

?T
·




?
Rd

R f

? (k−1)
+

?
Kdd Kd f
K f d K f f

?
??????????????????????????????

K

(k−1) ?
L Dq f
Dq f

? (k)


= 0 ∀ q̂ f (6.25)

donde K es la matriz Jacobiana del residuo, K = ∂R/∂∆q y Dq f es el incremento de ∆q f en la iteración
k . La Ec. (6.25) es dividida de acuerdo a la partición del vector [∆qd,∆q f ]T (Sec. 6.2.1).

A partir de la Ec. (6.25) se condensa los grados de libertad dependientes y se obtiene el sistema lineal
a resolver en cada interación k:?

LTKddL + LTKd f + K f dL + K f f

? (k−1)
Dq(k)

f
= − ?

R f + LT Rd

? (k−1) (6.26)
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Figura 6.4: Ejemplos típicos de restricciones cinemáticas para diferentes submodelos de RVE, abarcando diferentes clases
y particiones de grados de libertad: a) Submodelo lineal; b) Submodelo periódico generalizado, con la flechas indicando la
dirección de la periodicidad; c) Modelo de mínima restricción cinemática; d) Submodelo híbrido.
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Ejemplos Numéricos
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Esta Parte de la tesis se divide en dos grandes bloques: el Cap. 7 y el Cap. 8.
En el primero de ellos (Cap. 7) se presentan resultados numéricos sólo a nivel de la micro escala,

es decir se analiza un conjunto de micro-estructuras heterogéneas sujetas a caminos arbitrarios de
deformaciones macro impuestas. Estos ejemplos nos permiten evaluar el desempeño de la formulación
multiescala propuesta en relación a cuestiones fundamentales del modelo, como ser la objetividad de la
respuesta homogeneizada respecto al tamaño del RVE, consistencia energética, etc.

Por el contrario, en el Cap. 8 se muestran ejemplos de aplicación más complejos e interesantes que
consideran el acoplamiento entre ambas escalas (macro y micro). En estos ensayos numéricos se muestra
que el procedimiento propuesto para el intercambio de información entre las escalas involucradas posee
fundamento mecánico. Se presentan también comparaciones entre los resultados obtenidos mediante
la aplicación de la formulación multiescala desarrollada en esta tesis y a una técnica de Simulación
Numérica Directa (DNS por sus siglas en inglés Direct Numerical Simulation).
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Capítulo 7

Modelo Multiescala aplicado a problemas
Microestructurales

7.1. Preliminares
En este capítulo se muestra una serie de problemas direccionados específicamente al análisis micro-

estructural. Se estudian al detalle tópicos fundamentales de la metodología multiescala propuesta, como
por ejemplo: el fenómeno de nucleación y evolución de bandas con deformaciones localizadas en el RVE,
la influencia que tiene la generación de estos mecanismos de degradación en cuanto a la detección de
inestabilidad material homogeneizada, la objetividad de la respuesta macro homogeneizada respecto al
tamaño del RVE, entre otros ítems.

Algunos de ejemplos numéricos a desarrollar en este capítulo reúnen una serie de características
comunes, a saber:

En general, las microestructuras adoptadas poseen una distribución simple de heterogeneidades.

En los ejemplos numéricos aquí analizados no se resuelven las ecuaciones de equilibrio macro. De
esta forma, el problema micromecánico se define mediante la inserción de una historia arbitraria
de deformaciones macro generalizadas, dada por la inserción sucesiva de incrementos {dεR, dβ},
en cada instante de análisis.

En todos los casos presentados en las Secs. 7.2 a 7.5, el subdominio ΩLµ , en donde toma lugar el
proceso de localización de deformaciones a nivel micro, está preinducido desde el comienzo del
análisis mediante la definición de las propiedades materiales. Así, la frontera ΓLµ de ΩLµ también
está preinducida. A diferencia, en el último ejemplo (ver Sec. 7.6), a diferencia, toda la microcelda
(exceptuando los poros) tiene definido el mismomaterial y con régimen de ablandamiento. En todos
los casos, para la detección del dominio ΩLµ y, en consecuencia, de ΓLµ , se utiliza el procedimiento
descrito Sec. 4.8, aún en los casos que se preinduce la zona de localización de deformaciones.

En todos los casos presentados en las Secs. 7.2 a 7.5, se utiliza mínima restricción cinemática (ver
Secs. 3.10 y 6.1.2) para la condición de borde estándar (CBE), es decir durante la etapa estable
material, a la cual se le adiciona una restricción de tipo lineal (ver Sec. 4.7) sobre la frontera del
subdominio localizado (ΩLµ ) una vez detectado el instante de bifurcación (condición de borde no
estándar CBNE). Por otro lado, en el problema desarrollado en la Sec. 7.6 se realiza un estudio
particular sobre la influencia que tienen diferentes condiciones de borde en el modo de falla
obtenido, por lo tanto, para dicho ejemplo, se discuten en detalle las distintas variantes analizadas.

7.1.1. Configuración general de los ejemplos
Se adopta un sistema genérico de unidades: la unidad de longitud está representada por [L] y la unidad

de fuerza por [F].
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Paramodelar la respuestamaterial a nivelmicro se consideran dos leyes constitutivas fenomenológicas
invíscidas convencionales, a saber:

- Un modelo elasto-plástico isótropo tipo J2, caracterizado por los siguientes parámetros materiales:
Modelo de Young, Eµ, relación de Poisson, νµ, tensión de fluencia, σYµ y energía de fractura por
unidad de superficie, GFµ.

- Un modelo de daño elástico isótropo (escalar), el cual viene caracterizado por los parámetros
materiales dados a continuación: Eµ, νµ, σuµ, GFµ, donde σuµ representa la tensión última
uniaxial.

Observe que todo parámetro material asociado a la escala micro se simboliza agregando el corres-
pondiente sub-índice (•)µ.

Se tienen en cuenta mecanismos de ablandamiento lineal y/o exponencial para ambos modelos de
materiales, véase Simo y Hughes (1998), Simo y Ju (1987) para una descripción detallada de estas leyes
fenomenológicas clásicas. Como se mencionó anteriormente, se adopta un esquema de regularización
basado en el concepto de fisura difusa (Smeared Crack Approach, SCA). De esta forma, el módulo
de ablandamiento inicial Hµ0 el cual depende, entre otros parámetros, de la longitud característica
microestructural ?ch = Eµ GFµ/σYµ2, se regulariza según lo indicado en la Tabla 7.1. En todos los
ejemplos, el ancho de la banda de localización de deformaciones, ?µ, se corresponde con el tamaño de
elemento finito que compone la banda. No obstante, debe notarse que en situaciones más generales, este
parámetro será un resultado derivado de la evaluación del dominio ΩLµ en el RVE.

La integración numérica de las leyes constitutivas a nivel micro sigue un esquema de Euler retrasado
(implícito) convencional.

Ablandamiento lineal Ablandamiento exponencial

Plasticidad-J2 Hµ0 =
Eµ

2
?µ
?ch

Hµ0 = Eµ
?µ
?ch

Daño-elástico Hµ0 =
1
2

?µ
?ch

Hµ0 =
?µ
?ch

Tabla 7.1: Módulo de ablandamiento inicial Hµ0, de acuerdo al modelo constitutivo adoptado.

Los incrementos de deformación macro arbitraria a insertar en la microestructura, dados por
{dεR, IL? (dβ)}, se han parametrizado de la siguiente forma:

dεR = dχ(t) (Λ ⊗s Θ) ; Λ =

?
cos(Λ)
sin(Λ)

?
; Θ =

?
cos(Θ)
sin(Θ)

?
(7.1)

IL?
?
dψ(t) dβ?

= dψ(t) φLµ (?)
?
dβ ⊗s n?
?µ

; dβ =
?

cos(β)
sin(β)

?
; n =

?
cos(η)
sin(η)

?
(7.2)

donde Λ,Θ y β son ángulos arbitrarios que se definirán para cada ejemplo en particular, φLµ (?) es la función
de colocación dada por la Ec. (4.5) y n es el vector normal a la fisura cohesiva macro, parametrizado
mediante el ángulo η el cual se determina en forma analítica en cada caso (según el criterio de bifurcación
dado en Sec. 5.4). Los coeficientes dχ(t) y dψ(t) definen la magnitud de los incrementos de deformaciones
regulares y localizadas, respectivamente.

Como se aprecia en la Ec. (7.2), el modo de deformación localizado se ha expresado en término de
la normal macro n. Esto difiere levemente de la definición teórica dada para el operador de inserción
IL?

?
dβ

?
, ver Ec. (4.4) en el Cap. 4, ya que allí interviene el vector normal a las bandas de localización

micro nµ. No obstante, en los ejemplos analizados en este capítulo, existe una coincidencia prácticamente
exacta entre las normales macro y micro, dada la simplicidad de las microestructuras adoptadas. Esto
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permite conocer a-priori cual será la normal de localización y de esta forma insertar una deformación
coherente con dicho modo de falla. En situaciones más generales, como por ejemplo las que se discutirán
en detalle el Capítulo siguiente, el operador de inserción sólo puede definirse una vez detectado el dominio
de falla micro, el cual puede adquirir cierta tortuosidad lo que implica variaciones espaciales del vector
nµ. Es decir, en casos generales, no será posible predefinir un modo de deformación localizada, éste
resultará de la propia evolución mecánica de la microcelda.

Se recuerda que este capítulo de la tesis está dirigido a analizar el concepto de objetividad de la
respuesta homogeneizada respecto al tamaño del RVE, una propiedad fundamental que debe satisfacer
cualquier formulación multiescala bien formulada mecánicamente. Así para cada ejemplo numérico se
define: (i) una celda microestructural básica, denominada RVE1 y (ii) microceldas adicionales denomi-
nadas RVE2, RVE3, etc., las cuales se obtienen simplemente mediante repeticiones de la microestructura
básica (RVE1). La respuesta macro homogeneizada se calcula luego para los diferentes RVEs generados,
utilizando para tal fin dos formulaciones multiescala:

ElmodeloMMCl, descrito enCap. 3, para la historia completa de carga. En este caso no se incorpora
ningún tipo de enriquecimiento cinemático (dβ ≡ 0 ∀t). El problema micromecánico queda
regulado íntegramente por la inserción de dεR que evoluciona en forma creciente monotónicamente
durante todo el proceso de carga, hasta agotar el material.

La aproximación FMOF (Sec. 2.6), la cual contempla al modelo MMCl discutido en el Cap. 3
secuencialmente acoplado, al tiempo t = tN , con el modelo MMCo (ver Cap. 4). En este caso, para
t = tN , se produce un cambio en la cinemática macro inducido por la incipiente activación de un
modo localizado de deformación caracterizado por las variables {dβ, n}, el cual es insertado en
forma no homogénea en el dominio del RVE. Precisamente, la definición de ese procedimiento de
inserción fue discutido en el Cap. 4 y en el contexto actual viene dado por la Ec. (7.2), en total
coherencia con lo que estipula el modelo teórico MMCo. Además, para t > tN , también se necesita
controlar el incremento de deformación regular dεR aplicado el RVE. En algunos ejemplos se
considera: dεR = 0 para t > tN . En otras situaciones εR decrece, tal como uno esperaría si se
resolviese el problema completo macro-micro acoplado. De todas formas, para t > tN , el término
de deformación localizado, IL?

?
dβ

?
, es dominante comparado con dεR. Por lo tanto, la respuesta

cohesiva homogeneizada no resulta demasiado sensible a la elección particular del camino impuesto
para las deformaciones regulares1.

Para todos los ejemplos se asumen condiciones compatibles con un estado plano de deformaciones.

7.2. Microestructuras con bandas de localización homogéneas
7.2.1. Caso (a): Bandas de localización horizontales

El primer ejemplo consiste en el análisis de microceldas que presentan bandas embebidas de material
homogéneo, donde es viable el desarrollo del proceso de localización de deformaciones. La geometría
para la micro estructura heterogénea básica, denominada RVE1, se observa en la Fig. 7.1-a en forma
general (según se definan sus parámetros geométricos se obtienen distintas microceldas); en este caso
se define: h = b = 1 [L] y α = 0◦ (bandas horizontales). Las Figs. 7.1-b y 7.1-c muestran además las
microceldas adicionales, RVE2 y RVE3, utilizadas para el análisis de objetividad de la respuesta. El
material M1 es lineal elástico mientras que el material M2 viene caracterizado por un modelo de daño-
elástico isótropo dotado de ablandamiento lineal o exponencial. La Tabla 7.2 describe las propiedades
materiales para M1 y M2. El ancho de banda de localización, ?µ, representa el espesor donde el campo de
deformaciones micro localiza. Se ha adoptado un valor ?µ = 0, 091 [L] para los tres RVEs, coincidente
con el tamaño del elemento finito en la dirección de n. El módulo de ablandamiento inicial regularizado,
Hµ0, se calcula a partir de las expresiones dadas en la Tabla 7.1.

1En un entorno multiescala completo, la cinemática incremental macro {dεR, dβ} no se impone en forma arbitraria sino
que ésta se obtiene tras resolver el problema de equilibrio macroscópico, ver los ejemplos numéricos del capítulo siguiente.
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Eµ [F/L2] νµ σuµ [F/L2] GFµ [F/L] ?ch [L]
Material: M1 2.1e4 0.2 — — —
Material: M2 2.5e3 0.2 42 0.60 0.85

Tabla 7.2: Propiedades materiales para las micro estructuras mostradas en la Fig. 7.1.

En la Fig. 7.1-f se muestra la malla utilizada para el RVE1 compuesta por 3 elementos finitos
cuadrangulares convencionales, mientras que el modelo discreto para el RVE2 y RVE3 contiene 6 y 9
elementos respectivamente.

Para la primer simulación numérica se considera: Λ = Θ = 90◦, dχ = 1e−5, ver Fig. 7.1-d. Notar
que con estas definiciones se modelan microceldas sujetas a una deformación regular axial puramente
vertical, es decir sólo εRyy ? 0, véase la Ec. (7.1).

b
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Figura 7.1: Microestructuras con bandas homogéneas de localización de deformaciones: (a) RVE1 (3 elementos finitos en el
modelo discreto), (b) RVE2 (6 elementos finitos en el modelo discreto), (c) RVE3 (9 elementos finitos en el modelo discreto), (d)
Función χ(t) utilizada para el modeloMMCl, (e) Función χ(t) y función ψ(t) utilizadas para el modelo FMOF, (f) Discretización
por elementos finitos para el RVE1.

En las Figs. 7.2-a y 7.2-b se observa la relación constitutiva homogeneizada en términos de las
componentes axiales σyy vs. εRyy , que se obtiene al aplicar el modelo MMCl, tanto para el modelo
de ablandamiento lineal como el exponencial, respectivamente. Durante el rango elástico, identificado
con el tramo A-B en las figuras, la respuesta mecánica macro es idéntica para los 3 tamaños de RVE
considerados. Así, la respuesta constitutiva MMCl es objetiva respecto a este parámetro de análisis. No
obstante, cualquier incremento de deformación regular macro a partir del punto B origina una diferencia
muy evidente entre las respuestas dependiendo del tamaño del RVE, ver los tramos indicados como B-C1,
B-C2 y B-C3.

El punto B marca el instante de tiempo para el cual el modelo MMCl pierde objetividad. Este instante
coincide con el tiempo t = tN denominado tiempo de nucleación de una fisura macro S con normal n, el
cual se obtiene utilizando el procedimiento descrito en la Sec. 5.4 (basado en las propiedades espectrales
del Tensor Constitutivo Tangente Homogeneizado C). El vector n, también calculado mediante el criterio
mencionado, es consistente con la dirección de las bandas de ablandamiento definidas en la micro
estructura.

Los resultados obtenidos tras aplicar el modelo MMCo, una a vez superado el punto B (t > tN ), se
muestran en la Fig. 7.3. Allí, las respuestas cohesivas homogeneizadas se grafican en términos de las com-
ponentes cartesianas Ty vs. βy . Para t > tN , el modo localizado de deformación insertado, IL? (dψ(t) dβ),
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Figura 7.2: Relación tensión-deformación homogeneizada (σyy vs. εRyy) obtenida utilizando el modelo MMCl: (a) Ablanda-
miento Lineal, (b) Ablandamiento exponencial.

está definido por: β = 90◦, dψ = 1,5 e−4 y η = 90◦, ver Ec. (7.2). Además, la componente regular εR
permanece constante e igual a εR(t = tN ). La Fig. 7.1-e muestra una representación esquemática de las
funciones χ(t) y ψ(t) que controlan las deformaciones generalizadas aplicadas al RVE durante la historia
completa de carga. Observe que la parametrización adoptada define un modo de apertura puro (Modo I)
para la fisura cohesiva macro.
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miento Lineal, (b) Ablandamiento Exponencial.

Como queda en evidencia a partir de la Fig. 7.3, el modelo MMCo provee una respuesta cohesiva
objetiva durante el régimien poscrítico material. Esta característica importante se mantiene para ambos
modelos de ablandamiento, lineal y exponencial, ver los tramos indicados como B-D en las Figs. 7.3-a y
7.3-b, para los distintos tamaños de RVE.

El área bajo la curva Ty-βy , es decir la zona sombreada con color gris en las Figs. 7.3-a y 7.3-b, define
la energía de fractura homogeneizada por unidad de área, aquí denominada GF . Observe que el modelo
multiescala cohesivo propuesto provee una medida objetiva de GF , independientemente del tamaño del
RVE. En este caso particular, debido a simplicidad del ejemplo2, la energía de fractura macro calculada

2El inicio del comportamiento no lineal en la micro escala coincide con la activación de la fisura cohesiva macro y además
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a partir de la integración de la curva Ty-βy coincide con la energía de fractura definida para el material
M2 a nivel de la micro estructura (GF ≡ GFµ), para ambos modelos de daño (lineal y exponencial).

La respuesta constitutiva completa, dada por la formulación variacional propuesta en este trabajo
(FMOF), provee dos respuestas homogeneizadas para diferentes intervalos de tiempo (es decir para
diferentes regímenes de comportamiento material):

(i) la solución MMCl, para t < tN , tramo A-B en la Fig. 7.2;

(ii) la solución MMCo, para t > tN , tramo B-D en la Fig. 7.3.

7.2.2. Caso (b): Bandas de localización inclinadas

A continuación se analiza un nuevo ejemplo numérico considerando idénticas propiedades para los
materiales M1 y M2, del caso previo. Por simplicidad, esta vez sólo se adopta un modelo de daño con
ablandamiento de tipo exponencial. La diferencia con el problema anterior radica en que ahora la topología
heterogénea micro estructural considera bandas homogéneas con localización de deformaciones, las
cuales son inclinadas. Los parámetros geométricos que definen los RVEs considerados son los mismos
indicados en la Figura 7.1, excepto que ahora se considera el parámetro α = 20◦, el cual determina la
orientación de las bandas con ablandamiento.

El procedimiento de inserción para los incrementos de deformaciones macro regulares, dεR, como así
también para la componente localizada,IL? (dβ), está definido por los parámetros siguientes:Θ = β = 60◦,
Λ = η = 110◦ (ver Ecs. (7.1) y (7.2)). Como resultado, una vez que se activa la fisura cohesiva a nivel
macro, se estará simulando un Modo Mixto de fractura. Un aspecto importante a remarcar es que, en
lo referente a las condiciones de borde para la etapa estable del material (CBE), es decir para t < tN ,
se aplican mínimas restricciones cinemáticas sobre la frontera Γµ de Ωµ (ver Sec. 7.1). Este tipo de
restricción cinemática habilita la nucleación de bandas de ablandamiento inclinadas, mientras que otros
tipos de condiciones de borde (como por ejemplo Lineal o Periódica convencional) pueden coartar dicho
patrón de falla.

Los coeficientes que controlan la historia de carga generalizada, dχ(t) y dψ(t), son idénticos a los ya
definidos para el ejemplo previo, véase Figs. 7.1-d y 7.1-e.

En la Fig. 7.4 se observan resultados numéricos obtenidos a partir del modelo MMCl. En particular,
la Fig. 7.4-a muestra la respuesta constitutiva homogeneizada tensión-deformación en términos de las
componentes axiales σyy vs. εRyy , mientras que la Fig. 7.4-b en función de las componentes tangenciales
σxy vs. εRxy . Durante el régimen precrítico, tramo A-B en los gráficos, la respuesta macroscópica
homogeneizada es objetiva respecto al tamaño del RVE. Sin embargo esta característica se pierde luego de
sobrepasar el punto B, ver los tramos B-C1, B-C2 y B-C3 en la misma figura. A medida que se incrementa
el tamaño del RVE se obtienen respuestas homogeneizadas más frágiles, sin tendencia alguna hacia
soluciones coherentes. Este resultado prueba que la noción básica/elemental relacionada a la existencia
de un tamaño físicamente admisible de RVE se pierde totalmente al intentar modelar falla material
utilizando reglas convencionales de homogeneización, socavando así uno de los pilares fundamentales
de toda teoría multiescala.

Tal como semencionó anteriormente, tanto el punto B como también el ángulo η que define el vector n
normal a la fisura macro, pueden detectarse automáticamente durante la simulación por medio del análisis
de bifurcación discutido en la Sec. 5.4. En este caso, a partir de dicho análisis, se obtiene η = 110◦ valor
que coincide exactamente con el ángulo de la normal a las bandas de localización pre-definidas en el
RVE.

Las soluciones obtenidas con la técnicaMMCo semuestran en la Fig. 7.5. Por ejemplo, en la Fig. 7.5-a
se observa la respuesta cohesiva homogeneizada según las componentes Ty vs. βy mientras que en la
Fig. 7.5-b se muestran en términos de las componentes Tx vs. βx . Notar, nuevamente, que el modelo
MMCo posee el importante atributo de ser objetivo, insensible respecto al tamaño del RVE.

la banda de ablandamiento micro es homogénea.
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En este caso, la energía de fractura a nivel macro, GF , se obtiene sumando el área bajo la curva Ty-βy
(aquí denotada como Gy

F ) más el área bajo la curva Tx-βx (identificada con la variable Gx
F ), es decir:

GF = G
y
F + G

x
F (ver las zonas sombreadas con color gris en la Figs. 7.5-a y 7.5-b). Nuevamente, debido

a la simplicidad del ejemplo, el valor calculado de GF coincide con la energía de fractura definida para
el material M2: GFµ = 0,60 [F/L]. Este hecho prueba coherencia energética.

En síntesis la metodología FMOF propuesta, la cual incluye el modelo MMCl para t < tN y el modelo
MMCo para t > tN , provee una respuesta mecánica objetiva durante la historia completa de carga y con
disipación de energía consistente.

7.3. Microestructuras con bandas de localización no homogéneas
En este ejemplo, se modela un patrón micro estructural que incluye bandas horizontales proclives a

presentar localización de deformaciones. Estas bandas son intrínsecamente heterogéneas dado que están
compuestas por diferentes materiales con ablandamiento, simulando así la presencia de obstáculos y/o
inclusiones débiles que afectan la evolución de los mecanismos de falla micro.

La topología heterogénea micro estructural básica, denominada RVE1, puede observarse en Fig. 7.6,
como así también las microceldas adicionales asociadas al RVE2 y RVE3. Las dimensiones características
son: h = b = 1 [L]. El material M1 es elástico lineal mientras que los materiales {M2,M3,M4}, que
constituyen las bandas de falla micro, responden a un modelo elasto-plástico tipo J2 con ablandamiento
lineal, ver en particular el zoom en la Fig. 7.6-a. En la Tabla 7.3 se describen todos los parámetros
materiales. Observe que, para M2, M3 y M4, se han definido valores diferentes en la tensión de fluencia
(σYµ) y en la energía de fractura (GFµ), así la longitud característica ?ch también es diferente para estos
materiales. El espesor de la banda con localización de deformaciones es ?µ = 0,091 [L], coincidente con
el tamaño del elemento finito en la dirección ortogonal a la banda de falla.

En la Fig. 7.6-f se muestra la malla adoptada para el RVE1 la cual está compuesta por 121 ele-
mentos finitos cuadrangulares. El modelo discreto para el RVE2 y RVE3 contiene 242 y 363 elementos,
respectivamente.
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Figura 7.6: Microestructura con bandas no homogéneas de localización de deformaciones: (a) RVE1 (121 elementos finitos
en el modelo discreto), (b) RVE2 (242 elementos finitos en el modelo discreto), (c) RVE3 (363 elementos finitos en el modelo
discreto), (d) Función χ(t) utilizada para el modelo MMCl, (e) Función χ(t) y función ψ(t) utilizada para el modelo FMOF, (f)
Discretización por elementos finitos para el RVE1.

Los incrementos de deformaciones generalizadas, transferidos desde la escala macro hacia la escala
micro, quedan definidos a través de los ángulos: Λ = η (η se evalúa mediante el criterio de nucleación,
resultando: η = 90◦), Θ = β = 0◦. Para la simulación numérica basada en el modelo MMCl, se adopta
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Eµ [F/L2] νµ σYµ [F/L2] GFµ [F/L] ?ch [L]
Material: M1 2.1e5 0.3 — — —
Material: M2 2.0e4 0.3 42e1 3.80 0.43
Material: M3 2.0e4 0.3 25e1 0.70 0.224
Material: M4 2.0e4 0.3 48e1 21.00 1.82

Tabla 7.3: Propiedades materiales para las micro estructuras mostradas en la Fig. 7.6.

dχ = 1e−5 ∀ t, ver Fig. 7.6-d. Alternativamente, para la metodología MMCo, se elige: dχ = 1e−5 para
t ≤ tN , dχ = 0 para t > tN y dψ = 5e−4 para t > tN , véase la Fig. 7.6-e. Observe que los parámetros
descritos definen un modo de corte puro ya sea para la etapa precrítica como para la poscrítica del
material.

La respuesta tensión-deformación homogeneizada que provee el modelo MMCl, en términos de las
componentes cartesianas σxy vs. εRxy , puede observarse en la Fig. 7.7-a. Debido a la presencia de
inclusiones de material débil en el dominio de la microcelda, léase material M3, el comportamiento no
lineal comienza en el punto A? (marcado en el gráfico), mucho antes de alcanzar la carga límite. El punto
B identifica el instante de bifurcación macro (t = tN ). Durante el tramo A?-B, se desarrollan mecanismos
de degradación micro mecánicos con evolución de ablandamiento material. Sin embargo, dicho proceso
inelástico irreversible no es suficiente para inducir inestabilidad material a nivel macro. Esta situación
implica la existencia de un período de disipación de energía estable a nivel macro estructural, aún cuando
se produce ablandamiento material en ciertos sub-dominios en la micro escala. Fenómenos complejos de
este tipo sólo pueden capturarse vía formulacionesmultiescalas. Advertir que el modeloMMCl brinda una
respuesta homogeneizada objetiva en el tramo completo A-B, abarcando un comportamiento puramente
elástico (tramo A-A?) pero también un comportamiento elasto-plástico con ablandamiento (tramo A?-B).
Al sobrepasar el punto B la formulación clásica pierde objetividad constitutiva con respecto al tamaño
del RVE, ver los tramos B-C1, B-C2 y B-C3, en la Fig. 7.7-a, que corresponden a las soluciones del RVE1,
RVE2 y RVE3, respectivamente.
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Figura 7.7: Respuesta constitutiva homogeneizada para micro estructuras con bandas no homogéneas de localización de
deformaciones: (a) Relación σxy vs. εRxy obtenida utilizando el modelo MMCl, (b) Relación Tx vs. βx obtenida utilizando el
modelo MMCo, para t > tN .

El punto crítico B se captura correctamente con el criterio de bifurcación dado en la Sec. 5.4, el
cual también provee el ángulo η = 90◦ que define el vector unitario normal n y que caracteriza el modo
localizado de deformación. En la formulación multiescala propuesta, se activa una fisura cohesiva macro
cuando se alcanza el estado mecánico asociado al punto B. En la Fig. 7.6-a, puede observarse además la



90 CAPÍTULO 7. MODELO MULTIESCALA APLICADO A PROBLEMAS MICRO...

definición del subdominio micro con localización de deformaciones ΩLµ .
Por último, la Fig. 7.7-b muestra la relación cohesiva homogeneizada, en términos de las componentes

Tx vs. βx , cuando se utiliza el modelo MMCo. Claramente, se observa una energía de fractura GF

físicamente admisible (objetiva), independiente del tamaño del RVE, véase los tramos B-D en la misma
Figura. Note además que la respuesta homogeneizada cohesiva no es lineal aun cuando se han definido
modelos con ablandamiento micro de tipo lineal. Esto es una consecuencia directa del proceso de
falla no homogéneo que tiene lugar en la micro escala. Nuevamente estos fenómenos complejos, que
ciertamente definen la respuesta de falla macro, son sólo posibles de observar y capturar utilizando
técnicas multiescalas.

7.4. Microestructuras con poros circulares
Este ejemplo se basa en una topología micro estructural que contiene dos tipos de heterogeneidades:

(i) micro poros y (ii) bandas horizontales susceptibles de presentar localización de deformaciones. En la
Fig. 7.8 se observan los 3 RVEs considerados para el análisis: RVE1, RVE2 y RVE3. Las dimensiones
características del problema son: h = b = 1 [L], mientras que la relación de porosidad se establece
en fv = |Ωvacíos

µ |/|Ωµ | = 0,12. El material M1 es elástico lineal y M2 responde según un modelo
elasto-plástico tipo J2 con ablandamiento exponencial, ver Fig. 7.8-a. La Tabla 7.4 define todos los
parámetros constitutivos para la microestructura. En este caso, el espesor de la banda de localización es:
?µ = 0,025 [L].

La Fig. 7.8-f muestra la malla de elementos finitos utilizada en las simulaciones numéricas para el
RVE1, la cual está formada por 720 elementos cuadrangulares. El modelo discreto para el RVE2 y RVE3
contiene 1440 y 2160 elementos, respectivamente.
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Figura 7.8: Micro estructuras con poros circulares: (a) RVE1 (720 elementos finitos en el modelo discreto), (b) RVE2 (1440
elementos finitos en el modelo discreto), (c) RVE3 (2160 elementos finitos en el modelo discreto), (d) Función χ(t) utilizada
para el modelo MMCl, (e) Función χ(t) y función ψ(t) utilizada para el modelo FMOF, (f) Discretización por elementos finitos
para el RVE1.

Los ángulos Λ = 90◦, Θ = β = 0◦ y η = 90◦ (η determinado con el criterio de bifurcación, Sec. 5.4),
definen el camino de deformaciónmacro generalizada a insertar en lamicro escala. Estos valores coinciden
con un modo de corte puro aplicado al RVE durante toda la historia de carga. Como antes, la primer
simulación numérica se basa en el modelo MMCl. Para ello se adopta un incremento monótono de la
deformación regular εR, cuya magnitud se controla con el coeficiente dχ = 2e−5 ∀ t, ver Fig. 7.8-d y
Ec. (7.1). En la Fig. 7.9-a se visualiza la curva de respuesta tensión-deformación homogeneizada: σxy
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Eµ [F/L2] νµ σYµ [F/L2] GFµ [F/L] ?ch [L]
Material: M1 2.1e5 0.3 — — —
Material: M2 2.0e4 0.3 42e1 5.25 4.54

Tabla 7.4: Propiedades materiales para las micro estructuras mostradas en la Figura 7.8.

vs. εRxy . El punto B se corresponde con el tiempo de bifurcación macro. Nuevamente, el modelo MMCl
manifiesta una respuesta objetiva, en relación al tamaño del RVE, sólo para el tramo A-B. Al sobrepasar el
punto crítico B la respuesta macroscópica se torna extremadamente sensible al tamaño micro estructural
adoptado, véase las curvas B-C1, B-C2 y B-C3 en la misma Figura.

Considere ahora los resultados obtenidos con la formulación FMOF. En este caso la historia de
deformación macro a aplicar está caracterizada por: dχ = 2e−5 para t ≤ tN , dχ = 0 para t > tN y
dψ = 6e−4 para t > tN , ver la definición esquemática de la función χ(t) y ψ(t) en la Fig. 7.8-e como
también la Ec. (7.2). La Fig. 7.9-b muestra la relación cohesiva homogeneizada asociada a la fisura macro
en términos de las componentes Tx vs. βx . Note una vez más que se obtiene una solución físicamente
admisible, con energía de fractura objetiva, para los 3 RVEs analizados, como se aprecia en el tramo B-D
de la misma Figura.
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Figura 7.9: Respuesta homogeneizada para microestructuras porosas con bandas de localización horizontales: (a) Relación σxy
vs. εRxy obtenida usando la técnica MMCl, (b) Relación Tx vs. βx obtenida usando la aproximación MMCo, para t > tN .

La topología del sub-dominio micro con localización de deformaciones, ΩLµ , puede observarse en la
Fig. 7.8-a. Este sub-dominio se determina según la metodología discutida en la Sec. 4.8. Note que ΩLµ
incluye parte del poro. Observe también que la técnica propuesta para la identificación de ΩLµ asegura: (i)
una respuesta constitutiva objetiva durante el régimen post-crítico material y (ii) continuidad de tracciones
entre el modelo MMCl y el modelo MMCo, para el tiempo de nucleación t = tN , tal como se advierte
al comparar los niveles tensionales en los puntos etiquetados con la letra B en las Figs. 7.9-a y 7.9-b,
respectivamente. Lograr una transición suave (continua), al pasar del modelo MMCl al modelo MMCo,
en el punto B (t = tN ), es una propiedad fundamental de nuestra formulación que ciertamente representa
la física esperable del material. No obstante, algunos modelos multiescalas recientemente propuestos en
la literatura no comparten este importante atributo, véase por ejemplo Nguyen et al. (2010).
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7.5. Respuesta cohesiva homogeneizada en un proceso de carga y descarga
A continuación, se evalúa la repuesta homogeneizada en régimen poscrítico (t > tN ) para condiciones

de deformaciones macro impuestas que representan un proceso mecánico de carga-descarga en la fisura
cohesiva macro. Para este propósito, se retoma el ejemplo presentado en la Sec. 7.2.2 (microestructuras
con bandas de localización homogéneas e inclinadas, denominado caso (b) en el texto), en particular
aquel definido mediante un modelo de daño con ablandamiento exponencial.
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Figura 7.10: Micro estructuras con bandas de localización inclinadas, sujetas a un proceso de carga-descarga. Respuesta
cohesiva homogeneizada obtenida con el modelo MMCo, para t > tN : (a) Relación Ty-βy , (b) Relación Tx -βx .

Luego de sobrepasar el tiempo de nucleación (t > tN ), la historia de deformación macro aplicada
a los RVEs consiste en: (i) remover prácticamente en forma instantánea la deformación regular εR,
simulando así una descarga repentina de la componente continua de la cinemática macro y (ii) controlar
el mecanismo de inserción de la deformación generalizada, IL? (dψ dβ), a través de la definición del
coeficiente dψ = 1,5e−4, modelando tres procesos de carga/descarga consecutivos mediante un cambio
alternado del signo de dψ.

La Fig. 7.10 muestra la respuesta cohesiva macro obtenida con el modelo MMCo. Las curvas
constitutivas homogeneizadas, tracción vs. apertura de fisura, se presentan para las dos componentes
cartesianas. Observe que la fenomenología básica subyacente del modelo de daño definido a nivel micro,
se hereda en la respuesta macro homogeneizada. En este sentido, cada proceso de carga/descarga se
caracteriza por un comportamiento elástico con degradación notable de rigidez el cual está directamente
relacionado con el nivel de daño que tiene lugar en las bandas con localización de deformaciones micro.

Analizando los resultados para los tres RVEs tomados en consideración (RVE1, RVE2 y RVE3), se
observa claramente que el modelo MMCo provee una respuesta cohesiva homogeneizada independiente
del tamaño micro estructural, tanto para el régimen de carga como para el de descarga. Por ende, la
energía de fractura obtenida GF (= Gy

F + G
x
F ) es objetiva, coincidiendo nuevamente con la propiedad

material, GFµ, asignada al modelo de daño del material M2, en la escala micro.

7.6. Micro estructura periódica porosa: aplicación de diversos submodelos
multiescala

En el último ejemplo numérico de este capítulo se realiza un estudio detallado de diferentes sub-
modelos multiescala construidos a partir de distintas restricciones cinemáticas sobre las microceldas
consideradas. El objetivo es analizar la capacidad que poseen cada uno de estos submodelos multiescala
en cuanto a la captura de modos de falla y su correspondiente respuesta cohesiva homogeneizada, para un
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problema macro que posee micro estructura heterogénea. Además, este ejemplo nos permite representar
la evolución del proceso de carga post-crítica hasta la degradación completa del RVE, hecho que se
manifiesta en una fuerza cohesiva homogeneizada nula, para un salto de desplazamiento dado.

7.6.1. Descripción microestructural
El problema propuesto corresponde a un material heterogéneo que posee una microestructura ca-

racterizada por una distribución periódica de poros, tal como se observa en la Fig. 7.11-a. La línea de
periodicidad de micro vacíos forma un ángulo α = 30◦ con la dirección horizontal. A lo largo de esta
línea la distancia entre los poros es la menor. El parámetro restante que completa la definición topológica
microestructural es la mínima distancia entre poros, denominada h en el gráfico. La Fig. 7.11-a muestra
además dos microceldas, la primera de ellas posee una altura H = 4 h (denominada RVE1×1) y la otra
tiene una altura H = 8 h (denotada como RVE1×2).
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Figura 7.11: Microestructura periódica porosa: (a) Definiciones geométricas, (b) Funciones ψ(t) y χ(t) que definen la historia
de deformación macro aplicada

El material que constituye la matriz en la microestructura está caracterizado por un modelo de
daño isótropo con ablandamiento exponencial (véase Oliver (2000) y Huespe y Oliver (2011) para
una descripción detallada de esta ley fenomenológica). Los parámetros que definen el modelo son los
siguientes: Módulo de Young Eµ = 30e6 [F/L2], coeficiente de Poisson νµ = 0,3, tensión última uniaxial
σuµ = 2,5e3 [F/L2] y energía de fractura GFµ = 10 [F/L]. El módulo de ablandamiento inicial se
regulariza en términos de la energía de fractura y el tamaño del elemento finito que compone al zona de
falla micro, véase Tabla 7.1.

Una característica importante de este ejemplo, que se diferencia de los anteriores, es que la mi-
croestructura considerada puede sufrir degradación, daño y localización de deformaciones en cualquier
punto del dominio Ωµ del RVE. Es decir, el mecanismo de falla micro no se pre-induce como se hizo
previamente sino por el contrario, éste propaga por donde la física del problema micro, regulada por la
historia de deformaciones macro impuestas, lo exige. Esta situación representa un aspecto clave que la
formulación multiescala propuesta debe poder modelar en forma satisfactoria dado que, muy probable-
mente, caracteriza la condición real de un material heterogéneo compuesto por una matriz con inclusiones
(poros en este caso).

7.6.2. Condiciones de carga en las microceldas (deformaciones macro impuestas)
Inicialmente, antes de detectar la bifurcación a nivel macro (t < tN ), la celda unitaria se modela

mediante la aproximación MMCl. La misma está sujeta a un historia de deformación uniaxial vertical. El
incremento de deformación macro regular viene definido por los parámetros Λ = Θ = 90◦ (ver Ec. (7.1)),
es decir adquiere la forma:

dεR = dψ(t) Λ(Λ) ⊗s Θ(Θ) =
?
dεRxx(t) dεRxy(t)
dεRyx(t) dεRyy(t)

?
= dψ(t)

?
0 0
0 1

?
(7.3)
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donde se adopta un coeficiente incremental dψ constante durante el intervalo t ∈ [0, tN ], es decir una
función ψ(t) (y por ende la componente axial vertical de la deformación) creciente en forma monótona
hasta t = tN , observe la Fig. 7.11-b.

Una vez que se ha detectado el tiempo de bifurcación (t = tN ), se activa una fisura cohesiva macro y
la cinemática insertada en el RVE se modifica según lo establece el modelo MMCo. En este contexto, el
incremento de deformación macroscópica, compatible con un modo localizado, viene dada por:

dε = dεR + IL?
?
dχ(t) dβ?

(7.4)

donde dεR se corresponde con la contraparte regular de la deformación insertada, definida en forma
idéntica a lo presentado en el párrafo previo Ec. (7.3), pero siguiendo un camino de descarga, es decir
con una función ψ(t) decreciendo hacia cero (se cambia el signo del coeficiente incremental dψ), ver
Fig. 7.11-b. Por otro lado, IL?

?
dχ(t) dβ?

tipifica el término relacionado con el salto de desplazamiento
en la fisura macro:

IL?
?
dχ(t) dβ?

= dχ(t) dβ ⊗
s n

?µ
φLµ (?) (7.5)

donde el coeficiente dχ (constante) caracteriza un crecimiento monótono de la magnitud del modo
localizado, ver Fig. 7.11-b, a partir del tiempo de nucleación t = tN . Los vectores n(θn) y dβ(θγ) son los
autovectores del tensor de localización determinados al tiempo de bifurcación, según el criterio descrito
en la Sec. 5.43. En particular, el vector n representa la dirección normal a la superficie de discontinuidad
en la macro escala, la cual coincide, casi exactamente, con la normal a la banda de falla micro nµ (ver
los resultados presentados en la Fig. 7.12-a de la Sección siguiente: θn ≈ −64,8◦ y θγ ≈ 75,1◦).

Recuerde que el incremento de deformación regular, dεR, se inserta en forma homogénea en el
dominio del RVE mientras que IL?

?
dχ(t) dβ?

se inserta sólo en donde la deformación localiza a nivel
micro (ΩLµ ), debido a la presencia de la función de colocación φLµ (?) en la Ec. (7.5) (ver Sec. 4.2).

7.6.3. Análisis del modo de deformación localizado obtenido con diferentes submodelos
multiescala (MMCl)

Debido a que la microestructura es periódica, la microcelda identificada como RVE1×1 con condi-
ciones de borde periódicas satisface naturalmente el criterio de representatividad, al menos durante la
etapa de comportamiento estable del material. Sin embargo, la misma microcelda con mínima restricción
cinemática o bien con condiciones lineales, puede no satisfacer dicho criterio y, por ende, no tener el
tamaño suficiente para considerarse un RVE.

Primeramente se analiza el modo de localización de deformaciones obtenido utilizando el modelo
MMCl aplicado al RVE1×1, con condiciones de borde periódicas. Dicho modo de falla viene caracterizado
por los siguientes parámetros: los ángulos θn y θγ, el tiempo de bifurcación o nucleación tN y el valor de
la tensión homogeneizada σ en tN . Por lo comentado en el párrafo anterior, la solución {θn, θγ, tN,σ}
obtenida bajo estas circunstancias se considera como la solución exacta al problema, la cual será com-
parada con los resultados derivados de utilizar diferentes microceldas de tamaño creciente y sujetas a
restricción cinemática mínima y condiciones de borde lineales (ver Secs. 3.10 y 6.1.2), para estimar cuál
es el tamaño representativo que provee soluciones similares al submodelo periódico. Para comprobar la
hipótesis que las microceldas elegidas con condiciones de borde periódica, desde la celda unitaria básica
(RVE1×1), son representativas, aún usando materiales con ablandamiento en la microescala, también se
realiza la resolución de varios tamaños de celda con este tipo de condición borde.

La condición de pérdida de estabilidad material (a nivel macro) se verifica en cada instante de la
simulación. En la Fig. 7.12-a se muestra la evolución de la función det(Q) (Ec. (2.22)) para diferentes

3Según lo discutido en la Sec. 5.4, los dos autovectores del tensor de localización homogeneizado Q, al instante de bifurcación
tN , representan físicamente la dirección normal a la fisura macro (n) y la dirección de “velocidad” de apertura inicial de fisura,
denotada como dγ. En este ejemplo se asume que dβ ≡ dγ (o equivalentemente θβ = θγ , siendo θγ el ángulo del vector
dγ forma con las abscisas) a largo de todo el intervalo [tN , tF ]. Esto quiere decir que la dirección de apertura impuesta a la
microcelda (dβ) coincide con la dirección de velocidad inicial (dγ).
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estados durante la historia de carga. El valor del determinante está normalizado con el cuadrado del
módulo de elasticidad efectivo estimado como: Eef = (1 − fv) Eµ, siendo fv la fracción en volumen de
vacíos con respecto al volumen total (porosidad: fv = |Ωvacíos

µ |/|Ωµ |) y Eµ el módulo de elasticidad de la
matriz material. Se recuerda que estos resultados han sido obtenidos para el RVE1×1. En la misma Figura
se observa la evolución de los dos valores mínimos de det(Q). El tiempo de bifurcación, tN , corresponde
al instante para el cual la curva det(Q) interseca por primera vez el eje de abscisas (Sec. 5.4), ver en
particular la curva J. Las dos soluciones admisibles están identificadas con los ángulos θn y θγ que
definen los dos autovectores n y dβ del tensor acústico, respectivamente.

Observe que para la condición de carga estudiada en el presente ejemplo, el ángulo θn define un
vector n que resulta prácticamente ortogonal a la línea sobre la cual la distancia entre poros es menor,
caracterizando una fisura macro que es paralela a dicha dirección. Esta solución se obtiene en forma
natural sin imponer a-priori ningún camino preferencial de deformación a nivel micro.

Seguidamente, se analiza los modos de deformación que se obtienen utilizando el modelo MMCl
aplicado a una secuencia de microceldas denominadas RVE1×1, RVE2×2, RVE3×3, RVE4×4, ver Fig. 7.13.
Estas microceldas se construyen mediante una simple repetición horizontal y/o vertical del RVE1×1. Las
condiciones de borde se corresponden al submodelo de mínima restricción o lineal.

Los modos de bifurcación obtenidos con las cuatro secuencias de microceldas se presentan en la
Tabla 7.5, en términos de las siguientes variables:(i) el tiempo de bifurcación tN , (ii) los ángulos θn y θγ
y (iii) los valores de tensión y deformación homogeneizada, σx2 y εRx2 , al tiempo t = tN .

Submodelo MMCl Microcelda tN σx2 [1e3 F/L2] εRx2 θn [◦] θγ [◦]
(para t = tN ) (para t = tN )

Condiciones de borde
Periódicas

RVE1×1 0,766 2,380 7,65e-5 -64,8 75,1
RVE2×2 0,766 2,380 7,65e-5 -64,8 75,1
RVE3×3 0,766 2,380 7,65e-5 -64,8 75,1

RVE1×1 0,694 2,346 6,93e-5 -70,2 75,6
Condiciones de borde RVE2×2 0,694 2,354 6,93e-5 -69,3 76,0
de Mínima Restricción RVE3×3 0,704 2,359 7,03e-5 -68,0 75,6

RVE4×4 0,705 2,361 7,04e-5 -67,9 76,0

RVE1×1 0,890 2,492 8,99e-5 -68,4 81,0
Condiciones de borde RVE2×2 0,801 2,425 8,00e-5 -65,2 77,4

Lineales RVE3×3 0,770 2,405 7,69e-5 -64,8 76,0
RVE4×4 0,757 2,396 7,56e-5 -64,8 75,6

Tabla 7.5: Modos de deformación localizado obtenidos utilizando la aproximación MMCl considerando diferentes submodelos
multiescala (t < tN ).

La Fig. 7.14-a muestra un zoom, próximo al instante t = tN , de la curva tensión-deformación
homogeneizada en la componente “x2” (σx2 vs. εRx2) para el submodelo con condiciones de borde
lineales. Estas respuestas se comparan con la solución obtenida utilizando el submodelo periódico.
Además, en la Fig. 7.14-b se observa un gráfico cuya abscisa representa el logaritmo del tamaño de la
microcelda considerada y la ordenada, el logaritmo del error en la tensión homogeneizada, al tiempo tN ,
obtenido como:

e =
?σ∗(tN ) − σp(tN )?
?σp(tN )? (7.6)

donde σ∗(tN ) denota el nivel de tensión al tiempo de bifurcación evaluado con el submodelo de mínima
restricción cinemática o lineal y σp(tN ) simboliza la misma tensión obtenida con el submodelo periódico.

Como puede observarse a partir de la Tabla 7.5 y la Fig. 7.14, en todos los casos, las secuencias
de valores de tensión alcanzados en t = tN tienden hacia la solución dada por el submodelo periódico,
a medida que aumenta el tamaño del RVE. El submodelo con condiciones de borde lineales posee una
tasa de convergencia superior, véase la Fig. 7.14-b. Los ángulos θn y θγ muestran una tendencia correcta
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sólo en aquellos casos correspondientes al submodelo lineal. No obstante, las soluciones para {θn, θγ}
dadas por la secuencia de tamaños de RVE obtenida utilizando el submodelo con Mínima Restricción
Cinemática, muestra valores límites que son algo diferentes. El argumento que se utiliza para explicar
esta inconsistencia se fundamenta en que cuando se usa un modelo de mínima restricción cinemática la
topología microestructural debe modificarse levemente con el fin de evitar que los poros alcancen o se
aproximen demasiado a la frontera del RVE (el cual por definición posee tracción uniforme), dado que
esta situación induce respuestas inconsistentes o caminos preferenciales de deformación muy marcados.
En los ejemplos presentados aquí, para el caso del submodelo mínimamente restringido, se inhabilitó la
localización en los poros muy próximos a la frontera y sobre las líneas de falla probables más cortas,
rodeándolos de material elástico (esta técnica evita el daño del material circundante).

Con el análisis presente es posible obtener una estimación confiable en cuanto al tamaño mínimo que
se requiere para modelar una microestructura y que ésta pueda ser considerada como estadísticamente
representativa (es decir un RVE). En Pindera et al. (2009) se propuso un estudio similar para determinar
el tamaño de RVE por medio de un análisis de convergencia. Allí se han utilizado diversas microceldas
con condiciones de borde lineales y de mínima restricción. Sin embargo, dicho estudio se restringe sólo
a materiales heterogéneos elásticos con microestructuras periódicas, mientras que en el presente trabajo
se ha extendido la discusión, incorporando en el análisis fenómenos de degradación y falla micro.

7.6.4. Análisis de objetividad de la respuesta durante el régimen inestable material utili-
zando el modelo MMCo

En esta Subsección, se presentan los resultados obtenidos sobre el análisis de objetividad considerando
las microceldas mostradas en Fig. 7.11-a. Según lo explicado en la Sec. 7.6.3, se asume que en la
etapa estable macro las microceldas elegidas son suficientes representativas bajo condiciones de borde
periódicas. Se verifica ahora si las repuestas homogeneizadas resultan independientes del tamaño del
RVE durante la etapa inestable (t > tN ) al utilizar, en este período, el modelo MMCo propuesto.

La historia de deformaciones macro aplicada es aquella descripta en la Sec. 7.6.2. Luego de detectar
bifurcación, la cinemática generalizada se inyecta en la microcelda tal como lo estipula el modelo MMCo
(Cap. 4), y las condiciones de borde son modificadas en consecuencia.

Para resolución del problema actual se propone una metodología que puede utilizarse como estrategia
general para acelerar la detección numérica del dominio de localización. En la misma se aprovecha el
tratamiento numérico generalizado de las condiciones de borde desarrollado y explicado en la Sec. 6.1.3.
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En los párrafos siguientes se detalla esta metodología.
Como ya fue explicado anteriormente, la elección de las condiciones de borde estándar (CBE,

Sec. 4.3) define el submodelo MMCl adoptado durante la respuesta estable del material. Por ejemplo
pueden seleccionarse los submodelos de Mínima Restricción Cinemática, Periodicidad, como indicado
en las Figs. 7.15-b y 7.15-c, u otra condición de borde (Lineal, etc.; ver Sec. 3.10).

A partir de la bifurcación macro (t > tN ), se realiza el cambio del modelo MMCl al esquema MMCo
(Sec. 2.6). Para ello, el subdominio de localización ΩLµ (esquematizado en la Fig. 7.15-d) debe estar
claramente identificado. Luego, será posible prescribir las condiciones de borde no estándar (CBNE)
sobre la frontera ΓLµ y realizar la inserción del incremento macro generalizado I∗?(dεR, dβ) (ver Ec. (4.2)
y Sec. 4.2).

Una técnica numérica que permite determinar el ΩLµ e introducir las CBNE, ya que acelera el
proceso de localización de deformaciones en la microescala, consiste en los dos pasos secuenciales que
se describen continuación:

(i) Primer paso, una vez detectada la bifurcación macro (t = tN ):
Sin importar que tipo de submodelo ha sido definido durante la etapa estable, para t = tN se modifi-
can las CBE por condiciones de borde periódicas generalizadas sobre Γµ, teniendo la periodicidad
una dirección perpendicular al vector normal n, o en forma equivalente, paralela a la superficie de
discontinuidad en la macroescala. Esta técnica fue derivada de las ideas propuestas en el trabajo
de Coenen et al. (2012b), donde se proponen restricciones cinemáticas similares (en dicho trabajo
se denominan condiciones de borde del tipo percolation-path-aligned). Las condiciones de perio-
dicidad inclinada adoptadas son esquematizadas en la Fig. 7.15-c y son prescriptas en el problema
numérico incorporando el sistema de ecuaciones indicado en la Ec. (6.11).
Junto con estas condiciones de borde se incorporan además, sobre Γµ, condiciones de tipo Mínima
Restricción Cinemática (Ec. (6.13)). En la Fig. 7.15-c se observa esta restricción combinada y la
selección de tres grados de libertad arbitrarios dependientes (para el caso 2D), véase Sec. 6.2.1.
A diferencia de las condiciones periódicas estándar, estas condiciones de borde con periodicidad
inclinada no aseguran en forma intrínseca la admisibilidad cinemática macro-micro (Ec. (4.14)
ó (4.16)), por lo tanto se hace necesario incorporar, adicionalmente, las ecuaciones de mínima
restricción indicadas.
Notar que las condiciones de borde descriptas, esquematizadas en la Fig. 7.15-c, aplicadas sobre la
frontera externa de la microcelda Γµ, constituyen un caso particular de las CBE y que se proponen
en este trabajo de tesis como una herramienta para modelar falla material.
La introducción de las condiciones de borde periódicas alineadas con la fisura macro intensifica la
evolución de la zona de localización de deformaciones en la microescala. De esta forma es posible
determinar el subdominio de localización de manera clara, utilizando el criterio propuesto en la
Sec. 4.8.

(ii) Segundo paso, un corto período de tiempo después de haber impuesto las condiciones de borde
periódicas alineadas (Punto i) (t = tN + ∆t):
Detectado el subdominio ΩLµ , se introducen las condiciones de borde CBNE sobre la frontera ΓLµ .
Las restricciones resultantes son aquellas indicadas en las Figs. 7.15-c y 7.15-d. En concordancia
con el modelo MMCo se inserta el camino de deformación indicado en la Ec. (7.4). Observe que
este mecanismo de inserción resulta consistente con el operador I∗?(dεR, dβ) del esquema MMCo.
Para este ejemplo particular con poros, se pueden adoptar como CBNE los submodelos de Taylor
o Lineal, ya que permiten modelar casos donde el ΩLµ interseca poros internos, como los indicados
en la Fig. 7.15-d.

Para el ejemplo presente, se adoptaron dos microceldas denominadas como: RVE1x1 y RVE1x2. La
geometría y malla de elementos finitos utilizada se muestran en la Fig. 7.16. Para facilitar la determinación
del dominio de localización ΩLµ , la superficie de los poros es mallada. Los mismos se caracterizan con
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Figura 7.16: Malla de elementos finitos para las microceldas denotadas como RVE1x1 y RVE1x2. Subdominios de localización
ΩLµ para ambos casos.

un material elástico con módulo de elasticidad Eµ ≈ 0 (el material de la matriz es el descripto en la
Sec. 7.6.1). El subdominio de localización también se indica en la Fig. 7.16.

Se sigue la metodología discutida en los Puntos i y ii previos, considerando condiciones de borde de
tipo periódica convencional, hasta alcanzar la bifurcación (t < tN ). Para el régimen inestable se adiciona
una CBNE de tipo lineal (sobre ΓLµ ).

En la Fig. 7.17 se muestra el mapa de daño en la configuración deformada (asociada al campo
de desplazamiento fluctuantes ũµ), para ambas celdas y para dos estados distintos: en el instante de
bifurcación, tN , y en el final del análisis, (tF ).

Como se observa en la Fig. 7.17 el nivel de daño alcanzado hasta el instante de bifurcación (t = tN )
es alto y distribuido en diferentes zonas de la microcelda (principalmente alrededor de los poros). Se
remarca que esta evolución y distribución de la variable de daño, hasta alcanzar inestabilidad macro,
define, en la misma etapa de análisis, la respuesta constitutiva homogeneizada no lineal en la macroescala
(ver Fig. 7.12-b) y la (macro) disipación estable de energía.

La Fig. 7.18 muestra la curva de respuesta en términos de las componentes normales y tangenciales
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Figura 7.17: Análisis de fractura con microcelda porosa. Malla deformadas y distribución de daño de las microceldas RVE1x1
y RVE1x2, en dos etapas de análisis.

del vector tracción homogeneizado (T ) y salto macro (β). La denominación normal y tangencial hace
referencia a las componentes según la orientación de la fisura macro. Durante el régimen poscrítico, el
vector T se determina utilizando el procedimiento dado por el modelo MMCo. En el mismo gráfico se
incluyen las soluciones obtenidas para las microceldas RVE1x1 y RVE1x2, observándose claramente una
respuesta homogeneizada objetiva. Se observa que las mismas coinciden, verificándose la objetividad de
la respuesta material.

Notar que mediante la formulación propuesta en esta tesis (FMOF) ha sido posible capturar un modo
mixto de fractura, como así también resultados físicamente consistentes.
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Capítulo 8

Modelo multiescala aplicado a problemas
Macro-Micro acoplados

8.1. Preliminares

A diferencia del capítulo precedente, en éste se muestra y evalúa la performance del modelo mul-
tiescala propuesto (FMOF) en forma integral. Esto implica que se presentarán ejemplos en los cuales
se modelan ambas escalas de análisis, macro y micro, totalmente acopladas interactuando entre sí. En
la escala macro se definen las características propias de un problema mecánico convencional como ser:
geometría, condiciones de borde esenciales impuestas e historia de cargas impuestas. Desde el punto de
vista de la aproximación numérica vía MEF hace falta definir además el tipo de elemento finito a utilizar,
como así también un conjunto de parámetros que caracterizan el esquema de resolución no lineal macro.
Advierta que en el contexto multiescala que nos ocupa, el comportamiento constitutivo del material que
compone la macro estructura no se especifica en forma explícita mediante leyes de tipo fenomenológicas.
Por el contrario, se asume que esta respuesta se evalúa a través de un análisis detallado realizado a una
escala de longitud menor, la micro-escala heterogénea, y posterior procedimiento de homogeneización.
Para ello, también hace falta definir un problema numérico a nivel micro (que comparte muchas de las
características básicas del problema macro) con sus correspondiente geometría, restricciones cinemáticas
y leyes constitutivas fenomenológicas micro. La excitación mecánica a nivel micro estructural se impone
en forma natural gracias al acoplamiento con la macro escala, a través del proceso de inserción de de-
formaciones. Note entonces que en todos los casos a resolver en este capítulo, la deformación impuesta
a la micro estructura no se asume arbitraria, sino por el contrario deriva de satisfacer las ecuaciones de
equilibrio macroscópico.

En rigor, dentro de un entorno multiescala, cada punto de la escala macroscópica tiene asociado
una microestructura heterogénea que debe ser resuelta. No obstante, por conveniencia y generalidad de
modelado, nuestra implementación computacional FE2 permite definir diferentes comportamientos para
diferentes subdominios macro (“sets” de elementos finitos macro). En este sentido, parte del material que
compone la macro estructura puede tener un comportamiento constitutivo simple de caracterizar mediante
leyes fenomenológicas convencionales y, por ende, así se modela, optimizando recursos computacionales.
Por otro lado, para aquellos subdominios que sí poseen una microestructura interna (la cual gobierna
fuertemente su comportamiento constitutivo), se realiza el salto de escala correspondiente según nuestra
propuesta.

En síntesis, a nivel macro es posible definir sets de elementos con comportamiento constitutivo
fenomenológico convencional y sets de elementos finitos con comportamiento constitutivo obtenido vía
un modelo multiescala. Dada la generalidad de la implementación computacional, es posible también
definir sets multiescala con diferentes micro-estructuras. A pesar de las posibilidades de modelado que
ofrece el código desarrollado, en esta tesis se está interesado en evaluar el desempeño de la formulación
propuesta en cuanto a aspectos mecánicos fundamentales, por este motivo los ejemplos presentados a
continuación están diseñados para tal finalidad, resignando complejidades innecesarias.
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8.2. Estiramiento uniaxial de barra con microestructura de poros elípticos
aleatorios

El ejemplo desarrollado en esta Sección es un ejemplo macro y micro acoplado, donde la macroes-
tructura es una barra estirada axialmente en modo de tracción y la microestructura está compuesta por
una matriz material que posee poros elípticos con ubicación y orientación aleatoria (Toro et al., 2013c).
La intención de este ejemplo es evaluar la formulación propuesta (FMOF) en un contexto multiescala
completo, donde las microceldas unitarias promueven un dominio de localización (ΩLµ ) tortuoso. En
este caso, los vectores normales a la banda de falla micro (nµ) y el espesor de la misma (?µ) varían
espacialmente. El MMCo propuesto asume estas variables como dependientes de las coordenadas micro
(?), por lo tanto permite considerar sus efectos en la solución homogeneizada.

El objetivo fundamental de este ejemplo es, precisamente, estudiar la capacidad que posee el modelo
multiescala desarrollado para capturar modos de falla complejos y tortuosos a nivel micro-estructural.

8.2.1. Descripción

En la Fig. 8.1-a se esquematiza el problema mecánico a nivel macro. El mismo consiste en una barra
de material homogéneo (multiescala), simplemente apoyada en el extremo inferior, mientras que en el
superior se le impone un desplazamiento prescrito vertical. Se considera la hipótesis de deformación
plana para ambas escalas.
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Figura 8.1: Estiramiento uniaxial de barra con microestructura de poros elípticos aleatorios. (a) Detalle del elemento estructural
y variables usadas en la macroescala, junto con la fisura macro nucleada S. (b) Microceldas con poros elípticos aleatorios
utilizadas y sus correspondientes mallas de elementos finitos. (c) Posible diagrama de las normales nµ , dominio localizado ΩLµ
y esquema de condiciones de borde CBE aplicadas en la microescala.

A nivel micro se diseñaron dos microceldas cuadradas, cada una de ellas constituida por una matriz
de material homogéneo e inclusiones de poros elípticos dispuestos en ubicación y dirección aleatoria
(estadísticamente uniforme). Se distribuyeron un total de 25 elipses1 iguales con un eje mayor igual a

1La cantidad mínima de elipses se determina considerando condiciones de representatividad durante el régimen elástico
(homogeneizado) del material. En particular, el criterio utilizado para garantizar dicha representatividad es la obtención de un
tensor constitutivo homogeneizado con estructura suficientemente isótropa.
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0,01 [mm] y una relación de ejes igual a 1,5. Las dimensiones de las microceldas se definieron de tal
forma de obtener una porosidad fv = |Ωvacíos

µ |/|Ωµ | = 0,1.
Observar que existe, prácticamente, una diferencia de un orden de magnitud entre las dimensiones

características de la macroescala y la microescala (salto de escala), ver Fig. 8.1.
Las condiciones de borde que se aplican a las microceldas son las compatibles con un submodelo

Periódico Clásico (Sec. 3.10) sobre la frontera Γµ (CBE), verificando así las restricciones dadas por las
Ecs. (3.11) y (4.16). Estas restricciones cinemáticas se mantienen tanto la etapa estable como durante
la etapa inestable del material (Fig. 8.1-c). A su vez, durante la etapa inestable (t > tN ), se incorporan
condiciones borde sobre el dominio localizado ΩLµ (CBNE), compatibles con un submodelo de Taylor
(el cual prescribe d ũµ = 0 ∀? ∈ ΩLµ , ver Sec. 4.7), satisfaciendo así la restricción dada por la Ec. (4.17).

El material que constituye la matriz en la microescala está caracterizado por un modelo constitutivo
fenomenológico de daño sólo tracción, con un módulo de elasticidad Eµ = 200000 [MPa], un coeficiente
de Poisson νµ = 0, 2, una tensión última uniaxial σuµ = 2, 4 [MPa] y una energía de fractura GFµ = 0, 5
[Nm/m2]. Por conveniencia en la determinación del dominio localizado y la imposición de las condiciones
de borde no estándar sobre ΩLµ (Sec. 4.3), los poros se modelan como un material elástico con un módulo
de elasticidad muy pequeño (2 × 10−6 [MPa]).

Cada punto x de la macroescala está vinculado a una microcelda con las características explicadas
previamente. En este ejemplo se resuelven dos problemas, ambos con la misma macroestructura pero
utilizando microceldas con distribución de elipses diferentes: RVE1 y RVE2 (ver Fig. 8.1-b).

Para la resolución numérica en la macroescala se utilizan elementos finitos triangulares lineales del
tipo E-FEM, discutidos en detalle en el Cap. 5. A nivel micro se considera un esquema de fisura difusa
(SCA, Rots et al. (1985); Oliver et al. (1990)) y cuadrángulos bilineales estándares. En la Fig. 8.1-b se
muestran las mallas de elementos finitos correspondientes a los RVE1 y RVE2, compuestas por 2142 y
2122 elementos, respectivamente.

Para la determinación del dominio localizado, ΩLµ , se sigue el criterio descripto en Sec. 4.8. En
relación a la definición de las normales micro, nµ, y el espesor de la banda de falla micro, ?µ (ambas
magnitudes variables espacialmente), se determina una curva ficticia,Sµ, centrada respecto a la superficie
ΩLµ (ver Fig. 4.2). Se utiliza el sentido de la normal macro, n, para una correcta definición del sentido de
las normales micro (Fig. 8.1-c).

8.2.2. Resultados
En la Fig. 8.2 se muestran las curvas de respuestas homogeneizadas asociadas al RVE1 y al RVE2.

En eje de abscisas se grafica el desplazamiento vertical ∆ impuesto y en ordenadas la fuerza resultante
vertical F del extremo superior de la barra (véase también Fig. 8.1-a).

Debido a que la macroescala es homogénea (cada punto x ∈ Ω está vinculado a la misma microcelda
con idéntica estructura) durante la etapa estable y, hasta la bifurcación, el material macro posee una
distribución uniforme de esfuerzos (barra uniaxial sometida a tracción), todos los puntos materiales
macroscópicos bifurcan simultáneamente. En la Fig. 8.2 se indica ese instante de bifurcación (Sec. 2.5)
junto con el instante de nucleación de la fisura cohesiva macro (Sec. 2.3). Este último punto también
corresponde al instante de activación (Sec. 2.6) del modelo cohesivo multiescala (MMCo, Cap. 4).

A nivel macroscópico se detecta inestabilidad material cuando el desplazamiento impuesto alcanza
el valor ∆ = 0,248× 10−4 [mm], en el problema correspondiente al RVE1 y ∆ = 0,254× 10−4 [mm], en el
correspondiente al RVE2. Para lograr que el dominio localizado se forme correctamente, se permite que
transcurran algunos pocos pasos de tiempo entre la bifurcación y la activación de la fisura cohesiva. Para
la macroestructura asociada al RVE1 la fisura se activa cuando se alcanza el valor ∆ = 0,288×10−4 [mm]
mientras que para la barra macro vinculada al RVE2, la interfaz cohesiva se nuclea para ∆ = 0,294×10−4

[mm]. Como se aprecia (ver también la Fig. 8.2), este período es muy reducido y no tiene influencia
alguna en la respuesta global.

A partir del análisis de bifurcación sobre el tensor constitutivo homogeneizado se determina el ángulo
θn que define la normal n a la fisura S en la macroescala (Fig. 8.1-a). Para el RVE1 resulta θn = 95,4◦
mientras que para el RVE2 θn = 89,55◦.
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Figura 8.2: Estiramiento uniaxial de barra con microestructura de poros elípticos aleatorios. Gráfica de la fuerza vertical total
F vs. el desplazamiento vertical ∆ prescripto en el extremo superior de la barra, para los RVE1 y RVE2 y la formulación
multiescala propuesta (FMOF).

En la Fig. 8.3 se muestra la distribución de la variable de daño para distintos instantes de análisis y
para el RVE1. En la Fig. 8.4 se indican distintas etapas de la evolución del criterio para la determinación
del subdominio localizado ΩLµ , tanto para el RVE1 como el RVE2. En ambas figuras, se asocia el
mapa de daño/subdominio localizado con puntos sobre la gráfica de respuesta homogeneizada F-∆: A?
(∆ = 0,1 × 10−4 [mm]), B? (∆ = 0,196 × 10−4 [mm]), C? (∆ = 0,288 × 10−4 [mm], nucleación de la macro
fisura) y D? (∆ = 2,936 × 10−4 [mm]).

Un aspecto interesante, observado en las Figs. 8.3 y 8.4, es que durante la etapa estable del material,
evolucionan diversas bandas de falla micro (zonas dispersas con degradación y crecimiento de daño) y
que, eventualmente por efecto de la degradación y localización, coalescen en una única banda genérica
con camino tortuoso. El instante de coalescencia micro en una única banda de falla está directamente
asociado al instante de bifurcación macroscópica.

El subdominio localizado ΩLµ se determina al momento de activar la fisura cohesiva, manteniéndose
invariable hasta finalizar el análisis. Por ello, las gráficas correspondientes a los puntos C? y D? en la Fig. 8.4
indican como son los subdominio ΩLµ resultantes, observándose que tienen una topología compleja.

En la Fig. 8.2 se advierte que los resultados obtenidos para ambas microceldas son similares, tanto
en la curva de respuesta homogeneizada como en los tiempos de bifurcación e inclinación de la normal
a la fisura (n). En la etapa estable las respuestas se corresponden casi exactamente. En la etapa inestable
se observa una pequeña diferencia, atribuible a aleatoriedad en la definición de las microceldas, de las
mallas de elementos finitos y las disimilitudes en el dominio de falla resultante (Fig. 8.4). Se argumenta
entonces que este resultado muestra consistencia y prueba la capacidad de modelado de la formulación
propuesta. Considere que las pequeñas diferencias mencionadas atribuirse también la reconocida defi-
ciencia inherente a los elementos cuadrangulares lineales estándares para capturar dominios arbitrarios de
localización (Jirásek y Bauer, 2012), como se observa en la forma que adopta el subdominio localizado en
la Fig. 8.4 (Punto C?), en especial cuando la banda de falla atraviesa elementos finitos mal direccionados
respecto a ésta.
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Figura 8.3: Estiramiento uniaxial de barra con microestructura de poros elípticos aleatorios. Evolución de la variable de daño
en el RVE1, para distintos estados de análisis.

8.3. Viga entallada simplemente sustentada en modo flexión
(SENB: Single-Edge Notched Bending test)

En este último ejemplo numérico se evalúa el desempeño de la formulación multiescala propuesta
aplicada a un problema clásico en el ámbito de la mecánica de fractura fenomenológica, al cual aquí se
adapta al contexto del modelado multiescala. En particular, se pretende cuantificar la energía de fractura
puesta en juego a nivel macro inducida por el desarrollo de mecanismos de falla que toman lugar en la
microestructura del material. Para lograr este objetivo, se ha seleccionado un ejemplo en el cual la energía
de fractura puede estimarse a-priori, con suficiente aproximación. En la micro estructura el mecanismo
de localización de deformaciones se pre-induce mediante la definición de propiedades materiales. Otra
característica importante es que, en la macroescala, el camino de propagación de la fisura cohesiva
también puede estimarse en forma precisa. Este último tópico evita la necesidad de algoritmos de trazado
de discontinuidades en sólidos (ver Pie de Página 1 de Cap. 5, página 62), permitiendo focalizar el
esfuerzo en cuestiones mecánicas más fundamentales de la formulación multiescala en sí misma.

El test consiste en una viga entallada simplemente apoyada sometida a flexión, debido a la aplicación
de un desplazamiento descendente vertical prescrito en el punto central superior de la estructura. Para el
análisis propuesto se consideran tres vigas con idéntica definición geométrica a nivel macro, ver Fig. 8.5-
e, no obstante cada una de ellas posee una microestructura diferente (Toro et al., 2013c). Se considera
además hipótesis de estado plano de deformaciones y un espesor e = 1 [m], para todos los casos.

8.3.1. Descripción de la microestructura material
Se estudia tres tipos de micro estructuras periódicas con un arreglo regular de poros. En las Figs. 8.5-a,

8.5-b y 8.5-c puede observarse un detalle de las microestructuras heterogéneas consideradas. La porosidad
(fracción de vacíos con respecto al volumen total, ver Sec. 8.2.1) en cada caso es: fv = 0,000, fv = 0,037
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y fv = 0,111, respectivamente. Otra característica importante que define la topología micro estructural
adoptada es la presencia de una banda vertical central de espesor finito que atraviesa los poros, la cual
viene caracterizada por un modelo de daño que degrada sólo bajo estados de tracción. Este material se
denota como M1 en la Fig. 8.5. El material M1 está embebido dentro de una matriz elástica representada
por M2, en la misma Figura. Los poros están modelados como un material elástico extremadamente
débil: M3 (EµM3 ≈ 0). El hecho de tratar los poros de esta forma simplifica el procedimiento algorítmico
utilizado para detectar el dominio con localización de deformaciones ΩLµ , como también la frontera ΓLµ
donde debe prescribirse la condición de borde no estándar (CBNE). A partir de esta definición material,
el modo de falla micro propagará, indefectiblemente, a lo largo de la banda vertical central atravesando
los poros.

El material M4, definido a nivel de la estructura macro, se comporta de acuerdo al modelo multiescala
propuesto, es decir, el estado de tensión macro generalizado {σ,T } depende de la historia de deforma-
ciones macro generalizadas {εR, β} a través del procedimiento de homogeneización microestructural
descrito por la aproximación FMOF. Por otro lado, el material denotado como M5 (a nivel macro) viene
caracterizado por un comportamiento elástico definido por la siguiente ecuación:

dσ = C : dε (8.1)

donde C representa el tensor constitutivo elástico homogeneizado de cada RVE, obtenido mediante la
Ec. (3.35) del Cap. 3, en un proceso de carga elástico (sin degradación microestructural). Para cada
microestructura, el tensor C se determina mediante un análisis multiescala previo. Es decir el material
M5 responde según un modelo elástico fenomenológico derivado a partir de un análisis multiescala. Debe
notarse que esta técnica permite modelar gran parte de la viga macro considerando la microestructura
adoptada, pero sin necesidad de realizar un salto de escala, optimizando así recursos computacionales.
Esta metodología puede aplicarse debido a que se conoce a-priori el camino de propagación de la fisura
macro (propagación vertical a partir de la entalla). Luego se sabe de antemano que el resto de la estructura
macro necesariamente se comporta en forma elástica.

Los parámetros que definen a los materiales M1, M2 y M3 están detallados en la Tabla 8.1, donde
Eµ es el módulo de elasticidad, νµ es el coeficiente de Poisson, GFµ es la energía de fractura y σuµ es
tensión última uniaxial del material.

Material Modelo
Constitutivo

Eµ νµ GFµ σuµ
Tipo de Elemento

Finito
[GPa] [N/m] [MPa]

M1 Daño
(microestructura) 20 0,20 100 2,4 Cuadrángulo bilineal

M2 Elasticidad
(microestructura) 20 0,20 − − Cuadrángulo bilineal

M3
Elasticidad

(microestructura)
(Poro)

0 0 − − Cuadrángulo bilineal

M4 Multiescala
(macroescala) − − − −

Triángulo Lineal con
Discontinuidades

Fuertes

M5
Elasticidad

homogeneizada
(macroescala)

− − − − Cuadrángulo bilineal

Tabla 8.1: Viga entallada simplemente apoyada en modo flexión (SENB). Propiedades de los material de acuerdo a la denomi-
nación dada en la Fig. 8.5. Descripción del tipo de elemento finito utilizado.
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8.3.2. Modelos numéricos
Con el fin de comparar en forma rigurosa la performance numérica de la formulación multiescala

propuesta en esta tesis, se han utilizado dos tipos de metodologías diferentes para resolver los ejemplos
de esta Subsección, a saber:

(i) Aproximación Multiescala “MS” (Multiscale) aplicando la FMOF:
En este modelo, la viga macro está compuesta por 40 elementos finitos triangulares con dis-
continuidades fuertes embebidas (E-FEM, Sec. 5) en la banda de localización, ver material M4
en las Figs. 8.5-f y 8.5-g, más 1136 elementos cuadriláteros clásicos representando el material
M5. Las microceldas se modelan vía una técnica de fisura difusa (SCA) utilizando cuadrángulos
convencionales (ver las mallas de elementos finitos que se muestran en las Figs. 8.5-a, 8.5-b y
8.5-c).

(ii) Aproximación por Simulación Numérica Directa (Direct Numerical Simulation, DNS):
La malla de elementos finitos se indica en las Figs. 8.5-d y 8.5-e. En este modelo se resuelve una
única escala (la escala macro) con suficiente nivel de discretización para capturar todos los detalles
y heterogeneidades propias de la micro estructura subyacente. El modelo DNS sólo representa
la parte central de la viga (ver Figs. 8.5-d y 8.5-e). El resto de la macroestructura se considera
mediante el material homogeneizadoM5. Elmodelo así obtenido posee un total de 53703 elementos
finitos cuadriláteros convencionales. Se utiliza una técnica de fisura difusa (SCA) para regularizar
el comportamiento de ablandamiento material. El patrón microestructural, para definir la zona
vertical donde se espera que ocurra la falla en el modelo DNS, se basa en una repetición periódica
de microceldas, idénticas en tamaño y geometría a aquellas utilizadas para la definición de los RVEs
en las simulaciones multiescala, observar la Fig. 8.5-d y las Figs. 8.5-a, 8.5-b y 8.5-c. Además la
distribución de materiales también es idéntica a la utilizada en las simulaciones de tipo multiescala.

Los resultados obtenidos tras aplicar la aproximación DNS se toman como patrón de referencia a
partir del cual se corrobora la coherencia física/mecánica del modelo propuesto en este trabajo. Advertir
que, en casos complejos y generales, este tipo de comparaciones representa probablemente el único medio
confiable y riguroso para validar formulaciones multiescala.

En las simulaciones basadas en el modelo multiescala (FMOF), y durante la respuesta estable ma-
croscópica, se colocan condiciones de mínima restricción cinemática en las fronteras de los RVEs que
representan la micro estructura heterogénea material, tal como se indica en la Fig. 8.6-a (ver Secs. 3.10
y 6.1.2). Una vez detectada la condición de bifurcación en un elemento finito macro (Sec. 5.4), al RVE
asociado al punto de Gauss localizado PGL (ver Sec. 5.3) se le agregan las condiciones de borde no
convencionales propuestas en este trabajo (CBNE). En particular, se adopta una condición de borde de
tipo Lineal (Sec. 4.7) en incrementos de fluctuaciones de desplazamiento micro para las CBNE en ΓLµ , ver
Fig. 8.6-b. Por otro lado, la microcelda relacionada con el punto de integración regular macro (PGR según
la nomenclatura introducida en el Cap. 5) está sujeta a las mismas restricciones cinemáticas definidas para
el régimen precrítico del material, como se observa en la Fig. 8.6-a. Recordar además que para aquellos
elementos finitos que han activado una fisura cohesiva macro, se obliga un comportamiento de descarga
elástica en todos los PGR, durante la etapa posbifurcación.

Una de las diferencias conceptualesmás importantes que existe entre elmodelo FMOFy el DNS radica
en que el primero utiliza una técnica de discontinuidades fuertes embebidas para simular la falla a nivel
macro, mientras que en el segundo el proceso de degradación y falla se modela utilizando una cinemática
continua en el contexto de la aproximación por fisura difusa. No obstante ello, no debieran esperarse
diferencias sustanciales en la respuesta macroscópica y la comparación sigue siendo perfectamente válida.

8.3.3. Energía de fractura homogeneizada obtenida utilizando el modelo FMOF
La Fig. 8.7 muestra la respuesta estructural para el problema en estudio, en términos de la carga

total vs. el desplazamiento vertical del punto central superior de la viga (PI). Como puede observarse,
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el modelo FMOF y DNS brindan prácticamente la misma solución homogeneizada para las diferentes
micro estructuras analizadas. Tal como era de esperarse, microceldas con mayor fracción volumétrica de
poros (porosidad fv), requieren menor energía para agotar completamente la estructura.

Además, en la Fig. 8.8-a se visualiza la respuesta cohesiva homogeneizada correspondiente al punto de
cuadratura macro en donde se detecta por primera vez bifurcación material (punto de Gauss Localizado
próximo al punto identificado como PII en la Fig. 8.5-f). Las relaciones constitutivas de la Fig. 8.8-a
representan las componentes normales de la tracción (Tn) y salto de desplazamiento (βn). Notar que el
vector de la apertura de fisura corresponde a un modo I puro.

Utilizando la lista de pares ordenados de la Fig. 8.8-a, es posible evaluar la densidad de energía
homogeneizada (por unidad de superficie) disipada en el punto PII, la cual se pone en juego para agotar
completamente la fisura macro asociada a dicho punto. Así, la energía de fractura efectivaGF (del modelo
constitutivo cohesivo multiescala) se evalúa simplemente determinando el área bajo la curva Tn-βn:

GF =

∫ β(∞)

β(tN )=0
T · dβ (8.2)

El resultado obtenido tras aplicar la ecuación previa se muestra en la Tabla 8.2, columna 2. Por otro
lado, se puede estimar la energía disipada por cada RVE (Gest

F ) computando las contribuciones de energía
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de todos los elementos finitos que pertenecen a la banda de localización micro ΩLµ , incluyendo los poros:

Gest
F =

1??ΩLµ ??
∫
ΩL

µ

GFµ dΩ (8.3)

donde GFµ = 100 [N/m] para el material M1 y GFµ = 0 [N/m] para el material M3, como se muestra
en la Tabla 8.1. Los valores estimados de las energías, Gest

F , se muestran en la Tabla 8.2, columna 4, para
cada micro estructura. Advertir el efecto que tiene la fracción en volumen de poros sobre la magnitud de
la energía de fractura calculada.

RVE Energía de fractura efectiva
vía FMOF

Porosidad Estimación de Energía de
fractura

GF fv (asociada a ΩLµ ) Gest
F

[N/m] [N/m]

fv = 0,000 99,90 0,000 100
fv = 0,037 88,42 0,111 88,89
fv = 0,111 66,16 0,333 66,67

Tabla 8.2: Viga entallada simplemente apoyada en modo flexión (SENB): Energía de fractura efectiva evaluada para diferentes
porosidades ( fv) en ΩLµ .

Comparando los valores de GF y Gest
F se observa que, para el RVE sin poros, existe una coincidencia

prácticamente exacta entre ambas magnitudes. Una leve diferencia puede apreciarse para los casos de
microestructuras con uno y tres poros. Este resultado se debe a que Gest

F se determina asumiendo que,
durante el régimen estable (es decir previo a la detección de bifurcación macro), no existe disipación de
energía. En el caso del RVE sin poros, el problema micro es homogéneo antes de la bifurcación dado
que los materiales M1 y M2 tienen las mismas constantes elásticas. Además, la condición de bifurcación
macroscópica ocurre al mismo tiempo que el material M1 (caracterizado por un modelo de daño) alcanza
su resistencia límite. Luego, la hipótesis de que no existe disipación previa a la bifurcación es correcta.
Sin embargo, en los casos de RVEs con poros, el daño microestructural comienza incluso durante la etapa
estable. Bajo estas circunstancias, el cálculo de Gest

F utilizando la Ec. (8.3) no resulta del todo correcto
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ya sobreestima la energía de fractura homogeneizada para el material M4. Aún así, sirve para mostrar la
consistencia energética y la adecuada determinación del valor de GF que se obtiene mediante la técnica
FMOF propuesta.

En la Fig. 8.8-b se observan los vectores normales (n) a la superficie de discontinuidad macroscópica,
evaluados mediante el criterio discutido en la Sec. 5.4.

Por último, en la Fig. 8.9 se demuestra consistencia de la respuesta homogeneizada multiescala en
términos del tamaño de elemento finito macro (problema con porosidad fv = 0,111). Observe que la malla
del Caso 2 (Malla 2) posee tamaños de elementos menores respecto al Caso 1 (Malla 1), precisamente en
la zona de definición del material M4, el cual es constitutivamente simulado por el modelo multiescala
propuesto.
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Capítulo 9

Conclusiones

A lo largo del presente trabajo de investigación se han logrado contribuciones tanto en lo que respecta
a la formulación teórica de estrategias multiescala para el modelado de falla material, como también
en el desarrollo e implementación eficiente de algoritmos adaptados al cálculo en múltiples escalas de
análisis. Si bien ambos aspectos son de crucial importancia para simular problemas reales, reconocemos
que los aportes más significativos de esta tesis se han dado a nivel de la formulación mecánica básica. A
continuación elaboramos una breve discusión sobre estos tópicos.

9.1. Discusión y aportes a nivel de la Formulación Mecánica Multiescala
Las leyes constitutivas fenomenológicas convencionales poseen restricciones importantes para mo-

delar en forma realista materiales con microestructura heterogénea. Esta deficiencia obedece a diferentes
cuestiones, como por ejemplo: (i) limitaciones para considerar caminos arbitrarios de cargas, (ii) difi-
cultad en su formulación matemática/termodinámica, (iii) complejidad en la implementación numérica,
(iv) gran cantidad de parámetros que deben caracterizarse mediante ensayos de laboratorio, muchas veces
costosos y/o difíciles de implementarentre otras. Por ello, en los últimos tiempos se han buscado alternati-
vas. Una opción natural es introducir explícitamente las heterogeneidades microestructurales en la escala
de análisis, como se hace, por ejemplo, en la técnica denominada Simulación Numérica Directa (DNS).
Otra elección posible, que ha tomado gran impulso en la actualidad, son las Formulaciones Multiescalas.

Las Formulaciones Multiescalas dividen el problema mecánico en diversas escalas de análisis, con
longitudes características diferentes. El nivel de acoplamiento entre éstas es menor si se compara frente
a un esquema DNS. Resignar acoplamiento mecánico entre las escalas involucradas se traduce en forma
directa en menor esfuerzo de cálculo numérico. El resultado derivado de un modelo multiescala debe
entenderse como una respuesta media o característica para un tipo particular de microestructura. Una
característica importante de estas técnicas es que las relaciones constitutivas se formulan a nivel de cada
componente microestructural, utilizando para ello modelos simples, fáciles de formular y caracterizar. No
obstante la respuesta media homogeneizada puede resultar altamente compleja debido a los fenómenos
de interacción mecánica entre las fases. En este trabajo se han estudiado y desarrollado formulaciones
que consideran sólo dos escalas (macro-micro), basadas en el concepto de RVE, con el fin de obtener
respuestas constitutivas que caractericen el comportamiento homogeneizado del material, incluyendo el
modelado de falla (Cap. 1).

Es propiciomencionar aquí que, aún para la potencia de cálculo disponible en los ordenadores actuales,
la resolución numérica de un problemamultiescala macro-micro acoplado, basado en el concepto de RVE,
es muy demandante computacionalmente.

Los Modelos Multiescala Clásicos (denotados en esta tesis con la sigla MMCl, ver Cap. 3) han
sido ampliamente difundidos y utilizados en el modelado de materiales con comportamiento constitutivo
estable. La extensión directa de este tipo de modelo a materiales que experimentan ablandamiento y
falla da origen a formulaciones mecánicas que pierden consistencia física, dado que la noción de RVE
pierde sentido (Cap. 7). La respuesta homogeneizada resulta dependiente del tamaño microestructural,

117
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fenómeno que hemos denominado pérdida de objetividad. La motivación principal del presente trabajo
ha sido entonces proponer una nueva metodología multiescala que permita: (i) modelar falla material
utilizando el concepto de RVE, (ii) que la misma pueda formularse a partir de una axiomatización clara
de hipótesis y (iii) rigurosamente fundamentada desde un punto de vista mecánico. Cabe remarcar aquí,
que este objetivo no ha sido alcanzado aún en la comunidad científica y, por ende, los desarrollos de esta
tesis representan un aporte original en la temática.

Se entiende como modelado de falla a la capacidad de predecir el comportamiento constitutivo de un
material durante toda la historia de carga, hasta alcanzar su total agotamiento. Una técnica de uso corriente
para simular falla material, a nivel macro, es la incorporación de fisuras cohesivas en un medio continuo,
cuya resistencia se degrada conforme evoluciona su apertura. En este documento se ha desarrollado una
nueva formulación multiescala para este tipo específico de problemas, la cual abarca todo el proceso de
deterioro material (Sec. 2.6). La misma considera: (i) modelado de la etapa estable, caracterizada por
una respuesta constitutiva homogeneizada de tipo tensión-deformación, (ii) detección de inestabilidad
material (bifurcación) y (iii) posterior tratamiento regularizado de la etapa inestable, regulada por una
ley cohesiva homogeneizada de tipo tracción-salto. En la formulación propuesta “sí” es posible encontrar
un tamaño de microcelda físicamente consistente, que satisface la definición de RVE. Precisamente, uno
de los aportes principales del trabajo ha sido la formulación de una técnica multiescala que brinda una
respuesta homogeneizada objetiva durante toda la historia de carga (Cap. 7).

9.1.1. Características esenciales de la metodología propuesta
La metodología multiescala propuesta es denominada Formulación Multiescala Orientada a Falla

(FMOF). Un atributo importante es que la misma se desarrolla a partir de axiomas racionalmente
justificados desde un punto de vista mecánico y variacional. Para tal fin, se introduce un conjunto bien
definido de hipótesis, a saber:

(i) Definición de la cinemática micro en términos de unOperador de Inserción aplicado a la cinemática
macro, especialmente adaptado al problema de falla material.

(ii) Introducción del concepto de Admisibilidad Cinemáticamacro-micro (Homogeneización de defor-
maciones).

(iii) Incorporación del concepto de Admisibilidad Energética macro-micro (Principio variacional de
Hill-Mandel).

A partir de este marco teórico, es posible deducir consistentemente:

(i) El tipo de problema variacional a resolver en la microescala.

(ii) El procedimiento para homogeneizar tensiones.

(iii) La técnica para homogeneizar tracciones cohesivas.

La metodología considera la utilización de dos esquemas de homogeneización diferentes: un Modelo
Multiecala Clásico (MMCl, Cap. 3) secuencialmente acoplado con un modelo Multiescala Cohesivo
(MMCo, Cap. 4); este último representa la contribución original de la tesis.

El instante de tiempo específico en el cual se procede a realizar el cambio en el paradigma de
homogeneización (es decir la transición del modelo MMCl hacia el modelo MMCo), se denomina tiempo
de nucleación, tN , precisamente porque es el instante de activación de la fisura cohesiva a nivel macro
(Cap. 2).

La determinación de tN se basa en realizar un análisis de bifurcación sobre el tensor de localización
(Sec. 2.5), obtenido en función del tensor constitutivo homogeneizado (Sec. 3.11). Este criterio brinda
como información adicional el vector normal a la fisura macro. El instante tN divide la respuesta
homogeneizada en dos regímenes: estable (t < tN ) e inestable (t > tN ). La detección precisa de tN
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es de fundamental importancia para lograr una transición continua entre los diferentes esquemas de
homogeneización.

Durante la etapa estable, la respuesta constitutiva se obtiene a partir del Modelo Multiescala Clásico
(Cap. 3), el cual brinda la tensión homogeneizada en función de la historia de deformación macro aplicada
a la microescala (Ec. (2.16)). Esta metodología es bien conocida, aceptada y ampliamente utilizada, razón
por la cual no hace falta plantear aquí ningún cambio en la misma. Se desarrolla como una forma de
presentar el procedimiento general propuesto en este trabajo.

Una vez detectada la bifurcación material, al tiempo tN , la respuesta constitutiva durante la etapa
inestable viene regulada por el Modelo Multiescala Cohesivo (Cap. 4), el cual provee la tracción cohesiva
homogeneizada en términos de la historia de apertura de fisura (Ec. (2.17)). Una de las características
distintivas del modelo propuesto es que la fórmula para homogeneizar tracciones aplica sólo a una región
específica del RVE, aquella donde el campo de deformaciones micro localiza. De esta forma se obtiene un
procedimiento novedoso, no estándar, de promediado. Desde una visión más física del problema, podría
interpretarse que la región microestructural representativa del comportamiento cohesivo macro deja de
ser el RVE original y pasa a ser sólo la zona de falla micro. Además, esta importante cualidad del modelo
no es un postulado de partida. Por el contrario es una consecuencia de las hipótesis cinemáticas (definición
del operador de inserción) y del principio de admisibilidad energética (Principio de Hill-Mandel). Se
observa así el formalismo cinemático/variacional adoptado como también las derivaciones del modelo,
vía argumentos de dualidad.

El subdominio con localización de deformaciones micro (ΩLµ ) debe identificarse claramente por dos
motivos esenciales: (i) como se comentó antes, la homogeneización de tracciones cohesivas sólo se realiza
en dicho subdominio y (ii) según el postulado de admisibilidad cinemática, es necesario incorporar nuevas
restricciones cinemáticas (condiciones de borde no estándar) en la frontera del subdominio localizado
. Este último punto (ii) representa un atributo distintivo de la metodología propuesta y se diferencia
radicalmente de todos los modelos disponibles en la literatura. La imposición de estas nuevas condiciones
de borde adicionales garantiza la objetividad de la respuesta cohesiva, respecto al tamaño del RVE, ante
caminos arbitrarios de deformaciones macro aplicadas a la microestructura.

Siguiendo con nuestra filosofía axiomática de modelado, el método propuesto para la detección
del subdominio localizado se basa exclusivamente en un criterio cinemático (Sec. 4.8). De esta forma
es posible detectar subdominios generales que incluyen no sólo el material micro que degrada por
ablandamiento sino también, dependiendo del contexto, defectos e inclusiones como poros, fibras de
materiales elásticos débiles, etc.

9.2. Discusión y aportes a nivel de la Implementación Numérica

La discusión aquí se divide atendiendo a los desarrollos llevados a cabo para cada una de las
aproximaciones numéricas en las escalas macro y micro, como también para la interface algorítmica
propuesta y que posibilita la interacción entre ambas en forma consistente.

9.2.1. Escala micro

En toda formulación multiescala, basada en el concepto de RVE, el tratamiento de las restricciones
cinemáticas a nivel de la microescala requiere especial atención. Modificando consistentemente estas
restricciones pueden obtenerse diferentes categorías de submodelos, más rígidos o más flexibles. En
general, este es un aspecto que diferencia la implementación de un modelo multiescala respecto a una
aproximación numérica convencional por elementos finitos.

Este tópico adquiere aún mayor relevancia cuando se pretende modelar falla material. La razón
es simple, modelos muy restringidos cinemáticamente pueden inhibir, o incluso coartar totalmente, los
mecanismos de falla que la física del problema demanda. Por ello, se torna imprescindible en este contexto
contar con suficiente flexibilidad en relación al gerenciamiento de condiciones de borde.
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Como queda en evidencia a partir de la lectura del trabajo presente, la técnica multiescala propuesta
(FMOF) introduce una nueva restricción cinemática adicional, no estándar (aquí denominada CBNE,
Sec. 4.3), aplicada al incremento de fluctuaciones de desplazamientos y en un subdominio específico de
la microcelda. Esta nueva condición se impone durante el análisis, específicamente cuando la respuesta
homogeneizada se torna inestable desde el punto de vista constitutivo (tiempo de nucleación tN ). Para
el tratamiento numérico de estas restricciones no convencionales, como también para las condiciones
de borde clásicas del problema multiescala (CBE), se ha implementado un esquema muy general y
flexible, basado en la técnica de condensación interna de grados de libertad (ver Cap. 6). Esta metodología
permite codificar en unmismo formato algorítmico un gran número de restricciones cinemáticas. También
posibilita modificar a voluntad las condiciones de borde para generar diferentes submodelos multiescalas,
o bien combinaciones de submodelos, incluso esta manipulación puede realizarse durante la resolución
del problema mecánico. Este ítem representa uno de los principales aportes numéricos de la tesis.

9.2.2. Escala macro
En relación al modelo numérico macro, ha sido necesario implementar una tipología específica

de elemento finito para modelar nucleación y propagación de fisuras cohesivas (Cap. 5). Esta técnica
incorpora un campo cinemático adicional (el vector de apertura de fisura o salto de desplazamiento) como
variable independiente respecto al campo de desplazamiento estándar (continuo). Para tal propósito se
ha adoptado la tecnología denominada E-FEM. La respuesta homogeneizada, tracción vs. salto, para la
fisura embebida en dicho elemento se deriva a partir del modelo multiescala cohesivo propuesto en esta
tesis (MMCo).

Podemos argumentar que el aporte concreto del trabajo a este nivel de análisis (escala macro), se
ha dado en cuanto a la eficiencia computacional del código desarrollado, aspecto que comentamos a
continuación.

Al definir el problema macroscópico es posible incorporar la noción de “SET” de elementos finitos.
Cada SET posee, básicamente, dos atributos esenciales: la tipología del elemento utilizada (triangulares,
cuadrangulares, con discontinuidades embebidas, etc.) y el tipo de comportamiento constitutivo. Existen
dos tipos de comportamientos constitutivos: (i) tipo fenomenológico y (ii) tipo multiescala. Esto quiere
decir que, en la macroestrucutura, pueden coexistir subdominios (conjunto de elementos finitos o SET)
que requieren ser resueltos de manera diferenciada, ya sea mediante un procedimiento convencional feno-
menológico haciendo uso de algoritmos clásicos de return-mapping o bien realizando el correspondiente
salto de escala y posterior procedimiento de homogeneización.

Sobre el SET de elementos finitos de tipo multiescala es posible distribuir el cálculo en diversos
procesadores, ya que la respuesta constitutiva de cada elemento del SET resulta: (i) costosa computacio-
nalmente y (ii) desacoplada del resto. Así, cada proceso de cálculo resuelve, por sí mismo, un problema
de elementos finitos; aquél definido a nivel de cada RVE. En realidad como el particionamiento de cálculo
se realiza a nivel de los elementos, cada procesador requiere resolver tantos problemas micro (no lineales)
de elementos finitos como puntos de integración posea el elemento finito macro, y esta tarea repetirla por
cada iteración no lineal del esquema de equilibrio macro y por cada paso de carga.

Muy recientemente, y por ende fuera del informe presente, se han realizado pruebas de escalabili-
dad del modelo numérico propuesto, en un ordenador de memoria compartida que posee 288 núcleos
(arquitectura de computo disponible instalaciones de la UPC). Los resultados obtenidos fueron muy alen-
tadores, logrando niveles de eficiencia por arriba del 80%, para problemas suficientemente demandantes.
En realidad, este tipo de resultado es esperable ya que naturalmente el modelado multiescala, tal como fue
concebido en esta tesis, es un problema altamente escalable, no obstante prueba que la implementación
numérica desarrollada funciona adecuadamente.

9.2.3. Interfaz macro-micro
Desde una visión global, el paradigma numérico desarrollado considera el acoplamiento de dos

esquemas de elementos finitos, uno para cada escala de análisis (estrategia denominada FE2). El punto
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de conexión entre ambos se da a nivel de los puntos de integración del modelo macro. Para lograr
este acoplamiento en forma eficiente, fue necesario diseñar una codificación basada en estructuras de
datos relativamente complejas, que encapsulan gran cantidad de información microestructural, a nivel
los puntos de Gauss macroscópicos. La transferencia de información entre ambos esquemas numéricos
(macro-micro) es un punto clave de la implementación.

La comunicación o interacción numérica entre las escalas (interfaz computacional) requiere adicio-
nalmente el desarrollo de algoritmos específicos de la formulación propuesta, entre los más importantes
se mencionan:

Procedimiento para evaluación del tensor tangente homogeneizado, tensor de localización y análisis
de bifurcación.

Procedimiento para homogeneización de campos.

Procedimiento para la detección del subdominio con localización de deformaciones a nivel micro.

Procedimiento para modificar restricciones cinemáticas durante el análisis.

Se ha hecho uso extensivo del concepto de encapsulamiento y abstracción de funciones. Esta técnica
permite reutilizar prácticamente la totalidad del código desarrollado, independientemente de la escala de
análisis. De esta forma, aspectos comunes a ambas aproximaciones numéricas (macro-micro) se compar-
ten en su totalidad, como por ejemplo: librerías de elementos finitos, librerías de modelos constitutivos,
esquemas de integración, rutinas de ensamble de matrices y vectores elementales, entre muchos otros
procedimientos.

9.2.4. Resumen

En conclusión el código computacional desarrollado durante la tesis de doctorado atiende diversas
cuestiones fundamentales e indispensables para realizar análisis de tipo multiescala, las cuales por
practicidad repetimos y resumimos a continuación:

(i) Flexibilidad en la imposición de restricciones cinemáticas a nivel del RVE.

(ii) Acoplamiento entre modelo macro y micro siguiendo el paradigma FE2.

(iii) Diversidad de modelos constitutivos, en este aspecto diferenciamos modelos fenomenológicos
convencionales y modelos constitutivos que encapsulan el proceso de salto de escala y homogenei-
zación.

(iv) Diversidad de tipologías de elementos finitos, incluyendo la posibilidad de combinar elementos
convencionales con elementos con discontinuidades embebidas.

(v) Desarrollo de una estructura de datos flexible y apropiada que soporta cálculo distribuido.

(vi) Reutilización integral de funciones y rutinas comunes a ambas escalas de análisis (macro-micro).

(vii) Desarrollo de un número importante de algoritmos que hacen viable la comunicación consistente
entre las escalas involucradas (interfaz macro-micro).

(viii) Si bien no se ha explotado en esta tesis, el código multiescala se ha diseñado sin restricciones en
cuanto al número de escalas puestas en juego. Según esto, la extensión para realizar un cálculo
con más de dos escalas es directa. No obstante, este tipo de simulaciones resultan, hoy por hoy,
prohibitivas por el esfuerzo de cálculo demandante.
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9.3. Discusión y aportes a nivel de Resultados Numéricos
En los Caps. 7 y 8 se han propuesto una serie de simulaciones numéricas direccionadas a evaluar

críticamente el desempeño de la formulación multiescala planteada.
En primera instancia (Cap. 7), se analizaron problemas definidos exclusivamente a nivel micromecá-

nico. El estudio incluye el modelado de diferentes tipologías microestructurales sometidas, cada una de
ellas, a historias de deformaciones arbitrarias. Los resultados numéricos muestran que, utilizando la me-
todología multiescala propuesta, la respuesta constitutiva homogeneizada es objetiva respecto al tamaño
del RVE. Remarcamos nuevamente que esta es una propiedad fundamental exigible a todo procedimiento
de homogeneización.

En el mismo Cap. 7, se ha presentado un estudio para evaluar la influencia que tienen las condiciones
de borde en la detección del modo de falla micro, analizando la respuesta homogeneizada hasta alcanzar
el instante de nucleación tN (bifurcación). En este caso, la tipología microestructural adoptada está
constituida por una matriz material con una distribución periódica de poros circulares. La matriz material
puede degradar su resistencia y rigidez según un modelo de daño isótropo. Este estudio muestra que
los submodelos multiescalas de Mínima Restricción y Lineal convergen hacia la solución Periódica
(considerada como exacta), tanto en la carga límite detectada como en el mecanismo de falla obtenido,
en cada caso. La terminología convergencia debe entenderse aquí como la tendencia hacia un valor de
referencia (solución periódica) en términos del tamaño microestructural analizado.

Por otro lado, en el Cap. 8, se han presentado dos ejemplos numéricos que hacen uso integral de
la formulación multiescala propuesta (FMOF), ya que se considera la solución de problemas macro-
micro totalmente acoplados. El primer ejemplo consiste en el estiramiento uniaxial de una barra cuya
microestructura posee poros elípticos. Se han considerado dos RVEs diferentes, cada uno de ellos definido
a partir de dos distribuciones aleatorias de poros elípticos, tanto en su ubicación como en su orientación.
Para que la comparativa tenga sentido, ambas microceldas preservan la fracción volumétrica de vacíos
(porosidad). Las respuestas homogeneizadas obtenidas muestran coherencia física/mecánica, para los dos
RVEs considerados.

En el segundo ensayo numérico se modela una viga simplemente apoyada sometida a flexión. La
microestructura de la viga posee bandas verticales susceptibles de presentar localización de deformaciones
y diferentes niveles de porosidad. El aspecto clave a enfatizar en este ejemplo es el estudio comparativo
efectuado entre la formulación multiescala propuesta en este trabajo y una aproximación de tipo DNS. Los
resultados obtenidos muestran una coherencia más que aceptable entre ambas técnicas de modelado, para
todos los niveles de porosidad considerados. Cabe mencionar que este tipo de comparativa representa la
metodología más rigurosa para evaluar la calidad de una solución multiescala.

Por todo lo expuesto, nuestra conclusión final es que la formulación propuesta en esta tesis representa
una técnica racionalmente formulada y numéricamente viable para el modelado multiescala de falla
material basado en la noción de RVE.

9.4. Trabajos científicos derivados
La lista de referencias que se enumera a continuación puede considerarse como representativa de los

estudios y desarrollos abordados durante la tesis de doctorado:

Failure-Oriented Multi-Scale Variational Formulation for Softening Materials, P.J. Sánchez, P.J.
Blanco, A.E. Huespe y R.A. Feijóo, Reporte Interno LNCC 2011 (Sánchez et al., 2011b).

Failure-Oriented Multi-scale Variational Formulation: Micro-structures with nucleation and evo-
lution of softening bands, P.J. Sánchez, P.J. Blanco, A.E. Huespe y R.A. Feijóo, CMAME 2013,
(Sánchez et al., 2013).

A two-scale failure model for heterogeneous materials: numerical implementation based on the
Finite Element Method, S. Toro, P.J. Sánchez, A.E. Huespe, S.M. Guisti, P.J. Blanco y R.A. Feijóo,
IJNME 2013 (Toro et al., 2013c).
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Formulación multi-escala para materiales cuasi-frágiles heterogéneos considerando generación y
propagación de fisuras en la celda unitaria. Fundamentos cinemáticos-variacionales, S. Toro, P.J.
Sánchez, A.E. Huespe, S.M. Guisti, P.J. Blanco, y R.A. Feijóo, MECOM 2010 (Toro et al., 2010b).

Variational multi-scale formulation for modelling material failure in heterogeneous solids, P.J.
Sánchez, S. Toro, A.E. Huespe, S.M. Guisti y R.A. Feijóo, CFRAC 2011 (Sánchez et al., 2011a).

Una nueva formulación multi-escala variacionalmente consistente para materiales sujetos a falla
y fractura, S. Toro, P.J. Sánchez, P.J. Blanco, R.A. Feijóo, S.M. Guisti y A.E. Huespe, ENIEF 2011
(Toro et al., 2011).

A variational multiscale model for fracture, P.J. Sánchez, S. Toro, P.J. Blanco, A.E. Huespe y R.A.
Feijóo, ECCOMAS 2012 (Sánchez et al., 2012).

Formulación Multi-Escala para modelar falla material: Comparativa frente a DNS, S. Toro, P.J.
Sánchez, A.E. Huespe, P.J. Blanco, S.M. Guisti y R.A. Feijóo, MECOM 2012 (Toro et al., 2012a).

Two-scale model for failure analysis of heterogeneous materials: numerical validation, S. Toro,
P.J. Sánchez, P.J. Blanco, A.E. Huespe y R.A. Feijóo, CFRAC 2013 (Toro et al., 2013a).

ModeloMultiescala para fallamaterial: Aplicaciones amicroestructuras con distribución aleatoria
de heterogeneidades y malla de elementos finitos generales, S. Toro, P.J. Sánchez, A.E. Huespe,
P.J. Blanco, S.M. Guisti y R.A. Feijóo, ENIEF 2013 (Toro et al., 2013b).

A novel variational multi-scale formulation for softening materials S. Toro, P.J. Sánchez, P.J.
Blanco, R.A. Feijóo, S.M. Guisti y A.E. Huespe, II Workshop sobre Modelado Multiescala de
Materiales (Toro et al., 2010a).

Modelado de Falla material mediante Formulacion Multi-escala, S. Toro, P.J. Sánchez, A.E.
Huespe, P.J. Blanco, S.M. Guisti y R.A. Feijóo, III Workshop sobre Modelado Multiescala de
Materiales (Toro et al., 2012b).

Así mismo, las referencias listadas a continuación representan aportes preliminares, los cuales poseen
una relación tangencial respecto al tema específico de la tesis:

Mesoscopic model to simulate the mechanical behavior of reinforced concrete members affected
by corrosion, P.J. Sánchez, A.E. Huespe, J. Oliver y S. Toro, IJSS 2010, (Sánchez et al., 2010)1.

Numerical Modelling of the Load Carrying Capacity Degradation in Concrete Beams due to
Reinforcement Corrosion, WCCM-ECCOMAS 2008 (Sánchez et al., 2008b).

Análisis Numérico de un Problema de Deterioro Estructural causado por la Corrosión en las
Armaduras del Hormigón Armado, JAIE 2008 (Toro et al., 2008).

Mesoscopic Numerical Model to Simulate Degradation and Ultimate Load Carrying Capacity in
Reinforced Concrete Structures Afected by Corrosion, P.J. Sánchez, A. Huespe, X. Oliver y S. Toro,
ENIEF 2008 (Sánchez et al., 2008a).

Desarrollo de un modelo constitutivo de daño-plástico para la simulación numérica de falla frágil-
dúctil en el hormigón, S. Toro, A. Huespe, J. Oliver, P. Sánchez y G. Diaz, ENIEF 2009 (Toro et al.,
2009).

1En este trabajo se propone un modelo mesoscópico que permite considerar la pérdida de resistencia de elementos estructu-
rales de hormigón armado por el deterioro producido debido a la expansión de las barras longitudinales de acero. Esta expansión
es causada por efecto de la corrosión de las barras. El tema está vinculado al problema multiescala tratado en la tesis ya que,
a parte de utilizar similares modelos constitutivos fenomenológicos, falla de materiales, técnicas numéricas, etc.; se aplica una
metodología donde un problema (viga de hormigón armado) obtiene información (daño) a partir de medias (homogeneización)
de otra escala, definida, en este caso, por la sección transversal de la viga.
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Modelos Constituvos para Hormigones: 1. Modelo fenomenológico de daño-plastico y 2. Ideas
preliminares de modelo multi-escala, A. Huespe, X. Oliver, P.J. Sánchez y S. Toro, I Workshop
sobre Modelado Multiescala de Materiales (Huespe et al., 2010).

Diseño óptimo de materiales para piezas sujetas a esfuerzos termo-mecánicos, V. Fachinotti, S.
Toro y P. Sánchez, ENIEF 2013, (Fachinotti et al., 2013)2.

9.5. Líneas de investigación a futuro
Las opciones para continuar trabajando en la temática del modelado multiescala de materiales son

muy amplias. A continuación enumeramos algunas que vislumbramos como viables en el corto y mediano
plazo:

Realizar simulaciones numéricas de validación en estructuras macroscópicas de interés ingenieril.

Considerar tipologías microestructurales que se correspondan a materiales de importante uso
tecnológico, como por ejemplo: aleaciones metálicas, cerámicos, polímeros, hormigones, etc.

Estudiar y desarrollar, dentro del contexto multiescala propuesto, diferentes alternativas para regu-
larizar el comportamiento inestable micromecánico, como por ejemplo: modelo de fisura cohesiva
a nivel micro, esquemas de alto orden o gradientes, etc.

Extender todos los conceptos introducidos al contexto general de grandes deformaciones.

Explotar las potencialidades que ofrecen los modelos de orden reducido para disminuir drástica-
mente el esfuerzo de cálculo que insumen las formulaciones multiescalas basadas en el concepto
de RVE.

Finalmente mencionamos que, a partir de los estudios y discusiones derivadas del trabajo presente,
hemos podido ampliar nuestro entendimiento y campo de aplicación en relación al modelado
multiescala de materiales. Así, actualmente estamos trabajando en la formulación de técnicas
multiescala en problemas térmicos con generación de calor interna y problemas termomecánicos.

2En este trabajo se utilizan técnicas multiescalas clásicas para obtener el comportamiento homogeneizado, mecánico y
térmico, débilmente acoplado. Las aplicaciones involucran el diseño óptimo de microestructuras heterogéneas.
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