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En el campo de: Análisis Armónico

T́ıtulo de la tesis:

Teorema T1 a valores vectoriales con medidas no necesariamente
doblantes. Aplicaciones.

Institución donde se realizó:
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espacio de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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Caṕıtulo 1

Introducción.

La teoŕıa clásica de Calderón-Zygmund de integrales singulares, que está contenida en el célebre trabajo en
[CZ], fue a partir de los años ochenta generalizada a varias direcciones y contextos. En 1984, David y Journé en
[DJ] dan condiciones necesarias y suficientes para la acotación en L2(Rn) de tales operadores. La herramienta
esencial en este trabajo es el Lema de Cotlar (ver [C]), lo que permite el desarrollo de la Teoŕıa L2 sin el uso de
la transformada de Fourier. Este hecho conduce posteriormente a David, Journé y Semmes en [DJS] a extender
estos resultados al contexto de los espacios de tipo homogéneo para una medida continua. La acotación de estos
operadores con medidas más generales, en el sentido que no cumplan la condición de duplicación, fueron obtenidas
usando diferentes métodos y técnicas, por Nazarov, Treil y Volberg en [NTV], por Tolsa en [T1] y [T3] y por
Verdera en [V], en todos ellos para el caso de medidas continuas, y, recientemente, por Tolsa en [T2] para el caso
de medidas con átomos.

Por otra parte la teoŕıa de operadores de Calderón-Zygmund a valores vectoriales iniciada por Benedeck, Cal-
derón y Panzone en [BCP] y desarrollada en [RFRT], [RFT] y en el libro [GR] ha demostrado tener importantes
aplicaciones y derivaciones en el estudio del análisis clásico y, en particular, en el desarrollo de la teoŕıa de pesos.

Sin embargo, la generalización del “Teorema T1” a este contexto es recientemente (2004) obtenida por Figiel en
[F] para el caso de la acotación entre los espacios Lp(Rn, X), 1 < p <∞, con X espacio de Banach que satisface la
condición UMD. Estos espacios son aquellos para los cuales el clásico resultado de la acotación de la Transformada
de Hilbert es válido, tal como lo demuestran J. Bourgain y S. L. Burkholder en [B1] y [B2] respectivamente.

Finalmente, Hytönen y Weis (ver [HW]) extienden el Teorema T1 al caso de diferentes espacios de Banach,
ambos satisfaciendo la condición UMD. En estos dos trabajos antes mencionados no se dan ejemplos expĺıcitos de
operadores a los cuales puede aplicarse el Teorema T1 a valores vectoriales.

Nuestro propósito es encuadrar dentro de un Teorema T1 a valores vectoriales y en espacios con medidas
generales a las diferencias cuadráticas de operadores Tε para los cuales existe el ĺımite puntual ĺımε→0 Tεf(x) =
Tf(x).

Más precisamente, dada una familia de operadores T = {Tε}ε>0 para los cuales es conocido que existe
ĺımε→ 0 Tεf(x) para casi todo x, se trata de investigar la velocidad de convergencia de la familia {Tε} por me-
dio de expansiones cuadráticas que involucran diferencias de tipo Tεf(x) − Tε′f(x). Para tal fin se estudian los
operadores función cuadrática G(Tf), de oscilacion O(Tf) y de variación Vρ(Tf) definidos por:

G(Tf)(x) =

( ∞∑
i=1

∣∣Tεif(x)− Tεi+1f(x)
∣∣2)1/2

, con εi ↓ 0,(1.1)

O(Tf)(x) =

( ∞∑
i=1

sup
ti+1≤εi+1<εi≤ti

∣∣Tεif(x)− Tεi+1f(x)
∣∣2)1/2

, con ti ↓ 0,(1.2)

Vρ(Tf)(x) = sup
εi↓0

( ∞∑
i=0

∣∣Tεif(x)− Tεi+1f(x)
∣∣%)1/%

,(1.3)

donde ρ > 2 y el supremo se toma sobre todas las sucesiones {εi} decrecientes a cero.
El tratamiento de estas diferencias de tipo cuadrático tienen su origen en el estudio de operadores de la teoŕıa

ergódica contenida en los trabajos de Gaposhkin (ver [G1] y [G2]) para las oscilaciones de medias ergódicas, y de
Bourgain (ver [B3]) en el caso de Vρ. Las acotaciones de tales operadores inducen generalizaciones del Teorema
ergódico puntual y proporcionan un control del número de saltos de los promedios ergódicos (ver [JKRW]). En
el caso que {Tε} son las truncaciones de la transformada de Hilbert o el núcleo de Poisson, los operadores O(Tf)
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y Vρ(Tf) fueron estudiados por Campbell, Jones, Reinhold y Wierdel en [CJRW1] y en el caso de integrales
singulares en Rn por los mismos autores en [CJRW2]. Asimismo, es de interés el estudio de la velocidad de
convergencia de los operadores asociados a ecuaciones diferenciales de segundo orden L, autoadjunta y positiva
con respecto a una medida µ, las cuales son el generador infinitesimal del semigrupo del calor {Tt}t>0 = {e−tL}t>0

(ver [S]).
En el caso eucĺıdeo donde L = −4, con ∆ el operador de Laplace, Ttf(x) es la convolución con el núcleo

de Gauss-Weierstrass. La acotación de las G-funciones y de la oscilación y variación de operadores asociados a
ecuaciones diferenciales de segundo orden en este contexto fueron considerados por ejemplo en [HTV] y [GHSTV]
para el caso de las G-funciones del operador del calor-Laguerre, y recientemente en [GT] y [HMMT] para la
oscilación y variación de operadores asociados al Laplaciano y al semigrupo de Orstein-Uhhlenbeck respectivamente.

Por otra parte, Muckenhoupt y Stein en [MS] analizan algunos operadores clásicos asociados al sistema de
polinomios ultraesféricos, los cuales son autofunciones de un operador diferencial de segundo orden, autoadjunto y
positivo en L2((0, π), dµ) con dµ una medida doblante. Asimismo, en [BMT] se estudia, junto con otros operadores,
la G-función del operador del calor asociado a dicha ecuación diferencial. En este trabajo se prueba que este operador
es de Calderón-Zygmund en un espacio de tipo homogéneo, es decir L2((0, π), dµ).

Nuestro primer objetivo es obtener un Teorema T1 que conduzca a la acotación de operadores de integral
singular en los espacios L2(X,C) y L2(X,H) con H espacio de Hilbert y X un espacio de tipo homogéneo (ver
Teorema 3.3.1). Este Teorema nos permite su aplicación al estudio sistemático de velocidades de convergencia
cuadrática de operadores del tipo (1.1) en espacios de tipo homogéneo.

Otro de los objetivos, contenido en el caṕıtulo 4, es obtener una fórmula expĺıcita para operadores integrales
singulares a valores vectoriales y con una medida no necesariamente doblante (en el contexto de espacios eucli-
dianos), que involucran la condición T1 = g, para funciones g del espacio de funciones BMOρ(Rn,H), análogo al
espacio de Oscilación Media Acotada BMOρ considerado en [T1] para el caso escalar. Estos resultados generalizan
en parte aquellos obtenidos en [MST] para el caso escalar y una medida doblante (ver Teorema 4.5.3). Análoga-
mente se obtiene una fórmula expĺıcita para el adjunto del operador T , actuando en este caso sobre funciones ~ψ a
valores vectoriales. Usando ambas expresiones y un Teorema de Krein (ver Sección 2.4) se obtiene una versión del
Teorema T1 a valores vectoriales y con medidas no necesariamente doblantes (ver Sección 4.6). Este resultado se
obtendrá para operadores que satisfacen una condición de tamaño y suavidad integral, lo que permite en particular
su aplicación al estudio de la función cuadrática del tipo (1.1) asociados a las truncaciones de la transformada de
Hilbert, de Riesz y de los conmutadores de Calderón.

Finalmente en el capitulo 5 se desarrollan estos y otros ejemplos a los cuales se aplican los resultados obtenidos
en esta tesis.

Como comentarios finales de esta tesis (ver caṕıtulo 6), se espera aplicar las versiones de estos teoremas al estudio
de las velocidades de convergencia cuadrática de operadores provenientes de la teoŕıa de semigrupos, asociados a
un operador diferencial de segundo orden, autoadjunto y positivo con respecto a una medida µ. Estos resultados
abarcaŕıan algunos de los casos ya estudiados y proporcionaŕıan el estudio de otros operadores aún no considerados
en este contexto, relacionados entre otros a los semigrupos de Hërmite, de Laguerre y de Bessel.

Resumen de los resultados obtenidos.

Hemos estudiado operadores de integrales singulares T a valores en un espacio de Hilbert H, bajo la hipótesis
T1 = 0H, T ∗(1w) = 0 (todo vector w ∈ H), y hemos aplicado principalmente dos métodos distintos para obtener
su acotación (L2

µ(X), L2
µ(X,H)).

El primer método logra obtener acotaciones de tipo (L2
µ(X), L2

µ(X,H)) mediante el uso del Lema de Cotlar
aplicado al paraproducto, basado en la demostración clásica de David y Journé en [DJ] para Rn. No obstante,
no nos limitamos al estudio de funciones definidas sobre el espacio euclidiano Rn, sino que fue posible obtener la
acotación (L2

µ(X), L2
µ(X,H)) en el caso más general de espacios de tipo homogéneo. Fue esencial el uso de la teoŕıa

de integrales de funciones a valores vectoriales en el sentido de Böchner (sobretodo el Teorema de Hille (ver sección
2.2)), a fin de abordar adecuadamente pasos clave de la demostración del Teorema 3.3.1.

A continuación estudiamos la acotación (L2
µ(Rn), L2

µ(Rn,H)) de operadores integrales singulares T mediante
la obtención de fórmulas expĺıcitas para T y T ∗ (usando las técnicas expuestas en [MST]), y la aplicación del
Teorema de Krein.

En [MST] se trabaja en el contexto de espacios de tipo homogéneo, y por lo tanto la medida µ satisface alĺı la
propiedad de duplicación para bolas de radio R:

µ(B2R(x)) ≤ Aµ(BR(x)).
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En nuestro caso, no hacemos uso de ese supuesto, y en su lugar probamos el Teorema 4.4.22 en el contexto más
general de medidas no necesariamente doblantes (aunque el espacio métrico utilizado es Rn). Más precisamente,
si µ es una medida en Rn que es absolutamente continua respecto la medida de Lebesgue, y para toda bola B de
radio R satisface la relación:

µ(BR(x)) ≤ CRν ,

para algún ν, 0 < ν ≤ 1 (estamos suponiendo una medida de Lebesgue normalizada, ver sección 4.1), se obtiene la
fórmula expĺıcita

Tφ(x) = (g(x)−mAB̂g)φ(x) + {B,B̂ [g]φ(x)− IB1(x)φ(x) +
∫

[φ(y)− φ(x)]k(x, y)hB(y) dµ(y),

contenida en el Teorema antes mencionado, gracias a la cual se establece la acotación en norma Lipschitz del
operador T , bajo la hipótesis T1 = 0 (Teorema 4.5.3).

En algunos casos especiales importantes fuimos capaces de probar fórmulas análogas para el operador adjunto
T ∗. Por ejemplo, para funciones ~ψ que son combinaciones lineales de la forma ~ψ = ψ1w1 + · · · + ψNwN , con
ψ1, · · · , ψN funciones de Lipschitz con valores escalares, y w1, · · · , wN ∈ H vectores fijos (ver Teorema 4.5.6). Este
caso, al tratarse de operadores actuando sobre funciones vectoriales es diferente al escalar, y en particular a la
fórmula obtenida para T , aunque las expresiones resultantes sean similares. También hallamos fórmulas para T ∗

en el caso de núcleos antisimétricos (ver Sección 4.7).
A partir de las fórmulas para T ∗, bajo la hipótesis T ∗(1w) = 0, w ∈ H, se infieren también acotaciones de tipo

Lipschitz, y acotaciones en norma L∞µ (Teorema 4.5.6).
Las fórmulas obtenidas antes tienen una sutil diferencia con las establecidas en [MST]: si B se mueve en el

conjunto de las bolas que contienen el soporte de φ y ~ψ, entonces, en todo momento existe dependencia de la bola
B̂, que es la mı́nima bola doblante concéntrica con B. Esta expresión que involucra bolas doblantes y no doblantes,
aún es correcta, y sirve para expresar completamente al operador T (o sea, las fórmulas expresan Tφ(x), T ∗ψ(x)
para funciones φ, ~ψ de soporte en B).

Además, en el Lema 4.4.11, esencial para la obtención de los Teoremas 4.4.4, 4.4.22 y 4.5.6, se debió utilizar la
hipótesis de Lr-suavidad, que en [MST] no fue necesaria.

Finalmente, como una aplicación nueva de las fórmulas expĺıcitas halladas para T y T ∗, mediante el uso del
Lema de Krein, obtenemos una versión del Teorema T1 a valores vectoriales para medidas no doblantes, para el
caso T1 = 0H y T ∗(1w) = 0 (∀w ∈ H) (Teorema 4.6.7 para H separable, y 4.7.12 cuando el núcleo asociado a T es
antisimétrico). Como un Corolario de esto, cuando H es separable, la fórmula correspondiente a T ∗ ~ψ se extiende a
funciones de Lipschitz H-valuadas cualesquiera (no sólo combinaciones lineales finitas).

Debemos destacar además, que en la obtención de las fórmulas expĺıcitas para T y T ∗ (Teoremas 4.4.22 y 4.5.6)
a diferencia de lo obtenido en [MST] para el operador T con µ doblantes, tuvimos que suponer como hipótesis
la Propiedad de Conmutación de Meyer (ver 4.4.1). Sin embargo probamos que la mayoŕıa de los operadores que
surgen en las aplicaciones, por ejemplo, los operadores antisimétricos (ver Sección 4.7), los asociados a núcleos
integrables, cumplen dicha propiedad.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Propiedades de los Espacios de Hilbert. Lema de Cotlar.

2.1.1. Consideremos un espacio de Hilbert H. Recordamos que H es su propio espacio dual, lo cual usaremos
constantemente al escribir un elemento de H como un funcional lineal continuo de H, y viceversa.

El producto interno entre dos elementos u, v de H se escribirá:(
u, v
)

H ,

o simplemente (
u, v
)
,

y su norma se denotará:

|u|H :=
√(

u, u
)

H.

El elemento nulo de H se denotará con 0H.

2.1.2. Teorema de Representación de Riesz. Sea H un espacio de Hilbert, y sea H′ su espacio dual.
Entonces, existe una isometŕıa ι : H→ H′. En particular, esto permite identificar cada funcional lineal η ∈ H ′ con
un único elemento h ∈ H, mediante h = ι−1(η). La identificación es tal que se verifica:(

h, v
)

H = η(v),

para todo vector v ∈ H.

2.1.3. Si H es un espacio de Hilbert, y g1, g2 son dos elementos de un espacio de funciones F que son
H-valuadas, usaremos la notación siguiente:

〈
g1, g2

〉
:=
∫ (

g1(x), g2(x)
)

H dx,

siempre que dicha integral tenga sentido.

2.1.4. Lema. Sea H un espacio de Hilbert, y sea B un espacio de Banach incluido densamente en H (que
podŕıa coincidir con H), tal que |·|H ≤ CB,H |·|B. Sea T : B → B un operador lineal, acotado y tal que verifica la
propiedad (

Tx, y) =
(
x, Ty), todo x, y ∈ B.

Entonces, para todo x ∈ B, y todo entero positivo n:

|Tx|nH ≤ |T
nx|H .

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ‖T‖L(B) = 1, y que |x|B = 1.
Definimos, para cada n ∈ N:

Vn :=
(
Tnx, Tnx

)
.
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Observando que para el polinomio cuadrático:

Vn−1 + 2λVn + λ2Vn+1 =
(
Tn−1x, Tn−1x

)
+ λ

(
Tn−1x, Tn+1x

)
+ λ

(
Tn+1x, Tn−1x

)
+ λ2

(
Tn+1x, Tn+1x

)
=
(
Tn−1x+ λTn+1x, Tn−1x+ λTn+1x

)
≥ 0,

obtenemos que el discrimante cuadrático asociado debe ser no positivo, es decir:

(2Vn)2 − 4Vn+1Vn−1 ≤ 0,

que equivale a:
V 2
n ≤ Vn+1Vn−1.

En consecuencia:

V0 = |x|2H ≤ 1.

V 2
1 ≤ V0V2 ≤ V2, (∴ V1 ≤ V2

V1
, si V1 6= 0)

V 2
2 ≤ V1V3, (∴ V2

V1
≤ V3

V2
, si V1, V2 6= 0).

y aśı sucesivamente. Luego, si Vn 6= 0 para todo n ∈ N, obtenemos:

V1 ≤
V2

V1
≤ V3

V2
· · · ≤ Vn

Vn−1
.

Por lo tanto:

V n−1
1 = V1V1 · · ·V1︸ ︷︷ ︸

n−1

≤ V2

V1

V3

V2
· · · Vn

Vn−1
=
Vn
V1
.

Esto implica que:
V n1 ≤ Vn.

Notando que V1 = |Tx|2H, y que Vn = |Tnx|2H, el Lema queda probado.

2.1.5. Proposición. Sea T : H → H un operador lineal, continuo y autoadjunto, definido sobre el espacio
de Hilbert H. Para todo entero positivo M se tiene que:

‖TM‖L(H) = ‖T‖ML(H).

Demostración. Por ser T autoadjunto, tenemos que ‖T ∗‖L(H) = ‖T‖L(H), pues para todo par x, y ∈ H se tiene que(
Tx, y

)
H =

(
x, T ∗y

)
H =

(
x, Ty

)
H.

Además, vale que ‖T‖2L(H) = ‖T ∗T‖L(H), ya que:

‖T ∗T‖L(H) ≤ ‖T
∗‖L(H)‖T‖L(H) = ‖T‖2L(H),

y por otro lado:

(2.1.5.a) ‖T‖2L(H) = sup
|x|H=1

(
Tx, Tx

)
H = sup

|x|H=1

(
T ∗Tx, x

)
H ≤ ‖T

∗T‖L(H),

donde en la última desigualdad usamos la propiedad de Cauchy-Schwartz.
Pero como T ∗T = T 2, obtenemos que:

‖T‖2L(H) = ‖T 2‖L(H).

Haciendo inducción en el entero positivo j, obtenemos ahora que:

‖T‖2
j

L(H) = ‖T 2j‖L(H).
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Por otro lado, escribiendo M =
∑
j≥0 dj2

j , donde dj = 0 ó 1, tenemos que:

‖TM‖L(H) = ‖T
∑
j≥0 dj2

j

‖L(H)

≤
∏
j≥0

‖T dj2
j

‖L(H)

=
∏
j≥0

‖T‖dj2
j

L(H)

= ‖T‖
∑
j≥0 dj2

j

L(H) = ‖T‖ML(H).

Rećıprocamente, fijemos un elemento x ∈ H, con |x|H = 1. Por el Lema 2.1.4, tenemos que

|Tx|MH ≤
∣∣TMx∣∣H .

Tomando supremo en x, con |x|H = 1, obtenemos que:

‖T‖ML(H) ≤ ‖T
M‖L(H).

A continuación enunciamos propiedades sobre normas en espacios de Hilbert.

2.1.6. Lema. Sean G,H espacios de Hilbert. Sea S un operador lineal acotado de G en H. Entonces:
(a)

‖S‖2L(G,H) ≤ ‖(S
∗S)‖L(H), ‖S‖2L(G,H) ≤ ‖(SS

∗)‖L(G).

(b) Los operadores SS∗ : H→ H y SS∗ : G→ G, son autoadjuntos.
(c) Para todo entero positivo k:

‖S‖L(G,H) ≤ ‖(SS
∗)k‖1/2kL(H,H),

y también:
‖S‖L(G,H) ≤ ‖(S

∗S)k‖1/2kL(G,G).

Demostración.
Prueba de (a):

Sea S : G→ H lineal continuo.

‖S‖2L(G,H) = ‖S∗‖2L(H,G) = sup
‖x‖H=1

‖S∗x‖2G

= sup
‖x‖H=1

∣∣∣(S∗x, S∗x)
G

∣∣∣
= sup
‖x‖H=1

∣∣∣(SS∗x, x)
H

∣∣∣
(Desigualdad de Cauchy-Schwartz)

≤ sup
‖x‖H=1

‖SS∗x‖H‖x‖H

≤ ‖SS∗‖L(H).

Por lo tanto ‖S‖2L(G,H) ≤ ‖SS∗‖L(H) y de modo similar ‖S‖2L(G,H) ≤ ‖S∗S‖L(G) (probado en (2.1.5.a)).

Prueba de (b):
Es claro, pues x, y ∈ H =⇒ (

SS∗x, y
)

H =
(
S∗x, S∗y

)
G =

(
x, SS∗y

)
H .

Análogamente se demuestra que S∗S es autoadjunto.
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Prueba de (c):
Todo operador autoadjunto T satisface que

‖TM‖L(H,H) = ‖T‖ML(H,H) (para todo entero M ≥ 1).

Como SS∗ es autoadjunto, se sigue que:

‖(SS∗)k‖L(H,H) = ‖SS∗‖kL(H,H).

Por lo tanto, de (a) se deduce que

‖S‖L(G,H) ≤ ‖SS
∗‖1/2L(H) ≤ ‖(SS

∗)k‖1/2kL(H), k ≥ 1.

La otra desigualdad es análoga.

A partir de estas relaciones podemos deducir lo siguiente:

2.1.7. Lema de Cotlar. Sea [Tj ]j∈Z una sucesión de operadores lineales acotados de G en H (espacios de
Hilbert), con adjuntos T ∗j , y {a(j)}Z una sucesión de números no negativos tales que:

‖TiT ∗j ‖L(H,H)
+ ‖T ∗i Tj‖L(G,G) ≤ a(i− j).

Entonces para todos los enteros m,n, con n ≤ m:

‖
m∑
j=n

Tj‖
L(G,H)

≤
∞∑

i=−∞
a(i)1/2.

Nota: En realidad esta es una generalización directa del Lema de Cotlar original (ver [C]), en la cual involucramos
dos espacios de Hilbert diferentes en lugar de uno.

Demostración. Sea

S = Sm,n :=
n∑

j=m

Tj .

Dado un entero k > 0, tenemos que:

(SS∗)k =
m∑

j1,··· ,j2k=n

Tj1T
∗
j2 · · ·Tj2k−1T

∗
j2k
,

y la norma en cada sumando puede acotarse por:

‖Tj1T ∗j2 · · ·Tj2k−1T
∗
j2k
‖
L(H)

≤ ‖Tj1T ∗j2‖L(H)
‖Tj3T ∗j4‖L(H)

· · · ‖Tj2k−3T
∗
j2k−2

‖
L(H)
‖Tj2k−1T

∗
j2k
‖
L(H)

≤ a(j1 − j2)a(j3 − j4) · · · a(j2k−3 − j2k−2)a(j2k−1 − j2k).
‖Tj1T ∗j2 · · ·Tj2k−1T

∗
j2k
‖
L(H)

≤ ‖Tj1‖L(G,H)‖T
∗
j2Tj3‖L(G)

‖T ∗j4Tj5‖L(G)
· · · ‖T ∗j2k−4

Tj2k−3‖L(G)
‖T ∗j2k−2

Tj2k−1‖L(G)
‖T ∗j2k‖L(H,G)

≤ a(0)1/2a(j2 − j3)a(j4 − j5) · · · a(j2k−4 − j2k−3)a(j2k−2 − j2k−1)a(0)1/2.

Tomando media geométrica y sumando:

‖(SS∗)k‖L(H,H) ≤ a(0)1/2
m∑

j1,··· ,j2k=n

a(j1 − j2)1/2a(j2 − j3)1/2 · · · a(j2k−1 − j2k)1/2.

Fijando j1, · · · , j2k−1 y sumando en el ı́ndice j2k, luego sumando sobre el ı́ndice j2k−1, etcétera, hasta llegar al
ı́ndice j1, obtenemos:

‖(SS∗)k‖L(H,H) ≤ a(0)1/2(m− n+ 1)

( ∞∑
i=−∞

a(i)1/2

)2k−1

.
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Usando Lema 2.1.6(c), se deduce ahora que:

‖S‖L(G,H) ≤ ‖(SS
∗)k‖1/2kL(H,H) ≤ (m− n+ 1)1/2k

( ∞∑
i=−∞

a(i)1/2

)1−1/2k

.

Haciendo tender k a ∞ obtenemos el resultado deseado.

2.1.8. Nota. Comúnmente, los espacios de Hilbert a los cuales aplicaremos el Lema de Cotlar, serán espacios
de funciones de cuadrado integrable.

2.2. Algunas Propiedades de la Integral de Böchner

Consideremos dos espacios de Banach A,B con normas |·|A y |·|B.
Sea (X,µ) un espacio de medida positiva σ-finita.
Una función f : X → B se dice simple si existe una familia finita E1, · · · , En de conjuntos µ-medibles de medida

finita, y elementos b1, · · · , bn ∈ B, tal que

f(x) =
n∑
i=1

biχEi (x).

Se define su integral de Böchner por medio de:∫
fdµ =

n∑
i=1

biµ(Ei).

Una función f se dice µ-medible si existe una sucesión {fn} de funciones simples tales que:

ĺım
n→∞

|fn(x)− f(x)|B = 0,

en µ-casi todo punto de X.
Si B es separable, entonces f es µ-medible si y sólo si para todo ξ ∈ B′ (el dual de B) la función escalar

q(x) =
〈
ξ, f(x)

〉
es µ-medible.

Se dice que f es µ-integrable Böchner si existe una sucesión {fn} de funciones simples que convergen a f en
µ-casi todo punto y tales que

ĺım
n→∞

∫
X

|f(x)− fn(x)|B dµ(x) = 0.

En tal caso, para cada conjunto µ-medible M existe un elemento uM ∈ B tal que:

ĺım
n→∞

∣∣∣∣uM − ∫
X

χ
M
fn dµ

∣∣∣∣
B

= 0.

Llamamos a ese vector uM la µ-integral de Böchner de f sobre el conjunto M , y la denotamos por∫
M

f dµ.

Una función f es µ-integrable Böchner si y sólo si la función de valores reales r(x) = |f(x)|B es µ-integrable.
Si f es µ-integrable Böchner, entonces ∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣
B
≤
∫
|f |B dµ.

El siguiente resultado es básico en la teoŕıa de integrales de Böchner, y puede hallarse, por ejemplo, en [DU]
(caṕıtulo 2, sección 2).

2.2.1. Teorema (Hille). Sea T un operador lineal continuo del espacio de Banach A en el espacio de
Banach B. Si f es una función µ-integrable Böchner con valores en A, entonces T ◦ f es µ-integrable Böchner con
valores en B, y vale la igualdad siguiente:∫

M

T (f(x)) dµ(x) = T

(∫
M

f(x) dµ(x)
)
, M µ-medible.
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2.3. Teorema de Krein

2.3.1. Teorema. Sea H un espacio de Hilbert. Sea además B ⊂ H un espacio de Banach denso en H con
norma |.|B tal que |x|H ≤ CB,H |x|B, (x ∈ B).

Sea T un operador lineal acotado, T : B→ B, tal que(
Tx, y

)
=
(
x, Ty

)
, todo x, y ∈ B.

Entonces T tiene una extensión T : H→ H lineal y continua, y además se tiene que:

|Tx|H ≤ ‖T‖L(B) |x|H .

Demostración. Por ser T un operador B-acotado, se tiene:

|Tx|B ≤ ‖T‖L(B) |x|B .

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ‖T‖L(B) = 1, y que |x|B = 1. Deseamos probar que |Tx|H ≤ 1.
Por el Lema 2.1.4, tenemos que, para cada entero positivo n:

|Tx|H ≤ |T
nx|1/nH .

En consecuencia:
|Tx|H ≤ ĺım inf

n→∞
|Tnx|1/nH .

Por la hipótesis de inclusión continua, y por ser T un operador acotado, resulta:

|Tnx|2H≤ C
2
B,H |Tnx|

2
B

≤ C2
B,H‖T‖

2n
L(B) |x|

2
B

= C2
B,H |x|

2
B .

Por lo tanto:
|Tx|2H ≤ ĺım inf

n→∞
|Tnx|2/nH ≤ ĺım inf

n→∞
(C2

B,H |x|
2
B)1/n = 1.

Luego:
|Tx|2H ≤ 1,

para toda x tal que |x|H = 1, y esto prueba el teorema.

2.3.2. Teorema de Krein. Sea H un espacio de Hilbert, B ⊂ H un espacio de Banach denso en H con
norma |·|B tal que |x|H ≤ CB,H |x|B, (x ∈ B).

Entonces para cualesquiera dos operadores lineales T1, T2 : B → B que satisfacen |Tix|B ≤ Ci |x|B, (x ∈ B, i =
1, 2),

(
T1x, y

)
=
(
x, T2y

)
, (x, y ∈ B), tenemos:

|Tix|H ≤ (C1C2)1/2 |x|H , x ∈ B, i = 1, 2.

Demostración. Definamos T = T1T2, y tomemos x ∈ B. Por las hipótesis sobre T1, T2, tenemos que(
T ∗x, y

)
=
(
x, T1T2y

)
=
(
T2x, T2y

)
=
(
T1T2x, y

)
=
(
Tx, y

)
.

Esto equivale a: T ∗ = T .
Por otro lado:

|Tx|B = |T1T2x|B ≤ C1 |T2x|B ≤ C1C2 |x|B .

Luego T satisface las hipótesis del Teorema anterior, y entonces:

|T1T2x|H ≤ C1C2 |x|H .

Procediendo de modo análogo, se puede obtener que:

|T2T1x|H ≤ C1C2 |x|H .
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En consecuencia:
|T1x|2H =

(
T1x, T1x

)
=
(
x, T2T1x

)
≤ |x|H |T2T1x|H ≤ C1C2 |x|2H ,

lo cual implica que
|T1x|H ≤ (C1C2)1/2 |x|H .

De manera análoga se puede probar que:

|T2x|H ≤ (C1C2)1/2 |x|H .

Esto finaliza la prueba.

En particular, T1, T2 pueden extenderse a operadores acotados sobre H.
El resultado anterior puede generalizarse al caso de dos espacios de Hilbert distintos, como sigue a continuación:

2.3.3. Teorema de Krein (generalizado). Sean H1,H2, dos espacios de Hilbert, con productos internos
respectivos

(
·, ·
)

H1
y
(
·, ·
)

H2
, y normas |·|H1

y |·|H2
. Sean B1,B2, dos espacios de Banach tales que:

Bi ⊂ Hi, i = 1, 2,

Bi es denso en Hi, i = 1, 2,

|xi|Hi ≤ Ci |xi|Bi , para todo xi ∈ Bi.
Sean T1 : B1 → B2, T2 : B2 → B1 operadores lineales que satisfacen:

|T1x1|B2
≤ C1 |x1|B1

,

|T2x2|B1
≤ C2 |x2|B2

,(
T1x1, x2

)
H2

=
(
x1, T2x2

)
H1

, (todo xi ∈ Bi, i = 1, 2).

Entonces

|T1x1|H2
≤ (C1C2)1/2 |x1|H1

, (todo x1 ∈ B1)

|T2x2|H1
≤ (C1C2)1/2 |x2|H2

, (todo x2 ∈ B2).

Demostración. Sean x1, x
′
1 ∈ B1 y x2, x

′
2 ∈ B2. El operador T2T1 : B1 → B1 satisface que(

T2T1x1, x
′
1

)
H1

=
(
T1x1, T1x

′
1

)
H2

=
(
x1, T2T1x

′
1

)
H1
,

por lo tanto (T2T1)∗ = T2T1.
Por otra parte:

|T2T1x1|B1
≤ C2 |T1x1|B2

≤ C2C1 |x1|B1
.

Luego, por el teorema previo, tenemos que:

|T2T1x1|H1
≤ C1C2 |x1|H1

.

Podemos proceder de la misma manera con el operador T1T2 : B2 → B2, obteniendo que (T1T2)∗ = T1T2 y

|T1T2x2|H2
≤ C1C2 |x2|H2

.

Ahora deducimos que:

|T1x1|2H2
=
(
T1x1, T1x1

)
H2

=
(
x1, T2T1x1

)
H1

≤ |x1|H1
|T2T1x1|H1

≤ C1C2 |x1|H1
|x1|H1

= C1C2 |x1|2H1
.

Por lo tanto, para todo x1 ∈ H1:
|T1x1|H2

≤ (C1C2)1/2 |x1|H1
.

De manera análoga se puede probar que para todo x2 ∈ H2:

|T2x2|H1
≤ (C1C2)1/2 |x2|H2

.
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2.4. Espacios de Tipo Homogéneo

2.4.1. Definiciones. Sean X un conjunto no vaćıo, d una casi-distancia en X, o sea, una función d : X× X →
R, y k > 0 una constante tal que:

d(x, x) = 0,(2.4.1.1)
d(x, y) = d(y, x),(2.4.1.2)
d(x, z) ≤ k[d(x, y) + d(y, z)],(2.4.1.3)

para todo x, y, z ∈ X. La constante k es independiente de x, y, z.
Se dice que (X, d, k) es un espacio casi métrico.
Una d-bola en X es un conjunto de la forma

(2.4.1.4) Bdr (x) = {y ∈ X|d(x, y) < r}.

SeaM una σ-álgebra que contiene a las d-bolas. Sea µ una medida en X cuya σ-álgebra de conjuntos medibles
es M.

Supongamos además que se tienen las siguientes propiedades:
• Existe a ≥ 1 tal que para toda d-bola se satisface la relación:

(2.4.1.5) µ(Bd2r(x)) ≤ aµ(Bdr (x)).

• Propiedad de Normalidad: Existen constantes positivas A1 y A2 tales que

(2.4.1.6) A1r ≤ µ(Bdr (x)) ≤ A2r,

para todo x ∈ X y todo r > 0.
• Existen un número 0 < θ ≤ 1 y una constante C > 0 tal que:

(2.4.1.7) |d(x, y)− d(x′, y)| ≤ Cr1−θd(x, x′)θ,

para todo x, x′, y ∈ X, r > 0, d(x, y) < r, d(x′, y) < r.
• Supondremos además que X es no acotado (se puede probar que µ(X) =∞).
• Supondremos que µ es no atómica, es decir que, si x ∈ X, entonces µ(x) = 0
• También supondremos que µ es una medida regular respecto de la σ-álgebra de Borel determinada por las

bolas de la casi-métrica d.

Si se satisfacen todas esas propiedades (X, d, µ) es un espacio de tipo homogéneo, normal, regular de orden θ,
no acotado y no atómico.

Sin pérdida alguna de generalidad, podemos utilizar siempre una misma constante A que reemplace a todas las
anteriores, con tal de que satisfagan las desigualdades:

(2.4.1.8)
1
A
≤ A1 ≤ máx{k, a, C,A2} ≤ A.

2.5. Funciones Lipschitz valuadas en un espacio de Hilbert

Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo de orden θ.
Si f es una función f : X → H tal que para algún 0 < η ≤ θ satisface:

(2.5.1) sup
x,y∈X,x 6=y

|f(x)− f(y)|H ≤ Cd(x, y)η,

decimos que f es una función Lipschitz de orden η, y al ı́nfimo de tales constantes lo denotamos con |f |η,H.
Al espacio de estas funciones lo indicamos con Λη(X,H).
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Dada una bola B en X, al espacio de funciones Lipschitz de orden η con soporte en B valuadas en H lo
denotamos Λη(B,H).

La norma Lipschitz de orden η de f ∈ Λη(B,H) está dada por

(2.5.2) ‖f‖η,H = ‖f‖∞,H + |f |η,H .

Definimos el espacio de funciones Lipschitz de orden η con soporte compacto, como la unión

(2.5.3) Λη0(X,H) =
⋃

B d-bola en X

Λη(B,H).

La topoloǵıa del espacio Λη0(X,H) será el ĺımite inductivo de las topoloǵıas de Λη(B,H) definidas sobre cada
bola B de X.

Al espacio de funcionales lineales continuos sobre Λη0(X,H) lo denotamos por Λη0(X,H)′.

Consideremos el espacio Λη0(X,H)0 de las funciones f ∈ Λη0(X,H) que tienen integral nula:∫
f = 0H,

en donde 0H denota el vector nulo en el espacio de Hilbert H.

Cuando H sea el conjunto de números complejos, expresamente la omitiremos en la notación de todas las
definiciones precedentes.

2.6. Aproximación a la Identidad en Espacios de Tipo Homogéneo

2.6.1. Teorema. EN [MST] se prueba que en un espacio de tipo homogéneo que satisface las propiedades de
la sección 2.4, existe una aproximación a la identidad en X, o sea, una función ρ de X ×X × (0,∞) en [0,∞)
que satisface lo siguiente: existe una constante c > 0 tal que, para cada t > 0 y 0 < β ≤ θ,

sop ρ(·, ·, t) ⊂ {(x, y) ∈ X ×X : d(x, y) < ct}, (todo t > 0)(2.6.1.a)

sup{ρ(x, y, t) : x, y ∈ X} ≤ ct−1(2.6.1.b)
ρ(x, y, t) = ρ(y, x, t)(2.6.1.c)

|ρ(x, y, t)− ρ(x′, y, t)| ≤ ct−β−1d(x, x′)β , (todo x, x′, y ∈ X)(2.6.1.d)

|ρ(x, y, t)− ρ(x, y′, t)| ≤ ct−β−1d(y, y′)β , (todo x, y, y′ ∈ X)(2.6.1.e) ∫
ρ(x, y, t)dµ(y) = 1 (todo x ∈ X, t > 0)(2.6.1.f) ∫
ρ(x, y, t)dµ(x) = 1 (todo y ∈ X, t > 0)(2.6.1.h)

Se puede probar además (ver [DJS]) que vale la siguiente propiedad de suavidad:

(2.6.1.i) |(ρ(x, y, t)− ρ(x, y′, t))− (ρ(x′, y, t)− ρ(x′, y′, t))|
≤ ct−1−2βd(x, x′)βd(y, y′)β , (todo x, x′, y, y′ ∈ X).

2.6.2. Dada f ∈ Λβ0 (X), definimos para cada t > 0:

ft(x) =
∫
ρ(x, y, t)f(y)dµ(y),

y hacemos una definición completamente análoga para g ∈ Λβ0 (X,H).
Definimos, para f ∈ Λβ0 (X):

Sjf(x) = f2j (x),
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y para g ∈ Λβ0 (X,H):
S̃jg(x) = g2j (x).

Por otro lado, denotamos ∆j = Sj − Sj−1 y ∆̃j = S̃j − S̃j−1.

Observamos que los operadores Sj y S̃j son autoadjuntos. Esto significa, por ejemplo, que si g1 ∈ Λβ0 (X,H),
g2 ∈ Λβ0 (X,H), entonces: 〈

S̃jg1, g2

〉
=
〈
g1, S̃jg2

〉
.

Esto es directo, debido a (2.6.1.c), y a la definición de
〈
., .
〉
:〈

S̃jg1, g2

〉
=
∫ (

S̃jg1(x), g2(x)
)

H
dµ(x)

=
∫ ([∫

ρ(x, y, 2j)g1(y)dµ(y)
]
, g2(x)

)
H
dµ(x)

(La integral de Böchner respecto y conmuta con el operador lineal
(
·, g2(x)

)
H:)

=
∫∫ (

ρ(x, y, 2j)g1(y), g2(x)
)

H
dµ(y)dµ(x)

(Teorema de Fubini y propiedad (2.6.1.c):)

=
∫∫ (

ρ(y, x, 2j)g1(y), g2(x)
)

H
dµ(x)dµ(y)

=
〈
g1, S̃jg2

〉
.

2.6.3. Teorema de Aproximación. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo de orden θ. Dada g ∈
Λβ0 (X,H), 0 < β ≤ θ, soportada en Br(x0), se tiene que para cada t > 0 las funciones gt satisfacen:

(a) sop(gt) ⊂ Br̃(t)(x0), si t < r; donde r̃(t) = r + C ′′r1−θtθ.

(b) |gt(x)− gt(x′)|H ≤ C ′′t−(1+θ)µ(Br(x0))1+βd(x, x′)θ.

(c) |(gt(x)− g(x))− (gt(x′)− g(x′))|H ≤ C(t)d(x, x′)β , donde ĺımt→ 0 C(t) = 0.

Demostración. Esto se obtiene mediante una generalización directa de [MST, Lema 1.20], reemplazando |.| por
|.|H.

2.6.4. Corolario. En las condiciones del Teorema anterior, tenemos que

ĺım
t→ 0
‖gt − g‖β,H = 0.

Demostración. Por la parte (c) del Teorema precedente, se deduce que:

ĺım
t→ 0
|gt − g|β,H = 0.

Por otra parte, tenemos que:

|gt(x)− g(x)|H =
∣∣∣∣∫ ρ(x, y, t)(g(y)− g(x)) dµ(y)

∣∣∣∣
H

≤
∫
ρ(x, y, t) |(g(y)− g(x))|H dµ(y)

≤
∫
ρ(x, y, t) |g|β,H d(x, y)β dµ(y)
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(Usando 2.6.1.a: )

≤
∫
d(x,y)<ct

ρ(x, y, t) |g|β,H (ct)β dµ(y)

(Usando 2.6.1.b: )

≤ |g|β,H (ct)β µ(Bct(x))ct−1

(Usando normalidad de la medida:)

≤ C |g|β,H t
β .

Tenemos entonces que:
‖gt − g‖∞,H ≤ Ct

β ,

lo cual tiende a 0 cuando t tiende a 0.
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Caṕıtulo 3

El Teorema T1 en un espacio de tipo homogéneo a valores en un
espacio de Hilbert

3.1. Operadores de Calderón-Zygmund generalizados

Sea (X, d, µ) un espacio de Tipo Homogéneo Normal de orden θ, no atómico.
Denotaremos con ∆ a la diagonal en X ×X.

3.1.1. Definición. Una función continua K : X ×X \∆ → H es un núcleo estándar (con valores en H) si
existe un exponente δ ∈ (0, θ], y una constante positiva CK que sólo depende de K, tal que:

(K1) |K(x, y)|H ≤ CK
1

d(x, y)
,

para todo x, y ∈ X.

(K2) |K(x, y)−K(x′, y)|H + |K(y, x)−K(y, x′)|H ≤ CK
d(x, x′)δ

d(x, y)1+δ
,

para todo x, x′, y ∈ X tal que d(x, x′) ≤ d(x, y)/2A.

3.1.2. Dado un espacio de Hilbert H y un número 0 < β ≤ δ, consideremos un operador continuo T :
Λβ0 (X)→ Λβ0 (X,H)′ asociado a un núcleo estándar K, de la siguiente manera: Dadas f ∈ Λβ0 (X) y g ∈ Λβ0 (X,H),
con soportes disjuntos vale:

(3.1.2.a)
〈
Tf, g

〉
=
∫∫ (

K(x, y), g(x)
)

H f(y)dµ(x)dµ(y).

Aqúı
(
., .
)

H es el producto interno en H.
Si T puede extenderse a un operador acotado de L2

µ(X) en L2
µ(X,H), entonces decimos que T es un operador

de Calderón-Zygmund en el espacio de Hilbert H.

3.1.3. El adjunto de T es el operador T ∗ tal que para G ∈ Λβ0 (X,H) y F ∈ Λβ0 (X) está dado por:〈
T ∗G,F

〉
=
〈
TF,G

〉
.

El operador T ∗ tiene asociado el núcleo estándar K(y, x).

3.1.4. Definición. Decimos que T satisface la Propiedad de Acotación Débil, si existe una constante
positiva CT que sólo depende del operador T , tal que:∣∣〈Tf, g〉∣∣ ≤ CT µ(B)1+2β‖f‖β‖g‖β,H,

para cualquier bola prefijada B en X, y cualesquiera funciones f ∈ Λβ0 (X), g ∈ Λβ0 (X,H), con soporte en B.
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En particular, si f1, f2 ∈ Λβ0 (X) tienen soporte en la d-bola B, y si v es un vector fijo en H, resulta que f2v es
una función del espacio Λβ0 (X,H), y tenemos entonces que:∣∣〈Tf1, f2v

〉∣∣ ≤ CT µ(B)1+2β‖f1‖β‖f2‖β |v|H .

3.1.5. Observación. Si β′ ≥ β, β′ ≤ δ, se puede probar fácilmente que T sastisface la Propiedad de Acotación
Débil respecto al exponente β′. También T se extiende a un operador lineal continuo de Λβ

′

0 (X) en Λβ
′

0 (X,H), porque
se tienen las inclusiones continuas Λβ

′

0 (X) ⊂ Λβ0 (X) y Λβ
′

0 (X,H) ⊂ Λβ0 (X,H), si β′ ≥ β.

3.1.6. Convención. Sin pérdida de generalidad, supondremos en lo sucesivo que CK = CT .

3.2. Extensión de los Operadores

A continuación haremos extensiones de los operadores T y T ∗ a funciones acotadas. Notemos que aún en el
ejemplo más elemental de integral singular, como es el caso de la transformada de Hilbert en la recta real, hay
problemas al intentar hacer una tal extensión.

En ese caso, se hace necesario llevar a cabo un procedimiento adecuado, habitual en estos casos, con el fin de
asegurarse que la extensión realizada está bien definida.

3.2.1. Proposición. Si T : Λβ0 (X)→ (Λβ0 (X,H))′ es un operador lineal continuo que está asociado a un núcleo
estándar K (con valores en H) . Entonces T se puede extender a un operador T̃ : (Λβ(X)∩L∞µ (X))→ (Λβ0 (X,H)0)′.

Demostración. Sea f ∈ Λβ(X)∩L∞(X). Definimos la acción de T sobre f , como una distribución actuando sobre
elementos de Λβ0 (X,H)0. Tomemos g ∈ Λβ0 (X,H)0, elijamos x0 ∈ sop(g) y R > 0 tal que sop(g) ⊂ BR(x0).

Sea ξ ∈ Λθ0(X) tal que ξ(y) ≡ 1 en B2AR(x0), ξ(y) ≡ 0 en X \B4A2R(x0), y 0 ≤ ξ(y) ≤ 1 en otro caso.
Consideramos la extensión:

(3.2.1.a)
〈
Tf, g

〉
=
〈
T (fξ), g

〉
+
〈
T (f(1− ξ)), g

〉
.

El segundo término debe entenderse como:〈
T (f(1− ξ)), g

〉
=
∫∫ 〈

(K(x, y)−K(x0, y)) (1− ξ(y))f(y), g(x)
〉

H dµ(y) dµ(x)

Se puede probar que
〈
T (f(1− ξ)), g

〉
da un valor finito, luego está bien definida. Veremos esto a continuación:

En virtud de la propiedad (K2), tenemos que:∫∫ ∣∣∣((K(x, y)−K(x0, y)) (1− ξ(y))f(y), g(x)
)

H

∣∣∣ dµ(y) dµ(x)

≤
∫∫
|(K(x, y)−K(x0, y))|H |1− ξ(y)| |f(y)| |g(x)|H dµ(y) dµ(x)

(Usamos (K2) y el hecho de que f es acotada:)

≤
∫∫

C
d(x, x0)δ

d(x0, y)1+δ
‖f‖L∞µ (X) |1− ξ(y)| |g(x)|H dµ(y)dµ(x)

≤ C‖f‖L∞µ (X)

∫
X\B2AR(x0)

1
d(x0, y)1+δ

dµ(y)
∫

sop(g)

Rδ |g(x)|H dµ(x)

Integrando sobre los anillos disjuntos B2N+1AR(x0)\B2NAR(x0), y usando la normalidad de X, se puede estimar
la primera integral:∫

X\B2AR(x0)

1
d(x0, y)1+δ

dµ(y) =
∑
N>0

∫
B2N+12AR(x0)\B2N 2AR(x0)

1
d(x0, y)1+δ

dµ(y)

≤
∑
N>0

∫
B2N+12AR(x0)\B2N 2AR(x0)

1
(2N2AR)1+δ

dµ(y)

≤
∑
N>0

Cµ(B2N+12AR(x0) \B2N2AR(x0))
1

(2N2AR)1+δ
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(Usamos duplicación de la medida:)

≤
∑
N>0

C2N2AR(2A− 1))
1

(2N2AR)1+δ

≤ CR
∑

2−Nδ
1

R1+δ

≤ C 1
Rδ

Por otro lado: ∫
sop(g)

|g(x)|H dµ(x) ≤ C‖g‖L∞(X,H)µ(sop(g))

Luego la expresión
〈
T (f(1− ξ)), g

〉
está acotada, y eso significa que es finita, luego bien definida.

Más aún, toda la expresión está acotada por

C‖f‖L∞(X)‖g‖L∞(X,H)µ(sop(g)).

Debemos ver que la definición de
〈
Tf, g

〉
no depende de la elección del punto x0 ni de la función ξ. Para ello,

tomemos x1, x2 ∈ sop(g), y sean ξ1, ξ2 un par de funciones en Λβ0 (X) tales que valen 1 en las respectivas bolas
B1 = B2AR1(x1), B2 = B2AR2(x2), donde R1, R2 son radios lo bastante grandes como para que las bolas contengan
al soporte de g. Calculamos:∫∫ (

(K(x, y)−K(x1, y))(f(y)(1− ξ1(y))), g(x)
)

H
dµ(y)dµ(x)

−
∫∫ (

(K(x, y)−K(x2, y))(f(y)(1− ξ2(y))), g(x)
)

H
dµ(y)dµ(x)

(como las dos integrales dobles son absolutamente convergentes, se pueden agrupar:)

=
∫∫ (

− (K(x1, y)(1− ξ1(y))−K(x2, y)(1− ξ2(y)))f(y), g(x)
)

H
dµ(y)dµ(x)

(como X es espacio de medida σ-finito, se puede además cambiar el orden de integración:)

=
∫∫ (

− (K(x1, y)(1− ξ1(y))−K(x2, y)(1− ξ2(y)))f(y), g(x)
)

H
dµ(x)dµ(y)

(la integral de Böchner conmuta con operadores lineales continuos, en este caso con
(
., .
)

H:)

=
∫ (

− (K(x1, y)(1− ξ1(y))−K(x2, y)(1− ξ2(y)))f(y),
∫
g(x)dµ(x)

)
H
dµ(y)

(g tiene integral 0H:)

= 0.

3.2.2. Proposición. Sea T : Λβ0 (X)→ (Λβ0 (X,H))′ un operador lineal continuo que está asociado a un núcleo
estándar K (con valores en H), y que satisface la propiedad de acotación débil. Sea T ∗ el adjunto de T . Entonces
T ∗ se puede extender a un operador T̃ ∗ : Λβ(X,H) ∩ L∞µ (X,H)→ (Λβ0 (X)0)′.
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Demostración. Omitimos la prueba, por ser similar al caso anterior, dándole sentido a la descomposición:

(3.2.2.a)
〈
T ∗g, f

〉
=
〈
T ∗(gξ), f

〉
+
〈
T ∗(g(1− ξ)), f

〉
,

igual que como se hizo antes, siendo ξ una función de valores escalares.

3.2.3. En lo que sigue, a los operadores extendidos T̃ y T̃ ∗ los seguiremos escribiendo como T y T ∗,
respectivamente, quedando claro en cada caso el significado correcto. La función f ≡ 1 es un elemento de Λβ0 (X)∩
L∞µ (X), y por lo tanto tiene sentido el objeto T1 como un elemento del espacio dual (Λβ0 (X,H)0)′. Asimismo, para
cada vector constante h ∈ H, tenemos que T ∗h es un elemento de (Λβ0 (X)0)′.

3.3. Enunciado del Teorema T1 = 0 en un espacio de tipo homogéneo a valores en
un espacio de Hilbert

Estamos en condiciones de enunciar el resultado principal de este caṕıtulo. El Teorema T1 = 0:

3.3.1. Teorema. Si T : Λβ0 (X)→ (Λβ0 (X,H))′ es un operador lineal continuo que está asociado a un núcleo
estándar K (con valores en H), satisface la propiedad de acotación débil, y además

T1 = 0H

y para cada vector constante h ∈ H vale
T ∗h = 0,

entonces T se extiende a un operador acotado de L2
µ(X) en L2

µ(X,H).

Demostración. Para cada entero positivo N , sea

RN =
N∑
−N

(S̃jT∆j + ∆̃jTSj − ∆̃jT∆j).

Veremos que para todas las funciones f ∈ Λβ0 (X), g ∈ Λβ0 (X,H), se tiene:

ĺım
N→∞

〈
RNf, g

〉
=
〈
Tf, g

〉
.

En efecto, es fácil ver que:
RN = S̃−NTS−N − S̃N+1TSN+1

Además S−Nf→ f en Λβ0 (X) y también S̃−Ng→ g en Λβ0 (X,H) (ver Corolario 2.6.4).
Por hipótesis, T es continuo de Λβ0 (X) en Λβ0 (X,H)′, luego:

ĺım
N→∞

〈
S̃−NTS−Nf, g

〉
= ĺım
N→∞

〈
TS−Nf, S̃−Ng

〉
=
〈
Tf, g

〉
.

Necesitamos probar que
ĺım

N→∞

〈
S̃NTSNf, g

〉
= 0.

Para cada β, 0 < β ≤ θ, se tiene que SNf→ 0 en la topoloǵıa de Λβ0 (X). Más precisamente, tenemos que:

|SNf(x)| ≤ c2−N‖f‖L1 ,

por (2.6.1.b), lo cual implica que ‖SNf‖L∞ tiende a 0 cuando N tiende a ∞. Y además:∣∣∣∣SNf(x)− SNf(x′)
d(x, x′)β

∣∣∣∣ ≤ c2−N(1+β)‖f‖L1 ,

por (2.6.1.d), lo cual prueba que ‖SNf‖Λβ0 (X) tiende a 0 cuando N tiende a ∞.

De manera análoga se prueba que S̃Ng tiende a 0 en Λβ0 (X,H) cuando N tiende a ∞.
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Como T es continuo, resulta que

ĺım
N→∞

〈
S̃NTSNf, g

〉
= ĺım
N→∞

〈
T (SNf), S̃Ng

〉
= 0.

Denotamos a los operadores

(*) Tj = S̃jT∆j + ∆̃jTSj + ∆̃jT∆j ,

para cada entero j.

Afirmación: Los operadores compuestos T ∗j Tk son lineales y acotados (en norma de operador) de L2
µ(X,H) en

L2
µ(X,H), los operadores compuestos TjT ∗k son lineales y acotados de L2

µ(X) en L2
µ(X), y las respectivas normas

de operador están acotadas por C2|j−k|β/2.

La prueba de esa afirmación será el tema de lo que resta del caṕıtulo.

Suponiéndola cierta, podemos ahora recurrir al Lema de Cotlar con los espacios de Hilbert L2
µ(X) y L2

µ(X,H),
para obtener que cada RN es un operador acotado de L2

µ(X) en L2
µ(X,H).

La norma ‖RN‖L(L2
µ(X),L2

µ(X,H)) está uniformemente acotada en el ı́ndice N . Ese hecho implica que hay alguna
subsucesión de {RN}N , digamos {RNm}m, tal que RNm converge a algún operador T 0 que es acotado de L2

µ(X)
en L2

µ(X,H). En particular RNm→T 0 débilmente.
Pero como RNm→T débilmente, la unicidad del ĺımite implica que T 0 = T , lo cual prueba el Teorema.

Resta probar la Afirmación contenida en el Teorema precedente, la cual enunciamos como la siguiente:

3.3.2. Proposición. Sea Tj el operador definido en (*). Entonces, para todo par de enteros j, k se tiene que:

• T ∗j Tk es un operador lineal acotado (en norma de operador) de L2
µ(X,H) en L2

µ(X,H),

• TjT ∗k es un operador lineal acotado de L2
µ(X) en L2

µ(X), y
• las respectivas normas de operador están acotadas por C2|j−k|β/2.

Demostración. La prueba se da a través de los resultados de las secciones siguientes.

3.4. Lemas de continuidad respecto integral de Böchner

Consideremos uno de los operadores Tj = S̃jT∆j = S̃jTSj − S̃jTSj−1, con j fijo.

Nuestro primer objetivo es probar resultados de continuidad respecto integración de Bochner.
Deseamos probar el siguiente:

3.4.1. Lema. Sea j un entero fijo. Entonces:〈
S̃jTSjf, g

〉
=
∫∫ 〈

Tρ(·, y, 2j)f(y), ρ(·, x, 2j)g(x)
〉
dµ(y)dµ(x)

=
∫∫ 〈

Tρ(·, y, 2j)f(y), ρ(·, x, 2j)g(x)
〉
dµ(x)dµ(y).

Demostración. Consideremos la aproximación a la identidad ρ del caṕıtulo precedente, y denotemos, por brevedad:

Φ(x, y) = ρ(x, y, 2−j)

Consideremos un punto prefijado x0 ∈ X.
Sean F ∈ Λβ0 (X), G ∈ Λβ0 (X,H), ambas con soporte en la bola BdR1

(x0) (R1 > 0).
Por (2.6.1.a) sabemos que sop(Φ) ⊂ {(x, y) : d(x, y) < c2j+1}.
Denotemos R = A(R1 + c2j+1), B = BdR(x0) (la clausura de la bola en X).
Tenemos que Φ(x, y)F (y) = 0 siempre que sop(Φ(x, ·)) ∩ sop(F ) = ∅.
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Esto ocurre cuando d(x, x0) ≥ R, pues sop(Φ(x, ·)) ∩ sop(F ) ⊂ B.
El conjunto C0[B] de funciones continuas con soporte compacto en B, es un espacio de Banach con la norma

del supremo (topoloǵıa de la convergencia uniforme).
Consideremos la función H : X → C0[B] dada por:

H[y](·) = Φ(·, y)F (y).

Vemos que para cada y ∈ X fijo, H[y] ∈ C0[B], pues por un lado sop(H[y]) ⊂ B, y por otro lado H[y] es función
continua (para cada ı́ndice fijo y ∈ X).

Además, yk→ y (en X) implica que H[yk]⇒ H[y] (o sea, en la topoloǵıa uniforme de C0[B]).
Por lo tanto H es función continua de la variable y.
Como H es continua, resulta ser medible Böchner respecto el espacio de Banach C0[B].
Además, si |·|u denota la norma del máximo:∫

|H[y]|u dµ(y) =
∫
‖H[y](·)‖L∞µ (X)dµ(y)

=
∫
‖Φ(·, y)‖L∞µ (X) |F (y)| dµ(y)

≤ ‖Φ(·, ·)‖L∞µ (X×X)‖F‖L1
µ(X) <∞

Por lo tanto H es integrable en el sentido de Böchner en C0[B].
Luego, para un operador lineal continuo ` : C0[B]→ C, el Teorema de Hille (ver 2.2.1) implica que:∫

`(H[y])dµ(y) = `

(∫
H[y]dµ(y)

)
,

Consideremos el operador
`(h) =

〈
Th,G

〉
.

Para h ∈ Λβ0 (B) ⊂ C0(B), tenemos que `(h) está bien definido, y claramente es lineal.
Si hk→h en Λβ0 (B), ocurre en particular `(hk)→ `(h). De manera que ` es un funcional lineal continuo del

espacio Λβ0 (B).
Como Λβ0 (B) está incluido densamente en C0[B], se puede extender ` de forma continua a C0[B].
Por lo tanto: ∫ 〈

TH[y], G
〉
dµ(y) =

〈
T

∫
H[y]dµ(y), G

〉
.

Pero entonces:〈
T

(∫
Φ(·, y)F (y)dµ(y)

)
, G

〉
=
〈
T

∫
H[y]dµ(y), G

〉
=
∫ 〈

TΦ(·, y), G
〉
F (y)dµ(y).

Reemplazando Φ por su definición, y tomando F = f , la última igualdad toma esta forma:〈
T (Sjf), G

〉
=
〈
T

(∫
ρ(·, y, 2j)f(y)dµ(y)

)
, G

〉
=
∫ 〈

Tρ(·, y, 2j), G
〉
f(y)dµ(y).

Igual que antes, C0[B,H] (el espacio de funciones continuas H-valuadas, de soporte contenido en B) es un espacio
de Banach. Definimos:

H̃[x] = Φ(·, x)g(x),

y estudiamos el funcional
˜̀(h) =

〈
TΦ(·, y), hg

〉
.

Se podrá probar, de manera similar a como hicimos antes, que:〈
TΦ(·, y),

∫
Φ(·, x)g(x)dµ(x)

〉
=
∫ 〈

TΦ(·, y),Φ(·, x)g(x)
〉
dµ(x).
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Si aplicamos todo esto, y tomamos G = S̃jg, obtenemos:

(3.4.1.a)
〈
S̃jTSjf, g

〉
=
〈
TSjf, S̃jg

〉
=
∫∫ 〈

Tρ(·, y, 2j)f(y), ρ(·, x, 2j)g(x)
〉
dµ(x)dµ(y).

También hemos visto que las aplicaciones:

y → ρ(·, y, 2j)f(y)

x→ ρ(·, x, 2j)g(x)

son funciones (a valores en un espacio de funciones) con soporte compacto.
Luego la función de dos variables:

(x, y)→
〈
Tρ(·, y, 2j)f(y), ρ(·, x, 2j)g(x)

〉
tiene soporte compacto.

Tenemos además que la familia de funciones:

{ρ(·, y, 2j)f(y)}y∈X × {ρ(·, x, 2j)g(x)}x∈X

se mueve en un conjunto acotado de Λβ0 (X)× Λβ0 (X,H) (esto vale con el ı́ndice j fijo).
Por lo tanto, por la Propiedad de Acotación Débil, la integral (3.4.1.a) es absolutamente convergente. De ese

modo, vale la regla de Fubini para dicha integral, y el orden de integración en x, y no es relevante.
Esto culmina la prueba del Lema.

3.4.2. Expresión de los Núcleos asociados al operador Tj.
Sean x, y fijos. Consideremos el funcional

l(v) =
〈
Tρ(·, y, 2j), ρ(·, x, 2j)v

〉
, v ∈ H.

Tenemos que:
l(s v + w) = s l(v) + l(w)

para vectores cualesquiera v, w ∈ H y cualquier escalar s.
Además, por la Propiedad de Acotación Débil tenemos:

|l(v)| =
∣∣〈Tρ(·, y, 2j), ρ(·, x, 2j)v

〉∣∣ ≤ Cx,y,j |v|H <∞

Como la constante Cx,y,j no depende de v, es claro que l es un funcional lineal continuo sobre H. Por el Teorema
de Representación de Riesz, existe un elemento ξ ∈ H de manera que

l(v) =
(
ξ, v
)

H

para todo v ∈ H.
Entonces tenemos la siguiente igualdad:〈

Tρ(·, y, 2j), ρ(·, x, 2j)v
〉

=
(
ξ, v
)

H .

todo v ∈ H.

Un resultado análogo al Lema 3.4.1 permite afirmar que(
S̃jTSj−1f, g

)
=
∫∫ 〈

Tρ(·, y, 2j−1)f(y), ρ(·, x, 2j)g(x)
〉
dµ(x)dµ(y).

y es posible además cambiar el orden de integración en las variables x, y.
Usando un razonamiento similar al de antes, podemos hallar un vector ξ′ ∈ H de manera que〈

Tρ(·, y, 2j−1), ρ(·, x, 2j)v
〉

=
(
ξ′, v

)
H .
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todo v ∈ H.

Al vector ξ − ξ′ (que depende de x, y y de j) lo denotaremos por κj(x, y).
Escribimos, pues, la igualdad:(

κj(x, y), v
)

H
=
(

(Tρ(·, y, 2j)− Tρ(·, y, 2j−1)), ρ(·, x, 2j) v
)

=
〈
T (ρ(·, y, 2j)− ρ(·, y, 2j−1)), ρ(·, x, 2j) v

〉
,

todo v ∈ H.

En las secciones siguientes analizamos el operador Tj = S̃jT∆j . Podemos escribir para este operador, la igualdad
siguiente: 〈

Tjf, g
〉

=
∫∫ 〈

(Tρ(·, y, 2j)− Tρ(·, y, 2j−1))f(y), ρ(·, x, 2j)g(x)
〉
dµ(x)dµ(y)

=
∫∫ (

κj(x, y)f(y), g(x)
)

H
dµ(x)dµ(y),

y diremos que κj(x, y) (considerado como función de x, y) es el núcleo del operador Tj .
En lo sucesivo investigaremos las propiedades de este núcleo.

3.5. Cotas para los núcleos de los operadores involucrados en el paraproducto.

Recordemos que, como δ ≥ β, vale la Propiedad de Acotación Débil respecto el exponente δ.
Usaremos la notación

p(r) = (1 + r)−(1+δ). pj(r) = 2−jp(2−jr).

También definimos
ψ(x, y, t) = ρ(x, y, t)− ρ(x, y, t/2).

3.5.1. Proposición. Para todo vector constante v ∈ H:∣∣(κj(x, y), v
)

H

∣∣ ≤ Cpj(d(x, y)) |v|H .

La constante C es igual a CT c̃, donde CT depende de T y su núcleo K, y c̃ es una constante geométrica, que no
depende del operador T ni de j.

Demostración. Primero supongamos que d(x, y) ≤ c 10A2j , donde c es la constante que aparece en (2.6.1.a).
Estimamos: ∣∣∣(κj(x, y), v

)
H

∣∣∣ =
∣∣∣∣〈Tψ(·, y, 2j), ρ(x, ·, 2j) v

|v|H

〉∣∣∣∣ |v|H
(Usamos Prop. de Acot. Débil aplicada al valor β′ = δ, junto con (2.6.1.d) y (2.6.1.e):)

≤ CT (2j)1+2δc2(2j)2(−1−δ) |v|H
≤ CT c22−j |v|H
≤ CT c̃ pj(d(x, y)) |v|H

donde c̃ no depende de j, sino sólo de las constantes geométricas del espacio, y hemos usado las relaciones siguientes:

2−j =
(1 + c10A)1+δ

(1 + c10A)1+δ
2−j

≤ (1 + c10A)1+δpj(d(x, y)),

pues pj es función decreciente, y además d(x, y) < c 10A2j por hipótesis.
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Ahora supongamos que d(x, y) ≥ c10A2j .
Entonces ρ(x, ·, 2j) y ψ(·, y, 2j) tienen soportes disjuntos. En efecto, si z fuese un punto en el soporte de ambas,

en particular, tendŕıamos z ∈ (Bc2j (x)) ∩ (Bc2j (y)), con lo cual

d(x, y) ≤ A(d(z, x) + d(z, y)) ≤ c2A2j < c10A 2j ,

contra lo supuesto.
Luego, para un vector genérico v ∈ H:(

κj(x, y), v
)

H
=
〈
Tψ(·, y, 2j), ρ(x, ·, 2j) v

〉
=
∫∫ (

K(ξ, ζ)ψ(ζ, y, 2j), ρ(x, ξ, 2j) v
)

H
dµ(ζ)dµ(ξ)

−
∫∫ (

K(ξ, y), ρ(x, ξ, 2j) v
)

H︸ ︷︷ ︸
constante respecto de ζ

ψ(ζ, y, 2j)dµ(ζ)dµ(ξ)

La última integral doble es 0 pues
∫
ψ(·, y, 2j)dµ = 0 (usar definición de ψ y (2.6.1.h)).

Deseamos probar que d(x, y) ≈ d(ξ, y) en los puntos (ξ, ζ) del soporte de la función que estamos considerando
bajo el signo de integral doble.

Observando los soportes de ρ(x, ·, 2j) y ψ(·, y, 2j), vale que d(x, ξ) ≤ c2j , d(ζ, y) ≤ c2j (ambos son menores que
d(x, y)/10A). Además d(ξ, y) ≤ A(d(ξ, x) + d(x, y)) ≤ 3cAd(x, y).

Por otra parte d(ξ, y) > c7d(ξ, x), porque si no, d(x, y) ≤ A(d(x, ξ) + d(ξ, y)) ≤ c(1 + 7)Ad(ξ, x) < c10A2j ,
contra lo supuesto.

Ahora tenemos d(x, y) ≤ A(d(x, ξ) + d(ξ, y)) < A( 1
7c + 1)d(ξ, y).

Por lo tanto d(x, y) ≈ d(ξ, y), como queŕıamos.
Esto junto a (K2) nos da ahora que:∣∣∣(κj(x, y), v

)
H

∣∣∣ ≤ ∫∫ |K(ξ, ζ)−K(ξ, y)|H
∣∣ρ(x, ξ, 2j)

∣∣ |v|H ∣∣ψ(ζ, y, 2j)
∣∣ dµ(ξ)dµ(ζ)

(por desigualdad de Cauchy-Schwartz en H)

(Usamos (2.6.1.b):)

≤ CK |v|H
∫∫

sop(ρ(x,·,2j))×sop(ψ(·,y,2j))

d(ζ, y)δ

d(ξ, y)1+δ
c2−jc(2−j + 2−j+1)dµ(ξ)dµ(ζ)

≤ CK3c22−2j |v|H
∫∫

sop(ρ(x,·,2j))×sop(ψ(·,y,2j))

2jδ

( 1
7c + 1)Ad(x, y)1+δ

dµ(ξ)dµ(ζ)

(Aplicamos (2.4.1.6):)

≤ CK c̃
2jδ

d(x, y)1+δ
|v|H

≤ CK c̃ pj(d(x, y)) |v|H

donde c̃ denota una constante geométrica (depende sólo de las constantes del espacio X).

3.5.2. Proposición. Para cada entero j, el núcleo κj(x, y) es integrable en cada una de las variables x, y.

Demostración. Por la proposición 3.5.1, basta probar que pj(d(x, y)) es integrable en cada una de las variables x, y.
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∫
pj(d(x, y))dµ(y) = 2−j

∫
1

(1 + 2−jd(x, y))1+δ
dµ(y)

≤ 2−j
(∫

d(x,y)<2j
1dµ(y) +

∞∑
n=0

∫
2n2j≤d(x,y)<2n+12j

2−(1+δ)(n+j)dµ(y)

)

≤ 2−j
(
µ(B2j (x)) +

∞∑
n=0

µ(B2n+1+j )2−(1+δ)(n+j)

)
≤ C + C2−(1+δ)j <∞.

La integración respecto a la variable x se hace de igual modo.

3.5.3. Definición. Para cada x, u, y ∈ X y cada t > 0, escribimos

σx(u, y, t) = ρ(x, y, t)− ρ(u, y, t).

3.5.4. Proposición. Supongamos que x,w, y, u son puntos de X, tales que d(x,w) < 2j , d(x, u) < bd(x,w),
d(w, u) < bd(x,w), donde b es una constante mayor que 1, independiente de x,w, u y de j.

Entonces, para todo vector constante v ∈ H:∣∣〈Tψ(·, y, 2j), σx(u, ·, 2j) v
〉∣∣ ≤ Cpj(d(u, y))2−jδd(x, u)δ |v|H .

La constante C es igual a CT c̃, donde CT depende sólo de T , y c̃ es una constante geométrica, que no depende del
operador T ni de j.

Demostración. Primero supongamos que d(u, y) ≤ 4bA22j .
Luego, por la Propiedad de Acotación Débil, junto a (2.6.1.d) y (2.6.1.i):∣∣∣∣〈Tψ(·, y, 2j), (σx(u, ·, 2j)) v

|v|H

〉∣∣∣∣ |v|H ≤ CT (Ab2j)1+2δc2(2j)−2−3δ)d(x, u)δ |v|H

≤ CT c̃ 2−j2−jδd(x, u)δ |v|H
≤ CT c̃ pj(d(u, y))2−jδd(x, u)δ |v|H

donde c̃ no depende de j, sino sólo de las constantes geométricas del espacio, y hemos usado que 2−j ≤ c̃ pj(d(u, y)),
en forma similar a la Proposición anterior.

Ahora supongamos que d(u, y) ≥ 4bA22j .
Entonces σx(u, ·, 2j) y ψ(·, y, 2j) tienen soportes disjuntos. En efecto, si z fuese un punto en el soporte de ambas,

en particular, tendŕıamos z ∈ (B2j (x) ∪B2j (u)) ∩ (B2j (y)), con lo cual, si d(z, u) < 2j , entonces:

d(u, y) ≤ A(d(u, z) + d(z, y)) ≤ 2A2j < 4bA22j ,

y si d(z, x) < 2j , entonces:

d(u, y) ≤ A(d(u, z) + d(z, y)) ≤ A(A(d(z, x) + d(x, u)) + d(z, y)) ≤ A(A(1 + b) + 1)2j < 4bA22j ,

pues d(x, u) < bd(x,w) < b2j , y además 1 ≤ b y 1 ≤ A.
Pero esto contradice nuestra hipótesis acerca de d(u, y).
Luego, para un vector genérico v ∈ H:〈

Tψ(·, y, 2j), σx(u, ·, 2j)v
〉

=
∫∫ (

K(ξ, ζ)ψ(ζ, y, 2j), σx(u, ξ, 2j)v
)

H
dµ(ζ)dµ(ξ)

−
∫∫ (

K(ξ, y), σx(u, ξ, 2j)v
)

H︸ ︷︷ ︸
constante respecto de ζ

ψ(ζ, y, 2j)dµ(ζ)dµ(ξ)
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La última integral doble tiene integral 0, porque
∫
ψ(·, y, 2j) = 0.

Observando los soportes de σx(u, ·, 2j) y ψ(·, y, 2j), vale que d(u, ξ) ≤ A(1 + b)2j , d(ζ, y) ≤ 2j (ambos son
menores que d(u, y)/4A2), además d(ξ, y) ≤ A(d(ξ, u) + d(u, y)) ≤ (1/2A+A)d(u, y) < (1 +A)d(u, y).

Por otra parte d(ξ, y) > 2d(ξ, u), porque si no, d(u, y) ≤ A(d(u, ξ) + d(ξ, y)) < (1 + 2)Ad(ξ, u) < 6bA22j , contra
lo supuesto.

Ahora tenemos d(u, y) ≤ A(d(u, ξ) + d(ξ, y)) < A( 1
2 + 1)d(ξ, y) = 3

2Ad(ξ, y).
De manera que d(u, y) ≈ d(ξ, y) en los puntos (ξ, ζ) del soporte de la función que estamos considerando bajo el

signo de integral doble.
Esto junto a (K2), y ya que d(y, ζ) < d(ξ, y)/2A:∣∣∣∣∫∫ ((K(ξ, ζ)−K(ξ, y))ψ(ζ, y, 2j), σx(u, ξ, 2j)v

)
H dµ(ξ)dµ(ζ)

∣∣∣∣
≤
∫∫
|K(ξ, ζ)−K(ξ, y)|H

∣∣σx(u, ξ, 2j)
∣∣ |v|H ∣∣ψ(ζ, y, 2j)

∣∣ dµ(ξ)dµ(ζ)

(Usamos (K2), (2.6.1.b) y (2.6.1.d):)

≤ CK |v|H
∫∫

sop(σx(u,·,2j))×sop(ψ(·,y,2j))

d(ζ, y)δ

d(ξ, y)1+δ
c2−j(1+δ)d(x, u)δ c(2−j + 2−j+1)dµ(ξ)dµ(ζ)

≤ CK c̃2−2j2−jδd(x, u)δ |v|H
∫∫

sop(σx(u,·,2j))×sop(ψ(·,y,2j))

2jδ

( 2
3A d(u, y))1+δ

dµ(ξ)dµ(ζ)

(Aplicamos (2.4.1.6):)

≤ CK c̃
2jδ

d(u, y)1+δ
2−jδd(x, u)δ |v|H = CK c̃

1
d(u, y)1+δ

d(x, u)δ |v|H

≤ CK c̃pj(d(u, y)) 2−jδd(x, u)δ |v|H

donde c̃ denota una constante geométrica (depende sólo de las constantes del espacio X).

3.5.5. Proposición. Sean x,w, y ∈ X. Entonces, para todo vector v ∈ H:∣∣(κj(x, y)− κj(w, y), v
)

H

∣∣ ≤ C mı́n(1, 2−jδd(x,w)δ)(pj(d(x, y)) + pj(d(w, y))) |v|H .

La constante C vale máx(CK , CT )c̃, donde c̃ es una constante geométrica que no depende del operador T , ni de j.

Demostración. Si d(w, x) ≥ 2j , se usa la Proposición 3.5.1.
Podemos entonces asumir que d(w, x) ≤ 2j .
Para cada punto u ∈ X, tenemos que:

ρ(x, ·, 2j)− ρ(w, ·, 2j) = σx(u, ·, 2j)− σw(u, ·, 2j).

Aśı que podemos elegir el punto u de manera que sea apropiado para nuestros propósitos.
Vamos a elegir u = x.
Estimamos: ∣∣∣(κj(x, y)− κj(w, y), v

)
H

∣∣∣ =
∣∣∣〈Tψ(·, y, 2j), (σx(u, ·, 2j)− σw(u, ·, 2j))v

〉∣∣∣
(Aplicando Proposición 3.5.4, y usando que u = x:)

≤ CT c̃ pj(d(x, y)) 2−jδ |v|H d(x,w)δ

≤ CT c̃ (pj(d(x, y)) + pj(d(w, y))) 2−jδd(x,w)δ |v|H .

La constante c̃ no depende del operador T ni de j.
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3.6. Acotación L2 de los operadores involucrados en el paraproducto.

3.6.1. Proposición. Dado un entero j fijo, el operador Tj = S̃jT∆j , se extiende a un operador lineal
acotado de L2

µ(X) en L2
µ(X,H).

Además Tj tiene una representación integral de la forma:

Tjf =
∫
κj(·, y)f(y)dµ(y), f ∈ L2

µ(X).

Demostración. Sean f ∈ Λβ0 (X), g ∈ Λβ0 (X,H). Calculamos:∣∣∣〈Tjf, g〉∣∣∣ =
∣∣∣∣∫∫ (κj(x, y)f(y), g(x)

)
H
dµ(y)dµ(x)

∣∣∣∣
(Cauchy-Schwartz)

≤
(∫
|f(y)|2 dµ(y)

)1/2
(∫ [∫ ∣∣∣(κj(x, y), g(x)

)
H

∣∣∣ dµ(x)
]2

dµ(y)

)1/2

(por Proposición 3.5.1:)

≤ C‖f‖L2(X)

(∫ (∫
pj(d(x, y)) |g(x)|H dµ(x)

)2

dµ(y)

)1/2

≤ C‖f‖L2(X)

(∫ (∫
pj(d(x, y)) |g(x)|2H dµ(x)

) 1
2 ·2(∫

pj(d(x, y))dµ(x)
) 1

2 ·2

dµ(y)

)1/2

Estimamos: ∫
pj(d(x, y))dµ(x) =

∑
N∈Z

∫
B2N+1 (y)\B2N (y)

2−j

(1 + 2−jd(x, y))1+δ
dµ(y)

=
∑
N∈Z

µ(B2N+1(y) \B2N (y))
2−j

(1 + 2−j2N )1+δ

(Por la duplicación de la medida:)

≤
∑
N∈Z

(A− 1)µ(B2N (y))
2−j

(1 + 2−j2N )1+δ

≤ (A− 1)A
∑
N∈Z

2N
2−j

(1 + 2−j2N )1+δ

Tenemos que ∑
N≥0

2N
2−j

(1 + 2−j2N )1+δ
≤
∑
N≥0

2N
2−j

(2−j2N )1+δ
≤ 2jδ

1
1− 2−δ

También: ∑
N<0

2N
2−j

(1 + 2−j2N )1+δ
≤ 2−j

Por lo tanto: ∫
pj(d(x, y))dµ(x) ≤ c̃(2jδ + 2j),(*)
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donde c̃ es una constante geométrica (no depende de y ni de j).
Luego:

∣∣∣〈Tjf, g〉∣∣∣ ≤ C(c̃(2jδ + 2−j))1/2‖f‖L2
µ(X)

(∫ (∫
pj(d(x, y)) |g(x)|2H dµ(x)

)
dµ(y)

)1/2

(**)

(Teorema de Fubini-Tonelli:)

≤ C(c̃(2jδ + 2−j))1/2‖f‖L2
µ(X)


∫
|g(x)|2H

∫
pj(d(x, y))dµ(y)︸ ︷︷ ︸
≤c̃(2jδ+2−j)

dµ(x)


1/2

≤ Cc̃(2jδ + 2−j)‖f‖L2
µ(X)‖g‖L2

µ(X,H).

Como Λβ0 (X,H) es un subconjunto denso de L2
µ(X,H), el funcional lineal acotado Tjf puede extenderse de

manera que ∣∣〈Tjf, g〉∣∣ ≤ Cc̃(2jδ + 2−j)‖f‖L2
µ(X)‖g‖L2(X,H),

para cualquier función g ∈ L2
µ(X,H).

Por el Teorema de Representación de Riesz, Tjf se identifica con una función del espacio L2
µ(X,H). Además se

tiene que:
‖Tjf‖L2

µ(X,H) = sup
‖g‖L2

µ(X,H)=1

∣∣(Tjf, g)∣∣ ≤ C(2jδ + 2−j)‖f‖L2
µ(x).

Aśı que Tj es acotado en norma de operador, entre los espacios L2
µ(X) y L2

µ(X,H), cuando se lo considera
restringido al subconjunto denso Λβ0 (X) ⊂ L2

µ(X).
Por densidad, Tj se puede extender a un operador lineal acotado del espacio de funciones de L2

µ(X) en L2
µ(X,H).

Veamos que Tj tiene una representación integral. En la Proposición 3.5.2 se vio que κj(x, y) es un núcleo
integrable (en cada una de las variables). En consecuencia tenemos que:(

Tjf, g
)
L2
µ(X,H)

=
〈
Tjf, g

〉
=
∫∫ (

κj(x, y)f(y), g(x)
)

H
dµ(y)dµ(x)

(Aplicando el Teorema de Hille 2.2.1:)

=
∫ (∫

κj(x, y)f(y)dµ(y), g(x)
)

H
dµ(x)

=
(∫

κj(·, y)f(y)dµ(y), g
)
L2
µ(X,H)

.

Por el Teorema de Representación de Riesz, debemos tener que:

Tjf(x) =
∫
κj(x, y)f(y)µ(y).

3.6.2. Proposición. Dado un entero k fijo, el operador adjunto T ∗k de Tk = S̃kT∆j , se extiende a un
operador lineal acotado de L2

µ(X,H) en L2
µ(X).

Además T ∗k tiene una representación integral de la forma:

T ∗k g =
∫ (

κk(x, ·), g(x)
)

H dµ(x).
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Demostración. La prueba es parecida a la de la proposición anterior. Por ejemplo, se establece que:

〈
T ∗k g, f

〉
=
〈
Tkf, g

〉
=
∫ (∫ (

κk(x, y), g(x)
)

H dµ(x)
)
f(y)dµ(y).

Esta última igualdad es cierta por la Proposición 3.5.2, y el hecho de que f y g están soportadas en una bola,
permiten probar que el integrando es absolutamente integrable, y en consecuencia se puede aplicar la Regla de
Fubini.

Razonando como antes, se demuestra que T ∗k g se extiende a un funcional lineal acotado de L2
µ(X), luego se

identifica con una función que pertenece a L2
µ(X), también se prueba que T ∗j se extiende a un operador lineal

acotado de L2
µ(X,H) en L2

µ(X), y además T ∗g tiene la siguiente representación integral:

T ∗k g(y) =
∫ (

κk(x, y), g(x)
)

H dµ(x).

3.6.3. Hemos logrado expresar los operadores Tj de una manera más sencilla, a saber, exhibiendo su
comportamiento respecto funciones de L2

µ(X), sin hacer alusión al espacio de distribuciones (Λβ0 (X,H))′. Esta
manera de proceder permite realizar de modo más práctico las estimaciones de los operadores compuestos TjT ∗k y
T ∗k Tj , por ejemplo.

3.6.4. Observación. Si bien hemos probado la acotación (L2
µ(X), L2

µ(X,H)) de Tj , la cota obtenida no es
idónea para la aplicación del Lema de Cotlar, y es por eso que se debe seguir trabajando un poco más.

3.7. Los núcleos de los operadores del Paraproducto tienen integral nula.

3.7.1. Proposición. Para cada y ∈ X: ∫
κj(x, y)dµ(x) = 0H.

Demostración. En lo que sigue, fijaremos un punto o en el espacio X como “referencia”.
También fijaremos un vector w ∈ H, para expresar la acción de cada vector κj(x, y) como un funcional lineal

continuo sobre H, y supondremos sin pérdida de generalidad que |w|H = 1.
Sea y un punto fijo de X.
Aplicando el Teorema 2.2.1, para un radio R suficientemente grande:(∫

BR(o)

κj(x, y)dµ(x), w

)
H

=
∫
BR(o)

(
κj(x, y), w

)
H
dµ(x)

=
∫
BR(o)

〈
Tψ(·, y, 2j), ρ(x, ·, 2j)w

〉
dµ(x)

=

〈
Tψ(·, y, 2j),

∫
BR(o)

ρ(x, ·, 2j)w dµ(x)

〉
=
〈
Tψ(·, y, 2j), hRw

〉
donde

hR(u) =
∫
BR(o)

ρ(x, u, 2j)dµ(x).

Por otro lado, por la Proposición 3.5.2, se tiene que
∫
|κj(x, y)|H dµ(x) <∞. Por lo tanto, para todo ε > 0, existe

un radio R0 = R0(ε) tal que

(∗1)
∣∣∣∫
d(o,x)>R

κj(x, y)dµ(x)
∣∣∣
H
≤
∫
d(o,x)>R

|κj(x, y)|H dµ(x) < ε,
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para todo R ≥ R0.
Supongamos que d(o, u) < 1

k (R− ck2j). Si x ∈ sop(ρ(·, u, 2j)) entonces d(u, x) < c2j . Por lo tanto:

d(o, x) ≤ k(d(o, u) + d(u, x)) < k(
1
k

(R− ck2j) + c2j) = R.

O sea que sop(ρ(·, u, 2j)) ⊂ BR(o). Por lo tanto, usando (2.6.1.f), obtenemos:

hR(u)− 1 =
∫
ρ(x, u, 2j)dµ(x)− 1 = 0.

De manera que hR − 1 es una función con soporte en X \B 1
k (R−ck2j)(o).

Por otro lado
〈
ψ(·, y, 2j), T ∗(1w)

〉
= 0 porque ψ(·, y, 2j) ∈ {Λβ0 (X)}0 tiene integral 0, y hemos supuesto

T ∗(1w) = 0.
De manera que〈

Tψ(·, y, 2j), (hR)w
〉

=
〈
Tψ(·, y, 2j), (hR)w

〉
−
〈
ψ(·, y, 2j), T ∗(1w)

〉
=
〈
Tψ(·, y, 2j), (hR − 1)w

〉
.

Si R es suficientemente grande, entonces hR − 1 y ψ(·, y, 2j) tienen soportes disjuntos, y puede aplicarse la
igualdad (3.1.2.a) junto con (3.2.1.a), para escribir:∣∣∣〈Tψ(·, y, 2j), (hR − 1)w

〉
H

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
d(z,y)≤c2j

∫
X\B(R−ck2j)/k(o)

(
(K(u, z)−K(u, y))ψ(z, y, 2j), (hR(u)− 1)w

)
H
dµ(u)dµ(z)

∣∣∣∣∣
(Por (K2) y (2.6.1.b):)

≤ C2−j
∫
d(z,y)≤c2j

∫
X\B(R−ck2j)/k(o)

d(z, y)δ

d(u, y)1+δ
|w|H dµ(z)dµ(u)

≤ C2−j2jδµ(Bc2j (y))
∫
X\BR/2k(o)

1
d(u, y)1+δ

|w|H dµ(u)

≤ C2jδ
∫
X\BR/2k(o)

1
d(u, y)1+δ

|w|H dµ(u)

Analicemos qué ocurre con los puntos u en el dominio de integración.
Si d(u, y) ≥ d(o, u), entonces, claro:

1
d(u, y)

≤ 1
d(u, o)

.

Denotemos a = d(o, y).
Si d(u, y) < d(o, u), entonces d(u, y) ≥ R/2k2 − a. Porque en caso contrario:

d(o, u) ≤ k(d(o, y) + d(y, u)) < k(a+
R

2k2
− a) =

1
2k
R,

en contra del hecho de que d(o, u) ≥ R/2k en el dominio de integración.
Por lo tanto u ∈ X \BR/2k2−a(y) ⊂ X \BCR(y), para alguna constante C, si R > 4k2a. Por lo tanto, podemos

estimar:∫
X\BR/2k(o)

1
d(u, y)1+δ

dµ(u) ≤
∫
X\BR/2k(o),d(y,u)≥d(o,u)

1
d(u, y)1+δ

dµ(u) +
∫
X\BCR(y),d(y,u)<d(o,u)

1
d(u, y)1+δ

dµ(u)

≤
∫
X\BR/2k(o)

1
d(o, u)1+δ

dµ(u) +
∫
X\BCR(y)

1
d(u, y)1+δ

dµ(u)

≤ C̃R−δ.

Finalmente resulta: ∣∣∣〈Tψ(·, y, 2j), (hR − 1)w
〉∣∣∣ ≤ CK C 2jδ |w|H R

−δ.
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Esto último tiende a 0 cuando R→∞, luego dado ε > 0, existe R1 = R1(ε) tal que

(∗2)

∣∣∣∣∣
∫
d(x,o)<R

(
κj(x, y), w

)
H dµ(x)

∣∣∣∣∣ < ε, para todo R ≥ R1.

En consecuencia, por (∗1) y (∗2), para todo w ∈ H tenemos:∫ (
κj(x, y), w

)
H dµ(x) = 0.

Como κj(x, y) es integrable, aplicamos el Teorema 2.2.1, y obtenemos:∫
κj(x, y)dµ(x) = 0H.

Lo cual vale para cada y ∈ X prefijado.

3.7.2. Proposición. Para todo x ∈ X ∫
κj(x, y)dµ(y) = 0.

Demostración. También fijamos un vector w ∈ H, con |w|H = 1, y un punto x ∈ X.
Como κj(x, y) es integrable, por ejemplo en la variable y, podemos escribir:(∫

κj(x, y)dµ(y), w
)

H
=
∫ (

κj(x, y), w
)

H
dµ(y)

=
∫ 〈

Tψ(·, y, 2j), ρ(x, ·, 2j)w
〉
dµ(y)

(Como T es continuo, también `(F ) =
〈
TF, ρ(x, ·, 2j)w

〉
es continuo, y podemos aplicar el Teorema 2.2.1:)

=
〈
T

(∫
ψ(·, y, 2j)dµ(y)

)
, ρ(x, ·, 2j)w

〉
=
〈
T0, ρ(x, ·, 2j)w

〉
= 0.

Luego: (∫
κj(x, y)dµ(y), w

)
H

= 0,

para cada vector fijo w ∈ H, y en consecuencia:∫
κj(x, y)dµ(y) = 0H.

3.8. Cotas para la composición de los operadores que aparecen en el paraproducto.

3.8.1. Denotamos Tj = S̃jT∆j + ∆̃jTSj + ∆̃jT∆j . En las secciones precedentes hemos probado la acotación
(L2

µ(X), L2
µ(X,H)) del término S̃jT∆j , y hemos hallado una representación integral para él. Un trabajo similar es

válido para el operador ∆̃jTSj . También se pueden esperar resultados análogos para S̃j−1T∆j, pues el hecho de
cambiar el ı́ndice j por j − 1 no introduce grandes complicaciones en lo hecho hasta aqúı.

Finalmente escribimos ∆̃jT∆j = S̃jT∆j − S̃j−1T∆j , y aplicamos lo que ya sabemos a cada término.
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En conclusión: Tj se extiende a un operador lineal acotado de L2
µ(X) en L2

µ(X,H), y existe un núcleo integrable
Kj(x, y) tal que, para f ∈ Λβ0 (X) se tiene la representación integral:

Tjf(x) =
∫
Kj(x, y)f(y)dµ(y).

De modo análogo se puede decir que T ∗j se extiende a un operador lineal acotado de L2
µ(X,H) en L2

µ(X), y
para g ∈ Λβ0 (X,H) se tiene la representación integral:

T ∗j g(y) =
∫ (

Kj(x, y), g(x)
)

H dµ(x),

donde Kj es el mismo núcleo de Tj .
Se satisface también que estos núcleos Kj verifican las mismas propiedades que los núcleos κj , probadas en las

secciones anteriores.

3.8.2. Proposición. Dados dos enteros j, k, el operador compuesto TjT ∗k es acotado sobre L2
µ(X,H), y tiene

una representación mediante integral doble:

TjT
∗
k g(x) =

∫∫
Kj(x, y)

(
Kk(u, y), g(u)

)
H dµ(u)dµ(y), g ∈ Λβ0 (X,H) ∩ L2(X,H).

Demostración. Sea g ∈ Λβ0 (X,H) ∩ L2
µ(X,H). En virtud de lo dicho en el párrafo anterior, podemos escribir:

(TjT ∗k g)(x) =
∫
Kj(x, y)

∫ (
Kk(u, y), g(u)

)
H
dµ(u)dµ(y)

=
∫∫

Kj(x, y)
(
Kk(u, y), g(u)

)
H
dµ(u)dµ(y).

Como T ∗k es acotado de L2
µ(X,H) en L2

µ(X), y Tj es acotado de L2
µ(X) en L2

µ(X,H), tenemos que TjT ∗k es un
operador lineal acotado de L2

µ(X,H) en L2
µ(X,H).

3.8.3. Sin embargo, no hemos podido estimar dicha norma adecuadamente. Necesitamos cotas más precisas.
Previamente necesitamos las estimaciones de los siguientes lemas:

3.8.4. Lema. Para todo entero k y todo y ∈ X:∫
X

pk(d(z, y))dµ(y) ≤ C <∞

donde C es una constante independiente de k y del punto y.

Demostración. Para cada r > 0, el anillo centrado en y entre los radiso r y 2r lo denotamos Ar(y) = B2r(y)\Br(y).
Estimamos: ∫

X

pk(d(z, y))dµ(y) =
∫
X

2−k(
1 + d(z, y)/2k

)1+δ
dµ(y)

= 2kδ
∫
X

1
(2k + d(z, y))1+δ

dµ(y)

= 2kδ
∑
N∈Z

∫
A2N (y)

1
(2k + d(z, y))1+δ

dµ(y)

≤ 2kδ
∑
N∈Z

∫
A2N (y)

1
(2k + 2N )1+δ

dµ(y)

(Para cada N vale d(z, y) ≥ 2N en el dominio de integración:)

≤ 2kδ
∑
N∈Z

µ(A2N (y))
(2k + 2N )1+δ

dµ(y)

39



(Duplicación de la medida:)

≤ 2kδ
∑
N∈Z

(A− 1)µ(B2N (y))(2k + 2N )1+δ

(Propiedad (2.4.1.6))

≤ 2kδ
∑
N∈Z

(A− 1)A2 2N (2k + 2N )1+δ.

Por un lado tenemos: ∑
N<k

2N (2k + 2N )1+δ =
∞∑
M=1

2−M2−kδ

(1 + 2−M )1+δ

≤ 2−kδ
∞∑
M=1

2−M = 2−kδ.

Por otro lado: ∑
N≥k

2N (2k + 2N )1+δ =
∞∑
M=0

2M2−kδ

(1 + 2M )δ

≤
∞∑
M=0

2M2−kδ

(1 + 2M )δ

≤ 2−kδ
∞∑
M=0

2−Mδ = (1− 2−δ)−12−kδ.

Juntando todo resulta: ∫
X

pk(d(z, y))dµ(y) ≤ C2kδ2−kδ ≤ C.

3.8.5. Lema. Para todo par de enteros j, k con j ≤ k, y todo punto x ∈ X:∫
X

pj(d(x, y)) mı́n
(

1,
d(x, y)δ

2kδ

)
dµ(y) ≤ C 2−|j−k|δ,

con C independiente de j, k y x.

Demostración. Si AR(x) denota la corona B2R(x) \BR(x), se tiene que:∫
pj(d(x, y)) mı́n

(
1,
d(x, y)δ

2kδ

)
dµ(y) =

∫
2−j(

1 + d(x, y)/2j
)1+δ

mı́n
(

1,
d(x, y)δ

2kδ

)
dµ(y)

≤
∑
N∈Z

∫
A2N (x)

2−j

(1 + 2N/2j)1+δ
mı́n

(
1,
d(x, y)δ

2kδ

)
dµ(y)

≤
∑
N∈Z

∫
A2N (x)

2jδ

(2j + 2N )1+δ
mı́n

(
1,

(2N+1)δ

2kδ

)
dµ(y)

=
∑
N∈Z

µ(A2N (x))
2jδ

(2j + 2N )1+δ
mı́n

(
1,

(2N+1)δ

2kδ

)

≤
∑
N∈Z

(A− 1)µ(B2N (x))
2jδ

(2j + 2N )1+δ
mı́n

(
1,

(2N+1)δ

2kδ

)

≤
∑
N∈Z

(A− 1)A
2jδ2N

(2j + 2N )1+δ
mı́n

(
1,

(2N+1)δ

2kδ

)
.
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Por un lado, cuando N + 1 ≥ k es claro que

mı́n
(

1,
(2N+1)δ

2kδ

)
= 1,

y además:

∑
N≥k

2jδ2N

(2j + 2N )1+δ
= 2jδ2−kδ

∞∑
M=0

2M

(2j−k + 2M )1+δ

= 2−|j−k|δ
∞∑
M=0

2M

2j−k + 2M
1

(2j−k + 2M )δ

≤ 2−|j−k|δ
∞∑
M=0

1
(2M )δ

≤ C2−|j−k|δ.

Por otro lado:, cuando N + 1 < k, es claro que 2(N+1) ≤ 2k, luego

mı́n
(

1,
(2N+1)δ

2kδ

)
=

(2N+1)δ

2kδ
,

y además:

∑
N<k

2jδ2N

(2j + 2N )1+δ

(2N )δ

2kδ
= 2δ2−|j−k|δ

∞∑
M=1

1
(1 + 2j−k+M )1+δ

≤ 2δ2−2|j−k|δ
∞∑
M=1

2−(1+δ)M

= C2−2|j−k|δ.

Ahora juntamos todo y obtenemos que:∫
pj(d(x, y)) mı́n

(
1,
d(x, y)δ

2kδ

)
dµ(y) ≤ C (2−|j−k|δ + 2−2|j−k|δ).

Pero observemos además que, cuando ` es un número entero no negativo, tenemos que:

2−2`δ ≤ 2−`δ,

y esto prueba el lema.

3.8.6. Consideramos ahora el operador (para funciones H-valuadas en general) siguiente:

Γjkg(x) =
∫∫

Kj(x, y)
(
Kk(u, y), g(u)

)
H dµ(u)dµ(y).

Siempre que la integral doble converja en casi todo punto x ∈ X, y lo haga a una función medible, tendremos que
Γjkg está bien definida.

Nuestro objetivo es probar que dicho operador es acotado sobre L∞µ (X,H), y también sobre L1
µ(X,H), con

normas de operador del orden de 2−δ|j−k|.
De esta manera, aplicando el Teorema de Interpolación de Marcinkiewicz, podremos hallar que la norma de Γjk

como operador sobre L2
µ(X,H) también es del orden de 2−|j−k|δ.

Al extender por continuidad a los operadores Tj y T ∗k , resultará que el operador TjT ∗k coincide ahora con Γjk,
y valdrán para él las cotas obtenidas.

3.8.7. Proposición. Dados dos enteros j, k, el operador Γjk es acotado sobre L2
µ(X,H), y además

‖Γjk‖L(L2
µ(X,H)) ≤ C2−|j−k|δ.
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Demostración. Sea g ∈ L∞µ (X,H). Entonces:

|Γjkg(x)|H =
∣∣∣∣∫∫ Kj(x, y)

(
Kk(u, y), g(u)

)
H
dµ(u)dµ(y)

∣∣∣∣
(Los núcleos tienen integral nula:)

=
∣∣∣∣∫∫ Kj(x, y)

(
Kk(u, y)−Kk(u, x), g(u)

)
H
dµ(u)dµ(y)

∣∣∣∣
≤
∫∫
|Kj(x, y)|H |Kk(u, y)−Kk(u, x)|H |g(u)|H dµ(u)dµ(y)

≤ C
∫∫

pj(d(x, y)) mı́n
(

1,
d(x, y)δ

2kδ

)
(pk(d(x, u)) + pk(d(y, u))) |g(u)|H dµ(u)dµ(y)

≤ ‖g‖L∞µ (X,H)C

∫∫
pj(d(x, y)) mı́n

(
1,
d(x, y)δ

2kδ

)
(pk(d(x, u)) + pk(d(y, u)))dµ(u)dµ(y)

(Por Lemas 3.8.4 y 3.8.5:)

≤ C2−|j−k|δ/2‖g‖L∞µ (X,H)

donde la constante C = máx(CT , CK)2c̃, siendo CT y CK constantes que dependen del operador T , y c̃ una
constante geométrica independiente de T .

Luego, no sólo Γjkg ∈ L∞µ (X,H), sino que además Γjk es un operador lineal acotado sobre L∞µ (X,H) con norma
menor que C∞2−|j−k|δ/2, con C∞ independiente de los ı́ndices j, k y de la función g.

Sea g ∈ L1
µ(X,H). Entonces, similar al caso previo:∫

|Γjkg(x)|H dµ(x) ≤
∫∫∫

pj(d(x, y)) |g(u)|H mı́n(1, 2−kδd(x, y)δ)(pk(d(x, u)) + pk(d(y, u)))dµ(u)dµ(y)dµ(x)

(Desigualdad de Hölder)

≤ ‖g‖L1
µ(X,H)

∥∥∥∥∫∫ pj(d(x, y)) mı́n(1, 2−kδd(x, y)δ)(pk(d(x, ·)) + pk(d(·, ·)))dµ(x)dµ(y)
∥∥∥∥
L∞µ (X,H)

(Por Lemas 3.8.4 y 3.8.5)

≤ C12−|j−k|δ/2‖g‖L1
µ(X,H).

Luego Γjk es acotado sobre L1
µ(X,H) con constante C12−|j−k|δ/2, donde C = máx(CK , CT )2c̃, con CK y CT

dependientes del operador T y c̃ una constante geométrica.

Por el Teorema de Interpolación de Marcinkiewicz, Γjk es acotado sobre L2
µ(X,H), y por el mismo teorema, la

cota satisface, para g ∈ L2
µ(X,H):

‖Γjkg‖L2
µ(X,H) ≤ 2(C1C∞2−|j−k|δ/22−|j−k|δ/2)1/2‖g‖L2(X,H)

= 2(C1C∞)1/22−|j−k|δ/2‖g‖L2(X,H).

Notemos que la constante 2(C1C∞)1/2 es menor o igual que máx(CT , CK)2c̃, con CT y CK que dependen de T y c̃
constante geométrica.

3.8.8. Teorema. El operador compuesto TjT ∗k es acotado en L2
µ(X,H), y su norma satisface:

‖TjT ∗k ‖L(L2
µ(X,H)) ≤ C2−|j−k|δ/2.
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Además, se tiene la representación integral:

TjT
∗
k g(x) =

∫∫
Kj(x, y)

(
Kk(u, y), g(u)

)
H dµ(u)dµ(y),

para cualquier función g ∈ L2
µ(X,H).

(Antes sólo dábamos esta representación para funciones de Lipschitz).

Demostración. Prosiguiendo con los pasos de la demostración de la Proposición previa, se tiene que:

‖Γjk‖L(L2
µ(X,H)) ≤ máx(CT , CK)2c̃ 2−|j−k|δ/2.

Restringiendo Γjk al espacio de funciones g ∈ Λβ0 (X,H), resulta que

TjT
∗
k g = Γjkg,

y para esas funciones g vale la acotación:

‖TjT ∗k g‖L(L2
µ(X,H)) ≤ C2−|j−k|δ‖g‖L2

µ(X,H).

El operador TjT ∗k puede extenderse ahora de manera única por densidad a un operador lineal acotado sobre
L2
µ(X,H). Pero entonces, dicho operador extendido debe coincidir con Γjk.

3.8.9. Teorema. El operador compuesto T ∗j Tk es acotado en L2
µ(X), y su norma satisface:

‖T ∗j Tk‖L(L2
µ(X))

≤ C2−|j−k|δ.

Además, se tiene la representación integral:

T ∗j Tkf(y) =
∫∫ (

Kj(x, y),Kk(x, u)f(u)
)

H dµ(u)dµ(x),

para cualquier función f ∈ L2
µ(X).

Demostración. Se prueba a partir de lemas y proposiciones similares a los que permitieron demostrar la proposición
anterior.

3.8.10. Conclusión. Ahora quedó demostrada la Proposición 3.3.2 y por lo tanto T se extiende a un
operador acotado de L2

µ(X) en L2
µ(X,H).

De modo análogo se puede probar que T ∗ es un operador acotado de L2
µ(X,H) en L2

µ(X).
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Caṕıtulo 4

Una fórmula expĺıcita para operadores de Calderón-Zygmund
generalizados con medidas no doblantes en espacios eucĺıdeos

4.1. Medidas No-Duplicantes en el Espacio Euclidiano

4.1.1. El Espacio Euclidiano como un Espacio de Tipo Homogéneo Normal
Consideremos en Rn, el espacio euclidiano de dimensión n, la función d : Rn × Rn → [0,∞) dada por:

d(x, y) = máx{|xi − yi| |i = 1, · · · , n}n, x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn).

Entonces d es una casi métrica que satisface:

d(x, y) ≤ 2n(d(x, z) + d(z, y)),

y (Rn, d, A) es un Espacio Casi Métrico, con constante A = 2n.
Dados x ∈ Rn, s > 0, la d-bola de centro x y radio s es el conjunto

Bs(x) = {y|d(x, y) < s}.

Al radio de una d-bola B lo denotaremos por %(B).
Denotamos con aB a la bola concéntrica con B cuyo radio es a veces el radio de B.
Las d-bolas son, en realidad, cubos con lados paralelos a los ejes coordenados.
Por esta razón podemos también hablar de d-cubos, para ser más consecuentes con la intuición.

4.1.2. Lema. Si x, x′, y ∈ Rn son tales que d(x, y), d(x′, y) < s, entonces para α = 1/n se tiene:

|d(x, y)− d(x′y)| ≤ ns1−αd(x, x′)α.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, sunpongamos que d(x, y) ≥ d(x′, y).
Sea i0 el ı́ndice tal que |xi0 − yi0 | = máxi=1,··· ,n |xi − yi|. Como d(x, y) ≥ d(x′, y), tenemos que:

|xi0 − yi0 | − máx
i=1,··· ,n

|x′i − yi| ≥ 0.

Observamos que:
0 ≤ |xi0 − yi0 | − máx

i=1,··· ,n
|x′i − yi| ≤ |xi0 − yi0 | −

∣∣x′i0 − yi0 ∣∣ .
Si ξ es un valor intermedio entre máxi=1,··· ,n |xi − yi| y máxi=1,··· ,n |x′i − yi|, entonces, como d(x, y) ≥ d(x′, y),

necesariamente debe ocurrir que:
d(x′, y) ≤ ξn ≤ d(x, y).

Ahora estimamos:

|d(x, y)− d(x′y)| =
∣∣∣∣ máx
i=1,··· ,n

|xi − yi|n − máx
i=1,··· ,n

|x′i − yi|
n

∣∣∣∣
45



(Teorema del Valor Medio:)

=
∣∣∣∣ máx
i=1,··· ,n

|xi − yi| − máx
i=1,··· ,n

|x′i − yi|
∣∣∣∣ nξn−1, donde ξ es un valor entre |xi − yi| y |x′i − yi|

≤
∣∣|xi0 − yi0 | − ∣∣x′i0 − yi0∣∣∣∣ nξn−1

≤
∣∣xi0 − x′i0∣∣ nξn(1−1/n)

≤ máx
i=1,··· ,n

|xi − x′i| nξn(1−1/n)

≤ d(x, x′)1/n n
(
d(x, y)1−1/n

)
≤ d(x, x′)1/nns1−1/n.

4.1.3. Respecto a esta casi-métrica, la medida de Lebesgue n-dimensional (normalizada), mn, satisface para
un d-cubo Q de radio s, la igualdad:

mn(Q) = 2s.

Por lo tanto, denotando con 2Q al d-cubo de radio doble que Q, es claro que:

mn(2Q) = 2mn(Q).

O sea que la medida de Lebesgue es doblante, y aśı (Rn, d,mn) es un espacio de tipo homogéneo. También es
normal porque mn(Q) ≈ s cuando Q es un d-cubo de radio s. Más aún, sabemos que la medida de Lebesgue es no
atómica, y no acotada.

4.1.4. Vimos que (X, d,mn) es un espacio de tipo homogéneo, que cumple las condiciones de la sección 2.4.
Entonces reemplazamos todas las constante geométricas por una sola, que denotamos con A, igual que en la sección
2.4.

4.1.5. Medidas No-Doblantes. Decimos que una medida de Radón µ definida en Rn, absolutamente
continua respecto la medida de Lebesgue, es no-doblante, si existe un número ν, 0 < ν ≤ 1, tal que para todo
s > 0 y todo x ∈ Rn:

(4.1.5.1) µ(Bs(x)) ≤ c0sν ,

donde c0 es una constante positiva independiente de s y de x.
Supondremos en el resto del caṕıtulo que µ es una medida en Rn no-doblante, que satisface los siguientes

requisitos:
(a) µ es no atómica, es decir, los conjuntos puntuales tienen µ-medida 0.
(b) µ es absolutamente continua respecto la medida de Lebesgue n-dimensional.

4.1.6. Espacios de Funciones de potencia integrable. Dado un espacio de Hilbert H, y 1 ≤ p < ∞,
denotaremos con Lpµ(Rn,H) al espacio de funciones H-valuadas cuya p-ésima potencia es µ-integrable en el sentido
de Böchner, es decir, las funciones f tales que:∫

|f(x)|pH dµ(x) <∞.

Si p =∞, denotamos con L∞µ (Rn,H) al espacio de funciones µ-medibles que son µ-esencialmente acotadas.
En el caso en que H coincida con el cuerpo C de los números complejos, denotaremos estos espacios funcionales

simplemente como Lpµ(Rn) y L∞µ (Rn)
Si µ es la medida de Lebesgue, entonces se omitirá el sub́ındice µ.
Denotamos

‖f‖Lpµ(Rn,H) =
(∫
|f(x)|pH dµ(x)

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖L∞µ (Rn,H) = ess supµ{|f(x)|H |x ∈ Rn}.
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4.1.7. Funciones de Oscilación Media Acotada. Sea H un espacio de Hilbert. Se dice que g es una función
del espacio de funciones de Oscilación Media Acotada con constante ρ, y exponente p, 1 ≤ p < ∞, denotado
BMOpρ(Rn,H), si existe una constante C tal que para toda d-bola B se tiene:(∫

B

|g(x)−mBg|pH dµ(x)
)1/p

≤ Cµ(ρB),

donde mBg = 1
µ(B)

∫
B
g dµ. Al ı́nfimo de las constantes C se lo denota con ‖g‖BMOpρ(Rn,H).

Si p = 1, denotamos BMOρ(Rn,H) = BMO1
ρ(Rn,H).

Si H coincide con el cuerpo C de los números complejos, el espacio de funciones se denotará simplemente como
BMOpρ(Rn), y como BMOρ(Rn) cuando p = 1.

En general, usaremos un valor fijo de ρ, del cual suponemos que ρ > 1.

4.1.8. Definición. Dada una d-bola (d-cubo) B, y dados dos números positivos a, b, a > 1, decimos que B
es (a, b)-doblante si se satisface la relación:

µ(aB) ≤ bµ(B).

4.1.9. Lema. Dado un punto z ∈ sop(µ), y un número positivo σ. Si b > aν , entonces existe una d-bola B̃
centrada en z que es (a, b)-doblante y tal que %(B̃) ≥ σ.

Demostración. Sea B = Bσ(z), y suponer sin pérdida de generalidad que µ(B) > 0.
Si B no es (a, b)-doblante, entonces

µ(aB) > bµ(B).

Si aB es (a, b)-doblante, entonces µ(a2B) ≤ bµ(aB), y el Lema se cumple.
Supongamos, pues que aB no es (a, b)-doblante. En tal caso, µ(a2B) > bµ(aB) > b2µ(B).
Proseguimos de este modo buscando un entero positivo i tal que µ(ai+1B) ≤ bµ(aiB). Si un tal entero i existe,

el Lema se cumple.
En caso contrario, tendŕıamos que para todo i, vale la desigualdad:

µ(aiB) > biµ(B).

Pero por la condición impuesta sobre la medida µ, tenemos para s ≥ σ:

(ais)νc0 ≥ µ(aiB) > biµ(B),

de donde se deduce que:
c0s

ν

µ(B)
>

(
b

aν

)i
.

Tomamos ĺımite para i→∞, y aśı obtenemos que el lado derecho tiende a ∞, lo cual no puede ocurrir porque el
lado izquierdo es constante y finito.

Este absurdo prueba que debe haber algún i para el cual µ(ai+1B) ≤ bµ(aiB).

4.1.10. Corolario. Dada una d-bola B, cuyo centro es un punto que pertenece al soporte de µ, y dados dos
números positivos a, b, con b > aν , existe alguna d-bola (a, b)-doblante B̃ concéntrica con B que contiene a B.

Demostración. En cuyo caso basta tomar σ = %(B) y z igual al centro de la bola B, en el Lema precedente.

4.1.11. Definición. Decimos que una bola B es doblante si es (a, b)-doblante, donde

a = 8A4ρ, b = 2a.

Observación: En particular, como 0 < ν ≤ 1 y a > 1, tenemos que b ≥ 2aν .

4.1.12. Teorema. Dada una bola B de radio s > 0, cuyo centro es un punto que pertenece al soporte de µ,

existe una bola doblante B̂ tal que:
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(a) B̂ es concéntrica con B,

(b) B̂ es doblante,

(c) Si B̃ es otra d-bola doblante concéntrica con B, entonces B̂ ⊂ B̃,

es decir: B̂ es la d-bola doblante de radio mı́nimo, que contiene a B y es concéntrica con B.

Demostración. Sea s0 el ı́nfimo de los radios s̃ ≥ s, tales que existe una bola doblante de radio s̃, concéntrica con
B ( existe al menos un s̃ con esta propiedad porque b = 2a ≥ 2aν > aν). Claramente 0 < s ≤ s0 <∞.

Sea {sj}j una sucesión decreciente de números positivos tal que para cada j: es sj ≥ s0, existe una bola Bj
doblante concéntrica con B de radio sj ; y además ĺımj→∞ sj = s0. Sea B̂ la bola de radio s0 concéntrica con B
(cumple (a)). Tenemos que:

µ(aB̂) ≤ µ(aBj) ≤ bµ(Bj).

Tomando ı́nfimo del lado derecho, y usando que B̂ = ∩jBj , y continuidad de la medida, vemos que:

µ(aB̂) ≤ bµ(B̂).

Por lo tanto B̂ es una bola doblante (se cumple (b)).
Si B̃ es una bola doblante concéntrica con B, que contiene a B, debe tener radio mayor que s, y por lo tanto,

también mayor que s0, por la manera en que definimos s0. Como B̃ es también concéntrica con B̂, resulta que
B̂ ⊂ B̃. Esto prueba (c).

4.1.13. Definición. Para cada d-bola B, cuyo centro es un punto que pertenece al soporte de µ, denotamos
con B̂ a la mı́nima d-bola doblante concéntrica con B, que contiene a B, la cual existe gracias al Teorema
anterior.

4.1.14. Proposición. Para µ-casi todo x ∈ sop(µ), y todo δ0 > 0, existe una bola doblante B centrada en
x de radio 0 < δ ≤ δ0.

Nota: Estamos diciendo que para µ-casi todo punto x existen bolas doblantes centradas en x de radio tan
pequeño como se quiera.

Demostración. Respecto a las d-bolas, la medida de Lebesgue satisface la siguiente propiedad de diferenciación:

(*) ĺım
s→0

mn(Bs(x))
s

= 1,

para todo x ∈ Rn. Es una versión normalizada de la propiedad de diferenciación, que se debe al uso de la casi-métrica
d en lugar de la estándar métrica eucĺıdea.

Como µ es absolutamente continua respecto la medida de Lebesgue, para µ-casi todo punto x ∈ Rn vale que:

(**) ĺım
s→0

µ(Bs(x))
s

> 0,

debido a la propiedad de diferenciación de µ respecto la medida de Lebesgue.
Sea x uno de los puntos que verifica la relación (**). Tomemos B = Bs(x), y asumamos que ninguna de las

bolas a−kB, k ≥ 1 es doblante. Entonces para todo k ≥ 1:

µ(B) > bµ(a−1B) > · · · > bkµ(a−kB).

Por lo tanto:
µ(a−kB)(

a−ks
) <

(a

b

)k µ(B)
s

.

Como b > a, el lado derecho tiende a 0 cuando k →∞, mientras que el lado izquierdo tiende a un número positivo,
por (**).

Esta contradicción muestra que debe haber algún k1 ≥ 1 tal que a−k1B es doblante.
Repitiendo el razonamiento, ahora respecto la bola a−k1B podemos hallar un entero k2 ≥ 1 tal que a−k1−k2B

es doblante. Siguiendo en forma inductiva, tenemos una sucesión de enteros {kj}j≥1 tales que cada bola Bj =
a−k1−···−kjB es doblante, para todo j.

Basta elegir j suficientemente grande de modo que a−k1−···−kjs ≤ δ0, y aśı se completa la prueba.
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4.1.15. Lema de Diferenciación. Sea ϕ una función localmente µ-integrable (µ-integrable sobre todas las
d-bolas). Para µ-casi todo punto x ∈ Rn, existe una sucesión de bolas doblantes Bj = Bsj (x) tales que:

ĺım
j→∞

1
µ(Bj)

∫
Bj

ϕ(y)dµ(y) = ϕ(x).

Demostración. Por ser µ absolutamente continua respecto la medida de Lebesgue mn, tenemos que para mn-casi
todo punto x, existe el ĺımite:

f(x) =
dµ

dmn
(x) = ĺım

s→0

µ(Bs(x))
s

.

Tenemos que f(x) > 0 para µ-casi todo punto x en el soporte de µ.
Podemos escribir, por tanto: ∫

ϕ(x)dµ(x) =
∫
ϕ(x) f(x) dmn(x),

para cada función µ-integrable ϕ (ya sea que tome valores escalares o vectoriales).
Por otro lado, si ϕ es localmente µ-integrable, tiene sentido escribir el promedio:

mBϕ =
1

µ(B)

∫
B

ϕ(x) dµ(x),

para toda bola B de medida positiva.
Si x es un punto del soporte de µ, toda bola centrada en x debe tener medida positiva.
Por la Proposición 4.1.14, para µ-casi todo punto x ∈ sop(µ), existe una sucesión de bolas doblantes {Bsj (x)}j≥1

tal que sus radio sj tienden a 0 cuando j tiende a ∞.
Denotemos E[µ] al conjunto de tales puntos x, tales que además f(x) > 0. El complemento de este conjunto

tiene µ-medida igual a 0.
Para mn-casi todo punto de E[µ] vale la propiedad de diferenciación de Lebesgue respecto la función ϕ(x)f(x),

que es mn-localmente integrable, por ser ϕ una función µ-integrable.
Denotemos F [µ,mn] a ese subconjunto de E[µ]. Tenemos que µ(E[µ] \ F [µ,mn]) = 0, porque mn(E[µ] \

F [µ,mn]) = 0 y por ser µ absolutamente continua respecto mn. Por lo tanto el complemento de F [µ,mn] tiene
µ-medida igual a 0.

Si x es uno de los puntos de F [µ,mn], entonces podemos escribir:

ĺım
j→∞

1
µ(Bj)

∫
Bsj (x)

ϕ(y)dµ(y) = ĺım
j→∞

sj
µ(Bj(x))

1
sj

∫
Bsj (x)

ϕ(y)f(y)dmn(y) =
1

f(x)
ϕ(x)f(x) = ϕ(x).

4.2. Funciones Lipschitz en espacios de medida no doblante

4.2.1. Definición. Sea H un espacio de Hilbert (que puede ser H = C, el cuerpo de los números complejos).
Se dice que una función ~ψ pertenece al espacio de Lipschitz Λγ(Rn,H), 0 < γ ≤ α = 1/n, si existe una constante

C tal que para µ-casi todo punto x, y ∈ sop(µ) se tiene:∣∣∣~ψ(x)− ~ψ(y)
∣∣∣
H
≤ Cd(x, y)γ .

Al ı́nfimo de las constantes C anteriores se le llama la norma de ~ψ, y se denota por ‖~ψ‖Λγ(Rn,H).
El subespacio de Λγ(Rn,H) que consta de las funciones con soporte en una bola B, se lo denota por Λγ(B,H).

El espacio resultante de la unión de todos los espacios Λγ(B,H), para toda bola B, se lo denota con Λγ0(Rn,H).
El subespacio de Λγ0(Rn,H) de las funciones ~ψ tal que

∫
~ψdµ = 0H, lo denotaremos por {Λγ0(Rn,H)}0.

Otro espacio de funciones importante es el que consta de las funciones Lipschitz acotadas, es decir:

Λγb (Rn,H) = Λγ(Rn,H) ∩ L∞µ (Rn,H).

Cuando H sea el cuerpo C de los números complejos, denotaremos a todos estos espacios simplemente por
Λγ(Rn), Λγ(B), Λγ0(Rn), {Λγ0(Rn)}0, Λγb (Rn).
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4.2.2. Nota: En el próximo Teorema se enuncian otras formas equivalentes de las funciones Lipschitz en
el caso de una medida no doblante. El mismo es una extensión del obtenido por Maćıas y Segovia en [MS] para
espacios de tipo homogéneo.

4.2.3. Teorema. Para una función f , µ-integrable sobre d-bolas de Rn, son equivalentes las siguientes
condiciones:

Existe alguna constante C1 y una colección de números fB , uno para cada bola B, tal que se cumplen estas
dos propiedades: Para cualquier d-bola B de radio s:

1
µ(2B)

∫
B

|f(x)− fB | dµ(x) ≤ C1s
γ ,

y para cada d-bola U tal que B ⊂ U y radio %(U) ≤ 2s:

|fB − fU | ≤ C1s
γ .

Existe una constante C2 tal que
|f(x)− f(y)| ≤ C2 |x− y|γ

para µ-casi todos los puntos x, y, en el soporte de µ.

Para cualquier p dado, 1 ≤ p ≤ ∞, existe una constante C(p), tal que para toda d-bola B de radio s, tenemos(
1

µ(B)

∫
B

|f(x)−mB(f)|p dµ(x)
)1/p

≤ C(p)sγ ,

y también, para cualquier d-bola U tal que B ⊂ U , y radio %(U) ≤ 2s:

|mB(f)−mU (f)| ≤ C(p)sγ .

Además, las cantidades ı́nf C1, ı́nf C2 e ı́nf C(p), con un p fijo, son equivalentes.

Nota: Si bien no usaremos esta caracterización equivalente del concepto de función Lipschitz, observamos que
la forma (a) del Teorema anterior, tiene sentido para γ = 0, y el espacio obtenido en este caso es el RBMOµ, de
Tolsa (ver [T1]), el cual está contenido en BMOρ, con ρ = 2.

4.2.4. Proposición. Si ~ψ es una función del espacio Λγ(B,H), para alguna bola B de radio s, entonces se
tiene la desigualdad siguiente:

‖~ψ‖L∞µ (Rn,H) ≤ C‖~ψ‖Λγ(B,H)s
γ .

En particular, vale la siguiente inclusión de conjuntos:

Λγ0(Rn,H) ⊂ L∞µ (Rn,H).

Demostración. Supongamos que µ(B) > 0, y que x0 es el centro de B. Por definición de las funciones Lipschitz,
para µ-casi todos los puntos x, y ∈ sop(µ) se tiene la desigualdad:∣∣∣~ψ(x)− ~ψ(y)

∣∣∣
H
≤ ‖~ψ‖Λγ(Rn,H)d(x, y)γ

≤ ‖~ψ‖Λγ(Rn,H)

(
A(d(x0, x) + d(x0, y))

)γ
.

En particular, como B tiene µ medida positiva, esto es cierto para algún punto x ∈ B, que dejaremos fijo. Para ese
punto x se sigue de lo anterior que:∣∣∣~ψ(x)− ~ψ(y)

∣∣∣
H
≤ ‖~ψ‖Λγ(Rn,H)A

γ(s+ d(x0, y))γ .

Si y 6∈ B se tiene ~ψ(y) = 0, luego si tomamos el ı́nfimo para todos los puntos y en los que vale la desigualdad
anterior, tales que y no pertenece a B, se tiene:∣∣∣~ψ(x)

∣∣∣
H
≤ ı́nf
y 6∈B

∣∣∣~ψ(x)− ~ψ(y)
∣∣∣
H
≤ C‖~ψ‖Λγ(Rn,H) ı́nf

y 6∈B
(s+ d(x0, y))γ .
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Como la casi-distancia d es equivalente a la distancia eucĺıdea, tenemos que el ı́nfimo anterior se alcanza justamente
para el radio s de la bola B, con lo cual:∣∣∣~ψ(x)

∣∣∣
H
≤ C‖~ψ‖Λγ(Rn,H)s

γ , para todo x ∈ B.

4.2.5. Proposición. El espacio de funciones Lipschitz con soporte compacto Λγ0(Rn,H) es un subconjunto
denso del espacio de funciones de potencia p µ-integrable Lpµ(Rn,H), para 1 ≤ p <∞.

Demostración. En primer lugar, tomemos una función cualquiera ϕ ∈ Λγ0(Rn,H), y mostremos que es de potencia
p µ-integrable, para 1 ≤ p <∞.

Sea B una bola que contiene al soporte de ϕ, de radio s0. Usando la proposición anterior:∫
|ϕ(x)|pH dµ(x) ≤ C

∫
B

‖ϕ‖pΛγ(Rn,H)s
γp
0 dµ(x)

≤ ‖ϕ‖pΛγ(Rn,H)s
γp
0 µ(B) <∞.

Por lo tanto
Λγ0(Rn,H) ⊂ Lpµ(Rn,H), 1 ≤ p <∞.

Sea E un conjunto µ-medible y acotado. Dado ε > 0, existen un compacto Kε y un abierto acotado Gε tales que
Kε ⊂ E ⊂ Gε, y µ(Gε \Kε) ≤ ε, porque µ es una medida de Radón, absolutamente continua respecto la medida
de Lebesgue.

Definimos la función

ζε(x) =
d(x,Gcε)

d(x,Gcε) + d(x,Kε)
.

Claramente 0 ≤ ζε(x) ≤ 1.
Además soporte(ζε) ⊂ Gε. Como Gε es un conjunto acotado, la función ζε tiene soporte compacto.
Denotemos:

sε = ı́nf
x∈Rn,z1∈Kε,z2∈Gcε

(d(x, z1) + d(x, z2)).

Esta es una cantidad positiva, como puede verse sin dificultad, usando que d(∂Gε, ∂Kε) > 0.
Sea B0 una bola de centro z que contiene a Gε, de radio R.
Para abreviar, definimos las variables auxiliares

py = d(y,Kε), qy = d(y,Gcε)

Si d(x, y) ≤ 2AR, y al menos uno de los puntos, digamos x, está en B0, tenemos que py ≤ 2AR, qy ≤ 2AR:

|ζε(x)− ζε(y)| =
∣∣∣∣ d(x,Gcε)
d(x,Gcε) + d(x,Kε)

− d(y,Gcε)
d(y,Gcε) + d(y,Kε)

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ qx

qx + px
− qy

qy + py

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣qx(qy + py)− qy(qx + px)

(qx + px)(qy + py)

∣∣∣∣
≤ 1
s2ε
|qx(qy + py)− qy(qx + px)|

=
1
s2ε
|(qx − qy)(qy + py) + qy(qy + py − qx − px)|

≤ 1
s2
ε

(C(2AR)1−γd(x, y)γ(2AR+ 2AR) + 2AR((2AR)1−γd(x, y)γ + (2AR)1−γd(x, y)γ))

≤ CA,R,γ
s2
ε

d(x, y)γ .
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Si d(x, y) > 2AR, entonces es claro que al menos uno de los puntos, digamos y, no está en B, porque de lo
contrario d(x, y) ≤ A(d(z, x) + d(z, y)) ≤ 2AR. Entonces

|ζε(x)− ζε(y)| = ζε(x) ≤ 1 ≤
(
d(x, y)
2AR

)γ
.

Hemos cubierto todos los casos relevantes.
Por lo tanto

|ζε(x)− ζε(y)| ≤ Cεd(x, y)γ ,

y aśı ζε ∈ Λγ0(Rn). En consecuencia ζε es una función de potencia p µ-integrable, para 1 ≤ p <∞.

Ahora calculamos. ∫
|ζε(x)− χ

E
|p dµ(x) ≤

∫
Gε\Kε

|ζε(x)− χ
E
|p dµ(x)

≤ 2pµ(Gε \Kε) ≤ 2pε.

Por lo tanto
‖ζε − χE‖Lpµ(Rn) ≤ 2ε1/p.

Si f(x) =
∑M
j=1 ajχEj , donde a1, · · · , aM ∈ H y E1, · · · , EM son conjuntos µ-medibles acotados, aplicando el

párrafo anterior a cada Ej , podremos obtener una función de Lipschitz ζεj , siendo εj = ε/(M |aj |H)p, tal que

‖ζεj − χEj ‖Lpµ(Rn)
≤ 2

ε1/p

M |aj |H
.

La suma ζε(x) =
∑M
j=1 ajζ

j
εj satisface ahora que:

‖ζε − f‖Lpµ(Rn,H) ≤ 2ε1/p.

Se sabe que el conjunto de funciones del tipo
∑M
j=1 ajχEj es denso en el espacio de funciones Lpµ(Rn,H).

Por lo tanto, el espacio de funciones Lipschitz Λγ0(Rn,H) es un subconjunto denso de Lpµ(Rn,H), para cada
1 ≤ p <∞.

4.2.6. Corolario. Sea F una función µ-medible y H-valuada. Si existe una constante C > 0, tal que para
toda ϕ ∈ Λγ0(Rn,H): ∣∣∣∣∫ (F (x), ϕ(x)

)
H dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖L1
µ(Rn,H),

entonces F ∈ L∞µ (Rn,H) y
‖F‖L∞µ (Rn,H) ≤ C.

4.2.7. Funciones auxiliares. Damos aqúı la definición de ciertas funciones de valores escalares que necesi-
taremos en las secciones siguientes.

Partimos de una función básica h : R+ → R+, infinitamente diferenciable, tal que:

h(t) =


1, 0 ≤ t ≤ 1,
algún valor entre 0 y 1, 1 < t < A,

0, t ≥ A.

A partir de ella, para cada bola B = Bs(z) construimos las funciones hB , h′B , lB siguientes:

hB(y) = h

(
d(y, z)
7A3s

)
.

h′B(y) = h

(
d(y, z)
s

)
.

lB(y) =
1∫

h′B(y)dµ(y)
h′B(y).
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La función hB vale 1 en B7A3s(z), vale 0 en BcA7A3s(z) y su soporte está incluido en la bola B8A4s(z).
La función h′B vale 1 en Bs(z), vale 0 en BcAs(z) y su soporte está incluido en la bola B2As(z).
Esto implica que la función lB̂ también vale 0 en BcAs(z) y su soporte está incluido en la bola B2As(z).
Se puede probar que estas funciones satisfacen condiciones Lipschitz, para todo exponente 0 < γ ≤ α. Sean

x, y ∈ B8A4s(z):

|hB(x)− hB(y)| =
∣∣h(d(x, z)/7A3s)− h(d(y, z)/7A3s)

∣∣
(Teorema del valor medio:)

≤
‖dh/dt‖L∞(R)

7A3s
|d(x, z)− d(y, z)|

≤
‖dh/dt‖L∞(R)

7A3s
n(8A4s)1−αd(x, y)α

≤
‖dh/dt‖L∞(R)

7A3s
n(8A4s)1−γd(x, y)γ

d(x, y)α−γ

(8A4s)α−γ

≤
‖dh/dt‖L∞(R)

7A3s
n(8A4s)1−γd(x, y)γ

(2A8A4s)α−γ

(8A4s)α−γ

≤ Ch,n,γ,As−γd(x, y)γ .

Para otros pares de puntos de x, y, se puede obtener más fácilmente esa cota, usando que hB está soportada en
la bola B8A4s(z).

En particular tenemos:

(4.2.7.1) ‖hB‖Λγ(Rn) ≤ Cs
−γ .

Un procedimiento análogo prueba que h′B es una función Lipschitz para cualquier exponente 0 < γ ≤ α, lo cual
automáticamente implica idéntica propiedad para lB .

Por otro lado, vale la igualdad: ∫
lB(y) dµ(y) = 1.

Cuando se utilice la mı́nima bola doblante B̂ = Bŝ(z) concéntrica con B (que la contiene), las funciones hB̂ y
h′
B̂

tienen soportes que dependen ahora del radio ŝ de B̂.
En este caso tenemos estimaciones interesantes de las normas Lipschitz:

4.2.8. Proposición. Dada una bola B = Bs(z), se tienen las siguientes desigualdades en norma:

‖hB̂‖Λγ(Rn)
≤ Cŝ−γ

‖h′
B̂
‖

Λγ(Rn)
≤ Cŝ−γ

‖lB̂‖Λγ(Rn)
≤ Cµ(Bŝ(z))−1ŝ−γ .

Demostración. Recordemos la definición de las funciones hB̂ , h
′
B̂
, lB̂ :

hB̂(y) = h(d(y, z)/7A3ŝ), y h′
B̂

(y) = h(d(z, y)/ŝ).

Las primeras dos acotaciones en norma pueden probarse a partir de (4.2.7.1).
Tenemos que:

lB̂ =
h′
B̂∫
h′
B̂

.

Esta función vale 0 en AB̂c. Además:
sop(lB̂) ⊂ 2AB̂.
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Por otro lado: ∣∣lB̂(x)− lB̂(y)
∣∣ ≤ (∫

B

h′
B̂

)−1 ∣∣h′
B̂

(x)− h′
B̂

(y)
∣∣

≤

(∫
Bŝ(z)

1

)−1

Cŝ−γd(x, y)γ

≤ Cµ(Bŝ(z))−1ŝ−γd(x, y)γ .

4.2.9. Definiciones de Constantes. Las constantes que aparecen en los dos apartados anteriores serán
utilizadas en las secciones que siguen. Sin embargo, su utilización directa puede dar expresiones muy engorrosas,
aśı que preferimos darles una notación más compacta.

Damos a continuación la lista de constantes:

c1 := 2A

c2 := 5A2

c3 := 7A3

c4 := 8A4

c5 := 21A5

c6 := 32A6

La idea subyacente de esta notación es que ci ≈ Ai.
De paso recordamos que:

a := c4ρ = 8A4ρ

b := 2a.

4.3. Operadores de integral singular en el contexto de medidas no-doblantes

4.3.1. Definición. Sean H un espacio de Hilbert, y consideramos un operador lineal continuo T de Λγ0(Rn)
en (Λγ0(Rn,H))′, para algún γ con 0 < γ ≤ α = 1/n, asociado a un núcleo k : (Rn × Rn \∆) → H, de manera tal
que para toda función φ ∈ Λγ0(Rn), y todo x 6∈ sop(φ), se tiene la siguiente representación integral:

Tφ(x) =
∫
k(x, y)φ(y) dµ(y).

En tal caso decimos que T es un operador de integral singular con núcleo k.

4.3.2. Definición. Sea k̃ = k̃(x, y) la función definida por

(4.3.2.a) k̃(x, y) = sup
ε<d(x,y)/c3

{
1

µ(Bε(x))µ(Bε(y))

∫∫
d(u,x)<ε,d(v,y)<ε

|k(u, v)|H dµ(u)dµ(v)

}
Decimos que k satisface una condición de tamaño de tipo Lr-Dini, 1 ≤ r ≤ ∞, si para todo R > 0:

(4.3.2.b)

 ∫
R<d(x,y)≤AR

(k̃(x, y)
r

+ k̃(y, x)
r
)dµ(y)


1/r

≤ CR−ν/r
′

Se dice que k satisface una condición de Lr-suavidad, 1 ≤ r ≤ ∞, si existe un η, 0 < η ≤ α, tal que si
Ad(y, z) ≤ R, entonces:

(4.3.2.c)

 ∫
R<d(y,x)≤AR

|k(y, x)− k(z, x)|rH dµ(x)


1/r

≤ CR−ν/r
′
(
d(y, z)
R

)η
.
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y

(4.3.2.d)

 ∫
R<d(x,y)≤AR

|k(x, y)− k(x, z)|rH dµ(x)


1/r

≤ CR−ν/r
′
(
d(y, z)
R

)η
.

Nota: Con r′ estamos denotando al exponente conjugado de r, a saber: r′ = r/(r − 1).

4.3.3. Propiedad de Acotación Débil. Decimos que T es débilmente acotado de orden γ, 0 < γ ≤ α,
si para φ ∈ Λγ0(Rn), ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H) tales que φ, ~ψ están soportadas en la misma bola B = Bs(x0), se tiene:∣∣∣〈Tφ, ~ψ〉∣∣∣ ≤ Cµ(ρB)‖φ‖Λγ(Rn)‖~ψ‖Λγ(Rn,H)s

2γ .

El factor ρ es mayor o igual que 1, es independiente de φ, ~ψ, B, y es el mismo valor de ρ que hemos tomado al
definir el espacio de funciones BMOρ(Rn,H).

4.3.4. Algunas consideraciones para el operador adjunto de T .
Se define el operador adjunto de T como el operador lineal T ∗ que está definido de Λγ0(Rn,H) en (Λγ0(Rn))′,

mediante: 〈
T ∗ ~ψ, φ

〉
=
〈
Tφ, ~ψ

〉
, (~ψ ∈ Λγ0(Rn,H), φ ∈ Λγ0(Rn)).

Este operador tiene asociado el núcleo k∗(x, y) = k(y, x), en el sentido de que para cualquier función ~ψ ∈
Λγ0(Rn,H), y cualquier x 6∈ sop(~ψ), vale:

T ∗ ~ψ(x) =
∫ (

k∗(x, y), ~ψ(x)
)

H
dµ(x).

Esto se deduce del hecho que, cuando φ, ~ψ tienen soportes disjuntos, vale la igualdad:〈
T ∗ ~ψ, φ

〉
=
∫∫ (

k∗(x, y), ~ψ(y)
)

H
φ(x) dµ(x)dµ(y).

El núcleo k∗(x, y) satisface, por lo tanto, las mismas propiedades de tamaño y de suavidad que k. También vale
para T ∗ una relación de acotación débil, con la misma apariencia que la de T .

4.3.5. Operadores auxiliares.
Fijemos ahora un vector w ∈ H. Podemos definir un nuevo operador Sw que está definido en el espacio de

funciones de valores escalares Λγ0(Rn), y toma valores en el espacio de funcionales lineales continuos (Λγ0(Rn))′,
mediante: 〈

Swψ, φ
〉

:=
〈
T ∗(ψw), φ

〉
, φ, ψ ∈ Λγ0(Rn).

El operador Sw es del tipo integral singular, y el espacio de Hilbert involucrado es, simplemente H = C, el
cuerpo de los números complejos.

Es fácil verificar que Sw tiene asociado el núcleo

(4.3.5.a) kw(x, y) =
(
k∗(x, y), w

)
H .

Satisface las condiciones de Lr-tamaño y Lr-suavidad siguientes:

(4.3.5.b)

 ∫
R<d(x,y)≤AR

(
k̃w(x, y)r + k̃w(y, x)r

)
dµ(y)


1/r

≤ C |w|H R−ν/r
′

Si Ad(y, z) ≤ R, entonces: ∫
R<d(y,x)≤AR

∣∣∣(k∗(y, x), w
)

H
−
(
k∗(z, x), w

)
H

∣∣∣r dµ(x)


1/r

≤ C |w|H R−ν/r
′
(
d(y, z)
R

)η
(4.3.5.c)

 ∫
R<d(x,y)≤AR

∣∣∣(k∗(x, y), w
)

H
−
(
k∗(x, z), w

)
H

∣∣∣r dµ(x)


1/r

≤ C |w|H R−ν/r
′
(
d(y, z)
R

)η
.(4.3.5.d)
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Se cumple también trivialmente la propiedad de acotación débil. Toma esta forma:∣∣〈Swψ, φ〉∣∣ ≤ C |w|H µ(ρB)s2γ‖φ‖Λγ(Rn)‖ψ‖Λγ(Rn), φ, ψ ∈ Λγ(B), B = Bs(x0).

Nótese que en todos los casos se ha cambiado la constante C por la constante C |w|H, que depende del vector
w.

La ventaja de usar un tal operador será la de poder reutilizar resultados previamente probados para operadores
integral singular genéricos.

4.4. Lemas y Teoremas Previos

4.4.1. Propiedad de Conmutación de Meyer. Supongamos que T es un operador lineal continuo de
Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′ para algún γ, 0 < γ < α = 1/n, asociado a un núcleo que satisface las condiciones de
Lr-Dini y Lr-suavidad, y que T es débilmente acotado de orden η, para algún η ≥ γ.

Se dice que T satisface la propiedad de conmutación de Meyer si para cualesquiera φ, ϕ ∈ Λγ
′

0 (Rn),~ψ ∈
Λγ
′

0 (Rn,H), con γ′ > γ:〈
T (φϕ), ~ψ

〉
=
〈
Tφ, ~ψ ϕ

〉
+
∫∫ [

ϕ(y)− ϕ(x)
] (
φ(y) k(x, y), ~ψ(x)

)
H
dµ(x)dµ(y).

Observación: Si T satisface la propiedad de conmutación de Meyer, entonces T ∗ también lo hace, aunque lo
escribimos en el formato siguiente (atendiendo a la idea de que k(x, y) y k∗(x, y) se identifican con transformaciones
lineales definidas de C en H, y de H en C respectivamente):〈

T ∗(~ψϕ), φ
〉

=
〈
T ∗ ~ψ, φ ϕ

〉
+
∫∫ [

ϕ(y)− ϕ(x)
] (

~ψ(y), k∗(x, y)
)

H
φ(x) dµ(y)dµ(x).

Demostración. 〈
T ∗(~ψϕ), φ

〉
=
〈
Tφ, ~ψϕ

〉
(Propiedad de conmutación de Meyer de T :)

=
〈
T (φ ϕ), ~ψ

〉
−
∫∫ [

ϕ(y)− ϕ(x)
] (
k(x, y)φ(y), ~ψ(x)

)
H
dµ(x)dµ(y)

(cambio de variable (x, y) 7→ (y, x):)

=
〈
T (φ ϕ), ~ψ

〉
+
∫∫ [

ϕ(y)− ϕ(x)
] (
k(y, x)φ(x), ~ψ(y)

)
H
dµ(y)dµ(x)

=
〈
T ∗ ~ψ, φ ϕ

〉
+
∫∫ [

ϕ(y)− ϕ(x)
] (
k∗(x, y), ~ψ(y)

)
H
φ(x) dµ(y)dµ(x).

4.4.2. Lema. Sea k(x, y) un núcleo que satisface la condición de tamaño de tipo Lr-Dini. Si 0 < η ≤ α,
entonces, para s > 0 y x ∈ X: ∫

Bs(x)

d(x, y)ηk̃(x, y)dµ(y) ≤ Csη(4.4.2.a)

∫
Bs(x)

d(x, y)ηk̃(y, x)dµ(y) ≤ Csη.(4.4.2.b)
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Demostración. ∫
Bs(x)

d(x, y)ηk̃(x, y)dµ(y) ≤
∞∑
j=0

∫
A−js<d(x,y)≤A−j+1s

d(x, y)ηk̃(x, y)dµ(y)

(Desigualdad de Hölder con exponente r:)

≤
∞∑
j=0

(∫
A−js<d(x,y)≤A−j+1s

k̃(x, y)
r
dµ(y)

)1/r

·

(∫
A−js<d(x,y)≤A−j+1s

d(x, y)ηr
′
dµ(y)

)1/r′

(Usando condición Lr-Dini y (4.1.5.1):)

≤ C
∞∑
j=0

(A−js)−ν/r
′
·

 (A−js)ηr
′︸ ︷︷ ︸

máx d(x,y)ηr′

(A−js)ν︸ ︷︷ ︸
µ(BA−j+1 )


1/r′

≤ Csη
∞∑
j=0

(A−j)η

≤ Csη.

La prueba para k̃(y, x) sigue los mismos pasos.

4.4.3. Lema. Sea k(x, y) un núcleo que satisface la condición de Lr-suavidad, y sea B = Bs(z).
Entonces, para cualesquiera x1, x2 ∈ Bc1s(z)∣∣∣∣∫ (k(x1, y)− k(x2, y))(1− hB(y))dµ(y)

∣∣∣∣
H
≤ C

(
d(x1, x2)

s

)η
(4.4.3.a) ∣∣∣∣∫ (k(x1, y)− k(x2, y))(1− hB(y))dµ(y)

∣∣∣∣
H
≤ C(4.4.3.a’) ∣∣∣∣∫ (k(y, x1)− k(y, x2))(1− hB(y))dµ(y)

∣∣∣∣
H
≤ C

(
d(x1, x2)

s

)η
(4.4.3.b) ∣∣∣∣∫ (k(y, x1)− k(y, x2))(1− hB(y))dµ(y)

∣∣∣∣
H
≤ C.(4.4.3.b’)

Demostración. Si c3s < d(z, y), como d(x1, z) < c1s, tenemos que:

7A3s = c3s < d(z, y) ≤ A(d(x1, z) + d(x1, y)) < A(c1s+ d(x1, y)) = 2A2s+Ad(x1, y) ≤ 2A3s+Ad(x1, y).

De aqúı se desprende que:
5A2s = c2s < d(x1, y).

Tenemos ∫
c3s<d(z,y)

|k(x1, y)− k(x2, y)|H dµ(y)

≤
∫

c2s<d(x1,y)

|k(x1, y)− k(x2, y)|H dµ(y)

≤
∞∑
j=0

∫
Ajc2s<d(x1,y)≤Aj+1c2s

|k(x1, y)− k(x2, y)|H dµ(y)
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(Por desigualdad de Hölder, la condición de Lr-suavidad, y (4.1.5.1):)

≤ C
∞∑
j=0

(Aj+1c2s)ν/r
′︸ ︷︷ ︸

Hölder r′ y medida del dominio

(Ajc2s)−ν/r
′
(d(x1, x2))η(Ajc2s)−η︸ ︷︷ ︸
Lr-suavidad

≤ C
(
d(x1, x2)

c2s

)η ∞∑
j=0

1
Ajη

≤ C
(
d(x1, x2)

s

)η
.

Esto prueba (4.4.3.a).
Como d(x1, x2) ≤ 2Ac1s, se deduce (4.4.3.a’).
Las desigualdades (4.4.3.b/b’), se obtienen de manera análoga.

4.4.4. Lema. Sea k(x, y) un núcleo que satisface la condición de Lr-suavidad. Sea B = Bs(z).
Entonces para cada φ ∈ L∞µ (Rn), y cada ~ψ ∈ L∞µ (Rn,H):

IBφ(x) :=
∫

(k(x, y)− k(z, y))φ(y) (1− hB(y)) dµ(y)

I
(∗)
B
~ψ(x) :=

∫ (
k(y, x)− k(y, z), ~ψ(y)

)
H

(1− hB(y)) dµ(y),

están bien definidas para µ-casi todo todo x ∈ c1B = Bc1s(z).
Más aún, si φ ∈ Λγb (Rn,C), ~ψ ∈ Λγb (Rn,H), 0 < γ ≤ α = 1/n, tenemos que: IBφ ∈ (Λγ(B,H))′, I(∗)

B
~ψ ∈

(Λγ(B,C))′ y tanto IB como I(∗)
B satisfacen la siguiente propiedad (parecida a la acotación débil) para funciones

soportadas en Bc1s(z): ∣∣∣∣∫ (IBφ(x), ~ψ(x)
)

H
dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ Cµ(c1B)‖φ‖L∞µ (Rn)‖~ψ‖Λγ0 (Rn,H)s
γ∣∣∣∣∫ (IBφ(x), ~ψ(x)

)
H
dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ Cµ(c1B)‖φ‖Λγ0 (Rn)‖~ψ‖Λγ0 (Rn,H)s
2γ∣∣∣∣∫ I

(∗)
B
~ψ(x)φ(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ Cµ(c1B)‖φ‖Λγ0 (Rn)‖~ψ‖L∞µ (Rn,H)s
γ∣∣∣∣∫ I

(∗)
B
~ψ(x)φ(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ Cµ(c1B)‖φ‖Λγ0 (Rn)‖~ψ‖Λγ0 (Rn,H)s
2γ .

Nota: Usamos la notación I(∗) en vez de I∗, porque I(∗) no es el operador adjunto de I, sino un operador
análogo a I asociado al operador T ∗, adjunto de T .

Demostración. Sea ~ψ ∈ Λγ(c1B,H).
Por el Lema precedente tenemos∣∣∣∣∫ (IBφ(x), ~ψ(x)

)
H
dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ ∫ |IBφ(x)|H
∣∣∣~ψ(x)

∣∣∣
H
dµ(x) (desigualdad de Cauchy-Scwartz en H)

≤ C‖φ‖L∞µ (Rn)‖~ψ‖L∞µ (Rn,H)

∫
Bc1s(z)

(
d(x, z)
4A2s

)γ
dµ(x)

≤ C‖φ‖L∞µ (Rn)‖~ψ‖L∞µ (Rn,H)µ(c1B)

≤ Cµ(c1B)‖φ‖L∞µ (Rn)‖~ψ‖Λγ0 (Rn,H)s
γ .

Si φ ∈ Λγ(c1B), entonces∣∣∣∣∫ (IBφ(x), ~ψ(x)
)

H
dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ Cµ(c1B)‖φ‖Λγ0 (Rn)‖~ψ‖Λγ0 (Rn,H)s
2γ .

Las estimaciones para I(∗) son análogas.
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4.4.5. Definición. Sea T un operador lineal de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′.
Dada B = Br(z) definimos TB : Λγb (Rn)→ (Λγ(B,H))′ como

TBφ = T (φhB) + IBφ, φ ∈ Λγb (Rn).

Y también hacemos una declaración análoga respecto el adjunto T ∗, definiendo T (∗)
B : Λγb (Rn,H) → (Λγ(B))′

de esta manera:
T

(∗)
B

~ψ = T ∗(~ψhB) + I
(∗)
B
~ψ, ~ψ ∈ Λγb (Rn,H).

4.4.6. Lema. Sea T un operador lineal continuo de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′ asociado a un núcleo k que
satisface la condición de Lr-suavidad.

Entonces para cada par de bolas B1 = Br1(z1) ⊂ B2 = Br2(z2), la igualdad〈
TB1φ,

~ψ
〉

=
〈
TB2φ,

~ψ
〉
,

es válida para cualesquiera ~ψ ∈ {Λγ(B1,H)}0, el conjunto de las funciones en Λγ(B1,H) con integral 0, y φ ∈
Λγb (Rn).

Asimismo, la igualdad 〈
T

(∗)
B1

~ψ, φ
〉

=
〈
T

(∗)
B2

~ψ, φ
〉
,

es válida para cualesquiera φ ∈ {Λγ(B1)}0, el conjunto de las funciones en Λγ(B1) con integral 0, y ~ψ ∈ Λγb (Rn).

Demostración. Tenemos〈
TB2φ,

~ψ
〉

=
〈
T (φhB2), ~ψ

〉
+
(
IB2φ,

~ψ
)

=
〈
T (φhB1), ~ψ

〉
+
〈
Tφ(hB2 − hB1), ~ψ

〉
+
∫ (

IB2φ(x), ~ψ(x)
)

H
dµ(x)

=
〈
T (φhB1), ~ψ

〉
+
∫ (

~ψ(x),
∫
k(x, y)[hB2(y)− hB1(y)]φ(y)

)
H
dµ(x) +

∫ (
IB2φ(x), ~ψ(x)

)
H
dµ(x).

Claramente,

−T (φ(hB2 − hB1))(z1) =
∫
k(z1, y)φ(y)

(
hB1(y)− hB2(y)

)
dµ(y),

y

−IB2φ(z1) =
∫ (

k(z2, y)− k(z1, y)
)
(1− hB2(y))φ(y) dµ(y).

Entonces, como
∫
~ψ = 0H, tenemos〈

TB2φ,
~ψ
〉

=
〈
T (φhB1), ~ψ

〉
+
∫ (∫ (

k(x, y)− k(z1, y)
)
φ(y)[1− hB1(y)]dµ(y), ~ψ(x)

)
H
dµ(x)

=
〈
T (φhB1), ~ψ

〉
+
〈
IB1φ,

~ψ
〉

=
〈
TB1φ,

~ψ
〉
.

La prueba de que
〈
T

(∗)
B1

~ψ, φ
〉

=
〈
T

(∗)
B2

~ψ, φ
〉

es muy similar, usando en este caso que:

−T ∗(~ψ(hB2 − hB1))(z1) =
∫ (

k∗(z1, y), ~ψ(y)
)

H

(
hB1(y)− hB2(y)

)
dµ(y)

−I(∗)
B2
~ψ(z1) =

∫ ((
k∗(z2, y)− k∗(z1, y)

)
(1− hB2(y)), ~ψ(y)

)
H
dµ(y).

.
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4.4.7. Es claro que 〈
TBφ, ~ψ

〉
=
〈
Tφ, ~ψ

〉
,

cuando sop(φ) ⊂ B, y además 〈
T

(∗)
B

~ψ, φ
〉

=
〈
T ∗ ~ψ, φ

〉
,

cuando sop(~ψ) ⊂ B.
Entonces el Lema precedente nos permite introducir las siguientes extensiones de T y T ∗.

4.4.8. Definición. Sea T un operador lineal continuo de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′ asociado a un núcleo k(x, y)
que satisface la condición de Lr-suavidad.

Para cualesquiera φ ∈ Λγb (Rn) y ~ψ ∈ {Λγ0(Rn,H)}0 con sop(~ψ) ⊂ B, definimos〈
Tφ, ~ψ

〉
=
〈
TBφ, ~ψ

〉
.

Asimismo, para cualesquiera ~ψ ∈ Λγb (Rn,H) y φ ∈ {Λγ0(Rn)}0 con sop(φ) ⊂ B, definimos〈
T ∗ ~ψ, φ

〉
=
〈
T

(∗)
B

~ψ, φ
〉
.

4.4.9. Definición. Sea T un operador lineal continuo de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′ asociado a un núcleo k(x, y)
que satisface la condición de Lr-suavidad, y tal que T es débilmente acotado de orden γ.

Para cada función g del espacio BMOρ(Rn,H) y cada bola B, definimos el vector {B,B̂ [g] ∈ H en forma dual,
mediante el siguiente funcional:(

{B,B̂ [g], w
)

H
=
〈
ThB + IB1− (g −mAB̂(g)), lB̂ w

〉
, todo w ∈ H.

Por otra parte, para cada función f del espacio BMOρ(Rn), cada vector fijo w ∈ H, y cada bola B, definimos
el número {(∗)

B,B̂
[f, w], mediante:

{(∗)
B,B̂

[f, w] =
〈
T ∗(hBw) + I

(∗)
B (1w)− (f −mAB̂(f)), lB̂

〉
.

Podemos definir también los siguientes vectores: {̄B,B̂ , {̄
(∗)
B,B̂

, a través de su formulación dual:(
{̄B,B̂ , w

)
H

=
〈
ThB + IB1, lB̂ w

〉
, todo w ∈ H(

{̄(∗)
B,B̂

, w
)

H
=
〈
T ∗(hBw) + I

(∗)
B (1w), lB̂

〉
, todo w ∈ H.

Nota: La cantidad {(∗)
B,B̂

[f, w] no puede presentarse como un vector de H evaluada en forma de funcional lineal

contra el vector genérico w, porque el término
〈
(f −mAB̂(f)), lB̂

〉
no es lineal en w.

Sin embargo las restantes cantidades definidas śı se consideran como un vector de H, gracias a que se los puede
identificar con funcionales lineales respecto de la variable w.

Observación: Las cantidades recién definidas satisfacen estas relaciones:(
{B,B̂ [g], w

)
H

=
(
{̄B,B̂ , w

)
H
−
〈

(g −mAB̂(g)), lB̂ w
〉

{(∗)
B,B̂

[f, w] =
(
{̄(∗)
B,B̂

, w
)

H
−
〈

(f −mAB̂(f)), lB̂
〉
.

4.4.10. Lema. Sea T : Λγ0(Rn)→ (Λγ0(Rn,H))′ un operador de integral singular, asociado al núcleo estándar
k, el cual satisface la condiciónd de tamaño de Lr-Dini, y que también verifica la propiedad de Acotación Débil.

Sea B = Bs(z) una bola de radio s centrada en z. Como siempre, denotemos B̂ a la mı́nima bola doblante
concéntrica con B, y sea ŝ su radio (de modo que B̂ = Bŝ(z)).

Si w ∈ H, entonces
∣∣〈ThB , lB̂w〉∣∣ ≤ C |w|H, con constante C independiente de B y w.

Análogamente,
∣∣〈T ∗(hBw), lB̂

〉∣∣ ≤ C |w|H, con constante C independiente de B y w.
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Demostración. Sin pérdidad de generalidad, supongamos que |w|H = 1.
A lo largo de esta demostración, las bolas consideradas estarán centradas en z. Aśı, Bσ significa Bσ(z).
Tenemos por ejemplo: B = Bs, B̂ = Bŝ. Denotaremos B1 = B3A2s.
La función hB vale 1 en Bc3s, se anula en Bc7A4s, y por lo tanto tiene su soporte incluido en Bc4s = B8A4s.
La función h′

B̂
vale 1 en Bŝ, se anula en BcAŝ, y por lo tanto tiene su soporte incluido en Bc1ŝ = B2Aŝ.

La función hB1 vale 1 en B3A2c3s = Bc5s, se anula en Bc21A6s, y por lo tanto tiene su soporte incluido en
B4A2c4s = Bc6s. Luego la funcióh 1− hB1 se anula en Bcc5s.

(1er caso:) Supongamos que c6s ≤ ŝ.
Escribimos: 〈

ThB , lB̂w
〉

=
〈
ThB , hB1 lB̂ w

〉
+
〈
ThB , (1− hB1)lB̂ w

〉
=: J1 + J2.

Debido a la propiedad de acotaciòn débil, y al hecho de que hB y hB1 lB̂ están ambas soportadas en B4A2c4s,
tenemos:

|J1| ≤ µ(ρBc6s)Cs2γ‖hB‖Λγ(Rn)‖hB1 lB̂‖Λγ(Rn)

≤ µ(ρBc6s)Cs2γCs−γ
1∫
hB̂
‖hB1h′

B̂
‖

Λγ(Rn)

(Usando que c6s ≤ ŝ:)

≤ Cµ(ρBŝ)sγ
1

µ(B̂)
‖hB1h′

B̂
‖

Λγ(Rn)

(Como h′
B̂

= 1 en el soporte de hB1 , tenemos hB1h′
B̂

= hB1 . Además ρBŝ = Bρŝ ⊂ Baŝ = aB̂. Luego: )

≤ Cµ(aB̂)sγ
1

µ(B̂)
‖hB1‖Λγ(Rn)

≤ Cµ(aB̂)sγ
1

µ(B̂)
C(4A2c3s)−γ

(Usando que B̂ es doblante:)

≤ Cb.

Ahora estudiemos J2. Si x fuese un punto común del soporte de hB y de ϑ := (1 − hB1)lB̂ , tendŕıamos que
d(x, z) ≤ c4s (debido al soporte de hB) y d(x, z) ≥ c5 = 21A5s > 8A4s = c4s, ya que ϑ se anula fuera de la bola
Bc5s(z), lo cual da una contradicción.

Por lo tanto, hB y ϑ = (1− hB1)lB̂ tienen soportes disjuntos. Tenemos ahora que:

J2 =
∫∫ (

k(x, y), w
)

H hB(y)(1− hB1(x))lB̂(x) dµ(x)dµ(y).

Estimamos:

|J2| ≤
∫
y∈c4B

∣∣∣∣∫
x∈B̂

(
k(x, y), w

)
H
hB(y)(1− hB1(x))lB̂(x) dµ(x)

∣∣∣∣ dµ(y)

(Si el integrando no se anula en el par (x, y), entonces d(x, y) ≥ c4s, porque de lo contrario
d(x, z) ≤ A(d(x, y) + d(y, z)) ≤ 2Ac4s = 16A5s < 21A5s ≤ d(x, z), debido al soporte de ϑ, lo cual da una

contradicción. Luego: )

≤ 1∫
h′
B̂

∫
y∈c4B

∣∣∣∣∣
∫

c4s≤d(x,y)≤2Aŝ

(
k(x, y), w

)
H
hB(y)(1− hB1(x))h′

B̂
(x) dµ(x)

∣∣∣∣∣ dµ(y)

≤ 1∫
h′
B̂

∫
y∈c4B

∫
c4s≤d(x,y)≤2Aŝ

|k(x, y)|H dµ(x)dµ(y)
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(Desigualdad de Hölder:)

≤ 1
µ(B̂)

∫
y∈c4B

(∫
c4s≤d(x,y)≤2Aŝ

|k(x, y)|rH dµ(x)

)1/r

µ(2AB̂)1/r′dµ(y)

≤ 1
µ(B̂)

∫
y∈c4B

( ∞∑
m=0

∫
c4sAm≤d(x,y)≤c4sAm+1

|k(x, y)|rH dµ(x)

)1/r

µ(2AB̂)1/r′dµ(y)

(Condición de tamaño Lr-Dini:)

≤ 1
µ(B̂)

∫
y∈c4B

∞∑
m=0

(c4sAm)−ν/r
′
µ(2AB̂)1/r′dµ(y)

≤ 1
µ(B̂)

µ(c4B)C(c4s)−ν/r
′
µ(2AB̂)1/r′ .

(Condición 4.1.5.1:)

≤ 1
µ(B̂)

µ(c4B)Cµ(c4B)−1/r′µ(2AB̂)1/r′ .

(Como 2A ≤ a y B̂ es doblante:)

≤ Cb

(
µ(c4B)
µ(B̂)

)1/r

(Como c4s ≤ ŝ, tenemos c4B ⊂ B̂, luego:)

≤ C.

(2do caso:) Ahora analizamos: c6s > ŝ.
Tenemos en particular que s ≤ ŝ < c6s. O sea que s ≈ ŝ.
La función hB está soportada en c4B ⊂ c4B̂.
La función h′

B̂
está soportada en c1B̂ ⊂ c4B̂.

Luego, ambas funciones están soportadas en c4B̂. Aplicamos la Propiedad de Acotación Débil y obtenemos:∣∣∣〈ThB , lB̂w〉∣∣∣ =
1∫
hB̂

∣∣∣〈ThB , h′B̂w〉∣∣∣
≤ 1
µ(B̂)

µ(ρc4B̂)Cŝ2γ‖hB‖Λγ(Rn)‖h
′
B̂
‖

Λγ(Rn)

≤ 1
µ(B̂)

µ(aB̂)Cŝ2γ Cs−γCŝ−γ

(Usando que s ≈ ŝ, y que B̂ es doblante:)

≤ bC.

La prueba de que
∣∣〈T ∗(hBw), lB̂

〉∣∣ ≤ C |w|H, es análoga.
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4.4.11. Lema. Sea T un operador lineal continuo de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′ asociado a un núcleo k(x, y)
que satisface las condiciones de tamaño de Lr-Dini, de Lr-suavidad, y tal que T es débilmente acotado de orden γ.

Para cada función g ∈ L∞µ (Rn,H) y cada bola B, se tiene que:

(4.4.11.a)
∣∣∣{B,B̂ [g]

∣∣∣
H
≤ Cg,

∣∣∣{̄B,B̂∣∣∣H ≤ C
donde la constante Cg sólo depende de la función g, pero no de B, y la constante C depende del operador T , y no
depende de g ni de B.

Asimismo, para cada función f ∈ BMOρ(Rn), cada vector w ∈ H fijo, y cada bola B, se tiene que:

(4.4.11.b)
∣∣∣{(∗)
B,B̂

[f, w]
∣∣∣
H
≤ C |w|H + Cf ,

∣∣∣{̄(∗)
B,B̂

∣∣∣
H
≤ C

donde la constante Cf sólo depende la función f , pero no de w ni de B, y la constante C depende del operador T ,
y no depende de f , ni de w, ni de B.

Demostración. Por el Lema previo: ∣∣∣〈ThB , lB̂w〉∣∣∣ ≤ C |w|H .
También para T ∗ tendremos: ∣∣∣〈T ∗(hBw), lB̂

〉∣∣∣ ≤ C |w|H .
Por Lema 4.4.4, se tiene: (∫

IB1(x)lB̂(x)dµ(x), w
)

H
≤ Cµ(c1B)ŝγ‖lB̂‖Λγ(Rn)

|w|H

≤ Cµ(c1B̂)ŝγ‖lB̂‖Λγ(Rn)
|w|H

≤ Cµ(aB̂)ŝγ‖lB̂‖Λγ(Rn)
|w|H

≤ Cbµ(B̂)ŝγ‖lB̂‖Λγ(Rn)
|w|H

≤ C |w|H ,

Análogamente: ∣∣∣∣∫ (I(∗)
B (1w)(x), lB̂(x)

)
H

∣∣∣∣ dµ(x) ≤ C |w|H .

Observando que:

lB̂(x) =
h′
B̂

(x)∫
h′
B̂

≤ 1∫
B̂

1
≤ 1
µ(B̂)

,

y tomando g ∈ BMOρ(Rn,H), calculamos:∣∣∣〈g −mAB̂g, lB̂w
〉∣∣∣ ≤ C

µ(B̂)

∫
AB̂

∣∣g(x)−mAB̂g
∣∣
H dµ(x) |w|H

≤ C

µ(B̂)

∫
AB̂

∣∣g(x)−mAB̂g
∣∣
H dµ(x) |w|H

(Definición de BMOρ:)

≤ C

µ(B̂)
µ(ρAB̂)‖g‖BMOρ(Rn,H) |w|H

≤ C

µ(B̂)
µ(aB̂)‖g‖BMOρ(Rn,H) |w|H
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(Usando que B̂ es una bola doblante:)

≤ Cb‖g‖BMOρ(Rn,H) |w|H .

De modo análogo se puede probar que para f ∈ BMOρ(Rn):∣∣〈(f −mAB̂f), lB̂
〉∣∣ ≤ C‖f‖BMOρ(Rn).

Estas estimaciones, junto al Lema de Representación de Riesz en H, en donde sea aplicable, culminan la prueba
del Lema.

4.4.12. Lema. Una expresión para ThB: Sea T un operador lineal continuo de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′

asociado a un núcleo k(x, y) que satisface las condiciones de Lr-tamaño y de Lr-suavidad, y tal que T es débilmente
acotado de orden γ.

Si T1 = g con g ∈ BMOρ(Rn,H), entonces, dada una bola B = Br(z):

〈
ThB , ~ψ

〉
=
∫ (

g(x)−mAB̂(g), ~ψ(x)
)

H
dµ(x) +

(
{B,B̂ [g],

∫
~ψ(x)dµ(x)

)
H
−
∫ (

IB1(x), ~ψ(x)
)

H
dµ(x),

para cualquier ~ψ ∈ Λγ(B,H).
Nota: En el caso en que H = C y la bola B es doblante (coincide con B̂), se obtiene el Teorema 2.18 de

[MST].

Demostración. Dada ~ψ ∈ Λγ(B,H), tenemos

〈
ThB + IB1, ~ψ

〉
=
〈
ThB + IB1, ~ψ −

(∫
~ψ

)
lB̂

〉
+
〈
ThB + IB1,

(∫
~ψ

)
lB̂

〉
=
〈
g, ~ψ −

(∫
~ψ

)
lB̂

〉
+
〈
ThB + IB1, lB̂

∫
~ψ

〉
=
∫ (

g(x)−mAB̂g,
~ψ(x)

)
H
dµ(x) +

(
mAB̂g, lB̂

∫
~ψ

)
H

−
〈
g, lB̂

∫
~ψ

〉
+
〈
ThB + IB1, lB̂

∫
~ψ

〉
=
∫ (

g(x)−mAB̂ ,
~ψ(x)

)
H
dµ(x) +

(
{B,B̂ [g],

∫
~ψ

)
H
.

4.4.13. Lema. Una expresión para T ∗(hBw): Sea T un operador lineal continuo de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′

asociado a un núcleo k(x, y) que satisface las condiciones de Lr-tamaño y Lr-suavidad, y tal que T es débilmente
acotado de orden γ.

Sea w ∈ H un vector prefijado
Si T ∗(1w) = f con f ∈ BMOρ(Rn), entonces, dada una bola B = Bs(z):

〈
T ∗(hBw), φ

〉
=
∫

(f(x)−mAB̂(f))φ(x)dµ(x) + {(∗)
B,B̂

[f, w]
∫
φ(x)dµ(x)−

∫
I

(∗)
B (1w)(x)φ(x)dµ(x),

para cualquier φ ∈ Λγ(B).
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Demostración. Dada φ ∈ Λγ(B), tenemos〈
T ∗(hBw) + I

(∗)
B (1w), φ

〉
=
〈
T ∗(hBw) + I

(∗)
B (1w), φ−

(∫
φ

)
lB̂

〉
+
〈
T ∗(hBw) + I

(∗)
B (1w),

(∫
φ

)
lB̂

〉
=
〈
f, φ−

(∫
φ

)
lB̂

〉
+
〈
T ∗(hBw) + I

(∗)
B (1w), lB̂

∫
φ(x)dµ(x)

〉
=
∫

(f(x)−mAB̂f)φ(x)dµ(x) +mAB̂f

∫
φ

−
〈
f, lB̂

∫
φ

〉
+
〈
T ∗(hBw) + I

(∗)
B (1w), lB̂

∫
φ

〉
=
∫

(f(x)−mAB̂)φ(x)dµ(x) + {(∗)
B,B̂

[f, w]
∫
φ.

4.4.14. Expresiones para ThB y T ∗(hBw). Resumimos a continuación las expresiones halladas en las dos
proposciones anteriores, y damos a su vez formas alternativas, que serán útiles para separar los casos en que T1 = 0
y/o T ∗(1w) = 0, y en los casos en que eso no ocurre.

Asumimos que B es una bola dada, φ ∈ Λγ(B), ~ψ ∈ Λγ(B,H), w ∈ H, g ∈ BMOρ(Rn,H), f ∈ BMOρ(Rn):〈
ThB , ~ψ

〉
=
∫ (

g(x)−mAB̂(g), ~ψ(x)
)

H
dµ(x)(4.4.14.a)

+
(
{B,B̂ [g],

∫
~ψ(x)dµ(x)

)
H
−
∫ (

IB1(x), ~ψ(x)
)

H
dµ(x)〈

ThB , ~ψ
〉

=
∫ (

g(x)−mAB̂(g), ~ψ(x)
)

H
dµ(x)−

〈
(g −mAB̂(g)), lB̂

∫
~ψ

〉
(4.4.14.a’)

+
(
{̄B,B̂ ,

∫
~ψ(x)dµ(x)

)
H
−
∫ (

IB1(x), ~ψ(x)
)

H
dµ(x)〈

T ∗(hBw), φ
〉

=
∫

(f(x)−mB,B̂(f))φ(x)dµ(x)(4.4.14.b)

+ {(∗)
B,B̂

[f, w]
∫
φ(x)dµ(x)−

∫
I

(∗)
B (1w)(x)φ(x) dµ(x)〈

T ∗(hBw), φ
〉

=
∫

(f(x)−mB,B̂(f))φ(x)dµ(x)−
〈

(f −mAB̂(f)), lB̂
〉∫

φ(x)dµ(x)(4.4.14.b’)

+
(
{̄(∗)
B,B̂

, w
)

H

∫
φ(x)dµ(x)−

∫
I

(∗)
B (1w)(x)φ(x) dµ(x).

4.4.15. Corolario. Sea T un operador que satisface todas las condiciones del Lema (4.4.12). Si g ∈ L∞µ (Rn,H),

entonces
∣∣∣〈ThB , ~ψ〉∣∣∣ ≤ C‖~ψ‖L1

µ(B,H), para toda ~ψ ∈ Λγ(B,H).

Rećıprocamente: si
∣∣∣〈ThB , ~ψ〉∣∣∣ ≤ C‖~ψ‖L1

µ(B,H) para cualquier ~ψ ∈ Λγ(B,H), donde C es una constante absoluta
que no depende de B, entonces g ∈ L∞µ (Rn,H).

Demostración. La primer parte se deduce fácilmente de la fórmula del Lema 4.4.12, ya que:∣∣∣∣∫ ((g(x)−mAB̂(g)), ~ψ(x)
)

H
dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∣∣g(x)−mAB̂(g)
∣∣
H

∣∣∣~ψ(x)
∣∣∣
H
dµ(x) ≤ 2‖g‖L∞µ (Rn,H)‖~ψ‖L1

µ(B,H),

y además: ∣∣∣∣∫ (IB1(x), ~ψ(x)
)

H
dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ ∫ |IB1(x)|H
∣∣∣~ψ(x)

∣∣∣
H
dµ(x)

≤ C‖IB1‖L∞µ (Rn,H)‖~ψ‖L1
µ(B,H)

≤ C‖~ψ‖L1
µ(B,H)
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Para ver la rećıproca, usamos la fórmula (4.4.14.a). Igual que antes, podemos ver que
∣∣∣∫ (IB1(x), ~ψ(x)

)
H
dµ(x)

∣∣∣ ≤
C‖~ψ‖L1

µ(B,H).

Además, como
∣∣∣{B,B̂ [g]

∣∣∣
H
≤ C, tenemos que

∣∣∣({B,B̂ [g],
∫
~ψ
)

H

∣∣∣ ≤ C‖~ψ‖L1
µ(Rn,H).

Esto implica, g−mAB̂(g) ∈ L∞µ (Rn,H) (por dualidad, pues Λγ0(Rn,H) es un subconjunto denso de L1
µ(Rn,H)).

Pero como mAB̂(g) es un elemento constante de H, resulta que g debe ser una función acotada.

4.4.16. Corolario. Sea T un operador que satisface todas las condiciones del Lema (4.4.13). Si T ∗w = 0
para cada vector w ∈ H, entonces

∣∣〈T ∗(hBw), φ
〉∣∣ ≤ C |w|H ‖φ‖L1

µ(B), para toda φ ∈ Λγ(B), con constante C

independiente de w y de B.

Demostración. Es claro que para φ ∈ Λγ(B) se tiene que:∣∣∣∣({̄(∗)B,B̂
, w
)

H

∫
φ(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ C |w|H ‖φ‖L1
µ(Rn).

Por otra parte: ∣∣∣∣∫ I
(∗)
B (1w)(x)φ(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∣∣∣I(∗)
B (1w)(x)

∣∣∣ |φ(x)| dµ(x)

≤ C‖I(∗)
B̂

(1w)‖
L∞µ (Rn)

‖φ‖L1
µ(B)

≤ C |w|H ‖φ‖L1
µ(B)

Observación: El último Corolario, correspondiente al operador adjunto T ∗, requiere de más hipótesis que el
correspondiente Corolario respecto T . Lo hacemos aśı por dos razones. En primer lugar, en el futuro no aplicaremos
la generalidad de hipótesis tales como que T ∗(1w) es una función fw de BMOρ(Rn) ∩ L∞µ (Rn).

Y en segundo término, ocurre que el análisis de una tal hipótesis trae complicaciones que nos alejan de nuestro
objetivo central, ya que tendŕıamos una función fw distinta para cada vector w, y eso en principio no nos permitiŕıa
tener una constante C uniforme, sin exigir previamente restricciones sobre el tipo de funciones fw.

La más sencilla de estas restricciones es pedir que T ∗(1w) = 0 para todo w ∈ H.

4.4.17. Definición. Sea T un operador que satisface las condiciones del Lema (4.4.12). Dados φ ∈ Λγ(B) y
x ∈ B, definimos:

TBφ(x) = (g(x)−mAB̂g)φ(x) + {B,B̂ [g]φ(x)− IB1(x)φ(x) +
∫

[φ(y)− φ(x)]k(x, y)hB(y) dµ(y).

Observación: La función TBφ(x) es H-valuada.

4.4.18. Proposición. Sea T un operador que satisface las condiciones del Lema 4.4.12. Sean B1 = Br1(z1) ⊂
B2 = Br2(z2) y φ ∈ Λγ(B1). Entonces:

TB2φ(x) = TB1φ(x), para x ∈ B1.

Demostración. Consideremos las mı́nimas bolas doblantes B̂1 y B̂2 concéntricas con B1 y B2, respectivamente.
Primero observemos que(

{B2,B̂2
[g]− {B1,B̂1

[g], w
)

H
=
〈
ThB2 + IB21− (g −mAB̂2

g), (lB̂2
− lB̂1

)w
〉

+
〈
ThB2 + IB21− (g −mAB̂2

g), lB̂1
w
〉

−
〈
ThB1 + IB11− (g −mAB̂1

g), lB̂1
w
〉
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(La función lB̂2
− lB̂1

tiene integral nula, luego se puede usar que T1 = g:)

=

〈
T1− g︸ ︷︷ ︸

=0

, (lB̂2
− lB̂1

)w

〉

(mAB̂2
g es un elemento de H constante respecto x)

+
∫ (

mAB̂2
g, w

)
H

(lB̂2
(x)− lB̂1

(x))dµ(x)

+
〈
ThB2 + IB21− (g −mAB̂2

g), lB̂1
w
〉

−
〈
ThB1 + IB11− (g −mAB̂1

g), lB̂1
w
〉

(Usamos que lB̂2
− lB̂1

tiene integral nula, y que
∫
lB̂1

= 1:)

= 0 +
〈
T (hB2 − hB1) + IB21− IB11, lB̂1

w
〉

+
(
mB̂2

g −mB̂1
g, w

)
H
.

Por otro lado

IB11(x)− IB21(x) =
∫

(k(x, y)− k(z1, y))(1− hB1(y))dµ(y)

−
∫

(k(x, y)− k(z2, y))(1− hB2(y))dµ(y)

=
∫
k(x, y)(hB2(y)− hB1(y))dµ(y)

+
∫

(k(z2, y)− k(z1, y))(1− hB2(y))dµ(y)

−
∫
k(z1, y)(hB2(y)− hB1(y))dµ(y)

=
∫
k(x, y)(hB2(y)− hB1(y))− IB21(z1)

−
∫
k(z1, y)(hB2(y)− hB1(y))

(Claramente, la función (hB2 − hB1)(y) vale 0 cuando y ∈ B1, aśı que si x ∈ B1, tenemos:)

= T (hB2 − hB1)(x)− IB21(z1)− T (hB2 − hB1)(z1).(*)

También tenemos:〈
T (hB2 − hB1) + IB21− IB11, lB̂1

w
〉

=
〈
T (hB2 − hB1), lB̂1

w
〉
−
〈
IB11− IB21, lB̂1

w
〉

(Usando (*):)

=
〈
T (hB2 − hB1), lB̂1

w
〉

−
(〈

T (hB2 − hB1)− IB21(z1)− T (hB2 − hB1)(z1), lB̂1
w
〉)

=
〈
IB21(z1) + T (hB2 − hB1)(z1), lB̂1

w
〉

=
∫ (

IB21(z1) + T (hB2 − hB1)(z1), lB̂1
(x)w

)
H
dµ(x)

=
(
IB21(z1) + T (hB2 − hB1)(z1), w

)
H

∫
lB̂1

dµ︸ ︷︷ ︸
=1

.
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Más aún, ∫
(φ(y)− φ(x))k(x, y)(hB2(y)− hB1(y))dµ(y) =

∫
B1

φ(y)k(x, y)(hB2(y)− hB1(y))dµ(y)

− φ(x)
∫
k(x, y)(hB2(y)− hB1(y))dµ(y)

(El soporte del primer integrando está en el complemento de B1:)

= −φ(x)T (hB2 − hB1)(x).

Entonces usando estas igualdades, y la definición de TB2 − TB1 , para todo w ∈ H se tiene:(
TB2φ(x)− TB1φ(x), w

)
H

=
(

(mAB̂1
(g)−mAB̂2

(g))φ(x), w
)

H

+
(

(mAB̂2
(g)−mAB̂1

(g))φ(x), w
)

H
+
(
T (hB2 − hB1)(z1) + IB21(z1)φ(x), w

)
H

+
(
T (hB2 − hB1)(x)φ(x)− (T (hB2 − hB1)(z1) + IB21(z1))φ(x), w

)
H

−
(
φ(x)

∫
B1

k(x, y)(hB2(y)− hB1(y))dµ(y), w
)

H

= 0,

obteniendo aśı el resultado buscado.

4.4.19. Definición. Sea w ∈ H un vector fijo, y sea T un operador que satisface las condiciones del Lema
(4.4.13). Dados ψ ∈ Λγ(B) (una función a valores escalares) y x ∈ B, declaramos:

SBwψ(x) = (f(x)−mAB̂f)ψ(x) + {(∗)
B,B̂

[f, w]ψ(x)− I(∗)
B (1w)(x)ψ(x) +

∫
[ψ(y)− ψ(x)]

(
k∗(x, y), w

)
H hB(y) dµ(y).

Observación: La función SBwψ(x) toma valores complejos (escalares).

4.4.20. Proposicion. Sea T un operador que satisface las mismas condiciones que el Lema 4.4.13.
Sean B1 = Br1(z1) ⊂ B2 = Br2(z2) y ψ ∈ Λγ(B1). Entonces:

(4.4.20.1) SB2
w ψ(x) = SB1

w ψ(x), para x ∈ B1.

Demostración. Sea S̄w : Λγ0(Rn,C)→ (Λγ0(Rn,C))′, definido por medio de

S̄wψ = T ∗(ψw), (toda ψ ∈ Λγ0(Rn,C)).

El operador Sw satisface las hipótesis de la proposición 4.4.18, respecto C considerado como espacio de Hilbert (en
lugar de H), con f en lugar de g, y con constante C |w|H asociada a las cotas del operador S y de su núcleo (ver
Subsección 4.3.5).

Queda definida la familia de operadores S̄Bw , según la fórmula 4.4.17 (con S̄w en lugar de T ).
De alĺı se desprende la validez de la proposición 4.4.18 para la familia de operadores SBw . Es decir:

S̄B2
w ψ(x) = S̄B1

w ψ(x), (x ∈ B1),

para toda ψ ∈ Λγ(B).
No obstante, para cada bola B se tiene que S̄Bw = SBw , lo cual completa la demostración.

4.4.21. Definición. Dada φ ∈ Λγ0(Rn,H), la proposición 4.4.18 nos permite definir T̃ φ como la función

T̃ φ(x) = TBφ(x),

donde B es una bola que contiene al soporte de φ, y x ∈ B.
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Ahora probamos el resultado principal de esta sección:

4.4.22. Teorema. Sea T un operador lineal continuo de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′, para todo 0 < γ ≤ α, con
un núcleo asociado k que satisface las condiciones (4.3.2.b) y (4.3.2.c) , y tal que T1 = g, g ∈ BMOρ(Rn,H).

Supongamos además que T satisface la Propiedad de Conmutación de Meyer.
Para cualquier η, 0 < η ≤ α, tenemos que si T es débilmente acotado de orden η, entonces para cualquier

φ ∈ Λη0(Rn):
Tφ = T̃ φ.

Observación: En el Teorema correspondiente para el caso de espacios de tipo homogéneo (ver [MST]), la
Propiedad de Conmutación de Meyer no se pide, sino que se prueba previamente.

También en [MST] se tiene el resultado rećıproco, que no vale en el contexto de medidas no doblantes, pero la
dirección que necesitamos para nuestros propósitos es la del Teorema 4.4.22.

Por otra parte, como veremos en la sección 4.7, la Propiedad de Conmutación de Meyer se cumple para la
mayoŕıa de los operadores que surgen en las aplicaciones, por ejemplo, para operadores con núcleo antisimétrico,
además de aquellos con núcleo integrable.

Demostración. Sean φ ∈ Λη(B), ~ψ ∈ Λη(B,H).
Entonces por la Propiedad de Conmutación de Meyer:〈

Tφ, ~ψ
〉

=
〈
ThB , φ~ψ

〉
+
∫∫

[φ(y)− φ(x)]
(
k(x, y)hB(y), ~ψ(x)

)
H
dµ(x)dµ(y),

y ahora se aplica el Lema (4.4.12).

4.4.23. Definición. Dada ψ ∈ Λγ0(Rn), y dados un vector fijo w ∈ H, la Proposición 4.4.20 nos permite
definir S̃wψ como la función

S̃wψ(x) = SBwψ(x) (x ∈ B),

donde B es una bola que contiene al soporte de ψ.

Tenemos el siguiente:

4.4.24. Teorema. Sea T un operador lineal continuo de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′, para todo 0 < γ ≤ α, con
un núcleo asociado k que satisface las condiciones (4.3.2.b) y (4.3.2.d).

Sea w ∈ H un vector prefijado, y supongamos que T ∗(1w) = f , f ∈ BMOρ(Rn).
Supongamos además que T satisface la Propiedad de Conmutación de Meyer.
Para cualquier η, 0 < η ≤ α, tenemos que si T es débilmente acotado de orden η, entonces para cualquier

ψ ∈ Λη0(Rn):
T ∗(ψw) = S̃wψ.

Demostración. Sean φ ∈ Λη(B), ψ ∈ Λη(B).
Entonces por la Propiedad de Conmutación de Meyer de T ∗:〈

T ∗(ψw), φ
〉

=
〈
T ∗(hB w), φψ

〉
+
∫∫

[ψ(y)− ψ(x)]
(
k(y, x)hB(y), φ(x)w

)
H
dµ(y)dµ(x),

y ahora se aplica el Lema (4.4.13).

4.4.25. Observación. Notar que si consideramos el operador

Tφ(x) = g(x)φ(x),

y si T es débilmente acotado de orden γ, entonces

|g(x)|H ≤ C,

para µ-casi todo punto en el soporte de µ.
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Demostración. Sea x0 un punto del soporte de µ, y sea {B̂j}∞j=1 una sucesión de bolas doblantes centradas en x0

tales que sus respectivos radios ŝj tienden a 0 cuando j →∞.
Sea w ∈ H un vector prefijado, y sin pérdida de generalidad supongamos que |w|H = 1.
Usando que

∫
lB̂j = 1:∣∣∣(mB̂j
(g), w

)
H

∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ (mB̂j

(g), w
)

H
lB̂j (x) dµ(x)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ (mB̂j

(g)− g(x), w
)

H
lB̂j (x) dµ(x)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ (g(x), w

)
H
lB̂j (x) dµ(x)

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫ (mB̂j

(g)− g(x), w
)

H
lB̂j (x) dµ(x)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ (hB̂jg(x), w

)
H
lB̂j (x) dµ(x)

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫ (mB̂j

(g)− g(x), w
)

H
lB̂j (x) dµ(x)

∣∣∣∣+
∣∣∣〈ThB̂j , lB̂j〉∣∣∣ .

Por la Propiedad de Acotación Débil, y por la Proposición 4.2.8, tenemos que∣∣∣〈ThB̂j , lB̂j〉∣∣∣ ≤ C.
Por otro lado, estimamos:∣∣∣∣∫ (mB̂j

(g)− g(x), w
)

H
lB̂j (x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ ((mB̂j
(g)−mAB̂j

), w
)

H
lB̂j (x) dµ(x)

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∫ (mAB̂j

(g)− g(x), w
)

H
lB̂j (x) dµ(x)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣((mB̂j

(g)−mAB̂j
(g)), w

)
H

∣∣∣
+

1
µ(B̂j)

∣∣∣∣∣
∫
AB̂j

(
mAB̂j

(g)− g(x), w
)

H
dµ(x)

∣∣∣∣∣ .
Tenemos que:

1
µ(B̂j)

∣∣∣∣∣
∫
AB̂j

(
mAB̂j

(g)− g(x), w
)

H
dµ(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
µ(B̂j)

µ(ρAB̂j)‖g‖BMOρ(Rn,H)

≤ 1
µ(B̂j)

µ(aB̂j)‖g‖BMOρ(Rn,H)

(Y como B̂j es doblante:)

≤ b‖g‖BMOρ(Rn,H).

Además, calculamos: ∣∣∣mB̂j
(g)−mAB̂j

(g)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
µ(B̂j)

∫
B̂j

(
g(x)−mAB̂j

(g)
)
dµ(x)

∣∣∣∣∣
≤ 1
µ(B̂j)

∫
AB̂j

∣∣∣g(x)−mAB̂j
(g)
∣∣∣
H
dµ(x)

≤ 1
µ(B̂j)

µ(ρAB̂j)‖g‖BMOρ(Rn,H)

≤ 1
µ(B̂j)

µ(aB̂j)‖g‖BMOρ(Rn,H)

≤ b‖g‖BMOρ(Rn,H).

En consecuencia hemos probado que para todo ı́ndice j:∣∣∣∣∣ 1
µ(B̂j)

(∫
B̂j

g(x) dµ(x), w

)
H

∣∣∣∣∣ ≤ C
70



Por el Lema de Diferenciación 4.1.15, se sigue que:

|g(x0)|H ≤ C,

como queŕıamos probar.

4.4.26. Corolario. Sea T un operador que satisface las hipótesis y condiciones del Teorema 4.4.22. Entonces
el núcleo k(x, y) es 0 sii Tφ(x) = β(x)φ(x), con β ∈ L∞µ (Rn,H).

Demostración. Asumir que k = 0. Entonces

Tφ(x) = (g(x)−mAB̂g)φ(x) + {B,B̂ [g]φ(x) = (g(x)−mAB̂g + {B,B̂ [g])φ(x).

Por lo tanto, por la Observación anterior, g(x) − mAB̂g + {B,B̂ [g] debe ser acotado, pero como {B,B̂ [g] es
acotado, esto nos dice que g debe ser acotada. Luego la función β(x) = g(x)−mAB̂g+{B,B̂ [g] nos da la conclusión
requerida.

4.5. Teoremas T1 = 0 y T ∗(1w) = 0.

4.5.1. Antes de enunciar los resultados que nos interesan, conviene realizar separadamente estimaciones
básicas que aparecen en la demostración del teorema T1 = 0.

La razón de hacerlo de este modo es que necesitaremos los mismos cálculos en contextos distintos. El primero de
ellos será el teorema T1 = 0 de esta sección, y el segundo caso corresponde al adjunto de un operador antisimétrico,
que se estudiará más adelante en este caṕıtulo.

4.5.2. Proposición. Sea T un operador lineal continuo definido de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn))′H para cada γ,
0 < γ ≤ α, débilmente acotado de orden η para algún η, 0 < η ≤ α, y con un núcleo asociado k que satisface las
condiciones de tamaño Lr-Dini y de Lr-suavidad para η + ε con ε > 0.

Sean x1, x2 ∈ Rn, y consideremos las bolas B1 = Bd(x1,x2)(x1), B = Bs(x1) tal que x1, x2 ∈ B, Ad(x1, x2) < s.
Entonces las siguientes desigualdades son válidas:∫

d(x1, y)ηk̃(x1, y)hB(y)hB1(y) dµ(y) ≤ Cd(x1, x2)η(4.5.2.a) ∫
d(x1, y)ηk̃∗(x1, y)hB(y)hB1(y) dµ(y) ≤ Cd(x1, x2)η(4.5.2.a’) ∫

d(x1,y)<c4d(x1,x2)

d(x2, y)ηk̃(x2, y) dµ(y) ≤ Cd(x1, x2)η(4.5.2.b) ∫
d(x1,y)<c4d(x1,x2)

d(x2, y)ηk̃∗(x2, y) dµ(y) ≤ Cd(x1, x2)η(4.5.2.b’)

Si T1 ∈ L∞µ (Rn,H), entonces:

∣∣∣∣∫ k(x1, y)hB(y)(1− hB1(y))dµ(y)
∣∣∣∣
H
≤ C(4.5.2.c)

Si T ∗(1w) = 0, todo w ∈ H, entonces:

∣∣∣∣∫ k∗(x1, y)hB(y)(1− hB1(y))dµ(y)
∣∣∣∣
H
≤ C(4.5.2.c’)
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Además se cumple: ∫
Ad(x1,x2)<d(x1,y)

d(x2, y)η |k(x1, y)− k(x2, y)|H dµ(y) ≤ Cd(x1, x2)η(4.5.2.d) ∫
Ad(x1,x2)<d(x1,y)

d(x2, y)η |k∗(x1, y)− k∗(x2, y)|H dµ(y) ≤ Cδ(x1, x2)η(4.5.2.d’) ∫
Aj−2(A−1)s0<d(x,y)<2Aj+2s0

k̃(x, y)dµ(y) ≤ C(4.5.2.e) ∫
Aj−2(A−1)s0<d(x,y)<2Aj+2s0

k̃∗(x, y)dµ(y) ≤ C.(4.5.2.e’)

Demostración. Prueba de (a): Por Lema 4.4.2 tenemos∫
d(x1, y)ηk̃(x1, y)hB(y)hB1(y)dµ(y) ≤ C

∫
d(x1,y)<c4d(x1,x2)

d(x1, y)ηk̃(x1, y)dµ(y)

≤ Cd(x1, x2)η.

Prueba de (a’): Análoga al caso anterior.

Prueba de (b): Por Lema 4.4.2:∫
d(x1,y)<c4d(x1,x2)

d(x2, y)ηk̃(x2, y)dµ(y) ≤ C
∫
d(x2,y)<2Ac4d(x1,x2)

d(x2, y)ηk̃(x2, y)dµ(y)

≤ Cd(x1, x2)η.

Prueba de (b’): Análoga al caso anterior.

Prueba de (c): ∣∣∣∣∫ k(x1, y)hB(y)(1− hB1(y))dµ(y)
∣∣∣∣
H

(como x1 6∈ sop(hB(1− hB1)) y B1 ⊂ B, y por definición del núcleo k asociado a T :)

= |T (hB − hB1)(x1)|H
≤
(
|ThB(x1)|H + |ThB1(x1)|H

)
(la hipótesis T1 ∈ L∞µ (Rn,H) permite aplicar el corolario 4.4.15:)

≤ C.

En el último paso hemos usado dualidad de los espacios de funciones. En efecto. El corolario 4.4.15 implica que
ThB es una función del espacio L∞µ (Rn,H), cuya norma ‖ThB‖L∞µ (Rn,H) está uniformemente acotada cuando se
vaŕıa la bola B.

Prueba de (c’): Análoga al caso anterior, usando ahora 4.4.16.

Prueba de (d): Por la condición de Lr-suavidad:∫
Ad(x1,x2)<d(x1,y)

d(x2, y)η |k(x1, y)− k(x2, y)|H dµ(y)
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(Desigualdad de Hölder:)

≤
∞∑
j=0

(∫
AjAd(x1,x2)≤d(x1,y)<Aj+1Ad(x1,x2)

|k(x1, y)− k(x2, y)|H dµ(y)

)1/r

·

·

(∫
AjAd(x1,x2)≤d(x1,y)<Aj+1Ad(x1,x2)

d(x2, y)ηr
′
dµ(y)

)1/r′

(Propiedad de Lr-suavidad:)

≤ C
∞∑
j=0

(Ajd(x1, x2))−ν/r
′
(

d(x1, x2)
Ajd(x1, x2)

)η+ε

(Ajd(x1, x2))η(Ajd(x1, x2))ν/r
′

≤ Cd(x1, x2)η
∞∑
j=0

A−jε

≤ Cd(x1, x2)η.

Prueba de (d’): Análoga al caso anterior.

Prueba de (e):∫
Aj−2(A−1)s0<d(x,y)<2Aj+2s0

k̃(x, y)dµ(y)

(Desigualdad de Hölder:)

≤ C

(∫
Aj−2s0<d(x,y)<2Aj+2s0

k̃(x, y)rdµ(y)

)1/r

(µ(B2Aj+2s0(x)))1/r′

(Propiedad Lr-Dini:)

≤ C.

Prueba de (e’): Análoga al caso anterior.

4.5.3. Teorema. Sea T un operador lineal continuo definido de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′ para cada γ,
0 < γ ≤ α, débilmente acotado de orden η para algún η, 0 < η ≤ α, y con un núcleo asociado que satisface las
condiciones de tamaño Lr-Dini y de Lr-suavidad para η + ε con ε > 0.

Supongamos que T satisface la Propiedad de Conmutación de Meyer.
Si T1 = 0H entonces

‖Tφ‖Λη(Rn,H) ≤ C‖φ‖Λη(Rn)

y Tφ es una función acotada, tal que para cualquier bola B0 de radio s0, que contiene al soporte de φ, se satisface:

‖Tφ‖L∞µ (Rn,H) ≤ C‖φ‖Λη(Rn)s
η
0

Además, la constante C en ambas desigualdades depende solamente de las constantes que aparecen en las relaciones
de tamaño de Lr-Dini, de Lr-suavidad y la propiedad de acotación débil.

Demostración. Supongamos que g = T1 = 0H.
Dados x1, x2 ∈ X, φ ∈ Λγ0(Rn), y B1 = Bd(x1,x2)(x1), consideramos B = Bs(x1) tal que x1, x2 ∈ B, soporte(φ) ⊂

B, Ad(x1, x2) < s.
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Queremos probar que TBφ es una función de Lipschitz.
Como siempre, B̂ será la mı́nima bola doblante concéntrica con B y que la contiene.
Estimamos la diferencia∣∣TBφ(x1)− TBφ(x2)

∣∣
H ≤

∣∣∣{B,B̂ [0]
∣∣∣
H
|φ(x1)− φ(x2)|

+ |IB1(x1)φ(x1)− IB1(x2)φ(x2)|H

+
∣∣∣∣∫ [φ(y)− φ(x2)]k(x2, y)hB(y)dµ(y)−

∫
[φ(y)− φ(x1)]k(x1, y)hB(y)dµ(y)

∣∣∣∣
H

≤ σ1 + σ2 + σ3.

Tenemos

σ1 ≤ sup
B

∣∣∣{B,B̂ [0]
∣∣∣
H
‖φ‖Λη(Rn)d(x1, x2)η = sup

B

∣∣∣{̄B,B̂∣∣∣H ‖φ‖Λη(Rn)d(x1, x2)η ≤ C‖φ‖Λη(Rn)d(x1, x2)η.

Por otro lado, como IB1(x1) = 0H, por Lema 4.4.3 tenemos

σ2 ≤ C‖φ‖L∞µ (Rn)

(
d(x1, x2)

s

)η
≤ C‖φ‖Λη(Rn)s

ηd(x1, x2)η
1
sη

≤ C‖φ‖Λη(Rn)d(x1, x2)η.

Para σ3, tenemos

σ3 ≤
∣∣∣∣∫ [φ(y)− φ(x1)]k(x1, y)hB(y)hB1(y) dµ(y)

∣∣∣∣
H

+
∣∣∣∣∫ [φ(y)− φ(x2)]k(x2, y)hB(y)hB1(y) dµ(y)

∣∣∣∣
H

+
∣∣∣∣∫ {[φ(y)− φ(x1)]k(x1, y)− [φ(y)− φ(x2)]k(x2, y)} hB(y)(1− hB1(y))dµ(y)

∣∣∣∣
H

= σ31 + σ32 + σ33.

Por (4.5.2.a)

σ31 ≤ C‖φ‖Λη(Rn)

∫
d(x1, y)ηk̃(x1, y)hB(y)hB1(y)dµ(y) ≤ C‖φ‖Λη(Rn)d(x1, x2)η.

Por (4.5.2.b)

σ32 ≤ C‖φ‖Λη(Rn)

∫
d(x1,y)<c4d(x1,x2)

d(x2, y)ηk̃(x2, y)dµ(y) ≤ C‖φ‖Λη(Rn)d(x1, x2)η.

Escribimos

σ33 ≤ |φ(x2)− φ(x1)|
∣∣∣∣∫ k(x1, y)hB(y)(1− hB1(y))dµ(y)

∣∣∣∣
H

+
∫
|φ(y)− φ(x2)| |k(x1, y)− k(x2, y)|H hB(y)(1− hB1(y))dµ(y)

= σ331 + σ332.

Como T1 = 0 es, ciertamente, una función de L∞µ (Rn,H), se puede aplicar (4.5.2.c), obteniendo:

σ331 ≤ C‖φ‖Λη(Rn)d(x1, x2)η.

Por otro lado, por (4.5.2.d):

σ332 ≤ ‖φ‖Λη(Rn)

∫
c3d(x1,x2)<d(x1,y)

d(x2, y)η |k(x1, y)− k(x2, y)|H dµ(y)

≤ C‖φ‖Λη(Rn)d(x1, x2)η.
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Finalmente, probaremos que si soporte(φ) ⊂ B0 (bola de radio s0),

‖Tφ‖L∞µ (Rn,H) ≤ C‖φ‖Λη(Rn)s
η
0 .

Para ello escribimos, para una bola B arbitraria:∣∣TBφ(x)
∣∣
H ≤

∣∣∣{B,B̂ [0]
∣∣∣
H
‖φ‖L∞µ (Rn)+‖IB1‖L∞µ (Rn,H)‖φ‖L∞µ (Rn)+

∣∣∣∣∫ [φ(y)− φ(x)]k(x, y)hB(y)dµ(y)
∣∣∣∣
H

=: I1+I2+I3.

I1 ≤ C‖φ‖L∞µ (Rn) ≤ C‖φ‖Λη(Rn)s
η
0 .

I2 ≤ C‖φ‖L∞µ (Rn) ≤ C‖φ‖Λη(Rn)s
η
0 .

Nos resta probar que ∣∣∣∣∫ [φ(y)− φ(x)]k(x, y)hB(y)dµ(y)
∣∣∣∣
H
≤ C‖φ‖Λη(Rn)s

η
0 ,

para cualquier bola B suficientemente grande.
Sean B0 = Bs0(z), B1 = BA2s0(z) y B = Bs(z) tales que soporte(φ) ⊂ B0 y A2c3s0 < s.
Asumamos primero que x 6∈ BA2s0(z). Entonces∣∣∣∣∫ [φ(y)− φ(x)]k(x, y)hB(y)dµ(y)

∣∣∣∣
H

=
∣∣∣∣∫ φ(y)k(x, y)hB(y)dµ(y)

∣∣∣∣
H

=
∣∣∣∣∫ φ(y)k(x, y)dµ(y)

∣∣∣∣
H
.

En esta integral los puntos relevantes y satisfacen d(z, y) < s0, pues y ∈ soporte(φ), y d(x, z) > A2s0.
Entonces, si Ajs0 < d(x, z) ≤ Aj+1s0, j ≥ 2, tenemos

Aj−2(A− 1)s0 < d(x, y) ≤ 2Aj+2s0.

Por lo tanto, para x ∈ BAj+1s0(z) \BAjs0(z), j ≥ 2, tenemos∣∣∣∣∫ φ(y)k(x, y)dµ(y)
∣∣∣∣
H

=

∣∣∣∣∣
∫
Aj−2(A−1)s0<δ(x,y)<2Aj+2s0

φ(y)k(x, y)dµ(y)

∣∣∣∣∣
H

≤ ‖φ‖L∞µ (Rn)

∫
Aj−2(A−1)s0<d(x,y)<2Aj+2s0

k̃(x, y)dµ(y)

(Aplicando (4.5.2.e):)

≤ C‖φ‖L∞µ (Rn) ≤ C‖φ‖Λη(Rn)s
η
0 .

Sea x ∈ BA2s0(z). Usando la condición de Lr-tamaño de Dini, la desigualdad (4.5.2.c), y el Lema 4.4.2, tenemos:∣∣∣∣∫ [φ(y)− φ(x)]k(x, y)hB(y)dµ(y)
∣∣∣∣
H
≤
∣∣∣∣∫ [φ(y)− φ(x)]k(x, y)hB(y)hB1(y)dµ(y)

∣∣∣∣
H

+
∣∣∣∣∫ [φ(y)− φ(x)]k(x, y)hB(y)(1− hB1(y))dµ(y)

∣∣∣∣
H

≤ C‖φ‖Λη(Rn)

∫
d(x,y)≤c4A2s0

d(x, y)ηk̃(x, y)dµ(y)

+

∣∣∣∣∣φ(x)
∫
d(z,y)>A2c3s0

k(x, y)(hB(y)− hB1(y))dµ(y)

∣∣∣∣∣
H

≤ C‖φ‖Λη(Rn) s
η
0 + ‖φ‖L∞µ (Rn)‖T (hB − hB1)‖L∞µ (Rn,H)

≤ C‖φ‖Λη(Rn) s
η
0 + ‖φ‖L∞µ (Rn)

(
‖ThB‖L∞µ (Rn,H) + ‖ThB1‖L∞µ (Rn,H)

)
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(Aplicando el Corolario 4.4.15:)

≤ C‖φ‖Λη(Rn)s
η
0 .

4.5.4. Hemos probado un teorema del tipo T1 = 0, que nos dice que el operador T es acotado entre espacios
de Lipschitz.

Deseaŕıamos un resultado análogo para el operador adjunto T ∗. Sin embargo debemos tomar un camino algo
diferente, usando en este caso la expresión (4.4.19) obtenida para Sw(ψ) = T ∗(ψw).

4.5.5. El operador adjunto T ∗ aplicado a combinaciones lineales finitas de funciones Lipschitz.
Sean w1, · · · , wN una lista finita de vectores del espacio de Hilbert H.

Sean f1, · · · , fN funciones del espacio BMOρ(Rn).
Aplicando el Teorema 4.4.24 obtenemos, para funciones arbitrarias ψ1, · · · , ψN ∈ Λγ(B), y para cualquier x ∈ B:

T ∗(
N∑
i=1

ψiwi)(x) =
N∑
i=1

[
(fi(x)−mAB̂fi)ψi(x)

+ {(∗)
B,B̂

[fi, wi]ψi(x)− I(∗)
B (1wi)(x)ψi(x)

+
∫ (

k∗(x, y)hB(y), [ψi(y)− ψi(x)]wi
)

H
dµ(y)

]
.

(4.5.5.1)

O bien esta otra forma alternativa:

T ∗(
N∑
i=1

ψiwi)(x) =
N∑
i=1

[
(fi(x)−mAB̂fi)ψi(x)−

〈
(fi(x)−mAB̂fi), lB̂

〉
+
(
{̄(∗)
B,B̂

, wi

)
H
ψi(x)− I(∗)

B (1wi)(x)ψi(x)

+
∫ (

k∗(x, y)hB(y), [ψi(y)− ψi(x)]wi
)

H
dµ(y)

]
.

(4.5.5.2)

En caso de que f1 = . . . fN = 0, nos queda esta otra expresión:

T ∗

(
N∑
i=1

ψiwi

)
(x) =

N∑
i=1

[(
{̄(∗)
B,B̂

, wi

)
H
ψi(x)− I(∗)

B (1wi)(x)ψi(x)

+
∫ (

k∗(x, y)hB(y), [ψi(y)− ψi(x)]wi
)

H
dµ(y)

]
.

(4.5.5.3)

4.5.6. Teorema. Sea T un operador lineal continuo definido de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′ para cada γ,
0 < γ ≤ α, débilmente acotado de orden η para algún η, 0 < η ≤ α, y con un núcleo asociado que satisface las
condiciones de tamaño Lr-Dini y de Lr-suavidad para η + ε con ε > 0.

Supongamos que T satisface la Propiedad de Conmutación de Meyer.
Si para ciertos vectores prefijados w1, · · · , wN ∈ H, se tiene que T ∗(1w1) = · · · = T ∗(1wN ) = 0, resulta que para

cualquier función ~ψ ∈ Λη0(Rn,H), que tenga la forma ~ψ = ψ1w1 + · · ·+ψNwN , para funciones ψ1 · · · , ψN ∈ Λη0(Rn),
se cumple que para toda bola B = Bs(x0):

T ∗(~ψ)(x) =
(
{̄(∗)
B,B̂

, ~ψ(x)
)

H
−
(∫ (

k∗(x, y)− k∗(x0, y)
)
(1− hB(y)) dµ(y), ~ψ(x)

)
H

(4.5.6.a)

+
∫ (

k∗(x, y)hB(y), ~ψ(y)− ~ψ(x)
)

H
dµ(y).

Más aún

(4.5.6.b) ‖T ∗ ~ψ‖Λη(Rn) ≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)

76



y T ∗ ~ψ es una función acotada, tal que para cualquier bola B0 de radio s0, que contiene al soporte de ~ψ, se satisface:

‖T ∗ ~ψ‖L∞µ (Rn) ≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)s
η
0 .

Además, la constante C en ambas desigualdades depende solamente de las constantes que aparecen en las relaciones
de tamaño de Lr-Dini, de Lr-suavidad y la propiedad de acotación débil (del operador T ).

Demostración. La fórmula (4.5.6.a) se deduce de (4.5.5.3).
Notemos asimismo que, aplicando Teorema 2.2.1, se sigue que:

I
(∗)
B (1~ψ(x)) =

(∫ (
k∗(x, y)− k∗(x0, y)

)
(1− hB(y)) dµ(y), ~ψ(x)

)
H

=
(
JB(1), ~ψ(x)

)
H
,

donde JB denota el operador definido por:

JB(φ)(x) :=
∫ (

k∗(x, y)− k∗(x0, y)
)
(1− hB(y))φ(y) dµ(y)

Obsérvese que JB tiene propiedades muy similares a las de IB .

Para proceder a la prueba de las acotaciones en norma Lipschitz y norma L∞µ (Rn,H), debe repetirse la demos-
tración del Teorema 4.5.3, con la única salvedad de que ahora aparecen funciones ~ψ vectoriales, en vez de φ. En
cuyo caso debe usarse repetidamente la desigualdad de Cauchy-Schwartz de H.

Aśı que solamente daremos un bosquejo de la demostración, haciendo hincapié sólo en las diferencias impor-
tantes.

Igual que antes, sean x1, x2 ∈ X, y B1 = Bd(x1,x2)(x1), consideramos B = Bs(x1) tal que x1, x2 ∈ B,
soporte(~ψ) ⊂ B, Ad(x1, x2) < s.

Queremos probar que T ∗ ~ψ es una función de Lipschitz.
Estimamos la diferencia:∣∣∣T ∗ ~ψ(x1)− T ∗ ~ψ(x2)

∣∣∣
H
≤
∣∣∣({̄(∗)

B,B̂
, ~ψ(x1)− ~ψ(x2)

)
H

∣∣∣+
∣∣∣(JB1(x1), ~ψ(x1)

)
H
−
〈
JB1(x2), ~ψ(x2)

〉
H

∣∣∣
+
∣∣∣∣∫ ([~ψ(y)− ~ψ(x1)], k∗(x1, y)hB(y)

)
H
dµ(y)−

∫ (
[~ψ(y)− ~ψ(x2)], k∗(x1, y)hB(y)

)
H
dµ(y)

∣∣∣∣
≤ σ1 + σ2 + σ3.

Tenemos
σ1 ≤

∣∣∣{̄(∗)
B,B̂

∣∣∣
H

∣∣∣~ψ(x1)− ~ψ(x2)
∣∣∣
H
≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)d(x1, x2)η.

Por otro lado, como JB1(x1) = 0H, por Lema 4.4.3 tenemos

σ2 ≤ |JB1(x2)|H
∣∣∣~ψ(x2)

∣∣∣
H

≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)d(x1, x2)η.

Para σ3, tenemos

σ3 ≤
∣∣∣∣∫ ([~ψ(y)− ~ψ(x1)], k∗(x1, y)hB(y)hB1(y)

)
H
dµ(y)

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∫ ([~ψ(y)− ~ψ(x2)], k∗(x2, y)hB(y)hB1(y)

)
H
dµ(y)

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∫ {([~ψ(y)− ~ψ(x1)], k∗(x1, y)

)
H
−
(

[~ψ(y)− ~ψ(x2)], k∗(x2, y)
)

H

}
hB(y)(1− hB1(y)) dµ(y)

∣∣∣∣
= σ31 + σ32 + σ33.

Tenemos las estimaciones siguientes:

σ31 ≤
∫ ∣∣∣~ψ(y)− ~ψ(x1)

∣∣∣
H
|k∗(x1, y)hB(y)hB1(y)|H dµ(y)

≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)d(x1, x2)η

σ32 ≤
∫ ∣∣∣~ψ(y)− ~ψ(x2)

∣∣∣
H
|k∗(x2, y)hB(y)hB1(y)|H dµ(y)

≤ C‖~ψ‖Λη(Rn)d(x1, x2)η.
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Escribimos

σ33 ≤
∣∣∣∣∫ ([~ψ(x2)− ~ψ(x1)], k∗(x1, y)hB(y)(1− hB1(y))

)
dµ(y)

∣∣∣∣
+
∫ ∣∣∣~ψ(y)− ~ψ(x2)

∣∣∣
H
|k∗(x1, y)− k∗(x2, y)|H hB(y)(1− hB1(y))dµ(y)

= σ331 + σ332.

Como x1 no pertenece al soporte de hB(y)(1− hB1(y)), y notando que w = [~ψ(x2)− ~ψ(x1)] es un vector fijo de
H, nos queda que:

σ331 ≤
∣∣∣∣∫ ([~ψ(x2)− ~ψ(x1)], k∗(x1, y)hB(y)(1− hB1(y))

)
dµ(y)

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫ (k∗(x1, y), hB(y)(1− hB1(y))w

)
dµ(y)

∣∣∣∣
= |T ∗(hB(y)(1− hB1(y))w)|
≤ |T ∗(hB w)(y)|+ |T ∗(hB1 w)(y)| .

Tenemos que

w =
N∑
i=1

(ψi(x2)− ψi(x1))wi.

Además sabemos que T ∗wi = 0. Esto quiere decir que T ∗w = 0. Podemos aplicar ahora el Corolario 4.4.16, para
obtener por dualidad que ‖T ∗(hB w)‖L∞(Rn) ≤ C |w|H, siendo C independiente de la bola B y del vector w.

En consecuencia, obtenemos:

σ331 ≤ C |w|H
≤ C

∣∣∣~ψ(x2)− ~ψ(x1)
∣∣∣
H

≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)d(x1, x2)η.

Por otro lado:
σ332 ≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)d(x1, x2)η.

Finalmente, se prueba que si soporte(~ψ) ⊂ B0 (bola de radio s0):

‖T ~ψ(x)‖L∞µ (Rn,H) ≤ C‖~ψ‖Λη(Rn)s
η
0 .

Para ello escribimos, para una bola B arbitraria (que contenga al soporte de ~ψ):∣∣∣T ∗B ~ψ(x)
∣∣∣
H
≤
∣∣∣({̄(∗)

B,B̂
, ~ψ(x)

)
H

∣∣∣+
∣∣∣∣( ∫ (k∗(x, y)− k∗(x0, y)

)
(1− hB(y)) dµ(y), ~ψ(x)

)
H

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∫ ([~ψ(y)− ~ψ(x)], k∗(x, y)hB(y)

)
H
dµ(y)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣{̄(∗)
B,B̂

∣∣∣
H
‖~ψ‖L∞µ (Rn,H)

+ ‖JB1‖L∞µ (Rn,H)‖~ψ‖L∞µ (Rn,H)

+
∣∣∣∣∫ ([~ψ(y)− ~ψ(x)], k∗(x, y)hB(y)

)
H
dµ(y)

∣∣∣∣
=: I1 + I2 + I3.

I1 ≤ C‖~ψ‖L∞µ (Rn) ≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)s
η
0 .

I2 ≤ C‖~ψ‖L∞µ (Rn) ≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)s
η
0 .
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Nos resta probar que ∣∣∣∣∫ ([~ψ(y)− ~ψ(x)], k∗(x, y)hB(y)
)

H
dµ(y)

∣∣∣∣ ≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)s
η
0 ,

para cualquier bola B suficientemente grande.
Sean B0 = Bs0(z), B1 = BA2s0(z) y B = Bs(z) tales que soporte(~ψ) ⊂ B0 y A2c3s0 < s.
Asumamos primero que x 6∈ BA2s0(z). Entonces∣∣∣∣∫ ([~ψ(y)− ~ψ(x)], k∗(x, y)hB(y)

)
H
dµ(y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ (~ψ(y), k∗(x, y)hB(y)

)
H
dµ(y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ (~ψ(y), k∗(x, y)

)
H
dµ(y)

∣∣∣∣ .
En esta integral los puntos relevantes y satisfacen d(z, y) < s0, pues y ∈ soporte(~ψ), y d(x, z) > A2s0.
Entonces, si Ajs0 < d(x, z) ≤ Aj+1s0, j ≥ 2, tenemos

Aj−2(A− 1)s0 < d(x, y) ≤ 2Aj+2s0.

Por lo tanto, para x ∈ BAj+1s0(z) \BAjs0(z), j ≥ 2, tenemos∣∣∣∣∫ (k∗(x, y), ~ψ(y)
)

H
dµ(y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
Aj−2(A−1)s0<d(x,y)<2Aj+2s0

(
~ψ(y), k∗(x, y)

)
H
dµ(y)

∣∣∣∣∣
≤
∫
Aj−2(A−1)s0<d(x,y)<2Aj+2s0

∣∣∣~ψ(y)
∣∣∣
H
|k∗(x, y)|H dµ(y)

≤ C‖~ψ‖L∞µ (Rn)

≤ C‖~ψ‖Λη(Rn)s
η
0 .

Sea x ∈ BA2s0(z). Usando la condición de Lr-tamaño de Dini, la desigualdad (4.5.2.c’), el Corolario 4.4.16
(junto con dualidad de las funciones µ-esencialmente acotadas respecto las funciones µ-integrables), y el Lema
4.4.2, tenemos:∣∣∣∣∫ ([~ψ(y)− ~ψ(x)], k∗(x, y)hB(y)

)
H
dµ(y)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣([~ψ(y)− ~ψ(x)], k∗(x, y)hB(y)hB1(y)
)

H
dµ(y)

∣∣∣
+
∣∣∣([~ψ(y)− ~ψ(x)], k∗(x, y)(1− hB1(y))

)
H
dµ(y)

∣∣∣
≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H) s

η
0

+

∣∣∣∣∣~ψ(x)
∫
d(z,y)>A2c3s0

k∗(x, y)(hB(y)− hB1(y))dµ(y)

∣∣∣∣∣
≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H) s

η
0 + ‖~ψ‖L∞µ (Rn,H)‖T (hB − hB1)‖L∞µ (Rn,H)

≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H) s
η
0 + ‖~ψ‖L∞µ (Rn,H)

(
‖ThB‖L∞µ (Rn,H) + ‖ThB1‖L∞µ (Rn,H)

)
≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)s

η
0 .

4.6. Acotación en norma L2 a través del Lema de Krein.

4.6.1. Notación. Sea A un espacio de Hilbert, y µ una medida sobre Rn.

4.6.2. Lema. Sean T : Λγ0(Rn,C) 7→ Λγb (Rn,A), S : Λγ0(Rn,A) 7→ Λγb (Rn,C), tales que para todas las
funciones f ∈ Λγ0(Rn,C), ~g ∈ Λγ0(Rn,A):

(4.6.2.a)
∫
f(x) S~g(x) dµ =

∫ (
~g(x),Tf(x)

)
A dµ,

(4.6.2.b) ‖Tf‖Λγ(Rn,A) ≤ C‖f‖Λγ(Rn,C), ‖S~g‖Λγ0 (Rn,C) ≤ C‖~g‖Λγ0 (Rn,A),
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(4.6.2.c) ‖Tf‖L∞µ (Rn,A) ≤ ‖f‖Λγ(Rn,C)s
γ
0 , ‖S~g‖L∞µ (Rn,C) ≤ ‖~g‖Λγ(Rn,A)s

γ
0 , donde s0 es el radio de una bola B

que contiene al soporte de g.

Entonces T es acotado de L2
µ(Rn,C) en L2

µ(Rn,A), y S es acotado de L2
µ(Rn,A) en L2

µ(Rn,C).

Demostración. Sea {sm}m una sucesión de radios de la correspondiente sucesión de bolas {Bsm(z)} doblantes tales
que ∪∞m=1Bsm(z) = Rn, tales que sm→∞ cuando m→∞, y tal que para cada ı́ndica m se tiene: Asm ≤ sm+2,
Asm+1 < sm+2.

Con la función infinitamente diferenciable h dada en 4.2.7, denotamos:

hm(x) = h(d(z, x)/sm),

con lo cual hm vale 1 en Bsm(z) y está soportada en BAsm(z).
Sea m un ı́ndice fijo. Definimos los conjuntos

EC
m = {hmF |F ∈ Λγ(Rn,C)}

EA
m = {hm ~G|~G ∈ Λγ(Rn,A)}

Hacemos:

‖F‖EC
m

= C(‖F‖L∞µ (Rn,C) + sγm‖F‖Λγ(Rn,C))

‖~G‖EA
m

= C(‖~G‖L∞µ (Rn,A) + sγm‖~G‖Λγ(Rn,A))

donde la constante C se ha de elegir luego.
Definimos Tm : EC

m → EA
m, Sm : EA

m → EC
m por medio de:

TmF = hmT(hmF )

Sm ~G = hmS(hm ~G).

Denotamos con HC
m a la clausura del espacio EC

m respecto la topoloǵıa del espacio L2
µ(Rn,C), y análogamente

HA
m será la clausura de EA

m respecto L2
µ(Rn,A), lo cual nos dará como resultado los espacios de Hilbert

HC
m = L2

µ(BAsm(z),C)

HA
m = L2

µ(BAsm(z),A)

formado por las funciones de cuadrado integrable en el conjunto BAsm(z).
Es fácil ver que:

‖hmF‖L∞µ (Rn,C) ≤ ‖F‖L∞µ (Rn,C).

Ahora tratemos de estimar ‖hmF‖Λγ(Rn,C). Tenemos:

|hm(x)F (x)− hm(x′)F (x′)| = |hm(x)− hm(x′)| ‖F‖L∞µ + ‖hm‖L∞µ |F (x)− F (x′)|

≤ ‖h‖Λγ(Rn,C)

(
d(x, x′)
sm

γ)
‖f‖L∞µ (Rn,C) + ‖hm‖L∞µ (Rn.C)‖F‖Λγ(Rn,C)d(x, x′)γ .

Un cálculo similar puede hacerse para ‖hm ~G‖Λγ(Rn,A), de manera que:

‖hmF‖Λγ(Rn,C) ≤ ‖F‖L∞µ (Rn,C)s
−γ
m + ‖F‖Λγ(Rn,C)

‖hm ~G‖Λγ(Rn,A) ≤ ‖~G‖L∞µ (Rn,C)s
−γ
m + ‖~G‖Λγ(Rn,A).

Luego, para toda F ∈ EC
m:

‖TmF‖L∞µ (Rn,C) ≤ ‖Thmf‖L∞µ (Rn,C) ≤ C‖hmF‖Λγ(Rn,C)s
γ
m

≤ C(‖F‖L∞µ (Rn,C)s
−γ
m + C‖F‖Λγ(Rn,C))s

γ
n

≤ C(‖F‖L∞µ (Rn,C) + ‖F‖Λγ(Rn,C)s
γ
m) = ‖F‖EC

m
.
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También:

‖TmF‖Λ0(Rn,A) ≤ C(‖T(hmF )‖L∞µ (Rn,A)s
−γ
m + ‖T(hmF )‖Λγ(Rn,C))

≤ C(‖hmF‖Λγ(Rn,C)s
γ
ms
−γ
m + ‖hmF‖Λγ(Rn,C))

≤ C(‖F‖L∞µ (Rn,C)s
−γ
m + ‖F‖Λγ(Rn,C))

= Cs−γm (‖F‖L∞µ (Rn,C) + sγm‖F‖Λγ(Rn,C))

= Cs−γm ‖F‖EC
m
.

Por lo tanto:
sγm‖TmF‖Λγ(Rn,A) ≤ C‖F‖EC

m
,

y entonces:
‖TmF‖L∞µ (Rn.C) + sγm‖TmF‖Λγ(Rn,A) = ‖TmF‖EA

m
≤ C‖F‖EC

m
.

Reescribimos:
‖TmF‖EA

m
≤ C‖F‖EC

m
.

Análogamente se puede demostrar que:

‖Sm ~G‖EC
m
≤ C‖~G‖EA

m
.

Por (4.6.2.a) tenemos que, para cualesquiera F ∈ EC
m, G ∈ EA

m:∫
ABsm (z)

(
TmF (x), ~G(x)

)
A
dµ(x) =

∫
ABsm (z)

F (x) Sm ~G(x)dµ, .

Aplicando ahora el Teorema de Krein generalizado (ver 2.3.3), se sigue que:

‖TmF‖HA
m
≤ C0‖F‖HC

m
, ∀F ∈ EC

m(∗1)

‖Sm ~G‖HC
m
≤ C0‖~G‖HA

m
, ∀~G ∈ EA

m.(∗2)

Sea f ∈ EC
m, y sea sm+1 > sm. Tenemos que Bsm(z) ⊂ Bsm+1(z).

Debido a que sop(F ) ⊂ BAsm ⊂ Bsm+1 , y que existe una función F ∈ Λγ0(Rn,C) tal que f = hmF , tenemos que
hm+1f = hm+1hmF = hmF = f , o sea:

hm+1f = f.

Pero esto implica que EC
m ⊂ EC

m+1, para todo m.
Dado un ı́ndice m0 prefijado, para todo m > m0 tenemos ahora que:

Tmf = hmT(hmf) = hmT(f), ∀f ∈ EC
m0

Smg = hmT(hmg) = hmT(g), ∀g ∈ EA
m0
.

Además hmT(f) ↑ T(f) cuando m tiende a ∞, puntualmente, para toda f ∈ EC
m.

Luego, por el Teorema de la convergencia Monótona:

‖Tf‖2L2
µ(Rn,A) = ĺım

m→∞

∫
|Tmf(x)|2 dµ(x) ≤ C‖f‖2L2(Rn,C), ∀f ∈ EC

m(∗3)

Supongamos ahora que f ∈ Λγ0(Rn,C), entonces existe un m tal que sop(f) ⊂ Bsm(z). Alĺı tendremos que
hmf = f .

Tenemos en consecuencia que T(hmf) converge uniformemente a T(f) cuando m tiende a infinito, para toda
f ∈ Λγ0(Rn,C).

Esto implica que

ĺım
m→∞

∫
|Tmf |2 dµ =

∫
|Tf |2 dµ, ∀f ∈ Λγ0(Rn,C).

Además, como hmf converge uniformemente a f para todo f ∈ Λγ0(Rn,C), resulta que hmf converge a f en
norma L2

µ(Rn,C).
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Luego, para toda f ∈ Λγ0(Rn,C), se tiene que: ‖T(hmf)‖L2(Rn,A) ≤ C‖hmf‖L2(Rn,C), por (∗3). Tomando ĺımite
de m hacia ∞, resulta ahora que:

(∗4) ‖Tf‖L2
µ(Rn,A) ≤ C‖f‖L2

µ(Rn,C), para toda f ∈ Λγ0(Rn,C).

Por densidad se obtiene la desigualdad (∗4) para toda f ∈ L2(Rn,C).
De manera análoga se obtiene el resultado para el operador S.

A fin de aplicar estos resultados a los operadores integral singular que nos ocupan, daremos algunas definiciones.

4.6.3. Definiciones.
Sea {eN}∞N=1 base ortonormal de un espacio de Hilbert separable H. Dado un entero positivo N , denotamos

AN al subespacio de H generado por los vectores e1, · · · , eN . En ese caso AN es isomorfo al espacio euclidiano RN .
Denotemos con PN : H 7→ AN al operador proyección que está determinado a partir de la base canónica por

medio de:

PN (ei) =

{
ei, 1 ≤ i ≤ N
0, i > N

.

Si I denota el operador identidad en H, tenemos la identidad:

(I − PN )PN = 0.

También tenemos que la proyección es un operador autoadjunto: Si u, v ∈ H, entonces:

(4.6.3.a)
(
u, PNv

)
H =

(
PNu, v

)
H ,

lo cual es fácil de verificar.

4.6.4. Operadores Parciales asociados a T (mediante proyecciones).
Ahora vamos a definir operadores que involucran la operación de proyección PN , a fin de construir versiones

restringidas de T , con las cuales nos iremos aproximando al operador original T , a medida que N tiende a ∞.
Supondremos que T satisface la propiedad de acotación débil, y la propiedad de conmutación de Meyer.
Fijemos un entero positivo N .
Sean φ ∈ Λγ0(Rn), ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H). Definimos el operador TN por medio de〈

TNφ, ~ψ
〉

:=
〈
Tφ, PN ~ψ

〉
.

Como sabemos que la distribución Tφ se identifica con una función vectorial Lipshitz acotada, tiene sentido
escribir PN (Tφ(x)) como función de x, y en consecuencia tenemos:〈

TNφ, ~ψ
〉

=
〈
PNTφ, ~ψ

〉
.

Esto nos dice que PT conmuta con T :
TPN = PNT.

Podemos descomponer la función ~ψ en la siguiente manera:

~ψ(x) = PN ~ψ(x) + (I − PN )~ψ(x),

para cada x ∈ Rn.
Para la segunda parte de esta composición, el operador TN se anula:〈

TNφ, (I − PN )~ψ
〉

=
〈
Tφ, (I − PN )PN ~ψ

〉
= 0.

Por lo tanto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la forma bilineal
〈
TNφ, ~ψ

〉
está definida para

funciones ~ψ valuadas en el espacio de Hilbert AN .
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Si tomamos dos funciones φ, ~ψ, con soportes disjuntos, se tiene que:(
TNφ, ~ψ

)
=
∫∫ 〈

k(x, y)φ(y), PN ~ψ(x)
〉

AN
dµ(y)dµ(x)

(Aplicando (4.6.3.a):)

=
∫∫ 〈

PNk(x, y)φ(y), ~ψ(x)
〉

AN
dµ(y)dµ(x).

Esto prueba que el núcleo de TN es kN (x, y) = PNk(x, y).
El núcleo kN (x, y) satisface las mismas propiedades de Lr-Dini, y de Lr-suavidad que el núcleo original k(x, y),

incluso con las mismas constantes.
Tenemos entonces que TN es un operador de integral singular que tiene asociado el núcleo kN (x, y).
También es trivial comprobar que TN satisface la propiedad de acotación débil, ya que para toda función

~ψ ∈ Λγ(Rn,H) se tiene que PN ~ψ ∈ Λγ(Rn,AN ), y además trivialmente se verifica:

‖PN ~ψ‖Λγ(Rn,AN ) ≤ ‖~ψ‖Λγ(Rn,H).

Por otra parte, TN cumple trivialmente la propiedad de conmutación de Meyer, porque en lugar de ~ψ debe
escribirse ahora PN ~ψ, y la igualdad de la conmutación de Meyer se sigue cumpliendo en este caso.

También se observa que, cuando ~ψ tiene integral nula, entonces PN ~ψ también tiene integral nula. Esto nos dice
que cuando T1 = 0, ocurre que TN1 = 0, pues para cada bola B:〈

TN1, ~ψ
〉

=
〈

(TN )B1, ~ψ
〉

=
〈
TB1, PN ~ψ

〉
= 0,

donde (TN )B es la extensión correspondiente del operador TN a funciones del espacio L∞µ (Rn) (al estilo de la
Definición 4.4.5).

Finalmente, si T satisface las hipótesis del Teorema 4.5.3, entonces TN también lo hace, y con las mismas
constantes para TN que aparecieron en todo el análisis hecho previamente del operador T .

Esto implica que TN satisface la conclusión del teorema 4.5.3. Es decir (poniendo H en vez de AN ), TN es
acotado de Λη0(Rn) en Λη(Rn,AN ), y TNφ es una función acotada para toda φ ∈ Λη0(Rn). Además, las constantes
involucradas no dependen de N .

En particular, ocurren las siguientes relaciones entre dominio e imagen de TN :

TN (Λη0(Rn)) ⊂ Λη(Rn,AN ) $ Λη(Rn,H).

Ahora observemos el operador adjunto T ∗N . Su núcleo asociado es k∗N (x, y) = kN (y, x).
Tenemos que: 〈

T ∗N
~ψ, φ

〉
=
〈
TNφ, ~ψ

〉
=
〈
Tφ, PN ~ψ

〉
=
〈
T ∗(PN ~ψ), φ

〉
.

En ese caso, se puede pensar que T ∗N es simplemente la restricción del operador T ∗ al espacio Λη0(Rn,AN ).
Por lo tanto, si suponemos que T ∗(1w) = 0 para cada vector w ∈ H, en particular ocurre que T ∗(1ej) = 0 para

los vectores ej de la base ortonormal de H.
Aplicando esto a la lista de vectores e1, · · · , eN , el Teorema 4.5.6 nos dice ahora que T ∗ es acotado de Λη0(Rn,AN )

en Λη(Rn), y T ∗ ~ψ es acotada para ~ψ ∈ Λη0(Rn,AN )). Más aún, las constantes involucradas son independientes de
N , como puede apreciarse en el correspondiente Teorema.

Pero también podemos tomar el punto de vista en que T ∗N es acotado de Λη0(Rn,H) en Λη(Rn), y T ∗N ~ψ es acotada
para ~ψ ∈ Λη0(Rn,H)), debido a la presencia de la proyección PN .

4.6.5. Lema. Dada una función ~ψ ∈ Λη0(Rn,H) cualquiera, definimos la sucesión {~ψN}∞N=1 por

~ψN = PN ~ψ, N = 1, 2, 3, . . .

En tal caso se tiene la siguiente convergencia en norma L2
µ(Rn,H):

ĺım
N→∞

‖~ψN − ~ψ‖L2
µ(Rn,H) = 0.
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Demostración. En efecto, la norma en el sentido de L2
µ(Rn,H) de la función ~ψ satisface:

‖~ψ‖
2

L2
µ(Rn,H) =

∫ ∣∣∣~ψ(·)
∣∣∣2
H
dµ

=
∫ ∞∑

m=1

∣∣∣~ψm(·)
∣∣∣2 dµ

=
∞∑
m=1

∫ ∣∣∣~ψm(·)
∣∣∣2 dµ,

que es una serie de términos no negativos. Se deduce de aqúı que la sucesión {sN}∞N=1 de colas de la serie, digamos

sN =
∞∑

m=N

∫ ∣∣∣~ψm(·)
∣∣∣2 dµ,

debe tender a 0. Pero es claro que

sN =
∫ ∞∑

m=N

∣∣∣~ψm(·)
∣∣∣2 dµ = ‖~ψ − ~ψN‖

2

L2
µ(Rn,H).

Aśı que ~ψN tiende a ~ψ en norma L2
µ(Rn,H).

4.6.6. Proposición. El conjunto Ω =
⋃∞
N=1 Λγ0(Rn,AN ) es denso en L2

µ(Rn,H).

Demostración. En efecto. Sea ~ϑ ∈ L2
µ(Rn,H). Por el Lema (4.2.5), dado ε > 0, existe una función ~ψε ∈ Λγ0(Rn,H)

tal que
‖~ϑ− ~ψε‖L2

µ(Rn,H) < ε.

Por el Lema precedente, existe un entero positivo Nε tal que

‖~ψε − PN ~ψε‖L2
µ(Rn,AN ) < ε,

para todo N ≥ Nε.
En consecuencia tenemos que:

‖~ϑ− PN ~ψε‖L2
µ(Rn,H) < 2ε.

Pero a su vez PN ~ψε ∈ Λγ0(Rn,AN ), para todo N ≥ Nε.

4.6.7. Teorema. En las mismas condiciones del Teorema 4.5.3, suponiendo que T1 = 0H, y que para todo
vector ej de la base ortonormal del espacio de Hilbert separable H, se tiene T ∗(1ej) = 0, resulta entonces que T se
extiende a un operador acotado de L2

µ(Rn) en L2
µ(Rn,H).

Demostración. Sea N un entero positivo. Consideremos el operador TN del apartado anterior, y su conjugado T ∗N .
Se ve que satisfacen todas las hipótesis del Lema 4.6.2.

Por lo tanto TN se puede extender a un operador acotado de L2
µ(Rn,C) en L2

µ(Rn,AN ), y T ∗N se puede extender
a un operador acotado de L2

µ(Rn,AN ) en L2
µ(Rn,C).

Se puede pensar también que TN es un operador acotado de L2
µ(Rn,C) en L2

µ(Rn,H), aunque sabiendo que la
imagen de TN sigue constando de funciones que son AN -valuadas. En particular valen las relaciones entre conjuntos:

TN (L2
µ(Rn,C)) ⊂ L2

µ(Rn,AN ) $ L2
µ(Rn,H).

Debido a que las constantes de las acotaciones de 4.6.2(b) y 4.6.2(c) son independientes de N , tenemos que:

‖TNφ‖L2
µ(Rn,AN ) ≤ C‖φ‖L2

µ(Rn,C),

pero también podemos decir que:
‖TNφ‖L2

µ(Rn,H) ≤ C‖φ‖L2
µ(Rn,C),
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con constante C independiente de N .
En particular, para funciones φ ∈ Λη0(Rn), ~ψ ∈ Λη0(Rn,H),∣∣∣〈TNφ, ~ψ〉∣∣∣ ≤ C‖φ‖L2

µ(Rn)‖~ψ‖L2
µ(Rn,H),

que es lo mismo que: ∣∣∣〈Tφ, PN ~ψ〉∣∣∣ ≤ C‖φ‖L2
µ(Rn)‖PN ~ψ‖L2

µ(Rn,H),

con constante C independiente de N .
Esto nos muestra que, en particular, para funciones φ ∈ Λγ0(Rn), ~ψ ∈ Ω =

⋃∞
N=1 Λγ0(Rn,AN ):

(*)
∣∣∣〈Tφ, ~ψ〉∣∣∣ ≤ C‖φ‖L2

µ(Rn)‖~ψ‖L2
µ(Rn,H).

Como T es continuo de Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′, y como Λγ0(Rn) es denso en L2
µ(Rn), y Ω es denso en L2

µ(Rn,H),

resulta que la forma bilineal
〈
Tφ, ~ψ

〉
se extiende de forma continua a funciones arbitrarias φ ∈ L2

µ(Rn), ~ψ ∈
L2
µ(Rn,H), siendo válida para estas funciones la desigualdad (∗).

Esto prueba finalmente que Tφ se identifica con una función del espacio L2
µ(Rn,H), y que:

‖Tφ‖L2
µ(Rn,H) ≤ C‖φ‖L2

µ(Rn),

con constante C independiente de φ.
Automáticamente, la relación (∗) también permite afirmar que T ∗ se extiende de manera continua como un

operador acotado de L2
µ(Rn,H) en L2

µ(Rn).

4.6.8. Corolario. En las mismas condiciones del Teorema anterior, si B es una bola dada, entonces para
cada función ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H) soportada en B vale la fórmula (4.5.6.a):

T ∗(~ψ)(x) =
(
{̄(∗)
B,B̂

, ~ψ(x)
)

H
−
(∫ (

k∗(x, y)− k∗(x0, y)
)
(1− hB(y)) dµ(y), ~ψ(x)

)
H

(4.6.8.a)

+
∫ (

k∗(x, y)hB(y), ~ψ(y)− ~ψ(x)
)

H
dµ(y).

Demostración. Denotemos con E [~ψ](x) al lado derecho de (4.6.8.a).
Para toda función ~ψ ∈

⋃∞
N=1 Λγ0(Rn,AN ), los dos lados de (4.6.8.a) coinciden. Por otra parte, el operador T ∗

se extiende en forma continua a un operador acotado de L2
µ(Rn,H) en L2

µ(Rn,C).

Sean ~ψ ∈ Λγ(Rn,H), soportada en una bola B, y sea {~ψN}∞N=1 la sucesión de funciones definida por ~ψN = PN ~ψ.
Sabemos que ~ψN → ~ψ en el sentido de L2

µ(Rn,H). En particular existe una subsucesión {~ψNj}∞j=1 tal que
~ψNj (x)→ ~ψ(x), j →∞, para µ-casi todo punto x.

Además, tenemos que ĺımj→∞ ‖T ∗ ~ψNj − T ∗ ~ψ‖L2
µ(Rn)

= 0, por la continuidad de T ∗.

En particular, esto implica que existe una subsucesión {~ψNji}
∞
i=1 tal que T ∗ ~ψNji (x) → T ∗ ~ψ(x), j → ∞,

puntualmente, para µ-casi todo punto x.
También tenemos que ~ψNji (x)→ ~ψ(x), i→∞, para µ-casi todo punto x.

Esto implica que E [~ψji ](x)→ E [~ψ](x), para µ-casi todo punto de B (se debe usar que {̄(∗)
B,B̂

es un vector fijo, y
el Teorema de la Convergencia Dominada).

Obtenemos entonces que

T ∗ ~ψ(x) = ĺım
i→∞

T ∗ ~ψNji (x) = ĺım
i→∞

E [~ψji ](x) = E [~ψ](x),

para µ-casi todo punto x ∈ B, como deseábamos probar.
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4.7. Caso Especial: el núcleo k es antisimétrico.

4.7.1. Hipótesis de antisimetŕıa.
En esta sección supondremos que el operador T tiene asociado un núcleo k, que satisface las propiedades de

tamaño Lr-Dini y de Lr-suavidad, que k es antisimétrico, es decir, satisface la relación:

k(x, y) = −k(y, x), x, y ∈ Rn,

y además suponemos que T está definido de la siguiente manera, para funciones φ ∈ Λγ0(Rn), ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H):

(4.7.1.1)
〈
Tφ, ~ψ

〉
:= ĺım

ε→0

∫∫
d(x,y)≥ε

(
k(x, y)φ(y), ~ψ(x)

)
H
dµ(x)dµ(y).

En breve probaremos que T está bien definido, y que además satisface la Propiedad de Conmutación de Meyer.

4.7.2. Expresiones Básicas.
En lo sucesivo será conveniente que definamos las siguientes expresiones, para funciones h ∈ Λγb (Rn), ϕ ∈

Λγ0(Rn), ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H), con ϕ y ~ψ soportadas en una bola B:

EBM (h, ϕ, ~ψ) :=
∫∫

M∩(B×B)

(
k(x, y), (ϕ(y)− ϕ(x))h(y)~ψ(x)

)
H
dµ(y)dµ(x)(4.7.2.1)

E†BM (h, ϕ, ~ψ) :=
∫∫

M∩(B×B)

(
k(x, y), (~ψ(y)− ~ψ(x))h(x)ϕ(x)

)
H
dµ(y)dµ(x),(4.7.2.2)

donde M es un subconjunto µ× µ-medible de Rn × Rn.
Cuando M = Rn × Rn, denotaremos simplemente:

EB(h, ϕ, ~ψ) := EBRn×Rn(h, ϕ, ~ψ), E†B(h, ϕ, ~ψ) := E†BRn×Rn(h, ϕ, ~ψ).

Cuando podamos prescindir de la bola de soporte B (por ejemplo, cuando la función h esté soportada también
en B), también podemos usar las siguientes expresiones, que no involucran el uso expĺıcito de B:

E(h, ϕ, ~ψ) :=
∫∫ (

k(x, y), (ϕ(y)− ϕ(x))h(y)~ψ(x)
)

H
dµ(y)dµ(x)(4.7.2.3)

E†(h, ϕ, ~ψ) :=
∫∫ (

k(x, y), (~ψ(y)− ~ψ(x))h(x)ϕ(x)
)

H
dµ(y)dµ(x),(4.7.2.4)

Sigamos suponiendo que h está soportada en B. Supongamos además que M es un conjunto simétrico de
Rn × Rn. Si hacemos el cambio de variable (x, y) 7→ (y, x), y al resultado obtenido lo promediamos con el valor
original de E(h, ϕ, ~ψ), o el de E†(h, ϕ, ~ψ), obtenemos estas otras igualdades:

E(h, ϕ, ~ψ) =
1
2

∫∫ (
k(x, y), (ϕ(y)− ϕ(x))(h(y)~ψ(x) + h(x)~ψ(y))

)
H
dµ(y)dµ(x)(4.7.2.5)

E†(h, ϕ, ~ψ) =
1
2

∫∫ (
k(x, y), (~ψ(y)− ~ψ(x))(h(y)ϕ(x) + h(x)ϕ(y))

)
H
dµ(y)dµ(x).(4.7.2.6)

4.7.3. Lema. Sean h ∈ Λγb (Rn), φ ∈ Λγ0(Rn), ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H), y sea B = Bs(x0) una bola que contiene al
soporte de φ y de ~ψ.

Si M es un conjunto µ× µ-medible cualquiera, las integrales que definen EBM (h, φ, ~ψ) y E†BM (h, φ, ~ψ) son abso-
lutamente convergentes, y se tienen además las desigualdades:∣∣∣EBM (h, φ, ~ψ)

∣∣∣ , ∣∣∣E†BM (h, φ, ~ψ)
∣∣∣ ≤ C‖h‖L∞µ (Rn) ‖φ‖Λγ0 (Rn)‖~ψ‖Λγ0 (Rn,H) µ(B)s2γ , .

con constante C independiente de M,B, h, φ, ~ψ.
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Demostración. Por el Lema 4.4.2, tenemos que:∣∣∣EBM (h, φ, ~ψ)
∣∣∣ ≤ ∫∫

M∩B×B

∣∣∣(k(x, y), (φ(y)− φ(x))h(y)~ψ(x)
)

H

∣∣∣ dµ(y)dµ(x)

≤
∫∫

M∩B×B
|k(x, y)|H

∣∣∣(φ(y)− φ(x))h(y)~ψ(x)
∣∣∣
H
dµ(y)dµ(x)

≤ C‖h‖L∞µ (Rn)‖φ‖Λγ0 (Rn)‖~ψ‖L∞µ (Rn,H)

∫
B

∫
B2As(x)

d(x, y)γ k̃(x, y)dµ(y)dµ(x)

≤ C‖h‖L∞µ (Rn)‖φ‖Λγ0 (Rn)‖~ψ‖L∞µ (Rn,H)Cµ(B)sγ

≤ C‖h‖L∞µ (Rn)‖φ‖Λγ0 (Rn)‖~ψ‖Λγ0 (Rn,H)Cµ(B)s2γ .

De modo similar se prueba que:∣∣∣E†BM (h, φ, ~ψ)
∣∣∣ ≤ C‖h‖L∞µ (Rn)‖φ‖Λγ0 (Rn)‖~ψ‖Λγ0 (Rn,H)Cµ(B)s2γ .

4.7.4. Proposición. Para todo 0 < γ ≤ α, el operador T dado por (4.7.1.1) está bien definido para
cualesquiera funciones φ ∈ Λγ0(Rn), ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H). También satisface la igualdad:

(4.7.4.a)
〈
Tφ, ~ψ

〉
=

1
2

∫∫ (
k(x, y), φ(y)~ψ(x)− φ(x)~ψ(y)

)
H
dµ(x)dµ(y),

y además verifica la propiedad de acotación débil:

(4.7.4.b)
∣∣∣〈Tφ, ~ψ〉∣∣∣ ≤ Cµ(B)s2γ‖φ‖Λγ(Rn)‖ψ‖Λγ(Rn,H),

para funciones φ, ~ψ soportadas en B = Bs(z).

Demostración. Sea B = Bs(x0) una bola que contiene al soporte de φ y de ~ψ.
Tenemos la siguiente desigualdad:∫∫
B×B

|k(x, y)|H χ{d(x,y)≥ε}(x, y) dµ(x)dµ(y) ≤
∫∫

B×B

∣∣∣k̃(x, y)
∣∣∣χ{d(x,y)≥ε}(x, y) dµ(x)dµ(y)

≤
∞∑
j=0

∫
B

(∫
c2εAj<d(x,y)≤c2εAj+1

∣∣∣k̃(x, y)
∣∣∣r dµ(x)

)1/r

µ(B)1/r′dµ(y)

≤ C
∞∑
j=0

(Ajε)−η/r
′
µ(B)1/r′µ(B)

≤ Cε−η/r
′
µ(B)1+1/r′ <∞.

Por lo tanto la integral doble

(∗1)
〈
Tεφ, ~ψ

〉
:=
∫∫

d(x,y)≥ε

(
k(x, y)φ(y), ~ψ(x)

)
H
dµ(x)dµ(y)

es absolutamente convergente, y en particular está bien definida.
Haciendo el cambio de variable (x, y) 7→ (y, x), y usando luego que k(x, y) = −k(y, x), por ser k antisimétrico,

obtenemos que:

(∗2)
〈
Tεφ, ~ψ

〉
= −

∫∫
d(x,y)≥ε

(
k(x, y)φ(x), ~ψ(y)

)
H
dµ(x)dµ(y).

Promediando (∗1) y (∗2), obtenemos que:

(∗3)
〈
Tεφ, ~ψ

〉
=

1
2

∫∫
d(x,y)≥ε

(
k(x, y), φ(y)~ψ(x)− φ(x)~ψ(y)

)
H
dµ(x)dµ(y).
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Sea el conjunto Mε = {(x, y)|d(x, y) ≥ ε}, podemos escribir:〈
Tεφ, ~ψ

〉
=

1
2

(
EBMε

(1, φ, ~ψ)− E†BMε
(1, φ, ~ψ)

)
.

No obstante, por el Lema 4.7.3, tenemos que:∣∣∣EBMε
(1, φ, ~ψ)

∣∣∣ ≤ C‖φ‖Λγ0 (Rn)‖~ψ‖Λγ0 (Rn,H)Cµ(B)s2γ∣∣∣E†,BMε
(1, φ, ~ψ)

∣∣∣ ≤ C‖φ‖Λγ0 (Rn)‖~ψ‖Λγ0 (Rn,H)Cµ(B)s2γ ,

Esto nos dice que

(∗4)
∣∣∣〈Tεφ, ~ψ〉∣∣∣ ≤ Cµ(B)‖φ‖Λγ(Rn)‖ψ‖Λγ(Rn,H)s

2γ .

Se observa que la constante C es independiente de ε.
Más aún, en el Lema 4.7.3 se puede ver que las integrales que definen EBMε

(1, φ, ~ψ) y E†BMε
(1, φ, ~ψ) son, en

realidad, absolutamente convergentes, y acotadas por Cµ(B)s2γ‖φ‖Λγ(Rn)‖ψ‖Λγ(Rn,H). Luego, por el teorema de la
convergencia monótona, resulta que

ĺım
ε→0

1
2

∫∫
d(x,y)≥ε

∣∣∣(k(x, y), φ(y)~ψ(x)− φ(x)~ψ(y)
)

H

∣∣∣ dµ(x)dµ(y) ≤ Cµ(B)‖φ‖Λγ(Rn)‖ψ‖Λγ(Rn,H)s
2γ .

Pero como el integrando es no negativo, esto equivale a:∫∫ ∣∣∣(k(x, y), φ(y)~ψ(x)− φ(x)~ψ(y)
)

H

∣∣∣ dµ(x)dµ(y) ≤ Cµ(B)‖φ‖Λγ(Rn)‖ψ‖Λγ(Rn,H)s
2γ <∞.

Estamos diciendo que el integrando
∣∣∣(k(x, y), φ(y)~ψ(x)− φ(x)~ψ(y)

)
H

∣∣∣ es una función µ× µ-integrable.
Ahora podemos aplicar el teorema de convergencia dominada, para probar que〈

Tφ, ~ψ
〉

= ĺım
ε→0

〈
Tεφ, ~ψ

〉
= ĺım
ε→0

1
2

∫∫
d(x,y)≥ε

(
k(x, y), φ(y)~ψ(x)− φ(x)~ψ(y)

)
H
dµ(x)dµ(y)

=
1
2

∫∫ (
k(x, y), φ(y)~ψ(x)− φ(x)~ψ(y)

)
H
dµ(x)dµ(y).

Esto muestra que
〈
Tφ, ~ψ

〉
está bien definido, y de paso prueba la parte (a).

Para la parte (b), basta observar que la constante C en (∗4) es independiente de ε, y entonces:∣∣∣〈Tφ, ~ψ〉∣∣∣ = ĺım
ε→0

∣∣∣〈Tεφ, ~ψ〉∣∣∣ ≤ Cµ(B)s2γ‖φ‖Λγ(Rn)‖~ψ‖Λγ(Rn,H).

4.7.5. Proposición. Sea 0 < γ ≤ α. Para cualesquiera h, ϕ ∈ Λγ0(Rn), ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H), el operador T dado
en (4.7.1.1) satisface la propiedad de Conmutación de Meyer:

Demostración. Sean h, ϕ ∈ Λγ0(Rn), ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H). Sea B una bola que contiene al soporte de estas tres funciones.
Debido a los soportes de h y ~ψ, es válida la siguiente igualdad:

(∗1) E(h, ϕ, ~ψ) =
∫∫ (

k(x, y), (ϕ(y)− ϕ(x))h(y)~ψ(x)
)

H
dµ(y)dµ(x) = EB(h, ϕ, ~ψ).

Esto sirve para notar que E(h, ϕ, ~ψ) está bien definida, y es una integral doble absolutamente convergente.
Debemos calcular la diferencia entre

〈
Thϕ, ~ψ

〉
y
〈
Th, ϕ~ψ

〉
:〈

Thϕ, ~ψ
〉
−
〈
Th, ϕ~ψ

〉
=

1
2

∫∫ (
k(x, y), (h(y)ϕ(y)~ψ(x)− h(x)ϕ(x)~ψ(y))− (h(y)ϕ(x)~ψ(x)− h(x)ϕ(y)~ψ(y))

)
H
dµ(y)dµ(x)

=
1
2

∫∫ (
k(x, y), (ϕ(y)− ϕ(x))(h(y)~ψ(x) + h(x)~ψ(y))

)
H
dµ(y)dµ(x)
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(Usando (4.7.2.5):)

= E(h, ϕ, ~ψ)

(Usando (∗1):)

=
∫∫ (

k(x, y), (ϕ(y)− ϕ(x))h(y)~ψ(x)
)

H
dµ(y)dµ(x)

Esto culmina la prueba.

4.7.6. Proposición. Para todo 0 < γ ≤ α, el operador T definido en (4.7.1.1) es continuo de Λγ0(Rn) en(
Λγ0(Rn,H)

)′.
Demostración. Sean {φj}∞j=1 ⊂ Λγ0(Rn), {~ψj}∞j=1 ⊂ Λγ0(Rn,H), funciones tales que φj tiende a 0 en la topoloǵıa de
Λγ0(Rn), y ~ψj tiende a 0H en la topoloǵıa de Λγ0(Rn,H).

En particular, existe una bola B = Bs(x0) que es el soporte de todas las funciones φj , y también de todas las
~ψj , y además se tiene que

ĺım
j→∞

‖φj‖Λγ0 (Rn) = 0, ĺım
j→∞

‖~ψj‖Λγ0 (Rn,H) = 0.

Por la Proposición 4.7.4, vale la desigualdad (4.7.4.b), porque la propiedad de acotación débil se cumple para
todo exponente γ.

Tenemos entonces que, para todo j:∣∣∣〈Tφj , ~ψj〉∣∣∣ ≤ Cµ(B)s2γ‖φj‖Λγ0 (Rn)‖~ψj‖Λγ0 (Rn,H),

y el lado derecho tiende a 0 cuando j tiende a ∞, porque C,B, s, no dependen de j.
Esto culmina la prueba.

4.7.7. Una fórmula expĺıcita para el operador adjunto T ∗.
Ya tenemos una fórmula que tiene la forma definida en 4.4.17, y coincide con Tφ gracias al Teorema 4.4.22. Esta

fórmula podemos usarla también para el caso particular en que el núcleo k es antisimétrico, aśı que no necesitamos
hacer nada nuevo al respecto.

Quisiéramos hallar una fórmula para el operador adjunto T ∗, que aproveche la antisimetŕıa de k.
Recordemos que para el caso de un núcleo k(x, y) general no necesariamente antisimétrico, la fórmula para T ∗ ~ψ

enunciada en (4.5.6.a), fue establecida para el caso de combinaciones lineales finitas de funciones Lipschitz de la
forma ~ψ = ψ1w1 + · · · + ψNwN , siendo ψ1, · · · , ψN funciones que toman valores escalares, y w1, · · · , wN vectores
fijos de H.

También pudimos extender esa fórmula al caso especial de un espacio de Hilbert separable H, bajo la hipótesis
T1 = 0, Tej = 0 (todo j), según se vio en el Corolario 4.6.8.

Pero no sabemos, en principio, si esa fórmula coincide con T ∗ ~ψ para otras situaciones más generales.
Pero ahora que el núcleo k es antisimétrico, podremos hallar una fórmula para T ∗ ~ψ, válida para cualquier

función ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H), y cualquier espacio de Hilbert H.

4.7.8. Teorema. Supongamos que T1 = g ∈ BMOρ(Rn,H). Sea ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H), y tomemos una bola
B = Bs(x0) que contiene al soporte de ~ψ. Entonces, para x ∈ B, tenemos:

T ∗ ~ψ(x) = −
(

(g(x)−mAB̂g), ~ψ(x)
)

H
+
〈

(g −mAB̂(g)), lB̂ ~ψ(x)
〉

(4.7.8.1)

−
(
{̄B,B̂ ,

~ψ(x)
)

H
+
(
IB1(x), ~ψ(x)

)
H

−
∫ (

k(x, y), (~ψ(y)− ~ψ(x))hB(x)
)

H
dµ(y),

en donde
〈

(g −mAB̂(g)), lB̂ ~ψ(x)
〉

, debe entenderse como el funcional lineal σ(w) =
〈
(g −mAB̂(g)), lB̂ w

〉
, actuan-

do sobre el vector w = ~ψ(x).

89



Demostración. Sea φ ∈ Λγ0(Rn), soportada en la bola B.
Entonces las tres funciones hB , φ, ~ψ, están soportadas en c4B.
Por lo tanto, tenemos que:

E(hB , φ, ~ψ) = Ec4B(hB , φ, ~ψ), E†(hB , φ, ~ψ) = E† c4B(hB , φ, ~ψ).

Calculando la resta de estas dos cantidades, usando (4.7.2.5/6), con h = hB , y usando que hB(·)φ(·) = φ(·), y
hB(·)~ψ(·) = ~ψ(·):

E(hB , φ, ~ψ)− E†(hB , φ, ~ψ) =
∫∫ (

k(x, y), φ(y)~ψ(x)− φ(x)~ψ(y)
)

H
dµ(x)dµ(y)

= 2
〈
Tφ, ~ψ

〉
= 2

〈
T ∗ ~ψ, φ

〉

De aqúı resulta que:
E(hB , φ, ~ψ) = 2

〈
T ∗ ~ψ, φ

〉
+ E†(hB , φ, ~ψ).

Denotemos ZB{~ψ, φ} a la siguiente expresión:

ZB{~ψ, φ} =
∫ (

(g(x)−mAB̂g), ~ψ(x)
)

H
φ(x) dµ(x)−

∫ 〈
(g −mAB̂(g)), lB̂ ~ψ(x)

〉
φ(x) dµ(x)

+
∫ (
{̄B,B̂ ,

~ψ(x)
)

H
φ(x) dµ(x)−

∫ (
IB1(x), ~ψ(x)

)
H
φ(x) dµ(x).

Ahora, aplicamos la fórmula (4.4.17.1), y el Teorema 4.4.22, aprovechando la expresión de Tφ para obtener:〈
T ∗ ~ψ, φ

〉
=
〈
Tφ, ψ

〉
= ZB{~ψ, φ}+ E(hB , φ, ~ψ)

= ZB{~ψ, φ}+ 2
〈
T ∗ ~ψ, φ

〉
+ E†(hB , φ, ~ψ).

Despejando
〈
T ∗ ~ψ, φ

〉
, obtenemos: 〈

T ∗ ~ψ, φ
〉

= −ZB{~ψ, φ} − E†(hB , φ, ~ψ).

De aqúı concluimos que, cuando x es un punto de la bola B, vale la igualdad (4.7.8.1).

4.7.9. Resumen. Sea T un operador integral singular definido por medio de la igualdad 4.7.1.1, respecto un
núcleo k antisimétrico que satisface las propiedades de Lr-Dini, y de Lr-suavidad.

Entonces T es continuo de Λγ0(Rn) en
(
Λγ0(Rn,H)

)′ para todo exponente γ, 0 < γ ≤ α, T satisface la propiedad
de acotación débil, para todo 0 < η ≤ α, y también satisface la propiedad de Conmutación de Meyer.

En el caso en que T1 = g ∈ BMOρ(Rn,H), se obtiene para el operador adjunto T ∗ la fórmula (4.7.8.1).
Si además ocurre que T1 = 0, usando ahora el teorema 4.5.3, en el caso en que la condición de Lr-suavidad

valga para η + ε, con ε > 0, obtenemos que:

‖Tφ‖Λη(Rn,H) ≤ C‖φ‖Λη(Rn)

y Tφ es una función acotada, tal que para cualquier bola B0 de radio s0, que contiene al soporte de φ, se satisface:

‖Tφ‖L∞µ (Rn,H) ≤ C‖φ‖Λη(Rn)s
η
0 .

Bajo todas estas condiciones tenemos que:

4.7.10. Proposición. Si T1 = 0, entonces para todo vector fijo w ∈ H se tiene que T ∗(1w) = 0.
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Demostración. En primer lugar sean φ ∈ Λγ0(Rn), ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H). Entonces se tiene la igualdad:〈
T ∗ ~ψ, φ

〉
=
〈
Tφ, ~ψ

〉
=

1
2

∫∫ (
k(x, y), φ(y)~ψ(x)− φ(x)~ψ(y)

)
H
dµ(x)dµ(y)

=
1
2

∫∫ (
k(y, x), φ(x)~ψ(y)− φ(y)~ψ(x)

)
H
dµ(x)dµ(y)

=
1
2

∫∫ (
k∗(x, y), ~ψ(y)φ(x)− ~ψ(x)φ(y)

)
H
dµ(x)dµ(y).

Ahora tomamos una función φ ∈ Λγ0(Rn) con integral nula, y un vector fijo w ∈ H. Dada una bola B = Bs(x0)
que contiena al soporte de ~ψ, tenemos por definición:〈

T ∗(1w), φ
〉

=
〈
T ∗(hBw), φ

〉
+
〈
I

(∗)
B (1w), φ

〉
.

Sin embargo: 〈
T ∗(hBw), φ

〉
=

1
2

∫∫ (
k∗(x, y), (hB(y)w)φ(x)− (hB(x)w)φ(y)

)
H
dµ(x)dµ(y)(∗1)

=
1
2

∫∫ (
k(y, x), hB(y) (φ(x)w)− hB(x) (φ(y)w)

)
H
dµ(x)dµ(y)

(Antisimetŕıa de k(x, y):)

= −1
2

∫∫ (
k(x, y), hB(y) (φ(x)w)− hB(x) (φ(y)w)

)
H
dµ(x)dµ(y)

= −
〈
ThB , φw

〉
.

Por otro lado: 〈
I

(∗)
B (1w), φ

〉
=
∫∫ (

k∗(x, y)− k∗(x0, y), w
)

H
(1− hB(y))φ(x) dµ(y)dµ(x)(∗2)

=
∫ (∫

(k(y, x)− k(y, x0)) (1− hB(y)) dµ(y), φ(x)w
)

H
dµ(x)

(Antisimetŕıa de k(x, y):)

= −
∫ (∫

(k(x, y)− k(x0, y)) (1− hB(y)) dµ(y), φ(x)w
)

H
dµ(x)

= −
〈
IB1, φw

〉
.

Pero ahora φw es una función del conjunto Λγ0(Rn,H) que tiene integral 0H. Por lo tanto, usando (∗1) y (∗2):〈
T ∗(1w), φ

〉
= −

〈
ThB , φw

〉
−
〈
IB1, φw

〉
= −

〈
T1, φw

〉
= 0.

4.7.11. Corolario. Si T1 = 0, entonces para toda ~ψ ∈ Λγ0(Rn,H), y toda bola B que contenga al soporte de
~ψ, vale la fórmula:

T ∗ ~ψ(x) = −
(
{̄B,B̂ ,

~ψ(x)
)

H
+
(
IB1(x), ~ψ(x)

)
H
−
∫ (

k(x, y), (~ψ(y)− ~ψ(x))hB(x)
)

H
dµ(y)(4.7.11.1)

=
(
{̄(∗)
B,B̂

, ~ψ(x)
)

H
−
(∫ (

k∗(x, y)− k∗(x0, y)
)
(1− hB(y)) dµ(y), ~ψ(x)

)
H

(4.7.11.1’)

+
∫ (

k∗(x, y)hB(y), ~ψ(y)− ~ψ(x)
)

H
dµ(y),
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para µ-casi todo x ∈ B.
Además se tiene la acotación en norma:

(4.7.11.2) ‖T ∗ ~ψ‖Λη(Rn,H) ≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)

y T ∗ ~ψ es una función acotada, tal que para cualquier bola B0 de radio s0, que contiene al soporte de φ, se satisface:

(4.7.11.3) ‖T ∗ ~ψ‖L∞µ (Rn) ≤ C‖~ψ‖Λη(Rn,H)s
η
0 .

Demostración. Usando la antisimetŕıa, se puede ver que −{̄B,B̂ = {̄(∗)
B,B̂

, y asimismo con los demás términos de
(4.7.11.1) y (4.7.11.1’).

La demostración de (4.7.11.1) es trivial a partir de (4.7.8.1’) y el hecho de que g = T1 = 0.
La demostración de (4.7.11.2) y (4.7.11.3) sigue lineamientos completamente análogos a los que se usan en la

demostración del Teorema 4.5.6.
Basta observar que, como T1 = 0, tenemos que T ∗(1w) = 0 para todo vector w ∈ H, por la Proposición 4.7.10,

que nos permite usar el Corolario 4.4.16, y es aplicable la demostración del Teorema 4.5.6.

4.7.12. Corolario. Si T1 = 0, entonces T se extiende a un operador acotado de L2
µ(Rn) en L2

µ(Rn,H), y
asimismo T ∗ se extiende a un operador acotado de L2

µ(Rn,H) en L2
µ(Rn).

Demostración. Siendo T1 = 0, vale la conclusión del Corolario precedente. En tal caso se puede hacer una aplicación
directa del Lema 4.6.2, con T = T , S = T ∗, y A = H.

4.7.13. Observación. Estos resultados para el operador adjunto T ∗ en el caso de núcleo k antisimétrico, son
válidos para cualquier espacio de Hilbert. No se requiere que nos restrinjamos a un H de dimensión finita, y las
propiedades (4.7.11.2) y (4.7.11.3), aśı como el último Corolario, no requieren que H sea separable. Notar que en
este caso, se obtiene la expresión más concisa (4.7.8.1) para T ∗ ~ψ(x), aunque involucrando la función g = T1.
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Caṕıtulo 5

Aplicaciones

5.1. Oscilaciones de una Aproximación a la Identidad en un Espacio de Tipo Ho-
mogéneo.

5.1.1. Establecimiento general del problema. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo normal de
orden θ, para algún 0 < θ ≤ 1.

Tomemos {ρ(x, y, t)}t>0, una aproximación a la identidad que verifique las propiedades de la Sección 2.6.
Denotemos K = [K`]`∈Z, donde

K`(x, y) = ρ(x, y, 2`)− ρ(x, y, 2`−1).

Deseamos probar que K(x, y) es un núcleo estándar, a valores en el espacio de Hilbert H = `2(C).
Luego definiremos el operador T asociado a K, que será un operador de oscilación para las aproximaciones a la

identidad, y le aplicaremos el Teorema 3.3.1 a fin de probar su acotación L2.

5.1.2. Lema. Para todo x, y ∈ X ×X \∆:

|K(x, y)|H ≤ C
1

d(x, y)
.

Demostración. Sean x, y ∈ X, tales que x 6= y. Tenemos:

|K(x, y)|H =

(∑
`∈Z

∣∣ρ(x, y, 2`)− ρ(x, y, 2`−1)
∣∣2)1/2

≤ C

(∑
`∈Z

∣∣ρ(x, y, 2`)
∣∣2)1/2

≤ C

(∑
`∈Z

(
c2−`χ[0,c2`](d(x, y))

)2
)1/2

≤ C

( ∑
`∈Z,d(x,y)≤c2`

(
c2−`

)2
)1/2

≤ C

(∫ ∞
log2(d(x,y)/c)

(
2−2t

)
dt

)1/2

≤ C
(
d(x, y)−2

)1/2

≤ Cd(x, y)−1
.
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5.1.3. Lema. Para todo x, x′, y ∈ X, tal que d(x, x′) < d(x, y)/2A, se satisface:

|K(x, y)−K(x′, y)|H ≤ Cβ
d(x, x′)β

d(x, y)1+β
.

Demostración. Sean x, x′, y tales que d(x, x′) < d(x, y)/2A. Entonces debe ocurrir que d(x′, y) ≥ d(x, y)/4A, porque
de lo contrario:

d(x, y) ≤ A(d(x, x′) + d(x′, y)) ≤ A
(

1
2A

+
1

4A

)
d(x, y) ≤ 3

4
d(x, y) < d(x, y),

que es un absurdo.
En consecuencia:

|K(x, y)−K(x′, y)|H ≤ C

(∑
`∈Z

∣∣(ρ(x, y, 2`)− ρ(x′, y, 2`))
∣∣2)1/2

≤ Cd(x, x′)β
(∑
`∈Z

c2−2β−2(χ[0,c2`](d(x, y)) + χ[0,c2`](d(x′, y)))

)1/2

(Siguiendo pasos análogos de la prueba del Lema previo:)

≤ Cd(x, x′)β
(

(d(x, y)(−2−2β)` + d(x′, y)−2−2β)
)1/2

(Usamos aqúı que d(x′, y) ≥ d(x, y)/4A:)

≤ Cd(x, x′)βd(x, y)−1−β .

5.1.4. Proposición. K(x, y) es un núcleo estándar (con valores en H = `2(C)).

Demostración. Esto es ciero debido a los dos lemas precedentes.

5.1.5. Definición del operador T . Sean f ∈ Λβ0 (X), g,∈ Λβ0 (X,H), con H = `2(C). Definimos el operador
T : Λβ0 (X)→ (Λβ0 (X,H))′ por medio de cualquiera de estas expresiones:

〈
Tf, g

〉
= ĺım
L→∞

∫ L∑
`=−L

(∫
K`(x, y)f(y)dµ(y)

)
g`(x) dµ(x)

= ĺım
L→∞

L∑
`=−L

∫ (∫
K`(x, y)f(y)dµ(y)

)
g`(x) dµ(x).

Nos interesa probar que T tiene asociado el núcleo estándar K, y que además satisface las hipótesis del Teorema
3.3.1.

5.1.6. Acotación Débil de T y Buena definición de T . Sea B una bola de radio R y centro x0, y sean
f , g funciones soportadas en B. Luego, usando que

∫
K`(·, y)dµ = 0:∣∣∣∣ ∫ ∑

−L≤`<log2 R

∫
K`(x, y)f(y)dµ(y) g`(x)dµ(x)

∣∣∣∣
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(Para cada ` las integrales dobles convergen, luego podemos cambiar el orden de integración:)

=

∣∣∣∣∣∣
∫ ∫ ∑

−L≤`<log2 R

K`(x, y)f(y) (g`(x)− g`(x0))dµ(x)dµ(y)

∣∣∣∣∣∣
(Usamos de nuevo que K` tiene integral 0, previo cambio del orden de integración:)

≤
∫ ∑

`<log2 R

∣∣∣∣∫ K`(x, y)(f(y)− f(x))dµ(y)
∣∣∣∣ |g`(x)− g(x0)| dµ(x)

≤ Cf,g
∫ ∑

`<log2 R

∫ ∣∣K`(x, y)d(x, y)β
∣∣χB×B(x, y)dµ(y) (d(x, x0)β)dµ(x)

≤ CRβ
∫ ∑

`<log2 R

∫ ∣∣cK`(x, y)2`β χB×B(x, y)
∣∣ dµ(y)dµ(x)

≤ CRβ
∫ ∑

`<log2 R

∣∣∣∣∫ 2`(−1+β)χ[0,c2`](d(x, y))χB×B(x, y)dµ(y)
∣∣∣∣ dµ(x)

≤ CRβ
∫
B

∑
`<log2 R

2`(β)dµ(x)

≤ CRβ
∫
B

Rβdµ(x)

≤ CR1+2β ≤ Cµ(B)1+2β .

Por otro lado, comenzando igual que en el párrafo previo llegamos a:∣∣∣∣ ∫ ∑
L≥`≥log2 R

(∫
K`(x, y)f(y)dµ(y)

)
g`(x)dµ(x)

∣∣∣∣
≤ Cf,g

∫ ∑
`≥log2 R

∫ ∣∣K`(x, y)d(x, y)β)
∣∣χB×B(x, y)dµ(y) (d(x, x0)β)dµ(x)

≤ CRβ
∫ ∑

`≥log2 R

∫ ∣∣cK`(x, y)Rβ χB×B(x, y)
∣∣ dµ(y)dµ(x)

≤ CR2β

∫
B

∑
`≥log2 R

∣∣∣∣∫ 2−`χ[0,cR](d(x, y))dµ(y)
∣∣∣∣ dµ(x)

≤ CR2β

∫
B

R
∑

`≥log2 R

2−`dµ(x)

≤ CR2β

∫
B

R R−1dµ(x)

≤ CR1+2β

(Usando normalidad de la medida:)

≤ Cµ(B)1+2β .

Por lo tanto: ∣∣∣∣∣∣
∫ ∑
−L≤`≤L

(∫
K`(x, y)f(y)dµ(y)

)
g`(x)dµ(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ Cµ(B)1+2β .

Se observa que C ≤ C̃‖f‖β‖g‖β,`2 .
Resulta que T satisface la propiedad de acotación débil.
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Además la cota anterior es uniforme en L, y si observamos bien, nos permite hablar de convergencia bajo el
primer signo integral, lo cual nos dice que T está bien definido.

5.1.7. Lema. Sean f ∈ Λβ0 (X), g ∈ Λβ0 (X,H), tales que sop(f) ∩ sop(g) = ∅. Entonces

(5.1.7.a)
〈
Tf, g

〉
=
∫∫ (

K(x, y)f(y), g(x)
)

H dµ(x)dµ(y) =
∫∫ (

K(x, y)f(y), g(x)
)

H dµ(x)dµ(y).

Demostración. Para cada entero ` tenemos sop(K`(x, ·)) ⊂ Bc2`+1(x).
Denotemos F = sop(f), y Fε = ε-entorno(sop(f)).
Luego:

sop
(∫ ∣∣K`(x, ·)

∣∣ |f |) ⊂ Fc2`+1 .

Como sop(f) y sop(g) son compactos y disjuntos, resulta que

dist(sop(f), sop(g)) > 0.

Luego existe ε > 0 tal que Fε ∩ sop(g) = ∅.
Entonces existe `0 ∈ Z tal que ` ≤ `0 implica:

Fc2`+1 ∩ sop(g) = ∅.

Luego, si ` ≤ `0: ∫ (∫ ∣∣K`(x, ·)
∣∣ |f |) |g`(x)| dµ(x) = 0.

Por lo tanto:

ĺım
L→∞

∫ L∑
−L

(∫ ∣∣K`(x, ·)
∣∣ |f |) |g`| = ĺım

L→∞

∫ L∑
`0

∫ ∣∣K`(x, ·)
∣∣ |f | |g`(x)| dµ(x).

A su vez: ∫ ∞∑
`0

(∣∣K`(x, ·)
∣∣ |f |) |g`| ≤ ∫ ( ∞∑

`0

(∫ ∣∣K`(x, ·)
∣∣ |f |)2

)1/2

|g(x)|`2 dµ(x).

Se deduce de aqúı que:

∞∑
`0

∫ (∫ ∣∣K`(x, ·)
∣∣ |f |) g(x)`dµ(x) ≤

∫ ( ∞∑
`0

c2−2`‖f‖2L1
µ

)1/2

|g(x)|`2 dµ(x)

≤ C‖f‖L1
µ(X)‖g‖L1

µ(X,H)(
∞∑
`0

2−2`)1/2

≤ C‖f‖L1
µ(X)‖g‖L1

µ(X,H).

Por lo tanto ∫ ∑
`

∣∣K`(x, ·)
∣∣ |f | |g`(x)|

es integrable, y podemos escribir la igualdad (5.1.7.a).

5.1.8. Condición T1 = 0. Sea g ∈ Λβ0 (X,H), con
∫
g = 0. Tomar ε > 0 y L ∈ Z.

Sea hε una función Lipschitz, 0 ≤ hε ≤ 1, que vale 1 en un ε-entorno de sop(g), 0 fuera de un 2ε-entorno de
sop(g).

Denotemos:

Iε(L) =

∣∣∣∣∣
∫ ∞∑

L

∫
K`(x, y)g`(x)dµ(x)(1− hε(y))dµ(y)

∣∣∣∣∣ .
Sea x0 un punto en el soporte de g, y sea R > 0 un número tal que sop(g) ⊂ BR := BR(x0).
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Para ε ≥ A2R, y usando que
∫
g` = 0, estimamos, para L suficientemente grande:

Iε(L) ≤
∫ ∣∣∣∣∣

∞∑
L

∫
(K`(x, y)−K`(x0, y))g`(x)dµ(x)(1− hε(y))

∣∣∣∣∣ dµ(y)

≤
∫
x∈sop(g)

∞∑
L

∫
d(x,y)>AR

∣∣(K`(x, y)−K`(x0, y))g`(x)
∣∣ dµ(y)dµ(x)

Usemos que
∣∣K`(x, y)−K`(x0, y)

∣∣ ≤ c2−`(β+1)d(x, x0)β, y que sopK` ⊂ BA(c2`+R)(x0):

≤ CRβ
∫
x∈sop(g)

∞∑
L

∣∣∣c2−`(β+1)
∣∣∣ ∫
d(x,y)>AR,d(x,y)≤c22`+cR

dµ(y) |g`(x)| dµ(x)

como R está fijo para la g dada, y L es suficientemente grande, existe una constante CR tal que:

≤ CRβ
∫
x∈sop(g)

∞∑
L

∣∣∣c2−`(β+1)
∣∣∣ ∫
d(x,y)>ε,d(x,y)≤cR2`

dµ(y) |g`(x)| dµ(x)

Aqúı usamos que la medida de las bolas es comparable a su radio:

≤ CRβcR
∫
x∈sop(g)

∞∑
L

2−`(β) |g`(x)| dµ(x)

Cauchy-Schwartz:

≤ CRβcR
∫
x∈sop(g)

(
∞∑
L

2−2`(β))1/2 |g(x)|H dµ(x)

≤ CRβcR2−Lβ‖g‖L1
H
.

Se deduce que:
ĺım sup
L→∞

Iε(L) = 0.

Si x ∈ sop(g), y ∈ sop(1− hε) (con ε ≥ A2R), y ` < −L, resulta que, cada vez que (x, y) ∈ sop(K`), se obtiene,
para L suficientemente grande:

d(x, y) ≤ c2` < c2−L ≤ ε < d(x, y).

Esto es absurdo, luego debemos tener, para L grande:

Jε(L) :=

∣∣∣∣∣
∫∫ −L∑

−∞
K`(x, y)g`(x)(1− hε(y))dµ(y)dµ(x)

∣∣∣∣∣ = 0.

debido a la disjunción de los soportes de las funciones del integrando.
Por otro lado, como

∫
K`(x, ·) = 0: ∫∫

K`(x, y)g`(x)dµ(x)dµ(y) = 0

(cambiando el orden de integración).
Por lo tanto. para ε ≥ A2R:

∣∣〈T1, g
〉∣∣ ≤ ĺım sup

L→∞

(
Iε(L) + Jε(L) +

L∑
−L

∣∣∣∣∫∫ K`(x, y)g`(x)dµ(x)dµ(y)
∣∣∣∣
)

= 0.
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Hemos probado que 〈
T1, g

〉
= 0.

5.1.9. Condición T ∗(1w) = 0.
Si ahora tomamos un vector fijo w ∈ H, se desea probar que T ∗(1w) = 0. Escribimos en este caso, para algún

ε > 0: 〈
T ∗(1w), f

〉
= ĺım
L→∞

(
I1(L) + I2(L) + I3(L)

)
,

donde

I1(L) =
L∑

`=−L

∫∫
K`(y, x)hε(y)f(x)w` dµ(y)dµ(x)

I2(L) =
L∑

`=−∞

∫∫
K`(y, x)(1− hε(y))f(x)w` dµ(y)dµ(x)

I3(L) =
∞∑
`=L

∫∫
K`(y, x)(1− hε(y))f(x)w` dµ(y)dµ(x).

Igual que antes, tenemos que I1(L) = 0, y para L suficientemente grande I2(L) = 0. Asimismo, ĺım supL→∞ I1(L) =
0.

5.1.10. Teorema. El operador T definido en 5.1.5, es un operador acotado de L2
µ(X) en L2

µ(X,H).

Demostración. Es claro, porque T tiene asociado el núcleo estándar K, T satisface la propiedad de acotación débil,
y además verifica las condiciones T1 = 0 y T ∗(1w) = 0 (para cada vector fijo w ∈ H).

En consecuencia se puede aplicar el Teorema 3.3.1.

5.1.11. Aplicación a la teoŕıa de Littlewood-Paley.
Dada una función f ∈ L2

µ(X), tenemos la función cuadrado asociada a f , definida por:

Sf =

(∑
k∈Z
|Dkf |2

)1/2

,

donde Dk = Sk − Sk−1 y Skf =
∫
ρ(x, ·, 2k)f .

Por el Teorema previo, tenemos que:∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈Z
|Dkf |2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
L2
µ(X)

= ‖Tf‖L2
µ(X,H) ≤ C‖f‖L2

µ(X).

Luego, usando esta estimación junto al hecho que Sjf → f (k → −∞), y Skf → 0 (k → −∞), en norma L2
µ,

se obtiene la conocida estimación de la teoŕıa de Littlewood-Paley:

‖f‖L2
µ(X) ≈

∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈Z
|Dkf |2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
L2
µ(X)

.

5.2. Ejemplos con Núcleo Antisimétrico.

5.2.1. Establecimiento general del problema.
Sea µ una medida, que puede ser doblante en un espacio de tipo homogéneo X, o bien no necesariamente

doblante en el espacio euclidiano X = Rn. Denotemos H = `2(C).
Sea κ(x, y) un núcleo antisimétrico (a valores escalares), asociado a un operador de integral singular τ .
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Para cada ε > 0 se puede definir el operador truncado τε dado por:〈
τεf, g

〉
=
∫∫

d(x,y)≥ε
κ(x, y)f(y)g(x)dµ(y)dµ(x).

A continuación se define el operador de oscilación T = O(τ), mediante

〈
Tf,~g

〉
= ĺım
L→∞

L∑
`=−L

〈
(τ2` − τ2`−1)f, g

〉
,

para cualesquiera funciones f ∈ Λγ0(X), ~g ∈ Λγ0(X,H), siempre que el ĺımite exista.
Se puede apreciar que T tiene asociado el núcleo

k(x, y) = {κ(x, y)χ[2`−1,2`)(d(x, y))}`∈Z.

Nuestro objetivo es estudiar este operador de oscilación, y determinar si es acotado entre espacios de funciones
de cuadrado integrable.

5.2.2. Condición de tamaño del núcleo. Si el núcleo original κ(x, y) satisface una condición de tamaño
como 3.1.1(K1), o como (4.3.2.b), entonces el núcleo oscilado k(x, y) también satisfará idéntica propiedad, aunque
en sentido vectorial. En efecto, dados un par de puntos distintos x, y ∈ X (pudiendo ser X = Rn), existe un único
ı́ndice `0 ∈ Z tal que 2`0−1 ≤ d(x, y) < 2`0 . Por lo tanto el vector k(x, y) = {κ(x, y)χ[2`−1,2`)(d(x, y))}`∈Z tiene, a
lo sumo, la componente `0-ésima distinta de 0, mientras que las demás componentes son nulas.

Ahora tenemos que:

|k(x, y)|H = |κ(x, y)|

(∑
`∈Z

χ[2`−1,2`)(d(x, y))2

)1/2

= |κ(x, y)|χ[2`0−1,2`0 )(d(x, y)) ≤ |κ(x, y)| ,

de lo cual se deduce que k(x, y) cumple 3.1.1(K1), o bien (4.3.2.b), según sea el caso.

5.2.3. Condición de suavidad del núcleo. Si el núcleo original κ(x, y) satisface alguna condición de
suavidad, como 3.1.1(K2), o bien (4.3.2.c) y (4.3.2.d), no necesariamente ocurre que el núcleo oscilado k(x, y)
satisfaga esas mismas relaciones.

La dificultad aparece en el uso de la función caracteŕıstica. Supongamos por ejemplo que x, x′, y son puntos de
X (o de Rn), tales que para algún ı́ndice `0:

d(x, y) ∈ [2`0−1, 2`0), d(x′, y) ∈ [2`0 , 2`0+1).

En este caso no puede usarse lo que ya sabemos de la condición de suavidad de κ(x, y) para estimar la correspon-
diente condición de suavidad de k(x, y), pues

|k(x, y)− k(x′, y)|H =
(
|κ(x, y)|2 χ[2`0−1,2`0 )(d(x, y)) + |κ(x′, y)|2 χ[2`0−1,2`0 )(d(x′, y))

)1/2

=
(
|κ(x, y)|2 + |κ(x′, y)|2

)1/2

,

y nos queda una suma de valores absolutos en donde nos gustaŕıa que apareciera el valor asoluto de una resta.
Para rodear este problema, definiremos los operadores truncados suaves.

5.2.4. Truncamientos suaves. Para cada ε > 0 definamos la función hε(t) := h(t/ε). Por comodidad
denotemos: σε(t) = 1− hε(t).

Podemos introducir los operadores de truncación suave de τ mediante:〈
τ̃εf, g

〉
=
∫∫

σε(d(x, y))κ(x, y)f(y)g(x)dµ(y)dµ(x).

El núcleo de cada uno de estos operadores es κ̃ε(x, y) := σε(d(x, y))κ(x, y).
A continuación, queda determinado un operador de oscilación Õ(τ), dado por:〈

Õ(τ)f,~g
〉

:= ĺım
L→∞

L∑
`=−L

(κ̃2` − κ̃2`−1)f(y)g`(x) dµ(y)dµ(x).
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El núcleo de este operador es
k(x, y) = {κ̃2` − κ̃2`−1}`∈Z.

Denotando k`(x, y) = κ̃2` − κ̃2`−1 , escribimos:

k(x, y) = {k`(x, y)}`∈Z.

También tenemos esta igualdad:

k(x, y) = −κ(x, y){h2`(d(x, y))− h2`−1(d(x, y))}`∈Z.

Verifiquemos que k(x, y) satisface las mismas condiciones de tamaño que κ(x, y). En efecto, sea `0 ∈ Z el único
ı́ndice tal que 2`0−1 ≤ d(x, y) < 2`0 . Entonces, para los únicos ı́ndices ` ∈ Z para los cuales k`(x, y) no se anula,
son aquellos en los cuales h2`(d(x, y))− h2`−1(d(x, y)) no se anula. Esto requiere que 2`0−2 ≤ d(x, y) ≤ A2`0 .

Escribiendo a = log2A, nos queda: 2`0−2 ≤ d(x, y) ≤ 2`0+a. Por lo tanto:∣∣∣k̃(x, y)
∣∣∣
H
≤ (a+ 2) |κ(x, y)| ,

y de aqúı se deduce directamente que k̃(x, y) satisface 3.1.1(K1), o bien (4.3.2.b), según corresponda, aunque con
la constante C agrandada en un factor de a+ 2.

Ahora estudiemos las propiedades de suavidad del núcleo k̃(x, y). Dados x, x′, y ∈ X (o en Rn), la diferencia
k̃`(x, y)− k̃`(x′, y) se puede escribir en la forma:

k̃`(x, y)− k̃`(x′, y) = −κ(x, y)
(
h2`(x, y)− h2`(x

′, y) + h2`−1(x′, y)− h2`−1(x, y)
)

−
(
κ(x, y)− κ(x′, y)

)(
h2`(x

′, y)− h2`−1(x′, y)
)
.

Sean `0, `
′
0 ∈ Z los únicos ı́ndices tales que 2`0−1 ≤ d(x, y) < 2`0 , 2`

′
0−1 ≤ d(x′, y) < 2`

′
0 .

Como antes, tenemos que h2`(x, y) − h2`−1(x, y) no se anula sólo si 2`0−2 ≤ d(x, y) ≤ 2`0+a. Y también
h2`(x′, y)− h2`−1(x′, y) no se anula sólo si 2`

′
0−2 ≤ d(x′, y) ≤ 2`

′
0+a.

Tenemos que:
(κ(x, y)− κ(x′, y))(h2`(x

′, y)− h2`−1(x′, y)) = 0,

salvo posiblemente cuando `′0 − 2 ≤ ` ≤ `′0 + a.

Primer Caso: Supongamos primero, como en 3.1.1(K2), que d(x, x′) < 1
2Ad(x, y). En ese caso

(∗1) (h2`(x, y)− h2`(x
′, y) + h2`−1(x′, y)− h2`−1(x, y)) = 0,

salvo que 2`0−2 ≤ d(x, y) ≤ 2`0+a o bien que 2`
′
0−2 ≤ d(x, y) ≤ 2`

′
0+a.

Debe ocurrir que d(x′, y) ≤ A(d(x, x′) + d(x, y)) ≤ 2Ad(x, y). También debe pasar que d(x′, y) ≥ 1
3Ad(x, y),

porque si no:
d(x, y) ≤ A(d(x, x′) + d(x′, y)) ≤ ( 1

2 + 1
3 )d(x, y) < d(x, y),

que es absurdo.
En resumen:

1
3A

d(x, y) ≤ d(x′, y) ≤ 2Ad(x, y).

Del mismo modo se puede probar que:

1
3A

d(x′, y) ≤ d(x, y) ≤ 2Ad(x′, y).

Si tuviésemos que 2`0−2 ≤ d(x, y) ≤ 2`0+a, entonces

2`0−2−log2 3A ≤ d(x′, y) ≤ 2`0+a+log2 2A.

Esto implica que:
`0 − 2− log2 3− a ≤ `′0 ≤ `0 + 1 + 2a.

De modo análogo, si tuviésemos que 2`
′
0−2 ≤ d(x′, y) ≤ 2`

′
0+a, entonces

`′0 − 2− log2 3− a ≤ `0 ≤ `′0 + 1 + 2a.
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En cualquier caso, (∗1) es nulo excepto para los ı́ndices ` tales que:

(`0 − 2− log2 3− a)− 2 ≤ ` ≤ (`0 + 1 + 2a) + a.

Restando los valores (`0 +1+2a)+a y (`0−2− log2 3−a)−2, vemos que hay siempre, a lo sumo, una cantidad
de M = log2 3 + 5 + 4a ı́ndices ` para los cuales (∗1) no se anula.

Por teorema de valor medio, y por (2.4.1.7):

|h2`(x, y)− h2`(x
′, y) + h2`−1(x′, y)− h2`−1(x, y)| ≤ 3‖dh/dt‖L∞

1
2`
|d(x, y)− d(x′, y)|(∗2)

≤ C1
1

2(`0−4−log2 3−a)
d(x, x′)θ 2(`0+1+3a)(1−θ)

≤ C1d(x, x′)θ2−`0θ

≤ C1d(x, x′)θd(x, y)−θ.

Podemos deducir ahora que:∣∣∣k̃(x, y)− k̃(x′, y)
∣∣∣
H
≤ C1(a+ 2) |κ(x, y)| d(x, x′)θd(x, y)−θ + 2(a+ 2) |κ(x, y)− κ(x′, y)| .

Para proseguir, necesitamos usar la condición de tamaño 3.1.1(K1), junto con la condición de suavidad 3.1.1(K2)
(no podemos usarlas por separado).

Observamos que si se cumple (2.4.1.7) para el exponente θ, también se cumple idéntica condición para el
exponente δ ≤ θ, que aparece en 3.1.1(K2). Obtenemos que:∣∣∣k̃(x, y)− k̃(x′, y)

∣∣∣
H
≤ C1(a+ 2)Cd(x, y)−1−θd(x, x′)θ + 2(a+ 2)C(d(x, y)−1−δ)d(x, x′)δ

≤ Cd(x, y)−1−δd(x, x′)δd(x, x′)θ−δd(x, y)−(θ−δ) + Cd(x, y)−1−δd(x, x′)δ

(Usando que d(x, x′) < 1
2Ad(x, y):)

≤ Cd(x, y)−1−δd(x, x′)δ.

Segundo Caso: ¿Qué ocurre si estamos en la situación de X = Rn, con una medida µ no doblante? Aqúı su-
ponemos la validez de las condiciones (4.3.2.b), (4.3.2.c) y (4.3.2.d) para el núcleo κ (con 1 ≤ r <∞).

Supongamos que x, x′, y ∈ Rn, que Ad(x, x′) ≤ R, y que R < d(x, y) ≤ AR.
En particular tenemos que d(x′, y) ≤ A(d(x, x′) + d(x, y)) ≤ (1 +A2)R.
Debemos usar que los soportes de las diferencias h2` − h2`−1 son “casi disjuntos”.
Supongamos que (h2` − h2`−1)(t)− (h2`′ − h2`′−1)(t) 6= 0. Esto implica que 2`−1 ≤ t ≤ A2` y 2`

′−1 ≤ t ≤ A2`
′
.

En consecuencia, debemos tener que `− `′ ≤ log2A+ 1 = a+ 1.
De manera que, para cada valor de t, se tiene:

|{(h2` − h2`−1)(t)}|H ≤ 2(a+ 1).

Por lo tanto:,

J1
def
:=

(∫
R<d(x,y)≤AR

|κ(x, y)− κ(x′, y)|r |{h2` − h2`−1(d(x, y))}|H dµ(y)

)1/r

≤ C

(∫
R<d(x,y)≤AR

|κ(x, y)− κ(x′, y)|r dµ(y)

)1/r

.

Por otra parte: ∣∣{h2`(x, y)− h2`(x
′, y)}`≥log2 R

∣∣
H ≤ C |d(x, y)− d(x′, y)|

( ∑
`≥log2 R

2−2`
)1/2

≤ C |d(x, x′)|η R−η.
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Debemos tener que d(x′, y) ≥ R
A−d(x, x′), porque de lo contrario nos daŕıa que d(x, y) ≤ A(d(x, x′)+d(x′, y)) ≤

R, que es un absurdo.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la constante geométrica A es mayor o igual que 2.
En tal caso, siempre es cierto que R ≥ R

A−d(x, x′), porque de lo contrario tendŕıamos que A−1 < d(x, x′)RA < 1,
o sea, A < 2, en contra de lo supuesto.

Ahora, tomando en cuenta que los ı́ndices relevantes satisfacen `0 ≤ ` ≤ log2AR, tenemos que:∫
R<d(x,y)≤AR

|κ(x, y)|r
∣∣{h2`(d(x, y))− h2`(d(x′, y))}`≤log2 AR

∣∣r
H dµ(y)

=
∫
R<d(x,y)≤AR

|κ(x, y)|r
∣∣{h2`(d(x, y))− h2`(d(x′, y))}`0≤`≤log2 AR

∣∣r
H dµ(y),

donde `0 = log2(AR− d(x, x′)).
El número de ı́ndices ` que se toman en el último término está acotado por

N0(x, x′) = log2AR− log2(AR− d(x, x′)) = log2(1 + d(x, x′)/(AR− d(x, x′))).

Usando el teorema del valor medio, y el Lema 4.1.2, tenemos que:∣∣{h2`(d(x, y))− h2`(d(x′, y))}`0≤`≤log2 R

∣∣
H

≤ d(x, x′)ηR1−η

log2 AR∑
`=`0

2−2j

1/2

.

Tenemos ahora que:

log2 AR∑
`=`0

2−2j = 2−2`0

N0(x,x′)∑
`=0

2−2j

≤ 2−2`0C2−2N0(x,x′)

≤ C(AR− d(x, x′))−2

(
AR

AR− d(x, x′)

)−2

≤ (AR)−2.

Juntando todas estas estimaciones, podemos ahora ver que:

J2
def
:=

(∫
R<d(x,y)≤AR

|κ(x, y)|r
∣∣{h2`(d(x, y))− h2`(d(x′, y))}`≤log2 AR

∣∣r
H dµ(y)

)1/r

≤

(∫
R<d(x,y)≤AR

|κ(x, y)|r dµ(y)

)1/r

Cd(x, x′)ηR−η

≤ CR−ν/r
′
(
d(x, x′)
R

)η
.

Finalmente, tenemos que:(∫
R<d(x,y)≤AR

∣∣∣k̃(x, y)− k̃(x′, y)
∣∣∣r
H
dµ(y)

)1/r

=

(∫
R<d(x,y)≤AR

|κ(x, y)− κ(x′, y)|r |{h2`(d(x, y))− h2`(d(x′, y))}`∈Z|
r
H dµ(y)

)1/r

≤ Cr(J1 + J2) ≤ CR−ν/r
′
(
d(x, x′)
R

)η
.

Aśı que k̃(x, y) satisface la condición de Lr-suavidad, 1 ≤ r <∞, respecto al exponente η.

5.2.5. Antisimetŕıa. Si el núcleo original κ(x, y) es antisimétrico, entonces es claro que los núcleos de O(τ)
y Õ(τ) también son antisimétricos. En ese caso, podemos aplicar los resultados de la Sección 4.7, y obtenemos que
O(τ) y Õ(τ) satisfacen la propiedad de conmutación de Meyer, y también la propiedad de acotación débil, para
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todo exponente 0 < γ ≤ θ (en el caso de Rn, tomamos θ = 1/n), y además ambos operadores son acotados de
Λγ0(Rn) en (Λγ0(Rn,H))′.

Notemos que aunque O(τ) puede no satisfacer condiciones de suavidad, en la prueba de los resultados de la
Sección 4.7 sólo hemos usado condiciones de tamaño, y en consecuencia siguen siendo válidas las propiedades de
Acotación Débil, de Conmutación de Meyer, y de continuidad.

Mencionemos que, si de alguna manera se prueba que la diferencia O(τ) − Õ(τ) es un operador acotado de
L2
µ(Rn) en L2

µ(Rn,H), y que Õ(τ)(1) = 0, se podrá concluir que O(τ) es un operador acotado de L2
µ(Rn) en

L2
µ(Rn,H) (porque tendŕıamos que Õ(τ) también es acotado de L2

µ(Rn) en L2
µ(Rn,H)).

5.3. Oscilaciones de la Transformada de Riesz.

5.3.1. Definiciones y observaciones básicas.
Se define la j-ésima Transforamda de Riesz (j = 1, · · · , n) de una función f ∈ Λγ0(Rn) mediante:

<jf(x) = ĺım
ε→0

∫
d(x,y)≥ε

xj − yj
d(x, y)

1
n (n+1)

f(y) dmn(y).

En este contexto consideramos la medida de Lebesgue n-dimensional mn. Entonces el exponente ν en (4.1.5) es
igual a 1.

En lo que sigue consideraremos sólo el caso j = 1, y denotaremos < = <1.

Se ve claramente que el núcleo κ(x, y) =
x1 − y1

d(x, y)
1
n (n+1)

es antisimétrico.

Es conocido que este núcleo satisface las condiciones de tamaño y suavidad siguientes:

|κ(x, y)| ≤ Cd(x, y)−1, (para todo x, y, x 6= y),

|κ(x, y)− κ(x′, y)| ≤ C d(x, x′)α

d(x, y)1+α
, (d(x, x′) ≤ d(x, y)/A).

Esto implica que κ satisface las condiciones (4.3.2.b), (4.3.2.c) y (4.3.2.d), para todo r, 1 ≤ r < ∞, y η, 0 < η ≤
α = 1/n.

De nuevo consideramos el espacio de Hilbert H = `2(C). Como antes, denotamos τε al operador truncado
τεf(x) :=

∫
d(x,y)≥ε κ(x, y)dmn(y). Estudiaremos el siguiente operador de oscilación T = O(<) para la Transformada

de Riesz: 〈
Tf,~g

〉
= ĺım
L→∞

L∑
`=−L

〈
(τA` − τA`−1)f, g

〉
,

cuyo núcleo es
k(x, y) = {κ(x, y)χ[A`−1,A`)(d(x, y))}`∈Z.

Análogamente se puede definir el núcleo k̃ asociado al operador de oscilación suavizado Õ(<).
En la sección anterior las oscilaciones se formaban con potencias de la forma 2` en vez de A`, pero puede verse

sin dificultad que las conclusiones obtenidas alĺı sobre tamaño y suavidad son las mismas para este caso.
Aśı, los núcleos k y k̃, de los operadores O(<) y Õ(<) satisfacen la condición de tamaño

|k(x, y)|H ≤ Cd(x, y)−1.

Además, el núcleo k̃ satisface la condición de suavidad:∣∣∣k̃(x, y)− k̃(x′, y)
∣∣∣ ≤ C d(x, x′)α

d(x, y)1+α
, (d(x, x′) ≤ d(x, y)/A).

Se puede probar a partir de estas relaciones que k(x, y) y k̃(x, y) satisfacen la condición (4.3.2.b) para todo r,
1 ≤ r ≤ ∞. También se puede ver que k̃(x, y) verifica la condición de Lr-suavidad para todo r, 1 ≤ r <∞.

Deseamos probar que el núcleo k satisface una condición de Lr-suavidad, al menos para r = 2.
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5.3.2. Proposición. Para todo R > 0, y para todo par de puntos x, x′ ∈ Rn tales que d(x, x′) < R/A, se
cumple que: (∫

R≤d(x,y)<AR

|k(x, y)− k(x′, y)|2H dmn(y)

)1/2

≤ CR−1/2

(
d(x, x′)
R

)α/2
,

siendo α = 1/n.

Demostración. Sean x, x′ un par de puntos tales que d(x, x′) < R/A. Sea j ∈ Z el entero que satisface Aj−1 ≤ R <
Aj . Calculamos(∫

R<d(x,y)≤AR
|k(x, y)− k(x′, y)|2 dmn(y)

)1/2

≤
∫
R<d(x,y)≤AR

|κ(x, y)− κ(x′, y)|2
∑
`∈Z

∣∣χ[A`−1,A`)(d(x, y))
∣∣2 dmn(y)

+
∫
R<d(x,y)≤AR

|κ(x′, y)|2
∑
`∈Z

∣∣χ[A`−1,A`)(d(x, y))− χ[A`−1,A`)(d(x′, y))
∣∣2 dmn(y)

=: J1 + J2.

Para J1, como A < d(x, y) ≤ AR resulta que χ[A`−1,A`)(d(x, y)) = 0 siempre que ` 6= j, j + 1. Ahora podemos
aplicar la condición de Lr-suavidad con r = 2 de κ y se obtiene aśı la cota deseada.

Para J2, tenemos |κ(x′, y)|2 ≤ C R−2. Aśı que debemos prestar atención a la serie. Vemos que Am−1 < d(x, y) ≤
Am sólo si m = j ó m = j + 1.

A continuación debemos analizar lo que ocurre con cada término de la serie a medida que el ı́ndice ` vaŕıa.
Usaremos la notación siguiente:

U`(x, y) =
∣∣χ[A`−1,A`)(d(x, y))− χ[A`−1,A`)(d(x′, y))

∣∣2
También definimos los términos I(`)

1 y I(`)
2 como

I
(`)
1 :=

∫
R<d(x,y)≤Aj

U`(x, y)dmn(y), I
(`)
2 :=

∫
Aj<d(x,y)≤AR

U`(x, y)dmn(y).

Ahora estimamos:
J2 ≤ CR−2

∑
`∈Z

(I(`)
1 + I

(`)
2 ),

Consideremos en primer lugar los términos I(`)
1 . Para ellos se tiene que Aj−1 < d(x, y).

Primero estudiamos lo que ocurre cuando d(x′, y) < A` ≤ Aj−1. Tenemos

0 ≤ d(x, y)− d(x′, y) ≤ nd(x, x′)αAj(1−α),

por lo tanto
d(x, y) ≤ A` + nd(x, x′)αAj(1−α)

Se sigue que
d(x, y) ≤ A` + nAαRαAj(1−α) ≤ A` +

n

Aα
R ≤ A` +

n

Aα
d(x, y),

por lo tanto (1− n/Aα)d(x, y) ≤ A`, lo cual implica (1− n/Aα)Aj−1 ≤ A` y entonces (j − 1) + logA(1− n/Aα) ≤
` ≤ j − 1.

Esto significa que hay a lo sumo logA(1 − n/Aα) términos I(`)
1 no nulos con ` ≤ j − 1. Para estos términos

tenemos Aj−1 < d(x, y) ≤ Aj−1 + C d(x, x′)αR1−α, aśı que, para todo ` ≤ j − 1,

I
(`)
1 ≤

∫
Aj−1<d(x,y)≤Aj

U`(x, y)dmn(y) ≤ Cmn

(
B(x,Aj−1 + Cd(x, x′)αR1−α) \B(x,Aj−1)

)
≤ Cd(x, x′)αR1−α.

Por otro lado, tenemos d(x′, y) ≤ cn(d(x, x′) + d(x, y)) ≤ cn(R/A+Aj) < Aj+1. Esto implica que U`(x, y) = 0
cuando ` ≥ j + 2.
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Sólo resta analizar los casos ` = j, j + 1.
Para I(j+1)

1 , tomando Aj−1 < d(x, y) ≤ Aj y Aj < d(x′, y) ≤ Aj+1, tenemos

0 ≤ d(x′, y)− d(x, y) ≤ nd(x′, x)αA(j+1)(1−α) ≤ C d(x, x′)αR1−α,

aśı, obtenemos Aj < d(x′, y) ≤ Aj + Cd(x, x′)αR1−α y entonces

I
(j+1)
1 ≤ mn(B(x′, Aj + Cd(x, x′)αR1−α) \mn(B(x′, Aj))) ≤ Cd(x, x′)αR1−α,

como deseábamos.
Ahora analicemos el término I

(j)
1 . Denotamos ` = j. Tenemos aśı que A`−1 ≤ d(x, y) < A` ≤ AR. Por otro

lado, por la desigualdad casi-triangular y como A = (2n)n ≥ cn tenemos que d(x′, y) ≤ cn(d(x, x′) + d(x, y)) ≤
R + Ad(x, y) ≤ C ′R. La expresión bajo el signo integral no se anula sólo en caso de que d(x′, y) < A`−1 o bien
cuando d(x′, y) ≥ A`.

En el primer caso tenemos que

A`−1 > d(x′, y) = (d(x′, y)− d(x, y)) + d(x, y),

pero como d(x, y) ≥ A`−1, resulta que d(x′, y)− d(x, y) < 0, y aśı:

A`−1 + |d(x′, y)− d(x, y)| ≥ d(x, y).

Esto implica
d(x, y) ≤ A`−1 + nd(x, x′)αR1−α.

Supongamos ahora que estamos en el segundo caso, esto es d(x′, y) ≥ A`. Como d(x, y) < A`, obtenemos que
d(x′, y)− d(x, y) ≥ 0. Podemos escribir

C ′′d(x, x′)αR1−α + d(x, y) ≥
(
d(x′, y)− d(x, y)

)
+ d(x, y) ≥ A`.

La constante C ′′ es igual a n por la desigualdad (4.1.2).
Usando que d(x, x′) ≤ R/A, tenemos

(*) C ′′d(x, x′)αR1−α ≤ nA−αR ≤ n((2n)n)−1/nR < A`.

Esto implica que
d(x, y) ≥ A` − C ′′d(x, x′)αR1−α ≥ 0.

Luego, la integral no es nula en la unión de los dos anillos

A1
` := BA`−1+d(x,x′)αR1−α(x) \BA`−1(x),

A2
` := BA`(x) \BA`−d(x,x′)αR1−α(x).

Como mn es la medida de Lebesgue, tenemos estas sencillas identidades

mn(A1
`) = 2d(x, x′)αR1−α

mn(A2
`) = 2d(x, x′)αR1−α.

Esto nos da las cotas deseadas.
Ahora debemos pasar al análisis de los términos I(`)

2 . En general, corriendo el ı́ndice ` en 1 hacia la derecha
obtenemos estimaciones totalmente análogas a las de los términos I(`)

1 . Es decir que la cota de cada I(`)
2 es análoga

y se obtiene con el mismo método que para el término I(`−1)
1 , prácticamente sin cambio alguno. Tan sólo notamos

que para I(j+1)
2 , tomando ahora ` = j + 1 en (∗), la constante C ′′ es igual a nA1−α. La cota deseada sigue siendo

cierta porque en este caso Aj−1 < R ≤ Aj = A`−1.
Reuniendo todos estos hechos la Proposición queda probada.

5.3.3. Proposición. El operador de oscilación O(<) satisface la condición O(<)(1) = 0.
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Demostración. Fijemos un ı́ndice ` ∈ Z. Sea g` ∈ Λγ0(Rn), soportada en la bola B de centro x0, tal que
∫
g` = 0.

Si e` denota el `-ésimo vector de la base canónica de H, entonces, para cada t > 1:〈
O(<)(1), g`e`

〉
=
∫∫

κ(x, y)χ[A`−1,A`)(d(x, y))htB(y)g`(x) dmn(y)dmn(x)

+
∫∫ (

κ(x, y)χ[A`−1,A`)(d(x, y))− κ(x0, y)χ[A`−1,A`)(d(x0, y))
)
(1− htB)(y)g`(x) dmn(y)dmn(x)

=
∫∫

κ(x, y)χ[A`−1,A`)(d(x, y))dmn(y)g`(x) dmn(x)

−
∫∫

κ(x0, y)χ[A`−1,A`)(d(x0, y))(1− htB(y))g`(x) dmn(y)dmn(x)

:= I1 − I2.

Para calcular I1, partimos el dominio de integración en dos conjuntos disjuntos, el primero de ellos es tal que
y1 > x1, y el otro es tal que y1 < x1 (notar que si y1 = x1, resulta k(x, y) = 0). Obtenemos que:∫

κ(x, y)χ[A`−1,A`)(d(x, y))dmn(y) =
∫
y1>x1

+
∫
y1<x1

=
∫
y1−x1>0

|x1 − y1|
d(x, y)

χ[A`−1,A`)(d(x, y))dmn(y)−
∫
y1−x1<0

|x1 − y1|
d(x, y)

χ[A`−1,A`)(d(x, y))dmn(y).

El integrando es una función simétrica respecto el hiperplano x1 = y1. La medida de Lebesgue también es simétrica
respecto el hiperplano x1 = y1. Por lo tanto ambas integrales dan el mismo resultado, y aśı su diferencia nos debe
dar 0. Esto implica que:

I1 =
∫

0 g`(x) dmn(x) = 0.

Por otra parte, la integral: ∫
κ(x0, y)χ[A`−1,A`)(d(x0, y))(1− htB(y)) dmn(y),

es finita e independiente de x. Aśı que, usando que g` tiene integral nula, resulta:

I2 =
∫
C g`(x) dmn(x) = 0.

Por último, tomemos una función ~g = {g`}`∈Z, de integral nula. Usando que:∫∫
|k(x, y)− k(x0, y)|H |1− hB(y)| |~g(x)|H dmn(y)dmn(x),

es finita, podemos aplicar el Teorema de Convergencia Dominada para ver que:

ĺım
L→∞

∫∫
(1− hB(y))

L∑
`=−L

(k`(x, y)− k`(x0, y))g`(x) dmn(y)dmn(x)

=
∫∫

ĺım
L→∞

(1− hB(y))
L∑

`=−L

(k`(x, y)− k`(x0, y))g`(x) dmn(y)dmn(x)

=
∫∫

(1− hB(y))
(
k`(x, y)− k`(x0, y), ~g(x)

)
H
dmn(y)dmn(x)

=
〈
IB1, ~g

〉
.

Además, por definición de O(<), resulta que

〈
ThB , ~g

〉
= ĺım
L→∞

L∑
`=−L

〈
O(<)hB , g`e`

〉
.
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En consecuencia, resulta que:

〈
O<(1), ~g

〉
= ĺım
L→∞

L∑
`=−L

〈
O<(1), g` e`

〉
= ĺım
L→∞

L∑
`=−L

0 = 0.

5.3.4. Teorema. El operador de oscilaciones de la transformada de Riesz se extiende a funciones f ∈ L2(Rn),
y satisface:

‖O(<)(f)‖L2(Rn,H) ≤ C‖f‖L2(Rn).

Demostración. Dado que T = O(<) es un operador integral singular con núcleo antisimétrico, además satisface las
condiciones de tamaño de Lr-Dini, de Lr-suavidad, Acotación Débil, Conmutación de Meyer, y también T1 = 0,
se puede aplicar el Corolario 4.7.12, lo cual prueba el Teorema.

5.3.5. Corolario. El operador de oscilaciones de la transformada de Hilbert se extiende a funciones f ∈
L2(Rn), y es acotado entre los espacios L2(Rn) y L2(Rn,H).

Demostración. La transformada de Hilbert coincide con la transformada de Riesz correspondiente a la dimensión
n = 1.

5.4. Oscilaciones de un Conmutador de Calderón.

5.4.1. Definiciones y Propiedades Básicas.
Para cada ε > 0 se define el operador HN

ε para funciones suaves de R:

HN
ε f(x) =

∫
|x−y|>ε

(
λ(x)− λ(y)

x− y

)N 1
x− y

f(y) dy.

donde N es un entero positivo prefijado (N = 0 corresponde a la transformada de Hilbert), y λ es una función
Lipschitz, cuya norma de Lipschitz denotaremos ‖λ‖Λ.

El conmutador de Calderón de orden N respecto λ se define ahora como el ĺımite siguiente:

HNf(x) = ĺım
ε→ 0

HN
ε f(x).

La existencia de ese ĺımite es consecuencia de la antisimetŕıa del núcleo

κN (x, y) =
(
λ(x)− λ(y)

x− y

)N 1
x− y

.

En el presente contexto, estamos trabajando en la recta real, en donde d(x, y) = |x− y|, la constante de la
desigualdad triangular puede tomarse como A ≥ 1, y la medida µ es simplemente la medida de Lebesgue sobre la
recta.

Es conocido que este núcleo satisface las condiciones de tamaño y suavidad siguientes:∣∣κN (x, y)
∣∣ ≤ C |x− y|−1

, (para todo x, y, x 6= y),∣∣κN (x, y)− κ(x′, y)
∣∣ ≤ C |x− x′|

|x− y|2
, (|x− x′| ≤ 1

2 |x− y|).

Esto implica que κN satisface las condiciones (4.3.2.b), (4.3.2.c) y (4.3.2.d), para todo r, 1 ≤ r <∞, y η, 0 < η ≤ 1
(para tal fin, tomamos A = 2).

Como antes, consideramos el espacio de Hilbert H = `2(C).
Por la teoŕıa de la sección anterior, los núcleos kN y k̃N , de los operadores de oscilación TN = O(HN ) y

T̃N = Õ(HN ) satisfacen la condición de tamaño∣∣kN (x, y)
∣∣
H ≤ C |x− y|

−1
.
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Se puede probar a partir de estas relaciones que kN (x, y) satisface la condición (4.3.2.b) para todo r, 1 ≤ r ≤ ∞.
También se puede ver que k̃N (x, y) verifica la condición de Lr-suavidad para todo r, 1 ≤ r <∞.

Deseamos probar que el núcleo kN satisface una condición de Lr-suavidad, para r = 2.

5.4.2. Proposición. Para todo R > 0, y para todo par de puntos x, x′ ∈ R tales que |x− x′| < R/2, se
cumple que: ∫

R≤|x−y|<2R

∣∣kN (x, y)− kN (x′, y)
∣∣
H dy ≤ CR

−1/2

(
|x− x′|
R

)1/2

.

Demostración. El método de demostración es análogo al caso de las Oscilaciones de las Transformadas de Riesz,
debido a que sólo se usan las propiedades de tamaño y suavidad del núcleo κN del operador HN , y tomamos un
valor de A = 2.

5.4.3. Condición T1 ∈ BMO.
En el caso conocido del Conmutador de Calderón de orden N + 1, para deducir que HN+1 es un operador de

Calderón-Zygmund, se debe probar que HN+1(1) ∈ BMO. Para ello, se utiliza la hipótesis de inducción (en el
supeŕındice N) de que HN es un operador de Calderón-Zygmund. Esta hipótesis implica que HN es acotado de
L∞ en BMO. Ahora bien. Se prueba que HN+1(1) = HN (b), para una función acotada b, con lo cual HN+1(1) es
una función del espacio BMO.

En el contexto vectorial, nosotros sólo hemos probado que un operador de integral singular antisimétrico que
verifica T1 = 0 resulta ser un operador de Calderón-Zygmund (acotación L2 − L2

H). Como no hemos demostrado
un teorema del tipo T1 ∈ BMO, no podŕıamos usar una prueba por recurrencia del mismo estilo anterior.

Mencionemos que, si supiéramos de alguna manera que O(TN1) está en BMOρ, podŕıamos concluir que el
operador de Oscilaciones del Conmutador de Calderón de orden N satisface la fórmula (4.7.8.1).
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Caṕıtulo 6

Comentarios Finales.

Los teoremas probados permiten su utilización al estudio de operadores de oscilación, para los cuales es natural
su formulación y estudio de la teoŕıa de operadores definidos sobre funciones vectoriales. Por ejemplo, el operador
de oscilación de la aproximación a la identidad en espacios de tipo homogéneo permite probar acotaciones de
tipo Littlewood-Paley. También se establecen acotaciones de los operadores de oscilación de la transformada de
Hilbert, y de la transformada Riesz, y se dan condiciones para poder aplicar esta teoŕıa a las oscilaciones de los
conmutadores de Calderón. Aśı también quedan establecidas las bases para estudiar operadores similares.

Se espera poder aplicar esta teoŕıa a los operadores de oscilación asociados a una familia de operadores {Tε}ε>0

provenientes de la teoŕıa de semigrupos (ver (1.1-3)), y asimismo al operador de Oscilación de la Transformada de
Cauchy sobre una curva Lipschitz. Al haber establecido un teorema del tipo T1 = 0H para funciones valuadas en un
espacio de Hilbert H, en el contexto de medidas no necesariamente doblantes, se espera que esto sirva de aplicación
en teoremas más generales, del tipo T1 ∈ BMOρ(Rn,H), generalizando al caso vectorial resultados conocidos para
el caso escalar, como es el caso de la Teoŕıa de X. Tolsa (Teorema 1.1 en [T1]), y estudiar de este modo la acotación
(L2

µ(X), L2
µ(X,H)) del Operador de oscilaciones de la Transformada de Cauchy.
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