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RESUMEN

En esta Tesis nos concentramos en obtener resultados estructurales generales sobre el
comportamiento asintético de sucesiones de cuerpos de funciones sobre cuerpos perfectos
en general y de torres de cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos en particular. En
el Capitulo 1 damos las definiciones basicas y resultados conocidos que se usaran a lo
largo de la presente Tesis. Luego, abordamos el problema de ver bajo qué condiciones
una ecuacién del tipo a(y) = b(x), con a y b funciones racionales con coeficientes en
un cuerpo finito, define un torre. En el Capitulo 2 damos condiciones suficientes que
debe cumplir una ecuacién del tipo a(y) = b(z), que define explicitamente a una torre
de cuerpos de funciones F = (Fy, Fi, Fy,...), para garantizar estimaciones no triviales
del ntimero de lugares racionales N(F;) que hay en cada etapa F;. La formulacién de
estas condiciones permite una implementaciéon computacional sencilla. Damos ejemplos
concretos mostrando que varios ejemplos conocidos son casos particulares de nuestros
resultados generales.

El estudio de la ramificacién de lugares en una torre de cuerpos de funciones es
de importancia central en la teoria general del comportamiento asintético de torres de
cuerpos de funciones. En particular, la finitud del espacio de ramificacién de una torre
determina, en muchos casos, el comportamiento asintotico del género de los cuerpos de
funciones que definen la torre. En el Capitulo 3 estudiamos condiciones para que el espacio
de ramificacién de cierta clase de torres de tipo Kummer sea finito. La determinacion del
género es esencial para la obtencién de estimaciones no triviales de una funcién que
es objeto de mucha investigaciéon por su importancia en la moderna teoria de cédigos
algebraicos. Tal funcién es conocida como la funcién de Thara, que se denota A(q), donde
g es una potencia de un nimero primo. Como aplicacion de los resultados generales

obtenidos, damos una demostracién (alternativa a las conocidas) de la no trivialidad
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de A(q) cuando ¢ > 3. También mostramos nuevos ejemplos de torres con espacios de
ramificacién finita que dan origen a torres asintoticamente buenas.

Por otra parte, hacemos un estudio de los conceptos de subsucesion y de supersucesion
de una sucesién de cuerpos de funciones, dando un método general para la construccion
de las mismas. Con la construccion de torres y subtorres se encuentran nuevos casos de
torres asintéticamente buenas o malas a partir de casos ya estudiados. Comprobamos que
muchos de los ejemplos conocidos son casos particulares de nuestra construccion.

Finalmente, en el Capitulo 4 damos condiciones generales para determinar si una
sucesién de cuerpos de funciones es asintoticamente mala. Damos varios ejemplos nuevos
de torres asintéticamente malas y mostramos que muchos de los criterios conocidos para
determinar si una torre es asintéticamente mala se obtienen como casos particulares de
nuestros resultados. Damos una nueva demostracion de un resultado debido a Garcia,
Stichtenoth y Riick [GSRO3] que establece que si cada extensién F;/Fy es de Galois en
una sucesion F = (Fy, Fy, Fy,...) de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K
y el espacio de ramificacién es infinito entonces el género de la sucesion es infinito. Esto
implica en particular que F es una torre asintéticamente mala sobre K.

Este resultado es, en realidad, parte de una conjetura debida a Beelen, Garcia y
Stichtenoth [BGS05b] que establece que en el caso de sucesiones recursivas, la infinitud

de su espacio de ramificacion implica la infinitud del género de la sucesion.



INTRODUCCION

El estudio del comportamiento asintético de torres de cuerpos de funciones sobre
cuerpos finitos estd motivado, en gran parte, por problemas relativos a la existencia de
cédigos lineales con “buenos” parametros en el sentido que definiremos a continuacion.
Sea IF, el cuerpo finito con ¢ elementos. Un cédigo lineal C sobre el alfabeto F, es un
subespacio lineal de Fy, donde los elementos de [ se llaman palabras y los elementos de
C se llaman palabras cédigo. Decimos que n es la longitud del codigo y que & = dimC
es la dimensién del cédigo (como espacio vectorial sobre F,). Para a = (a1, as,...,ay)

y b = (bl,bg,...,bn) e 7

v,osea d(a,b) = [{i : 1 < i < n, a; # b}|. Esta funcién d se

llama distancia de Hamming y es una métrica en F}. La distancia minima d(C) de un
cddigo C es la menor distancia de Hamming entre palabras codigo distintas, es decir,
d(C) = min{d(z,y) :x € C,y € C, x # y}. Un [n, k,d]-cédigo C es un cddigo de longitud
n, dimensién k y distancia minima d y un tal cédigo C puede detectar hasta d — 1 errores
y corregir hasta |(d —1)/2] errores en cualquier palabra c6digo, donde |z | denota el piso
del niimero real x, es decir, el mayor entero m tal que m < z. Dado un [n, k, d|—cédigo
C sobre F,, definimos su tasa de trasmision de informacién como R = R(C) = k/n y su
distancia minima relativa como 6 = 6(C) = d/n.

Los codigos buenos son aquellos en los cuales tanto la tasa de transmisién de informa-
ciéon como la distancia minima relativa tienen valores lo més cercanos a 1 posible, ya que
la primera regula la cantidad de mensajes que se pueden enviar con respecto a la longitud
de las palabras necesarias, mientras que la segunda permite corregir un porcentaje positi-
vo de errores por palabra, lo cual es un problema de interés en la teoria de cédigos sobre
cuerpos finitos. Sin embargo, estas condiciones son de alguna manera incompatibles ya

que la conocida cota de Singleton establece que para un [n, k, d]—cddigo C se verifica que
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k+d < n+ 1. Por lo tanto, la obtencién de buenos cédigos requiere realizar un delicado
balance entre estos parametros.

A principio de la década del 80, Manin [Man81] demostré que existe una funcién con-
tinua «, : [0,1] — [0,1] tal que U, = {(6,R) : 0< 6 <1y 0 <R <)}, donde U, es
el conjunto de puntos limite del conjunto V, = {(6(C), R(C)) : C es un cédigo sobre F,}.
Se sabe que la funcién a, es decreciente en el intervalo [0,1 — ¢~ '], que o (0) = 1y
que o (d) = 0 para 1 —¢~' < § < 1, pero su valor en cada punto no se conoce explici-
tamente, solamente se conocen cotas inferiores. La funciéon de Manin es una funcién de
interés en la teoria de codigos sobre cuerpos finitos pues la existencia de cotas inferiores
para «, garantiza la existencia de cédigos largos buenos sobre F, tales que 6(C) ~ ¢ y
R(C) Z a,(d) > 0, para 0 < 6 < 1 — ¢!, es decir, c6digos con longitud arbitrariamente
grande, tasa de transmision de informacién positiva y que son capaces de corregir una
buena cantidad de errores por palabra. Si H, : [0,1 — ¢7'] — R es la funcién entropia

g-aria, definida por

0 si x = 0;
Hy(x) = '
zlog,(q — 1) — zlog,(z) — (1 — z)log, (1 —x) siz #0.
entonces la version asintética de la cota conocida como Gilbert-Varshamov (ver [HKO03])

establece que

a,(0) > 1— H,(0) para0 <5 <1—¢q "

La existencia de cddigos algebraicos cuyos parametros superan la cota de Gilbert-
Varshamov (ver [Hil86] o [HKO03]|) era desconocida hasta la década del 80. Ideas de Ma-
nin sobre la existencia de una sucesién de coédigos con propiedades asintéticas especiales
permitieron a Tsfasman, Vladut y Zink, con métodos de geometria algebraica, demos-
trar la existencia de cédigos cuyos parametros superaron la cota de Gilbert-Varshamov,
(ITVZ82]). Estos c6digos se basan en las ideas de Goppa, quien a mediados de la década
del 70, utilizé métodos de geometria algebraica en el contexto de los cuerpos finitos para
la construccién de cédigos con interesantes propiedades. La construccién de Goppa (que
apareci6 por primera vez publicada a principios de la década del 80 en |[Gop81]) requiere

disponer de torres de cuerpos de funciones con “muchos” lugares racionales, en el sentido
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de que el numero de lugares racionales supere sustancialmente al género, y ademas que
los cuerpos que componen la torre estén definidos por ecuaciones explicitas.

Sea ¢ una potencia de un primo y sea F'/F, un cuerpo de funciones. Un famoso
resultado de Weil [Weid8] establece que si N(F') denota al niimero de lugares racionales

(o lugares de grado uno) y ¢g(F') denota al género de F/F,, entonces

IN(F) = (¢ + D] < 29(F)v/q.

La desigualdad anterior se conoce como la cota de Hasse-Weil. Una mejora debida a Serre

[Ser83],[Ser85] establece que

IN(F) = (¢ + 1) < g(F)[2v/4].
A principios de la década del 80, Thara [Tha81] introdujo la funcién

Nal9)

A(q) = lim sup !

g—o0 9
donde N,(g) es el maximo nimero de lugares racionales de un cuerpo de funciones sobre
F, con género g. Esta funcién representa una cota inferior para la funcién de Manin, ya

que se puede probar (ver [Sti09l Proposicion 8.4.6]) que si A(g) > 1 entonces
a,(0) >1—A(q) ' =9 para todo § € [0,1 — A(q)™],

y de ahi la importancia de su estudio.

Drinfeld y Vladut [VID83] mostraron que A(q) < ,/g—1. Ihara, e independientemente
Tsfasman, Vladut y Zink, mostraron que si ¢ es un cuadrado entonces A(q) = /g — 1.
Cuando ¢ no es un cuadrado, el valor exacto de A(q) no se conoce. Sin embargo, Serre
[Ser83] probé que existe una constante ¢ > 0 tal que A(q) > ¢ -logq para todo ¢. Zink
[Zin85] probd que cuando ¢ = p* es una potencia ciibica de un primo entonces

2(p* — 1)

A(p®) >
(p°) > Do

Y

y més tarde, Bezerra, Garcia y Stichtenoth [BGS05c| generalizaron este mismo resultado
para cualquier potencia ctibica. Una manera de obtener cotas inferiores no triviales para
la funcién de Ihara es a través de la construccién de torres de cuerpos de funciones

asint6ticamente buenas sobre F, (Ver [GSO07]).
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Como un primer paso en la construccion de tales torres, es necesario encontrar cotas
inferiores no triviales para el nimero N(F;) de lugares racionales de un cuerpo de fun-
ciones F;/IF, que pertenezca a una sucesion (Fy, Fy, Fy, . ..) de cuerpos de funciones sobre
F, tales que F; C F;;;. Un método para obtener este tipo de cotas, hace uso del llamado
espacio de descomposicién de una sucesién de cuerpos de funciones (Ver Seccién 2 del
Capitulo 2).

La Tesis esta organizada de la siguiente manera. En el capitulo 1 introducimos las
definiciones y resultados béasicos de la teoria de cuerpos de funciones algebraicas y de
sucesiones y torres de cuerpos de funciones. Enunciamos resultados conocidos sobre ra-
mificacién de lugares en extensiones de cuerpos de funciones y mostramos algunos resul-
tados asintoticos. En el caso de torres definidas recursivamente por una ecuacién de la
forma f(x,y) =0, donde f € F [z, y], no toda eleccién del polinomio f define una torre.
En la Seccién 4 probamos resultados que establecen condiciones suficientes para que un
polinomio de la forma f(z,y) = a1(y)ba(x) — by (z)as(y) donde a; y as son polinomios
coprimos entre si, como asi también b, y by, defina una torre recursiva de cuerpos de
funciones.

En el capitulo 2 mostramos la existencia de una cota inferior para el espacio de
descomposiciéon en funcién del tamafio de un subconjunto no vacio de ¥ C F, U {oo}
con ciertas propiedades. El objetivo principal en este capitulo es dar condiciones sufi-
cientes para encontrar tal conjunto Y para una cierta clase de sucesiones de cuerpos
de funciones que llamamos de tipo (a,b). Ademds, aplicamos los resultados obtenidos
al caso de sucesiones de tipo Kummer sobre el cuerpo F, con p primo. Este caso es de
interés pues se conocen muy pocos ejemplos de espacios de descomposicion no triviales
de una sucesién sobre un cuerpo primo. Los resultados de este capitulo fueron publica-
dos en el Journal of Pure and Applied Algebra ([CT11]) y pueden encontrarse online en
http://dx.doi.org/10.1016/j.jpaa.2011.03.003.

En el capitulo 3 damos condiciones sobre las ecuaciones que definen una sucesion para
obtener torres asintoticamente buenas a través del cdlculo del espacio de ramificacion.
Utilizando los resultados obtenidos mostramos diferentes ejemplos de torres asintética-

mente buenas. Ademéds hacemos un estudio general sobre los conceptos de subtorre y de



IX

supertorre de cuerpos de funciones. Estos conceptos son importantes en cuanto a que defi-
nen si un ejemplo de torre asintoticamente buena puede considerarse nuevo o no. También
son tutiles para demostrar si una torre es asintoticamente buena o no, comparandola con
torres ya estudiadas. Damos un método general de construccién de subtorres y mostra-
mos que la mayoria de los ejemplos conocidos son casos particulares de esta construccién.
Uno de los resultados a destacar de este capitulo se encuentra en la Seccién 3, donde
mostramos que la ecuacién

271

x — (x — a)a?

T

con a € [} define una sucesion de tipo Kummer con ramificacion finita sobre F, para
todo ¢ > 3. Esta ecuacién define una torre asintéticamente buena sobre Fon sin > 1y
también sobre F,2 si ¢ = p" con p primo impar y n > 1. De esta manera, presentamos
una demostracion alternativa de la no trivialidad de la funcién de IThara para potencias
de dos y para potencias pares de primos impares.

Finalmente, en el Capitulo 4, estudiamos condiciones para que una sucesion recursiva
de cuerpos de funciones sea asintéticamente mala. La principal motivacion para este
tipo de enfoque se encuentra en la busqueda de invariantes que permitan abordar el
problema de la clasificacién de torres asintoticamente buenas o malas de tipo Kummer.
Los principales resultados de este Capitulo estan enunciados en los Teoremas[4.1.2]y [4.2.11
En la Proposicién damos condiciones suficientes para que una sucesion recursiva de
cuerpos de funciones sea asintoticamente mala a través de la existencia de un divisor
con ciertas propiedades. Demostramos que con la ayuda de esta proposicién se puede
hacer un estudio unificado de varios de los ejemplos existentes en la literatura sobre
torres asintéticamente malas que, debido a las diferentes ecuaciones que definen estas
torres, lucen como ejemplos de muy distinta naturaleza. En el Teorema [£.2.1] damos una
nueva demostracién de un resultado debido a Garcia, Stichtenoth y Riick [GSRO03] que
establece que si cada extension F;/Fy es de Galois en una sucesion F = (Fy, Iy, Fy,...) de
cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K y el espacio de ramificacion es infinito
entonces el género de la sucesién es infinito. Esto implica en particular que F es una torre

asintoticamente mala sobre K.
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Este resultado es, en realidad, parte de una conjetura debida a Beelen, Garcia y
Stichtenoth [BGS05b] que establece que en el caso de sucesiones recursivas, la infinitud

de su espacio de ramificacién implica la infinitud del género de la sucesion.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este Capitulo introducimos las definiciones y resultados basicos de la teoria de
cuerpos de funciones algebraicas y de sucesiones y torres de cuerpos de funciones. Enun-
ciamos resultados sobre ramificacién de lugares en extensiones de cuerpos de funciones
y mostramos algunos resultados asintéticos conocidos. Ademéas damos condiciones sufi-

cientes generales para que una sucesion sea una torre de cuerpos de funciones.

1.1. Cuerpos de funciones algebraicas

En esta Seccion introduciremos las nociones basicas sobre cuerpos de funciones, las

mismas pueden ser consultadas en [Sti09].

Definicién 1.1.1. Un cuerpo de funciones algebraicas F/K de una variable sobre un
cuerpo K es una extension de cuerpos F' O K tal que F' es una extensién algebraica

finita de K (x) para algin elemento x € I’ que sea trascendente sobre K.

Por simplicidad, nos referiremos a F'/K como un cuerpo de funciones. El conjunto
K = {z € F : z es algebraico sobre K} es un subcuerpo de F', ya que sumas, productos
e inversos de elementos algebraicos son también algebraicos. K se llama cuerpo de cons-
tantes de F'/K. Tenemos que K C K C F, y se verifica ficilmente que F/K es un cuerpo
de funciones sobre K. Decimos que K es algebraicamente cerrado en F (o que K es el

cuerpo total de constantes de F) si K = K.
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Definicién 1.1.2. Sea F//K un cuerpo de funciones. Un anillo de valuaciones de F/K
es un anillo O C F' tal que:
) KCOCFEy

11) para cualquier z € F se tiene que z € O 0 27! € O.

Se demuestra en [Sti09, Proposicién 1.1.5] que O es un anillo local, es decir, O tiene

un unico ideal maximal P.

Teorema 1.1.3. [Sti09, Teorema 1.1.6] Sea O un anillo de valuaciones del cuerpo de

funciones F/K y sea P su tnico ideal mazimal. Entonces:

a) P es un ideal principal.

b) Si P =tO entonces cualquier 0 # z € F tiene una representacion unica en la forma
2z = t"u para alginn € Z y u € OF.

c) O es un dominio de ideales principales. Mds precisamente, si P =tO y {0} #1 C O

es un ideal entonces I = t"O para algin n € N.

Definicién 1.1.4. Un lugar (o lugar) P del cuerpo de funciones F//K es el ideal maximal
de algun anillo de valuaciones O de F'/K. Cualquier elemento ¢ € P tal que P = tO se

llama elemento primo (o pardmetro local) para P.

Cada anillo de valuaciones determina un tnico lugar y reciprocamente, cada lugar
determina un tunico anillo de valuaciones, por lo tanto decimos que Op es el anillo de
valuaciones del lugar P.

El conjunto de lugares de F//K se denota por P(F'). Podemos omitir el cuerpo base,
K, en esta notacién pues para cada lugar P de F//K se puede probar que K C Op.

Una segunda descripcion de un lugar, que resulta de utilidad en muchos casos, esté da-

da en términos de valuaciones.

Definicién 1.1.5. Una valuacion discreta de F/K es una funcién v : F' — Z U {oo} con
las siguientes propiedades:
(1) v(x) = oo siy sblosiz=0.

(2) v(zy) = v(x) +v(y) para todo z,y € F.
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(3) v(z +y) > min{v(z),v(y)} para todo x,y € F.
(4) Existe un elemento z € F' con v(z) = 1.

(5) v(a) = 0 para todo 0 # a € K.

En este contexto el simbolo oo representa algin elemento que no esta en Z tal que
00400 = 00+n =n+o00 =00y oo > m para todo m,n € Z. De las propiedades (2)) y (4
se obtiene que v : F' — Z U {0} es sobreyectiva. La propiedad (3] se llama Desigualdad
Triangular.

Una version mas fuerte de la Desigualdad Triangular puede ser derivada de los axiomas

y es en general de mucha utilidad.

Lema 1.1.6. [Sti09] Lema 1.1.11](Desigualdad Triangular Estricta) Sea v una valuacion
discreta de F/K y sean x,y € F' con v(x) # v(y). Entonces

o(e +y) = min{o(z), v(y)}.

Definicién 1.1.7. Para un lugar P € P(F') asociamos una funcién vp : F' — ZU{oo} de
la siguiente manera: sea t un elemento primo para P. Entonces todo 0 # 2z € F' tiene una

representacién dnica z = t"u con u € Op y n € Z. Definimos vp(z) :=n y vp(0) := oo.

Teorema 1.1.8. [Sti09, Teorema 1.1.13] Sea F/K wun cuerpo de funciones. Para un
lugar P € P(F), la funcion vp de la definicion anterior es una valuacion discreta de

F/K. Mds ain, tenemos que
Op ={z € F:vp(z) >0},
Op ={z € F:vp(z) =0},
P={z¢€F:vp(z) >0}
Sea P un lugar de F'/ K y sea Op su anillo de valuaciones. Como P es un ideal maximal,
el anillo de clases residuales Op/P es un cuerpo que contiene una copia isomorfa de K.

Para x € Op denotamos por z(P) a la clase de residuos médulo P, para = € F'\ Op

definimos z(P) = oo.

Definicién 1.1.9. Sea P € P(F).
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(a) Fp:= Op/P es el cuerpo de clases residuales de P. La funcién

F — FpU {OO}
o z(P)
es llamada funcion de clases residuales.

(b) Definimos el grado de P como deg P := [Fp : K|. Un lugar de grado uno, se dice

que es un lugar racional de F/K.

El grado de un lugar es siempre finito, mas aun, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.10. [Sti09) Proposicion 1.1.15] Si P es un lugar de F/K y0# x € P

entonces

deg P < [F : K(z)] < oc.

Observacién 1.1.11. Para el caso en que deg P = 1 tenemos que Fp = K, y la funcién
de clases residuales, aplica F' en K U{oo}. En particular, si K es algebraicamente cerrado,
todos los lugares son de grado uno, y por lo tanto se puede mirar a cada elemento z € F'
como una funcién
z: P(F) — KU{oo}
P +—  z(P).

Es por esto que F//K se dice que es un cuerpo de funciones. Los elementos de K inter-
pretados como funciones son funciones constantes. Por esta razén K se llama el cuerpo

de constantes de F'.

Definicién 1.1.12. Sea z € F'y P € P(F'). Decimos que P es un cero de orden m de z

si vp(z) = m > 0. Decimos que P es un polo de orden m de z si vp(z) =m < 0.

Observacién 1.1.13. [Sti09, Corolario 1.3.4] En un cuerpo de funciones F/K todo

elemento 0 # z € F tiene una cantidad finita de ceros y de polos.

Es conveniente en este punto, suponer que el cuerpo base K es algebraicamente cerrado
en el cuerpo de funciones F (es decir, K =K ), por lo tanto de ahora en adelante

supondremos que tenemos esta condicién en la definicion de cuerpo de funciones.



1.1 Cuerpos de funciones algebraicas D

Definicién 1.1.14. El grupo abeliano libre generado por los lugares de F' se denomina

grupo de divisores de F'//K y lo denotamos por D, es decir,

Dr = anP:nPEZycasitodGan:O
PeP(F)
Los elementos de D se llaman divisores de F/K. Si D = > npP € Dr el soporte
de D se define como e
suppD = {P € P(F) : np # 0}.

Un divisor de la forma D = P con P € P(F) se dice que es un divisor primo. Dos
divisores Dy =Y npP y Dy = > mpP se suman coeficiente a coeficiente,
D1—|—D2 = Z (np+mp)P
PEP(F)
El elemento neutro del grupo de divisores D es el divisor
0:= Z rpP,
PEP(F)
con rp = 0 para todo P € P(F).
Para Q € P(F) y D =) npP € Dp definimos vy(D) := ng, por lo tanto
suppD = {P € P(F):vp(D)#0} y D= Z vp(D)P.
PEP(F)

Definimos un orden parcial en Dp de la siguiente manera
Dy <Dy siysblosi vp(D;) <vp(Dy) para todo P € P(F).

Si Dy < Dy y Dy # D escribiremos que Dy < D,. Un divisor D se llama positivo (o
efectivo) si D > 0.
El grado de un divisor D se define como
deg D := Z vp(D)deg P.
PEP(F)
Por la Observacién [[LI.13] sabemos que todo elemento no nulo z € F tiene una
cantidad finita de ceros y polos en P(F'). Por lo tanto la siguiente definicién tiene sentido.

1Una propiedad en Z se dice que vale para casi todo entero si vale para todos los enteros excepto un

numero finito de ellos.
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Definicién 1.1.15. Sea 0 # z € F' y denotemos por Z al conjunto de ceros (resp. N al

conjunto de polos) de z en P(F'). Entonces definimos

(2)o := Z vp(2)P, el divisor de ceros del elemento z,

Pez
(2)o00 == Z(—vp(z))P, el divisor de polos del elemento z,
PeN
(2) == (2)0 — (2) o0, el divisor principal del elemento z.

Teorema 1.1.16. [Sti09, Teorema 1.4.11] Sea z € F'\ K. Entonces
deg (2)o = deg (2)0o = [F 1 K(2)].
En particular, todos los divisores principales tienen grado cero.

Definicién 1.1.17. Para un divisor D € Dp definimos el espacio de Riemann-Roch
asociado a D por

L(D):={zx € F:vp(x) > —vp(D)}U{0}.

El espacio de Riemann-Roch, es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K,

cuya dimensién se denota por ¢(D).

Definicién 1.1.18. El género g de un cuerpo de funciones se define como
g =max{degD —{(D)+1: D€ Dp}.

El género es uno de los invariantes méas importantes de un cuerpo de funciones, se

puede probar que existe y que es un entero no negativo, (ver [Sti09), Proposicién 1.4.14]).

1.2. Extensiones algebraicas y ramificacion

De aqui en adelante K denotara un cuerpo perfectoH. Sea F'/ K un cuerpo de funciones
y sea F’ una extensiéon algebraica de F' tal que la extensiéon F’/K es separable. Entonces
F' es un cuerpo de funciones sobre K’ donde K’ es una clausura algebraica de K en F".

2Un cuerpo K se dice perfecto si toda extensién algebraica L/K es separable. En particular, los

cuerpos de caracteristica cero y los cuerpos finitos son cuerpos perfectos
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Definicién 1.2.1. Si P € P(F) y Q € P(F”) decimos que Q) divide a P o que Q) estd arriba
de Psi P C @,y lo denotamos Q|P.

Se puede probar (ver [Sti09) Proposicién 3.1.4]) que Q|P es equivalente a la existencia

de un entero e > 1 tal que vg(z) = evp(z) para todo x € F', y ademéds QN F = P.

Definicién 1.2.2. Sean P € P(F) y Q € P(F") tales que @ esté arriba de P.

(a) El indice de ramificacion e(Q|P) de @ sobre P se define como el tunico entero
e(Q|P) := e que satisface
vo(z) = evp(z).
(ver [Sti09] Definici6én 3.1.5))
(b) Decimos que Q|P esté ramificado si e(Q|P) > 1,y que Q|P no ramifica si e(Q|P) = 1.
Decimos que un lugar P € P(F') estd ramificado en F'/F si existe @) € P(F”) tal que
Q|P y Q|P ramifica, en caso contrario decimos que P no ramifica en F'/F.

(c) f(QIP) = [F} : Fp] es el grado de inercia (o grado relativo) de Q sobre P.

Si F'/F es una extensién algebraica separable y ) € P(F”) entonces la restriccién
QN F de @ a F es un lugar de F.
Si F"/F" es otra extensién algebraica separable, y P € P(F), Q € P(F') y R € P(F")

son tales que R|Q y Q|P entonces tenemos que R|P valen

e(R|P) =e(RQ)e(QIP) v  f(R[P)= f(R|Q)f(QIP).

Con las definiciones anteriores estamos en condiciones de probar el siguiente lema que
serd de utilidad en el Capitulo ] cuando trabajemos con extensiones isomorfas de cuerpos

de funciones y en particular con torres de cuerpos de funciones.

Lema 1.2.3. Sea F' un cuerpo de funciones sobre K y sean H y H' extensiones de F' de
manera que exista un K-isomorfismo de cuerpos, o : H — H', y sea F' = o(F'). Entonces

tenemos que
1. Si Q es un lugar de H entonces o(Q) = {o(z) : x € Q} es un lugar de H' y

7(0q) = Oq(q)-
2. 5i0# z € H' entonces vy(q)(z) = vo(o(2)).
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3.5 Q e€P(H), PeP(F)yQ|P entonces o(Q)|o(P). Mds ain, e(c(Q)|o(P)) =
e(QIP) y f(a(Q)lo(P)) = f(Q|P).

Demostracién. 1. Probemos primero que o(@) es un lugar. Para ello vamos a mos-
trar que 0(Og) es un anillo de valuaciones de H' y que o(Q) = o(Og) \ (6(Og))*.

Como o es un homomorfismo de cuerpos, entonces 0(Og) es un anillo de H'. Clara-
mente, 0(Og) & H' (pues en caso contrario tendriamos que Og = o~ *(H') = H lo cuél
es absurdo).

De manera similar, para probar que K ¢ o(Og), basta con probar que K C ¢(Og)

(pues en otro caso tendrfamos un absurdo). Ahora, como K C Og y o(K) = K entonces
K =0(K) Co(Og).

Luego K ¢ 0(Og) & H'.
Sea ahora 0 # z € H' tal que z € 0(Qg). Sea 0 # y € H tal que o(y) = z. Como
z & 0(Og) entonces y &€ Og v como Og es un anillo de valuaciones en H, tenemos que
y~' € Og. Luego
7= (o(y) T =oly™!) € 0(Oq).
Tenemos entonces que 0(Og) es un anillo de valuaciones de H'.
Observemos ahora que en general, si A es un anillo en H' entonces (o(A))* = o(A*).

En efecto,
(c(A))" ={o(a) :a€ Ay Jo(b) € 0(A) : o(a)o(b) = 1}
y como
ola)o(b) =1 o(ab) =1 ab=1
entonces (o(A))* = o(A*).
Luego,

7(0g) \ (0(0q))" = 9(0g) \ 7(Og) = 7(0g \ Op) = 0(Q)

y por lo tanto o(Q) es un lugar de H' y 0(Oq) = Oy ().
2. Sea t un elemento primo de @, es decir @ = tOg. Entonces o(Q) = o(t)o(Og) =

0(t)Oyq) y por lo tanto o(t) es un elemento primo de o(Q).
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Sea 0 # z € H' ysea 0 # y € H el tinico elemento tal que z = o(y). Como y # 0
existen n € Z y u € O tales que y = t"u, y por lo tanto vg(y) = n.
Entonces

z=o0(y) =o(t"u) = o(t)"o(u)

con o(u) € O vy por lo tanto vy(g)(2) = n. Luego,

Va(@)(2) = n = vg(y) = vo(o™'(2)).

3. Consideremos ahora la siguiente situacion

g

H Jik Q Z o (Q)

F o(F) P o(P)

Como Q|P entonces P C ) y tenemos que o(P) C o(Q). Luego o(Q)|o(P).
Para probar que los indices de ramificacién coinciden, recordemos que e(o(Q)|o(P))

es el Unico entero mayor o igual a 1 que satisface

Uo(@)(2) = e(a(Q)|o(P))vo(r)(2)

para todo 0 # z € H'.

Pero si 0 # z € H' entonces
Va(@)(2) = vq(07(2)) = e(Q|P)vp(07(2)) = e(QIP)va(r) (2)-

Luego, e(a(Q)[o(P)) = e(Q[P).

Finalmente para probar la igualdad de los indices de inercia consideremos la aplicacién

g: 0g/Q — 0d(0q)/o(Q)
z24+Q > o(z)+0(Q)

Entonces ¢ es un isomorfismo de cuerpos y tenemos que
f(QIP)=[0q/Q: Op/P]
=[0(0q)/o(Q) : (Op)/o(P)]

= [05(q)/7(Q) : Og(p)/o(P)]
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= f(e(Q)[o(P)).
0J

A continuacién mencionamos algunos de los resultados conocidos mé&s importantes

sobre extensiones de cuerpos de funciones, que seran de utilidad mas adelante.

Teorema 1.2.4. [Sti09] Teorema 3.1.11](Igualdad Fundamental) Si F'/F es una exten-
sion finita de cuerpos de funciones y P € P(F') entonces

> eQIP)f(QIP) = [F': F).

QeP(F)
QIP

Definicién 1.2.5. Sea F’/F una extensién finita de cuerpos de funciones de grado n y

sea P € P(F).

(a) Decimos que P se descompone completamente en la extension F'/F si existen exac-
tamente n lugares distintos de F’ arriba de P. En este caso se tiene que e(Q|P) =
f(Q|P) =1 para todo Q|P.

(b) Si existe un lugar @@ € P(F”) tal que e(Q|P) = n entonces decimos que el lugar P es
totalmente ramificado en la extensiéon F'/F. En este caso se tiene que hay un tnico

lugar de F" arriba de P. La reciproca es cierta si f(Q|P) = 1.

El siguiente resultado establece un criterio muy 1til para chequear la irreducibilidad
de ciertos polinomios sobre un cuerpo de funciones. Un caso especial de la siguiente

proposicién se conoce como el Criterio de Irreducibilidad de Fisenstein.

Proposicién 1.2.6. [Sti09 Proposicién 3.1.15] Sea F/K un cuerpo de funciones y

consideremos el polinomio
o(T) = a,T" + ap T+ -+ a1 T + ag

con coeficientes a; € F. Supongamos que existe un lugar P € P(F) tal que una de las

siguientes condiciones vale:

(1) vp(an) =0, vp(a;) > vp(ag) > 0 parai=1,...,n—1, y med(n,vp(ag)) = 1.
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(2) vp(an) = 0, vp(a;) > vp(ag) > 0 para i = 1,...,n — 1, med(n,vp(ag)) = 1 y
vp(ag) < 0.

Entonces o(T') es irreducible en F[T). Si F' = F(y) dondey es una raiz de o(T'), entonces

P tiene una unica extension P € P(F"), y tenemos que e(P'|P) =n y f(P'|P) =1, es

decir, P es totalmente ramificado en F(y)/F.

En varios resultados de esta Tesis vamos a generar extensiones de cuerpos de funciones,
adjuntando a un cuerpo un elemento integral sobre un anillo de valuaciones de ese cuerpo.
El siguiente resultado, da un criterio de integrabilidad utilizando el polinomio minimo

del elemento a adjuntar.

Proposicién 1.2.7. [Sti09 Proposiciéon 3.3.1] Sea F'/K un cuerpo de funciones con
cuerpo total de constantes K y sea F' O F una extension de cuerpos finita. Sea R un
subanillo de F/K integralmente cerrado tal que F es el cuerpo cociente de R (es decir,
R es un anillo de holomorfia de F/K ). Para z € F' denotemos por ¢(T) € F[T] a su

polinomio minimo sobre F. Entonces tenemos que

z es integral sobre R <= ¢(T) € R[T).

Para determinar el comportamiento de la ramificacién de un lugar en ciertas exten-
siones el Teorema de Kummer que enunciamos a continuaciéon es en general de utilidad.
Observar que si ¥(T) = > ¢;T" es un polinomio con coeficientes ¢; € Op entonces deno-

tamos por ¥(T) al polinomio
O(T) = c(P)T" € Fp[T].

Teorema 1.2.8. [Sti09] Teorema 3.3.7](Teorema de Kummer) Sea F/K un cuerpo de
funciones. Supongamos que F' = F(y) donde y es un elemento integral sobre Op, y

consideremos el polinomio minimo ¢(T) € Op[T| de y sobre F. Sea
p(T) = [ (1)
i=1

la descomposicion de B(T) en factores irreducibles sobre Fp (es decir, los polinomios

Y(T),...,v(T) son irreducibles, monicos y distintos dos a dos en Fp[T| y ¢ > 1).
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FElijamos polinomios ménicos ¢;(T) € Op[T] con
P(T)=%(T) y  deg(pi(T)) = deg (%(T)).
Entonces para 1 < i <r, hay lugares P; € P(F") que satisfacen
PlP, wiy)e Py f(BIP) = deg (%(T)).

Mas ain P; # P; para i # j.
Bajo hipdtesis adicionales se puede probar mds. Supongamos que al menos una de las

siguientes hipdtesis (x) o (xx) vale:

€ =1 para 1=1,...,7; ()

{1L,y,...,4™ '} es una base integral para P. ()

Entonces para 1 < i < r existe exactamente un lugar P; € P(F") con PP y ¢;(y) € P;.
Cada extension P;|P es no ramificada y satisface f(P;|P) = deg~; (y por lo tanto, por
la igualdad fundamental los lugares Py, ..., P, son exactamente los lugares de P(F") que

dividen a P).

El diferente de F'/F es un divisor que se define de la siguiente manera:

Diff(F'/F) = Y > d(QIP)Q

PeP(F) Q|P

donde d(Q|P) es un entero no negativo univocamente definido por P y @) llamado ez-
ponente diferente, (ver [Sti09, Seccién 3.4]). Este divisor tiene un papel destacado en el
calculo del género en extensiones finitas y separables de cuerpos de funciones.

Para poder determinar explicitamente o, al menos, poder encontrar cotas para la Di-
ferente, es necesario tener algin control sobre los exponentes diferentes involucrados. El
siguiente teorema relaciona el exponente diferente con el indice de ramificacién permi-

tiendo en muchos casos obtener aproximaciones y cotas del diferente.
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Teorema 1.2.9. [Sti09, Teorema 3.5.1](Teorema del diferente de Dedekind) Siguiendo

la notacion anterior tenemos que para todo Q|P

d(Q[P) = e(Q|P) — 1,

y la igualdad vale si y solo si e(Q|P) no es divisible por la caracteristica de F,,.

El siguiente resultado relaciona el exponente diferente de una extension de cuerpos

con los exponentes diferentes de extensiones intermedias.

Proposicién 1.2.10. [Sti09, Corolario 3.4.12](Transitividad del exponente diferente)
Sean F"/F' y F'|F extensiones finitas y separables, donde F es un cuerpo de funciones
sobre K. Entonces, para P € P(F), Q € P(F'), y R € P(F") tales que P C Q C R
tenemos que

d(R|P) = e(R|Q)d(Q|P) + d(R|Q).

La llamada Férmula del género de Hurwitz establece una importante relacién entre

los géneros de los cuerpos de funciones involucrados.

Teorema 1.2.11. [Sti09], Teorema 3.4.13)(Férmula del género de Hurwitz) Sea F//K un
cuerpo de funciones sobre K y sea F'/F una extension finita y separable. Denotemos por

K’ al cuerpo de constantes de F'. Entonces

[F': F|
[K': K]

donde Diff(F'/F) denota al diferente de F'/F.

29(F') — 2 = (29(F) — 2) + deg Diff(F'/F),

Para calcular el género de un cuerpo de funciones F' sobre un cuerpo K, se puede
reemplazar el cuerpo base K por cualquier extension algebraica de éste, siempre que K
sea un cuerpo perfecto (ver [Sti09, Teorema 3.6.3]). En particular, para cuerpos finitos

tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.12. Sea F//F, un cuerpo de funciones y sea I, una extension algebraica
de IF,. Consideremos la extension de cuerpos constante F' = F'F,. Entonces F' es un
cuerpo de funciones sobre . Mds ain, todo lugar P € P(F) no ramifica en F'/F y se
tiene que g(F') = g(F).
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Sean @) y P lugares tales que Q|P. Decimos que Q|P es moderadamente ramificado
si char F, no divide a e¢(Q|P); en otro caso decimos que Q|P tiene ramificacion salvaje o
no moderada.

El siguiente resultado fundamental permite determinar el indice de ramificacion de una
composicién de dos cuerpos de funciones utilizando la informacion sobre la ramificacién

en cada cuerpo siempre que en uno de ellos la ramificacién sea moderada.

Proposicién 1.2.13. [Sti09, Teorema 3.9.1](Lema de Abhyankar) Sea F'/F una exten-
sion finita y separable de cuerpos de funciones y supongamos que F' es la composicion
de dos cuerpos intermedios F' C Fy, Fy C F'. Sea Q € P(F') una extension de P € P(F)
y denotemos por P, = Q N F; para i = 1,2. Si una de las extensiones Pi|P o P|P es

moderada entonces

e(Q|P) = mem(e(P1|P), e(Po|P)).

Enunciamos ahora un resultado sobre la ramificacién en una clase especial de exten-
siones de cuerpos de funciones llamadas extensiones de Kummer, ya que trabajaremos

con extensiones de este tipo en el Capitulo

Teorema 1.2.14. [Sti09] Proposicién 3.7.3](Extensiones de Kummer) Sea F'/K un cuer-
po de funciones algebraicas donde K contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad

(conn > 1 y mecd(n,char K) = 1). Supongamos que u € F' es un elemento que satisface
u#w?  para todow € F ydn, d> 1.

Sea
F'=F(y) cony"=u.

La extension F'/F se llama extension de Kummer de F. Tenemos entonces que:

1. El polinomio ®(T) =T™ — u es el polinomio minimo de y sobre F' (en particular
es irreducible sobre F'). La extension F'/F es una extension de Galois de grado
[F' : F] = n; su grupo de Galois es ciclico y los automorfismos de F'/F estin

dados por o(y) = Cy donde ¢ € F, es una n-ésima raiz de la unidad.
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2. Sea P € P(F) y Q € P(F') una extensidn de P. Entonces

n

e(Q|P) = % y d(QP) == —1,

rp
donde

rp :=med(n,vp(u)) >0

es el mdazimo comin denominador de n y vp(u).

3. Si K" denota el cuerpo de constantes de F' entonces

N n 14l _re
9F) = T ey | 9(F) =1+ 5 3 (1 n)degP
PEP(F)

Corolario 1.2.15. Sea F/K un cuerpo de funciones y sea F' = F(y) con y* = u y
u € F, donden #0 modd char K y K contiene una n-ésima raiz primitiva de la unidad.
Supongamos que existe un lugar @ € P(F') tal que med(vg(u),n) = 1. Entonces K es el

cuerpo total de constantes del cuerpo F', la extension F'/F es ciclica de grado n, y

g(F')=1+n(g(F)-1)+ % Z (n —rp)deg P.
PEP(F)

Observacién 1.2.16. Los resultados de la Proposicién [L2.14y del Corolario [L2.T5] valen
incluso si K no contiene una n-ésima raiz primitiva de la unidad. En este caso F(y)/F
ya no serd, en general, una extension de Galois. En el caso de una extensién cuadratica

st lo es.
Teniendo en cuenta la observacién anterior, damos la siguiente definicion.

Definicién 1.2.17. Sea F'/K un cuerpo de funciones algebraicas y sea n > 1 un entero

coprimo con la caracteristica de K. Supongamos que u € I’ es un elemento que satisface
u#w? paratodow € Fydn, d>1.

Sea

F'=F(y) cony"=u.

En este caso decimos que la extension F’/F es un extension de tipo Kummer de F.
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Para finalizar esta Seccion damos algunos resultados sobre otra clase especial de ex-
tensiones con las cuales también trabajaremos en esta Tesis, las extensiones de tipo Artin-
Schreier. Antes de enunciar el teorema principal de la teoria de este tipo de extensiones

necesitamos un lema previo.

Lema 1.2.18. [Sti09, Lema 3.7.7] Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas con

caracteristica p > 0. Dado un elemento u € F y un lugar P € P(F), lo siguiente vale:

(a) o bien existe un elemento z € F tal que vp(u — (2P — 2)) >0,

(b) o bien para algin z € F,
vp(u— (2> —2))=—-m <0 conm#0 mdd p.

En el wltimo caso el entero m estd univocamente determinado por v y P, de la siguiente
manera

—m = méx{vp(u — (WP —w)) :w € F}.

Teorema 1.2.19. [Sti09, Proposicién 3.7.8](Extensiones de Artin-Schreier) Sea F/K
un cuerpo de funciones algebraicas con caracteristica p > 0. Supongamos que u € F es

un elemento que satisface la siguiente condicion:

u# wP —w para todo w € F.

Sea
F'=F(y) cony’—y=u.
Una extension F'/F de este tipo se llama extension de Artin-Schreier de F'. Para P en

P(F) definimos el entero mp por

m  si existe un elemento z € F' que satisfaga
mp = vp(u— (2 —2))=—m <0 conm#0 mbd p.
—1 sivp(u— (2 —2)) >0 para algin z € F.
(Observar que mp estd bien definido por el Lema[l.2.18). Entonces tenemos que:
(a) F'/F es una extension ciclica de Galois de grado p. Los automorfismos de F'/F estdan
dados por o(y) =y+v, conv=0,1,...,p— 1.
(b) P es no ramificado en F'/F siy sdlo si mp = —1.
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(¢) P es totalmente ramificado en F'/F si sélo si mp > 0. Denotemos por P' al unico

lugar de F' arriba de P. Entonces el exponente diferente d(P'|P) estd dado por
d(P'|P) = (p = 1)(mp —1).

(d) Si al menos un lugar Q@ € P(F) satisface mp > 0, entonces K es algebraicamente

cerrado en F' y

—1
glzp‘g+p—2 -2+ Z (mp+ 1)deg P |,
PEP(F)

donde g’ (resp. g) es el género de F'/K (resp. F/K ).

1.3. Torres de cuerpos de funciones

La construccion de cuerpos de funciones con una cantidad creciente de lugares racio-
nales tiene un papel importante en la teorfa algebraica de cédigos, (ver [Sti09], [TV9I1]).
En esta direccién, si denotamos por N(F') al nimero de lugares racionales y por g(F') al
género de un cuerpo de funciones F'/K, tenemos el siguiente resultado que fue probado
primero por H. Hasse [Has34] en el caso g(F') = 1, y luego por A. Weil [Wei48] en el

caso general.

Teorema 1.3.1. Sea F/F, un cuerpo de funciones sobre el cuerpo finito IF,. Entonces
IN(F) — (¢ + )| < 29(F)V/q.

La desigualdad anterior se conoce como la cota de Hasse-Weil. Hay una mejora debida

a Jean-Pierre Serre que establece que

IN(F) = (¢ + D] < g(F)[2v4],

donde |x| denota el piso del nimero real z, es decir, el mayor entero m tal que m < x.

Los cuerpos de funciones con muchos lugares racionales, obtuvieron mucha atencion
en temas relacionados con cuerpos de funciones globales luego de que Ihara [Tha81]
introdujera la funcién

A(q) = limsup Nol9)

g—00 g
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donde N,(g) es el maximo nimero de lugares racionales de un cuerpo de funciones sobre
F, con género g.

Drinfeld y Vladut [VID83] mostraron que A(q) < ,/g—1. Ihara, e independientemente
Tsfasman, Vladut y Zink, mostraron que si ¢ es un cuadrado entonces A(q) = /g — 1.
Cuando ¢ no es un cuadrado, el valor exacto de A(q) no se conoce. Sin embargo, Serre
[Ser83] probé que existe una constante ¢ > 0 tal que A(q) > ¢ - loggq para todo ¢. Zink

[Zin85] probd que cuando ¢ = p* es una potencia ctibica de un primo entonces

2(p* — 1)

A(p3) >
(p°) > P

Y

y mas tarde, Garcia, Stichtenoth y Thomas [GST97| generalizaron este mismo resultado
para cualquier potencia cubica. Una manera de obtener cotas inferiores no triviales para
la funcién de Ihara es a través de la construccién de torres de cuerpos de funciones

asintoticamente buenas sobre F, (Ver [GS07]).

Definiciéon 1.3.2. Una sucesion de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K es
una sucesion infinita F = (Fy, Fy, F,,...) de cuerpos de funciones sobre K de manera

que se cumplan las siguientes propiedades:
HREheRhe -y
(ii) la extension Fjy,/F; es finita y separable para todo i > 0.
Si ademas se cumple que:

(iii) K es el cuerpo total de constantes de cada Fj; es decir, el cuerpo K debe ser
algebraicamente cerrado en F; para cada i > 0,y
(iv) el género satisface g(F;) — oo para i — 00;

entonces decimos que la sucesién F es un torre de cuerpos de funciones sobre K.

Observacién 1.3.3. La condicién (iv) se obtiene de las condiciones (i), (ii) y de la

siguiente condicion que es levemente mas débil:
(iv’) existe ig > 0 tal que g(F;,) > 1.

En efecto, por la férmula del género de Hurwitz, tenemos que

9(Fis) =1 = [Fa s F](g(F) = 1) Vi
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Como g(F;,) > 1y [Fiy1: Fj] > 1, entonces

g(Fio) < g(Eo+l) < g(Eo+2) <y,

y por lo tanto g(F;) — oo para i — oc.

Definicién 1.3.4. Decimos que una sucesion F = (Fy, Fy, Fy, . ..) de cuerpos de funciones
sobre K es recursiva si existe una sucesién {z;}°, de elementos trascendentes sobre K
y un polinomio (separable)

f(z,y) € K[z, y],

tales que
(i) Fo = K(xo);
(ii) Fis1 = Fi(zi41) donde x;4; es un cero de f(x;,y) € F,lyl, es decir, f(x;, xi11) =0

para ¢ > 0.

Asociado a una sucesion recursiva F = (Fy, F1, Fi, .. .) de cuerpos de funciones F; so-
bre K tenemos el denominado cuerpo de funciones basico K (x,y) donde x es trascendente
sobre Ky f(x,y) =0.

En general, trabajaremos con sucesiones recursivas F sobre F, donde f(z,y) es de la
forma

f(z,y) = ai(y)ba(z) — az(y)bi(z),

con a1(T), ax(T'), by(T) y bo(T) € F,[T] tales que
mced(aq, ag) = med(by, be) = 1.

En este caso diremos que F es una sucesion recursiva de cuerpos de funciones sobre F,
de tipo (a,b), o simplemente una sucesion recursiva de tipo (a,b), para hacer referencia

a las funciones racionales

a(T) = y b(T) :=

que generan la sucesion.

Otra manera usual de hacer referencia a esta situacion es decir que la ecuacion
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define una sucesion recursiva F = (Fp, Fy,...) de cuerpos de funciones sobre F,,.
Notar que de la definicién de sucesién recursiva tenemos que cada extension Fj q/F;

es finita, pues [Fiyq : Fi] < degr(f(z;,T)). Ademds
F, = K(xg, ..., ;) para i > 0,

y por lo tanto

Fob=K(xg)) CFLC---CF,CFy31 C---.

Entonces para probar que una sucesion recursiva de cuerpos de funciones sobre K es

una torre basta que mostrar que:

(i) K es el cuerpo total de constantes de todos los F;.
(ii) g(F;,) > 1 para algun i.
La siguiente proposicion de [Sti09, Proposicién 7.2.15] da condiciones suficientes para

que ocurra (i).

Proposicién 1.3.5. Consideremos una sucesion recursiva de cuerpos de funciones F =
(Fo, F1, Fy, ...) donde Fy es un cuerpo de funciones con cuerpo total de constantes K y
[Fiy1 @ Fi] < oo para todo i > 0. Supongamos que para todo i existen lugares P; € P(F;)
y Qi € P(Fiy1) con Q;|P; e indice de ramificacion e(Q;|P;) > 1. Entonces F; C Fiyq.
Mas ain, si suponemos que e(Q;|P;) = [Fiy1 : Fi] para todo i, entonces K es el cuerpo

total de constantes de F; para todo i > 0.

Si una sucesién recursiva F es una torre decimos que F es una torre recursiva (de

cuerpos de funciones sobre K).

Definicién 1.3.6. Sea F = (Fp, Fi, ...) una sucesién de cuerpos de funciones sobre K.

(a) Decimos que un lugar P € P(F;) se descompone completamente en F si P se descom-
pone completamente en cada extensién F;/F;, para j > i. El espacio de descomposi-

cion de F sobre Fj esta definido por

Split(F/Fy) = {P € P(Fp) : deg P =1y P se descompone completamente en F}.
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(b) Decimos que un lugar P € P(F;) ramifica en F si P ramifica en alguna extension

F;/ Fy, para i > 0. El espacio de ramificacion de F sobre Fy estd definido por
Ram(F/Fy) = {P € P(Fp) : P ramifica en F}.

(c¢) Un lugar P € IP(F}) esté totalmente ramificado en F si P estd totalmente ramificado
en cada extension Fj/F;, para j > i. El espacio de ramificacion completa (o espacio

de ramificacidn total) de F sobre Fj se define como

Cram(F/Fy) ={P € P(Fy) : deg P =1y P es totalmente ramificado en F}.

Cuando K = F, uno de los problemas principales de esta teoria es la determinacién
precisa del nimero N(F;) de lugares racionales de F; y del género g(F;) para cada i > 0
de una sucesién o torre F de cuerpos de funciones sobre F, dada.

Las siguientes definiciones son importantes al abordar el problema anterior.

Definicién 1.3.7. Sea F = (Fp, Fi,...) una sucesién de cuerpos de funciones sobre
F,. La tasa de descomposicion v(F/Fy) y el género v(F/Fy) de F sobre Fy se definen,

respectivamente, como

- N(F) - g(F)
v(F/F) = lim Ry 7(F/Fo) = lim )
Si g(F;) > 2 parai > ig > 0, el limite A(F) de F esta definido como
N(F)
A(F) == lim .
( ) i—00 g(FZ)

Se puede probar que la sucesién {N(F;)/[F; : Fy|}i>0 es mondtonamente decreciente y
que la sucesién {(g(F;) —1)/[F; : Fy|}i>0 es mondtonamente creciente, por lo tanto ambas
convergen en R=% U {oo}. Luego los limites anteriores existen (en R U {oo}) y tenemos

que 0 < v(F/Fy) < 00, 0 < y(F/Fy) < 00, y, por la definicién de A(q),
0 < A(F) < Alg), (1.3.1)

para cualquier sucesion F con g(F;) > 2 para i > ig > 0, para algtin iy (ver [Sti09]
Capitulo 7]).
Notar que la definicién del género de F tiene sentido incluso en el caso de una sucesion

F de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K.
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Definicién 1.3.8. Una sucesiéon F de cuerpos de funciones sobre [F, se dice que es
asintoticamente buena si v(F/Fy) > 0y v(F/Fy) < 0o. Si no es asintéticamente buena
se dice que F es asintoticamente mala. Por lo tanto,una sucesion F es asintoticamente

mala si v(F/Fy) =0 o si y(F/Fy) = 0.

Como vimos antes, la condicién g(F;) > 2 para i > io > 0 implica g(F;) — oo cuando
i — oo. Por lo tanto, cuando hablamos del limite de una sucesion A(F) en realidad
estamos hablando del limite de una torre.

Es claro que en el caso de una torre F tenemos que F es asintéticamente buena si y
sélo si A(F) > 0. Por lo tanto una torre F es asintéticamente mala si y sélo si A(F) = 0.
Si A(F) = A(q), donde A(q) es la funcién de Thara, decimos que F es asintdticamente
optima.

Notar que una sucesién de cuerpos de funciones sobre [, puede ser asintéticamente

buena pero podria no ser una torre.

1.4. Construyendo torres de cuerpos de funciones

Como mencionamos en la Introduccion de esta Tesis, un problema importante en la
teorfa de c6digos algebraicos es el calculo de A(q). De la desigualdad (L31]) vemos que
se pueden conseguir cotas inferiores de A(q) calculando, o al menos estimando, el limite
A(F) de torres recursivas de cuerpos de funciones sobre IF,,. El primer problema a resolver
es que la ecuacion que define recursivamente a una sucesion sea una torre. En esta Seccion
estudiaremos condiciones suficientes para que una ecuacién de la forma a(y) = b(x) defina
una torre recursiva de cuerpos de funciones sobre F,.

Usando propiedades basicas de las valuaciones en un cuerpo de funciones el siguiente

lema es inmediato.

Lema 1.4.1. Sean F/K un cuerpo de funciones sobre K, x € F un elemento trascendente
sobre K y f(r) = a,2™ + a, 12" ' + -+ + a1x + a9 € K|x] un polinomio de grado n.

Supongamos ademds que i € {0,1,...,n} es el menor indice tal que a; # 0. Entonces, si
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P es un lugar de F', tenemos que

op(f()) = vp(a;z") = 1wp(x) st vp(x) > 0;

vp(a,z™) = nup(x) st vp(r) < 0.

Sivp(x) =0 entonces vp(f(x)) > 0.

Corolario 1.4.2. Con las condiciones del lema anterior tenemos que si vp(z) > 0

entonces vp(f(x)) > 0 y sivp(z) <0 entonces vp(f(z)) <O.

Definicién 1.4.3. Sea z un elemento trascendente sobre un cuerpo K. Consideremos el
cuerpo de funciones racionales K (x) sobre K. Para o € K, denotamos por P,_, al inico
lugar de K (z) que es un cero de x — . De la misma manera, denotamos por Py, al inico

polo de z en K ().

Teorema 1.4.4. Sea K un cuerpo perfecto y sean a(T'),by(T),bo(T) € K[T| polino-
mios coprimos dos a dos. Supongamos que deg (a(T)) = deg (b1(T)) = m > 2 y que
deg (by(T)) = m — r con med(m,r) = 1. Consideremos los siguientes cuerpos de funcio-

nes definidos de manera recursiva:

Fy = K(xg) es el cuerpo de funciones racionales sobre K;
Fiy1 = Fi(zi41) con a(ziy) = bi(x;)/ba(x;) para todo i > 0.
Entonces F = (Fy, Fy,...) es una sucesion recursiva de cuerpos de funciones sobre
K. Mas aun, se cumple que:

(i) F; € Fiyq.

(ii) El lugar P, que es el inico polo de xo en Fy, es totalmente ramificado en la
sucesion. En consecuencia, K es el cuerpo total de constantes de F; para todo
i>0.

Si, ademas, a(T) — Wiei) og separable en F; para todo i > 0, entonces Fi11/F; es separable

ba(z)

para todo i > 0.

Demostracién. Sea z un elemento trascendente sobre K. Sea Fy = K(xg) el cuerpo

de funciones racionales y para cada i > 0 sea F;,1 = F;(x;) donde

a(xip1) = bi(w;)/ba(;).
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Claramente, tenemos que Fy C Fy C Fy, C - --

Veamos ahora que el lugar P = P, que es un polo de la funcion zy en Fj, es
totalmente ramificado en todas las extensiones.

Sea () un lugar de Fj tal que Q|P. Como P es un polo de xy sabemos que vp(xg) < 0.
Maés atin, tenemos que vp(zg) = —1 (pues el grado del divisor de polos de la funcién x
satisface deg (x9)s = [Fo : K(x0)] = [K(x0) : K(x9)] = 1y por lo tanto x tiene sélo un
polo simple).

Entonces por el Lema [[L4.1] tenemos que vp(by(z9)) = mup(zg) = —m y vp(ba(xg)) =

(m —r)vp(xg) = —(m — ). Luego

bl(x(]) =7 X — v X = —m m —T)=—r
W<Mm)—p@u» p(ba(z0) = —m+ (m — 1) = 7.

Ahora, como sabemos que g y x1 verifican a(x1) = by(z9)/b2(x0) y Q| P entonces tenemos

que

vola(en)) = e(@IP)or (429 ) = —re(@lP) < -1

Si vg(x1) > 0, el Corolario [[L4.2] nos dice que vg(a(z1)) > 0 lo que contradice la

desigualdad anterior. Luego vg(x;) < 0y, nuevamente por el Lema [[L41], tenemos que

vo(a(z1)) = mug(r1),

Entonces,

bl (1’0)
b2 (1’0)

y como med(m,r) = 1 tenemos que m|e(Q|P). Pero como e(Q|P) < [F; : Fy] < m debe

mmuozmmmwzd@mW( ):—m@w>

ser que e(Q|P) = m y, més ain, vg(z1) = —r, es decir, ) es un polo simple de la funcién
x1.

Hemos demostrado que [F; : Fy] = m y que el lugar @ es el tnico lugar de F; arriba
de P, es decir, el lugar P de Fj es totalmente ramificado en Fj/F,. Supongamos ahora
que para k > 1 tenemos que [F}, : Fy] = m* y que existe un tnico lugar, P, € P(F},) tal
que e(Py|P) = m* y vp, (z1) = —r*. Sea Pyy1 € P(Fyy1) tal que Pyyq| Py Entonces como

a(rpyq1) = IZQE?;% tenemos que

VP (a(Trs1)) = e(Prgr| Pr)vp, (%)
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= e(Pry1|Pr)[mvp, (7r) — (m —1)vp, (241)]

Entonces debe ser que vp,,, (7x4+1) < 0y por lo tanto

mvpkﬂ(xk-l-l) = _Tk+1e(Pk+1|Pk)

y como med(m, r) = 1, tenemos que e(Pyi1|Pr) = m y que vp,,  (zp41) = —rF

Por lo tanto, hemos probado por induccién que [Fi, : F;] = m y que el lugar P es
totalmente ramificado en todas las extensiones Fj,q/F; para todo i > 0.
Finalmente, como a(T") — by (z;)/ba(x;) es separable, las extensiones Fj,q/F; son sepa-

rables para todo ¢ > 0. O

Observacién 1.4.5. Si en el Teorema [[. 4.4 tenemos que a(T") = T™, deg (b1(T)) = m—r
y deg (ba(T)) = m > 2 con med(m, ) = 1, entonces se prueba al igual que en el teorema,
que el polo de x, en F, es totalmente ramificado en F,; y por lo tanto también se

obtiene que K es el cuerpo total de constantes de F), para todo n > 0.

Corolario 1.4.6. Sea K un cuerpo perfecto y sean a(T"), by (T),bo(T") € K[T] polinomios
coprimos dos a dos con deg (a(T)) = deg (b1(T)) = m, deg (bo(T)) = m—r ymed(m,r) =
1. Supongamos que by(T) tiene la siguiente descomposicion en el anillo de polinomios

K[T):

S

bo(T) = [[(T — i)

1=1

donde o; € K son distintos dos a dos y ¢; € N para todo i = 1,...,s. Consideremos los

siguientes cuerpos de funciones definidos de manera recursiva:

Fy = K(x¢) es el cuerpo de funciones racionales sobre K;
Fi1 = Fi(xi1) con a(zig) = bi(x;)/ba(z;) para todo i > 0.

IIZEZ; es separable en F; para todo i > 0. Si alguna de las

Supongamos ademds que a(T) —
siguientes condiciones vale:
Hip. A) by(T') separable y 1 <r <m — 2;

Hip. B) m = p es un nimero primo y s > 2;
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entonces F = (Fy, F1,...) es una torre recursiva de cuerpos de funciones sobre K.

Demostracién. Como se cumplen las hipétesis del Teorema [[.4.4] sélo tenemos que

probar que g(F;,) > 1 para algin ig > 0. Tenemos que

s

bo(T) = [[(T — )

i=1
con a; € K ye; € N. Sea P; € P(K(x)) el cero de  — a; para algtin 0 < j < s. Entonces

como by (T) y ba(T') son coprimos y los «; son distintos dos a dos tenemos que

() =

Sea Q; € P(K(z,y)) tal que Q;|P;. Entonces

vg, (a(y)) = e(@s|Py)ur, (28)

= (—g5)e(@;15)).
Tenemos entonces que si vg,(y) > 0, por el Lema [L41], vg,(a(y)) > 0, lo que conduce

a un absurdo ya que vg,(a(y)) = (—¢;)e(Q;|F;) < 0. Por lo tanto vg,(y) < 0, y en este

caso
v, (a(y)) = mug,(y).
Luego,
mug,(y) = (—€;)e(Q;P;)
y entonces

m|(—e;)e(Q;|Fy).

Ahora miramos dos casos. Si se cumple que by(7T') es separable, entonces ¢; = 1 para
todo iy s = m—r. Luego, m|e(Q;|P;) y como e(Q,|P;) < [K(z,y) : K(x)] = m, entonces
e(Q;|P;) = m. Por otro lado, si se cumple que m = p primo, entonces tenemos que m|e;
o mle(Q;|P;). Pero como ¢; < s < m —1r entonces mf{e; y tenemos, también en este caso,
que e(Q;|P;) = m.

En ambos casos, tenemos que para cada ¢ = 1,...,s el lugar P; es totalmente ra-

mificado y por el Teorema del diferente de Dedekind, el exponente diferente satisface

d(Q;|P;) > e(Q;|P;) —1 = m — 1. Utilizando el hecho de que el cuerpo de funciones
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racionales tiene género cero, la formula del género de Hurwitz y denotando con P, al

polo de xgy en Iy y con (D al Unico lugar de Fi arriba de P, tenemos que

29(F}) —2 = [[I;; ?]] (29(Fy) — 2) + deg Diff(F, /Fp)

> m(—2) + (i(dey Qi d(Qi|Fy)) + deg Qoo d(QoolPoo)>

=m(=2)+ ) (m—1)+m—1

i=1

=m(-2)+ (s+1)(m—1),

por lo tanto

(m—1)(s— 1).

g(F) > 5

Nuevamente, separando los casos, tenemos que si se cumple la primera hipotesis,
entonces s =m—ry g(Fy) > % Por lo tanto, como 1 <r <m—2, g(F;) > 1.
Si se cumple la segunda hipétesis, tenemos que s > 2 y por lo tanto, g(F;) > 1.

En ambos casos, como el lugar P, es totalmente ramificado en la torre, tenemos que

para la extensién Fy/F,

(m—1)+2

29(Fy) > m(2g(F) = 2) + (m —1) +2 > -

y por lo tanto g(Fy) > 2.
Luego, la sucesion F = (Fy, Fy, Fs, . ..) es una torre recursiva de cuerpos de funciones

sobre K. 0

Corolario 1.4.7. Sean by;(T),bo(T) € K[T| polinomios coprimos dos a dos de manera
que deg (by(T)) =m > 2, deg (bo(T)) = m —r y med(m,r) = 1. Supongamos que by (T)

y by(T) tiene las siquientes descomposiciones en el anillo de polinomios K|[T):

k s

n@=cl[@-6)" v wW@=][T -0

i=1 =1
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donde C € K, B;, oy € K son distintos dos a dos y 6;, €; € N para todo i. Consideremos

los cuerpos de funciones definidos de manera recursiva por:

Fy = K(xg) es el cuerpo de funciones racionales sobre K;
Fi—l—l = E(xi+1) con l’?j’i_l = bl(l’l)/bQ(Il) para todo i Z 0.

Supongamos ademds que T — % es separable en F; para todo i > 0 y que s+ k >m

con k > 2. Entonces F = (Fy, F1,...) es una torre recursiva de cuerpos de funciones

sobre K.

Demostracién. Como se cumplen las hipétesis del Teorema [L4.4] sélo tenemos que

probar que g(F;,) > 1 para algin iy > 0. Como en la prueba del teorema anterior, tenemos

que si P; € P(K(x)) es el cero de x — a; para algin 0 < j < sy Q; € P(K(z,y)) es tal
que Q;|P; entonces
mug,(y) = —&; e(Q;|F;).

Como m{e; entonces e(Q;|FP;) > 2.

De manera similar, tenemos que si R; € P(K(z)) es el cero de x — §; para algin

0<j<kyS;eP(K(x,y)) es tal que S;|R; entonces
mus; (y) = d; e(S;|R;);

y como m{d; entonces e(S;|R;) > 2.

En ambos casos tenemos que, por el Teorema del diferente de Dedekind, el exponente
diferente satisface d(Q;|P;) > e(Q;|FP;) —1 > 1 para todo j = 1,...,s y d(S;|R;) >
e(S;|R;) —1 > 1 para todo j = 1,..., k. Entonces utilizando la férmula del género de
Hurwitz y denotando con P, al polo de xg en Fy y con Qo al tinico lugar de F; arriba
de P, tenemos que

29(F) — 2 = %@gw ~9) 4 deg DIft(Fy /)

> m(—2) + (Z L+ 1+ d(QOO|POO))

=m(-2)+s+k+m—1

=s+k—m-—1,
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y por lo tanto
s+k—m-+1
5 .

Ahora, como el lugar P, es totalmente ramificado en la torre, tenemos que, para la

g(F) >

extensién Fy/Fy,

m—1)+2
20(F) > m(2g(F) ~2) + (m — 1) + 2> P2
y por lo tanto g(Fy) > 2.
Luego, la sucesion F = (Fy, F1, Fy, .. .) es una torre recursiva de cuerpos de funciones

sobre K.

Ejemplo 1.4.8. Si mcd(m, p) = 1 donde p = char F, entonces la ecuacion

r —«
5xm—r

m

’y:

con med(m,r) =1y a,f € F,\ {0} define una torre recursiva de cuerpos de funciones

sobre [F,.

A continuacién damos algunos ejemplos de ecuaciones que cumplen las condiciones
de los resultados que hemos demostrado. Estas ecuaciones definen torres que han sido

importantes en el desarrollo de la teoria de torres recursivas.

Ejemplo 1.4.9. La torre de cuerpos de funciones definida sobre Fg por la ecuacion

9 ?+x+1
Y +y=7,

considerada por van der Geer y van der Vlugt en [vdGvdV02|. Esta es una torre asintéti-

camente buena cuyo limite fue calculado exactamente y es 3/2.

Ejemplo 1.4.10. La torre de cuerpos de funciones sobre F,2 (p primo impar) definida

recursivamente por la ecuacion
, Tr+1
y =
Y
2x

fue estudiada por Garcia, Stichtenoth y Riick en [GSRO3]|. Esta ecuacién define una torre

asintéticamente buena sobre Fg 2 y éptima sobre F.
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Ejemplo 1.4.11. La torre de cuerpos de funciones sobre F2 definida recursivamente por
la ecuacién

xq
zi=t 4+ 17

fue estudiada por Garcia y Stichtenoth en [GS96]. Esta ecuacién define una torre 6ptima

+y=

sobre [F 2.

En el Capitulo [3] daremos mas ejemplos de torres asintoticamente buenas.



CAPITULO 2

LUGARES RACIONALES

En este Capitulo demostraremos resultados sobre la cantidad de lugares racionales
en extensiones simples y sucesiones de cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos. Damos
condiciones suficientes para obtener cotas no triviales en cada paso de una sucesiéon, y en
particular, para el caso de extensiones y sucesiones de tipo Kummer. Ademas aplicamos
los resultados obtenidos para estimar el nimero de lugares racionales en una familia de
sucesiones de cuerpos de funciones de tipo Kummer sobre cuerpos primos.

En la primera Secciéon probamos un resultado sobre el niimero de lugares racionales en
ciertas extensiones simples de cuerpos de funciones que sera utilizado luego para el caso de
sucesiones de cuerpos de funciones. Como aplicacién, damos dos ejemplos de extensiones
de tipo Kummer sobre cuerpos primos tales que el nimero de lugares racionales es N,(g).

En la segunda Seccién trabajamos con sucesiones recursivas de tipo (a, b) sobre cuerpos
finitos, donde a y b son funciones racionales. En uno de los resultados principales del
presente Capitulo (Teorema [Z2]) obtenemos una cota no trivial para el nimero de
lugares racionales en cada paso de una sucesién recursiva de tipo (a,b) sobre el cuerpo
F,, para a y b satisfaciendo ciertas condiciones.

En la tercera Seccién, mostramos varios ejemplos. Entre ellos, mostramos que algu-
nas cotas inferiores para N (F;) conocidas para ciertas sucesiones debidas a Garcia et al.
[GSRO3] y a van der Geer y van deer Vlugt [vdGvdV] se pueden deducir del Teore-
ma 2.2.7]
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Finalmente en la Seccién cuarta nos concentramos en el interesante caso de cuerpos
primos, aplicando los resultados de las secciones anteriores para construir sucesiones de
tipo Kummer sobre [, para todo p primo con cotas inferiores no triviales para N(F}).

A lo largo del Capitulo usaremos la siguiente notacién: para cualquier polinomio
monico e irreducible f(z) € Fy[z] denotamos por Py, al lugar racional de [Fy(z) corres-
pondiente al polinomio f(x). Ademés, si P es un lugar de F' escribimos vp para denotar la
valuaciéon discreta inducida por P en F'y v, para denotar la valuacion discreta inducida
por el lugar infinito P, de F,(z).

Sea F'/F, un cuerpo de funciones. A lo largo del presente Capitulo asumiremos que

IF, es el cuerpo total de constantes de F'. Denotaremos por P, (F") al conjunto de lugares

de F' de grado n.

2.1. Extensiones de cuerpos de funciones

En esta Seccion probaremos ciertos resultados sobre la cantidad de lugares racionales
en extensiones simples de cuerpos de funciones que seran ttiles en el caso de sucesiones
de cuerpos de funciones.

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema de Kummer y del Cri-
terio de Irreducibilidad de Eisenstein (Teorema [[.2.8 y Proposicién del Capitulo [I]

respectivamente) para cuerpos de funciones.

Proposicién 2.1.1. Sea F/F, un cuerpo de funciones. Supongamos que existen polino-

mios a1 (T') y ax(T) € Fy[T] y un elemento u € F tales que el polinomio
o(T) = a (T) — as(T)u € F|[TY,
es monico e irreducible en F[T]. Consideremos la extension
F':= F(y) donde o(y) = 0.

Para P € P(F) yu € Op definimos
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que es un polinomio con coeficientes en el cuerpo de clases residuales Op/P = F ., donde
r = deg (P). Sean
S = {P S ]P(F) : Up(u) > O},

So ={P € P(F):5p(T) es separable},
Sy ={P € P(F) :5p(T) no es separable}.

Sea S = S1 NSy NP(F) y supongamos que S # (. Para P € S sea Lp el nimero de
factores lineales en la factorizacion de ap(T) en Fy[T]. Entonces
(i) Todos los lugares ramificados de F' en F' estan en (S1 N S3) U {polos de u en F'}.
(i) N(F') > Y pes Le.
(iii) Supongamos que ax(T) = 1. Si un polo P de u es tal que med(deg (o), vp(u)) =1
entonces F, es el cuerpo total de constantes de F'. Mds aun, si Py,..., P, son

polos de u en F' tales que
med(deg (0),vp,(u)) =1 paral <i<n,

entonces

N(F')>n+Y_ Lp.

(iv) Sea aly) := ai(y)/az(y). Si deg (o)|vglaly)) y med(deg (o), vp(u)) = 1 para los
Q € P(F') arriba de P € P(F), entonces P es totalmente ramificado en F'. Sea
Sy (resp. Ss) el conjunto de lugares P € P(F) \ (S1 N Sy) tales que para cada
Q € P(F') arriba de P se tenga que deg (o)|vg(a(y)) y med(deg (o), vp(u)) = 1
(resp. med(deg (o), vp(u)) #1). SiP(F)\ (S1NS2) =S, US;5 entonces

N(F') =[P((F)NSs|+ N+ > Lp,
Pes

donde N es el nimero de lugares racionales de F' arriba de algin lugar de P1(F)N

Ss.

Demostracién. Sea P € S;. Entonces o(T') € Op[T] y por la Proposicién [L27 del

Capitulo [l tenemos que y es integral sobre Op. Como a1(T") y az(T) € F,[T] tenemos que

ap(T) = o(T) mbd P.
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Dado que F,- es el cuerpo de clases residuales de P, entonces 7p(7) se descompone en

factores irreducibles distintos dos a dos en F, cuando P € Sy, y como
P(F) = (51N S2) U (S; NS3) U {polos de u en F'}, (2.1.1)

y esta union es disjunta dos a dos, vemos que (i) y (ii) siguen del Teorema de Kummer.
Supongamos ahora que az(71") = 1y sea P un polo de u en F' tal que med(deg (o), vp(u)) =
1. Dado que a1(T") € F,[T] C Op[T] y que

med(deg (0),vp(a1(0) — u)) = med(deg (o), vp(u)) = 1,

entonces se puede aplicar el Criterio de Irreducibilidad de Eisenstein para obtener que P
es totalmente ramificado en F’. Luego, hay exactamente un lugar racional de I arriba de
P y por lo tanto la igualdad en (iii) vale. El mismo argumento usado en el Corolario [[.2.15]
del Capitulo [l muestra que IF, es el cuerpo total de constantes del cuerpo F”.

Finalmente supongamos que P € Sy. Entonces para cualquier @) € P(F") arriba de
P tenemos que mcd(deg (0),vp(u)) = 1. Como a(y) = u, deg (0)|vg(aly)) y volaly)) =
e(Q|P)vp(u) entonces tenemos que e(Q|P) = deg (o) y por lo tanto, P es totalmente
ramificado en F’. Usando (Z.1.1]) tenemos que

P1(F) = 5U (P1(F) NSy) U (P1(F) N S5),
es una unién disjunta de a pares. Luego, (iv) vale. O

El item (iv) de la Proposicién 2ZZTT] se aplica bien al caso particular de una extensién
de tipo Kummer F'/F de un cuerpo de funciones F'/F, dado. Esto significa que existe
un elemento y algebraico sobre F' tal que F' = F(y) y el polinomio minimo de y sobre F'

es de la forma 7™ — u € F[T] para algun entero m > 2 con med(m, q) = 1.

Proposicién 2.1.2. Sean F/F, un cuerpo de funciones, m > 2 un entero tal que
med(m,q) = 1 y u € F tal que med(m,vp(uw)) = 1 para algin lugar P de F. Sean S
y S; para i =1,2,3,4,5 los conjuntos de lugares de I’ definidos en la Proposicion [2.1.1.

Sea F' = F(y) donde y es una raiz del polinomio

o(T) :=T™ —u € F[T). (2.1.2)
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Entonces:

(a) F'/F es de tipo Kummer y F, es el cuerpo total de constantes de F'. Ademds
S1 N Ss = {ceros de u en F}.

Por lo tanto,

S =P (F)\ {polos y ceros de u en F}.

(b) Para cualquier P € S tenemos que el polinomio Gp(T) :=T™ — u(P) se factoriza en
F,[T] en factores irreducibles distintos dos a dos.
(¢) El conjunto de polos y ceros P de u en F tales que vp(u) Z0 mdd m es el conjunto

de lugares de F' que estan ramificados en F'. Ademds

Sy={P eP(F):vp(u) #0 y med(m,vp(u)) =1}

Sy ={P € P(F) :vp(u) # 0 y med(m,vp(u)) # 1}.

De (iv) de la Proposicion[211 tenemos que
N(F') =[P((F)NSs|+ N+ Lp, (2.1.3)
pes
donde Lp denota el nimero de factores lineales en la factorizacion de T™ — u(P) €
F,[T] y N es el numero de lugares racionales de F' arriba de todos los lugares en
Py (F)N Ss.
(d) Sea Sg :={P € P(F):vp(u) #0 yvp(u) 0 mdbd m}. Entonces

g(F) =1+ m(g(F) — 1) + % 3 (1 . mcd(mjlvp(u))) deg P,

Demostracién. Las dos primeras afirmaciones en (a) estan probadas en el Corola-
rio del Capitulo[Il Sea P € P(F'). Si P es un cero de u en F entonces u(P) =0y
por lo tanto @p(7T") no es un polinomio separable. Por otro lado, si vp(u) = 0, entonces
u(P) € F;r \ {0} (donde r = deg P) y tenemos que p(7) es un polinomio separable. Por
lo tanto S; NS5 = {ceros de u en F'} y de (ZI1.1)) tenemos que (a) y (b) valen.
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Por el Teorema [.2.14 del Capitulo [ tenemos que

m

e(QP) =

med(m, vp(u))’

para cualquier @ € P(F’) que esté arriba de P € P(F') y entonces P ramifica en F’ si
y s6lo si med(m,vp(u)) Z 0 mdéd m. De (a) se obtiene entonces la primera afirmacién
en (c¢). Como a(y) = y™ tenemos que m = deg (o) divide a vg(a(y)) y por lo tanto las
afirmaciones restantes en (c¢) se obtienen de (iv) de la Proposicién 2.T.T1

Finamente, de (c¢) tenemos que los lugares en S son exactamente los lugares ramifi-
cados de F' en F’. Entonces (d) se obtiene de la férmula del género para extensiones de

Kummer dada en el Teorema [[.2.14] del Capitulo [l O

Bajo las hipétesis de la Proposicion 2.1.2] de la férmula (Z1.3]) obtenida para N(F'),
podemos observar que para tener cuerpos de funciones de tipo Kummer F’/F' con muchos
lugares racionales necesitamos que el conjunto S tenga la mayor cantidad de elementos
posibles, o lo que es equivalente, que la cantidad de factores lineales en (2.1.2]) sea pequena,
ya que es mas probable que Lp > 1 para P € S. En esta direccion es conveniente
considerar enteros positivos m que sean divisores de g—1 lo més grande posible y u(P) = 1
para P € S ya que de esta forma tendremos muchos factores lineales en la factorizacion
de T™ — 1 en (b) de la Proposicién 2.1.21

Por otro lado, nos interesa tener cuerpos de funciones con muchos lugares racionales
en comparacién con el género. De la férmula (2.1.3) de la Proposicién vemos que
necesitamos tener ceros y polos de u en F' que tengan el menor grado posible.

Estos son los hechos generales que guiaron la bisqueda y construccién explicita de
cuerpos de funciones de tipo Kummer con muchos lugares racionales en [vdGvdV00]
y en [GGO3|. Los métodos usados en los trabajos anteriores permiten obtener buenos
ejemplos de cuerpos de funciones de tipo Kummer con muchos lugares racionales siempre
que se los considere sobre cuerpos finitos no primos. Veamos ahora algunos ejemplos sobre

cuerpos primos.
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Consideremos cuerpos de funciones de tipo Kummer F’ = F(y) donde F' = F (z) y

el polinomio minimo de y sobre F' es de la forma

m_ _ "+ (=)
T"=u con wu= OFT

con f(z) € F,[z] y m y n divisores de ¢ — 1. Notar que si v € F, y f(v) +v # 0 entonces

Y+ f(y)
f(y) +

si y s6lo si v =0 o v es una n—ésima raiz de la unidad en [F,.

=1

Como F es ahora un cuerpo de funciones racionales, identificamos al lugar racional
P,_, de F para v € F, con vy para que S C IF, donde S es como en la Proposicién 2.1.21
Escribiremos L. en lugar de Lp, ., por simplicidad. En todos los ejemplos que damos a

continuacién tenemos que o bien S5 = () o bien S5 = { Py}

Ejemplo 2.1.3. Sea ¢ = 5 y consideremos

f(z) ==

Entonces tenemos que

5 2 2 2 3
@+ (@’ +2)(@” + ):3(:):2+2)(x2+3),
T+ x 2z

en F5. La ecuacién
vyt =3(2* +2)(2* + 3)

define una extension de Kummer F’/F'| pues 5 =1 mdd 4, que satisface las condiciones
de la Proposicién 2.T.21 Como en este caso S =F5y f(vy) +7 =2y # 0 paray € S\ {0}

tenemos que

L,=4 paracada~ye S\ {0},

L0:07

pues el polinomio T — 3 es irreducible sobre F5. Luego

> L, =16

yES
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Claramente, Py (F) N Sy = 0. Como v (u) = —4 tenemos que S5 = { Py} y tenemos
que calcular N. Dado que F'/F' es un extensién (ciclica) de Galois de grado 4, de la cota
superior de Serre para N(F”), deducimos que N = 0. En efecto, como P, no ramifica y
sabemos que

> eQIP<)f(QIPx) = 4,

QP
entonces pueden pasar tres cosas: que haya un lugar arriba de P, con grado de inercia
4, que haya dos lugares con grado de inercia 2 cada uno, o que haya cuatro lugares
racionales. Pero en este ultimo caso, tendriamos que N(F’) = 20 y por la cota superior
de Serre para N(F') sabemos que N(F') < 18. Luego sélo puede darse alguno de los dos
primeros casos y por lo tanto N = 0.

Hemos probado entonces que
y' = 3(2% + 2)(z° + 3)
define un cuerpo de funciones F’/F5 de género g(F') = 3 tal que
N(F')=0+0+16 = 16.

éste es el valor de N5(3) (ver las tablas disponibles en http://www.manypoints.org/)
que fue conseguido, también, por una extensién de tipo Kummer (llamada en este caso

de tipo Fermat) cuya ecuacién definitoria es
yt =2 -2t
Para més detalles ver [Ser85].

Ejemplo 2.1.4. Sea ¢ =7, m = 3, n = 3 y consideremos nuevamente f(z) = x. Tenemos

que

en Fr. La ecuacién
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define una extensién de Kummer F’/F | pues 7= 1 mdd 3, que satisface las condiciones

de la Proposicion 2.1.21 En este caso, S = F; y se puede probar que
L1:L2:L5:L6:3 ¥y que L0:L3:L4:0.

Luego, tenemos que

d L,=12

yES

Tenemos que v (u) = —2y por lo tanto Py (F)NSy = { Py }. Luego S5 = () y entonces
N = 0. De (21.3) de la Proposiciéon 2.1.2] tenemos que

N(F)=1+0+12=13.
En este caso, g(F') = 1 por lo que F’/FF; es un cuerpo de funciones elipticas. De hecho
F' =F;(u,v) conv?=u’+3.
El valor de N;(1) es 13 (ver las tablas en http://www.manypoints.org/). La curva eliptica
v =u®+3
fue encontrada por M. Deuring en 1941.

Ahora consideramos cuerpos de funciones de tipo Kummer F’' = F(y) donde F =

F,(x) y el polinomio minimo de y sobre F' es de la forma
T" =u conu:=g(x)+1,

donde ¢(T') € F,[T] es un divisor de (17 — T')" para algin n € N.

Ejemplo 2.1.5. Sea ¢ = 11 y consideremos m =5y
g(T) = TX(T = 1)(T' = 2)(T - 3).
La ecuacion
v’ =2%(x —1)(z — 2)(z — 3) = 2° + 5z’ + 5a® + 1,

define una extensién de Kummer F'/F, pues 11 =1 mdd 5, que satisface las condiciones

de la Proposicién 2121 En este caso S = Fy; y Pi(F) NSy = () ya que el polinomio ¢(T)
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es irreducible en Fy1[T] y por lo tanto el lugar Py, es el tnico cero de u y es de grado 5.

Se ve facilmente que
L0:L1:L2:L3:L8:L10:5 y L4:L5:L6:L7:L9:0.

Por lo tanto
> L, =30.

Como ve(u) = —5 tenemos que Sy = { Py} v entonces tenemos que calcular N.

Consideremos ahora la ecuacién z° =1+ 5/z + 5/x3 + 1/2°. Entonces
F'=TFui(z,y) = Fu(z, 2),
y en este caso tenemos que

T° — (1+5/x+5/2° +1/2°) € Op_[T),

T° —(1+5/x+5/2> +1/2°) =T° —1 méd Ps.

Como Fy; es el cuerpo de clases residuales de Py, y T° — 1 se descompone en 5 factores li-
neales en Fq; [T, del Teorema de Kummer tenemos que Py, se descompone completamente

en F' y por lo tanto N = 5. Utilizando (Z1.3]) de la Proposicién 212 tenemos que
N(F') =0+ 5+ 30 = 35.

En este caso g(F") = 6. De las tablas en http://www.manypoints.org/ sélo se sabe que

N11(6) < 45 por lo tanto este ejemplo da una buena cota inferior para Ny (6).

2.2. Sucesiones de cuerpos de funciones.

Estamos interesados en el estudio del nimero de lugares racionales en sucesiones
recursivas de cuerpos de funciones de tipo (a,b) y esto significa encontrar cotas inferiores

no triviales para N(F;) para todo F; de una sucesién recursiva F.
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Recordemos que por una sucesién recursiva F de tipo (a, b) entendemos que tenemos
una sucesién infinita F = (Fy, Fy, I, ...) de cuerpos de funciones F; sobre F, y una

sucesion {z;}°, de elementos trascendentes sobre F, tales que
Fo=F(xog) ClLC...CF,CFiC...
y Fii1 = Fi(z;41) donde
a(@ir1) = b(w;);
y st a(T) = a1(T)/as(T) vy b(T) = b1(T)/b2(T) entonces el polinomio H(x;,T) =

a1 (T)by(x;) — by (z;)az(T) es separable para i > 0.

Recordemos también que el espacio de descomposicion de F sobre Fj es
Split(F/Fy) = {P € P(Fp) : deg P =1y P se descompone completamente en F},
y que el espacio de ramificacion completa de F sobre Fj es
Cram(F/Fy) ={P € P(F,) : deg P =1y P es totalmente ramificado en F}.

Dado que cada lugar de @) € P(F;) que esta arriba de algin lugar de Split(F/Fy) U

Cram(F /F,) es un lugar racional, tenemos que
N(E) > [F  F)|Split(F/F)| + |Cram(F/Fy)]. (2.2.1)
En efecto, si Q[P v P € Split(F/Fy) entonces deg P = 1y e(Q|P) = f(Q|P) = 1.
Si QIP y P € Cram(F/F,) entonces deg P — 1, e(Q|P) = [F : Fy] y f(Q|P) = 1. En
ambos casos tenemos que
deg Q = [Oq/q : Fy
=[0q/q : Op/p][Op/p : F|]
= f(Q|P)deg P
~1

y por lo tanto @ es un lugar de N(F;). En particular, tenemos que la tasa de descompo-

sicién de la torre v(F/Fy) satisface

v(F/Fy) > |Split(F/ Fy)|.
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Claramente el espacio de descomposicién Split(F /Fp) es un conjunto finito (que puede
ser vacio). En el siguiente teorema establecemos condiciones suficientes para obtener una
cota inferior no trivial para el tamano de Split(F/Fy). Si g(T') € F,[T], denotamos por
Z, al conjunto de los ceros de g(7') en una clausura algebraica F, de F,. En el caso de
una funcién racional ¢g(7') = ¢1(T")/g2(T") € Fy(T), con g1 y g2 polinomios coprimos, Z,

es el conjunto de los ceros de g;(7T") en una clausura algebraica F, de F,.

Teorema 2.2.1. Sea F = (Fy, Fi, Fs,...) una sucesion recursiva de cuerpo de funciones

sobre F,, de tipo (a,b) de manera que F, sea el cuerpo total de constantes de todo F; para

i > 0. Supongamos que existe una funcion racional ¢(T) € F,(T) tal que su numerador

y denominador no tienen factores comunes y que las siquientes condiciones valen:

() Zoy N Zy, = 0.

(i) Zgoa C Fy,.

(il1) Zgoa C Zgob-

(iv) 041(T) = a1(T) — ax(T)b(z;) € F[T] es el polinomio minimo de z;y1 sobre F;
para todo i > 0.

(v) Para todo v € Zyeq €l polinomio 7. (T) = a1(T) — ax(T)b(y) € F,[T] tiene grado

d = deg (a1) y todas sus raices son simples.

Entonces para todo v € Zyeq, €l lugar Py, de Fy = Fy(x¢) se descompone completamente

en F y por lo tanto el espacio de descomposicion de F|Fy satisface
|Split(F | Fo)| > | Zpoal-
En particular g(F;) — oo cuando i — o0 y
N(E;) > (deg ()| Zgoa| + |Cram(F/Fy)| > (deg ()™ + |Cram(F/Fy)|.  (2.2.2)

Demostracion. Este resultado es consecuencia directa de la siguiente afirmacion
que serd probada por induccién: para cada v € Zy, el lugar P, _, de Fy se descompone

completamente en F; para i > 1y si @ es un lugar de F; arriba de P,,_, entonces existe

vV € Zyoo tal que x;(Q) =7'.
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Para la extensién Fj/Fy tenemos que o1(T) = ai(T) — ao(T)b(x) € Fo[T] es el
polinomio minimo de z7 sobre F. Ahora si v € Zgo, entonces ¢(b(y)) = 0 por (iii) y
entonces by(7y) # 0, lo que implica que Zyo, C F, \ Zp,.

Ahora veamos que las raices de 7, (7") estan en [, para todo v € Zso,. Si () =0

entonces
0= ai(a) — az(@)b(7).

Tenemos ademds que as(a) # 0 pues en otro caso tendriamos a;(«) = 0 y por lo tanto

o € Zy N Z,, contradiciendo (i). Por lo tanto

y por (iii)

Luego, a € Zyo, C F, por (ii).

Seguimos la notaciéon de la Proposiciéon e identificamos el lugar racional P, _,
de Fj con v para que S C F,. Ahora, por (iv), (v) y tomando S = Z,,, tenemos por
la Proposicién que para cada v € Zyo, hay exactamente d lugares racionales de F
sobre el lugar racional P,,_, y por lo tanto P,,_, € P(F)) se descompone completamente
en Fy. Mas aun, el Teorema de Kummer nos dice que si () es un lugar de F} arriba de
P,,— entonces x1(Q)) = 7 para alguna raiz simple 7' de &,(7"). Entonces a(y') = b(7)
y por lo tanto ¢(a(v')) = ¢#(b(y)) = 0 de donde concluimos que 7' € Zso, ¥ tenemos
probada la afirmacién para ¢ = 1.

Supongamos ahora que la afirmacién es vélida para F;/Fy. Sea v € Zyo, ¥ sea () €
P(F;) uno de los lugares arriba de P,,_,. Por la hipdtesis inductiva, existe 7/ € Zyo, tal
que x;(Q) = '. Sea x;41 tal que a(z;11) = b(x;).

Por (iv) el polinomio
0it1(T) = ar(T) — aa(T)b(z;) € [T,
es el polinomio minimo de x;,; sobre F;. Ademas

7,(T) = a(T) - ax(T)b(v') = 0341 (T) méd Q,
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7,(T) tiene grado d = deg (a1(T")) = [Fiy1 : F] v todas sus raices son simples por (v)
y estan en Zyo, C F, como ya hemos visto. Por otro lado, como v € Zye, por (iii), y

x;(Q) =~ entonces

0 # ba(7') = ba(4(Q)) = ba(2;) méd Q,

y por lo tanto vg(ba(z;)) = 0. Luego v (b(z;)) = vo(bi(x;)) > 0y tenemos que 0,41(7) €
Og. Esto, junto con (iv) implica que z;41 es integral sobre O.

Entonces por el Teorema de Kummer tenemos que hay exactamente d = [Fj1; : Fj]
extensiones Q1,...,Qq de Q en Fy ; tales que x,41(Q;) =1 € Zyoa Paraj=1,...,dy
por lo tanto la afirmacién esté probada para Fj,/Fy.

Finalmente para completar la prueba del teorema, observar que como
v(F/Fy) = [Split(F/Fo)| = | Zgeal,

entonces la ecuacién (2.2.2]) vale y utilizando la cota de Hasse-Weil (Teorema [[.3.1] del

Capitulo [T]) tenemos que

N(R) - (a+1)

F)) >

como queriamos demostrar.

Observacién 2.2.2. Si en el Teorema 2.2.1] en lugar de (iv) y (v) tenemos
(iv") 0441 (T) = b(x;) "y (T) — ao(T) € Fy[T7] es el polinomio minimo de z;,, sobre
para todo 7 > 0;
(v)) para todo 7 € Zgea, b(7) # 0y el polinomio b(y)'ay(T) — ay(T) tiene d =
deg (ay(T)) raices simples;
entonces el mismo argumento anterior muestra que el Teorema [2.2.1] sigue siendo vélido.
En esta direccién, notar que si ¢(0) # 0 entonces b(y) # 0 para todo v € Zy, por (iii)
del Teorema 2211

En cualquier caso, de la prueba del Teorema se obtiene que

| Zgoal 2 d = deg (a1)



2.2 Sucesiones de cuerpos de funciones. 45

ya que 1; € Zgoq para todo j =1,...,d.

Observacién 2.2.3. La funcién ¢ del Teorema 2.2.Jno es tnica. En efecto, supongamos
que para una sucesién F recursiva de tipo (a,b), existe una funcién ¢ que satisface las
condiciones del Teorema. Consideremos qg = ¢' donde ¢ es una potencia de charF,.
Entonces las condiciones (i), (iv) y (v) del teorema siguen siendo vélidas, ya que no

dependen de ¢, y (ii) y (iii) valen pues para cualquier f € F,(T") se tiene que

Zsop =1 :0(f (1) = 0} = {7 : 6(f (1) = 0} = {7 : &(f (7)) = 0} = Zyoy

y por lo tanto

Zgor = Loy CFy;

Zg0a = Zgoa C Zgop = {7 : #(b(7)) = 0} = Z3,,
Luego, ¢ también satisface las condiciones del Teorema 2.2y como Z doa = Zpoa S€

obtiene el mismo resultado.

Observacién 2.2.4. Consideremos ahora lo siguiente. Supongamos que F es una sucesion
recursiva de tipo (a,b) y supongamos que ¢(T) = 3 ¢; 77 € F,[T] es un polinomio que
satisface las condiciones del Teorema [Z2.1l Consideremos (;:S(T ) =>_c5T7 donde / es un
entero tal que F, C F, C IF;, donde p = char F,.

Si para algin f € F,[T] se tiene que

{f(v) v € Zpos} CFy

entonces vale también que

2
S
=
-~
I
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—

250y
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—~
=
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=
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={v:6(f(7)) =0}
= Z¢of.

Luego, si a y b satisfacen

{a(y) v € Zpoa} CFr y {b(7) 17 € Zpor} C Fe

entonces también se cumplen las hipdtesis del Teorema 221 para ¢ y se obtiene el mismo

resultado.

Ejemplo 2.2.5(Torre BGS de Bezerra-Garcia-Stichtenoth). Esta torre fue considerada
en [BGS05c].

Sea ¢ una potencia de un primo y consideremos el cuerpo finito IF; con [ = ¢3. La torre
BGS denotada G = (Gg, G, Go, . . .) esta definida recursivamente por la ecuacién

l—y 27+x-—1

En este caso tenemos que

Sea

o(T)=T" - T+ 1.

En [BS07], Bassa y Stichtenoth probaron que, en este caso,
T9*+a o(a(T)) = T+l o(b(T)) = (1 — T)q2+q+1 4 Tr12+q+17

Zpoa C F1y |Zgoa| = q(q + 1). Por lo tanto se cumplen las condiciones (ii), (iii) . Las
condiciones (i) y (iv’) se cumplen por la forma en que esté definida la torre y el hecho de
que todas las extensiones satisfacen [G; : Gy] = ¢' para todo i > 0.

Finalmente veamos que se cumple la condicién (v’). Como ¢(0) # 0 sélo tenemos

que probar que &, (1) = le)(l —T) — T1 tiene g raices distintas y esto se ve facilmente
observando que su derivada o/ (T') = ﬁ no tiene raices en comun con (7).

Luego, como se cumplen todas las condiciones del Teorema [2.2.1] tenemos que

|Split(G/Go)| > | Zgoa| = q(q + 1).
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Ejemplo 2.2.6. Sea p un ntimero primo impar y sea g = p?. Consideremos la torre

E = (Ey, Ev, Es, .. .) de cuerpos de funciones sobre F, definida por la ecuacién

2_x2+1
Y= o

Esta torre fue definida en [GSRO3| en donde los autores prueban que la torre es éptima
haciendo uso de ciertas propiedades del llamado polinomio de Deuring. En [Sti09] se
considera como ejemplo y utilizando [Sti09] Corolario 7.2.21] se obtiene que v(£/Ey) > 4,
para el caso en que ¢ = 9.

Veamos que se cumplen las condiciones del Teorema [2.2.1] para calcular una cota
inferior para la tasa de descomposicion para la torre sobre Fy.

En este caso tenemos que

T? +1
a(T) = T? y b(T) = ST

Sea
o(T) =T+ 1.

Se puede verificar facilmente que
o(a(T)) = T?* ¢(b(T)) = (T? + 2T + 2)(T* + T + 2).

Escribimos Fyg = F3(a) con a? = 2a + 1 y por lo tanto Fg = {0, 1, 2, o, a + 1, a +

2, 2a, 2+ 1, 20 + 2}. Entonces tenemos que
Zgoa = {7 €Fo : ¢(a(7)) =0} = {a, a+1, 2a, 2a + 2} C Fy.

Esto nos asegura que se cumplen las condiciones (ii) y (iii). Las condiciones (i) y (iv)
valen por la forma en que esta definida la torre.

Veamos que se cumple la condicién (v). Observar que en este caso el polinomio corres-
pondiente es 7.(T) = a(T) —b(y) = T? — b(7) para todo ¥ € Zyeq, y como su derivada es
o (T) = 2T, que solo se anula en 0, entonces para poder asegurar que o, y su derivada no
tienen raices comunes tenemos que probar que b(7y) # 0 para todo 7 € Zye,. Calculemos

entonces b(7y) para todo los 7 € Zye,.

» b(a) =a+2
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