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T́ıtulo de la Tesis:

Estudio del comportamiento asintótico de torres de
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Caṕıtulo 3. Ramificación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.1 Torres moderadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.2 Subsucesiones y supersucesiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.3 Más ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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RESUMEN

En esta Tesis nos concentramos en obtener resultados estructurales generales sobre el

comportamiento asintótico de sucesiones de cuerpos de funciones sobre cuerpos perfectos

en general y de torres de cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos en particular. En

el Caṕıtulo 1 damos las definiciones básicas y resultados conocidos que se usarán a lo

largo de la presente Tesis. Luego, abordamos el problema de ver bajo qué condiciones

una ecuación del tipo a(y) = b(x), con a y b funciones racionales con coeficientes en

un cuerpo finito, define un torre. En el Caṕıtulo 2 damos condiciones suficientes que

debe cumplir una ecuación del tipo a(y) = b(x), que define expĺıcitamente a una torre

de cuerpos de funciones F = (F0, F1, F2, . . .), para garantizar estimaciones no triviales

del número de lugares racionales N(Fi) que hay en cada etapa Fi. La formulación de

estas condiciones permite una implementación computacional sencilla. Damos ejemplos

concretos mostrando que varios ejemplos conocidos son casos particulares de nuestros

resultados generales.

El estudio de la ramificación de lugares en una torre de cuerpos de funciones es

de importancia central en la teoŕıa general del comportamiento asintótico de torres de

cuerpos de funciones. En particular, la finitud del espacio de ramificación de una torre

determina, en muchos casos, el comportamiento asintótico del género de los cuerpos de

funciones que definen la torre. En el Caṕıtulo 3 estudiamos condiciones para que el espacio

de ramificación de cierta clase de torres de tipo Kummer sea finito. La determinación del

género es esencial para la obtención de estimaciones no triviales de una función que

es objeto de mucha investigación por su importancia en la moderna teoŕıa de códigos

algebraicos. Tal función es conocida como la función de Ihara, que se denota A(q), donde

q es una potencia de un número primo. Como aplicación de los resultados generales

obtenidos, damos una demostración (alternativa a las conocidas) de la no trivialidad
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de A(q) cuando q ≥ 3. También mostramos nuevos ejemplos de torres con espacios de

ramificación finita que dan origen a torres asintóticamente buenas.

Por otra parte, hacemos un estudio de los conceptos de subsucesión y de supersucesión

de una sucesión de cuerpos de funciones, dando un método general para la construcción

de las mismas. Con la construcción de torres y subtorres se encuentran nuevos casos de

torres asintóticamente buenas o malas a partir de casos ya estudiados. Comprobamos que

muchos de los ejemplos conocidos son casos particulares de nuestra construcción.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 damos condiciones generales para determinar si una

sucesión de cuerpos de funciones es asintóticamente mala. Damos varios ejemplos nuevos

de torres asintóticamente malas y mostramos que muchos de los criterios conocidos para

determinar si una torre es asintóticamente mala se obtienen como casos particulares de

nuestros resultados. Damos una nueva demostración de un resultado debido a Garcia,

Stichtenoth y Rück [GSR03] que establece que si cada extensión Fi/F0 es de Galois en

una sucesión F = (F0, F1, F2, . . .) de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K

y el espacio de ramificación es infinito entonces el género de la sucesión es infinito. Esto

implica en particular que F es una torre asintóticamente mala sobre K.

Este resultado es, en realidad, parte de una conjetura debida a Beelen, Garcia y

Stichtenoth [BGS05b] que establece que en el caso de sucesiones recursivas, la infinitud

de su espacio de ramificación implica la infinitud del género de la sucesión.



INTRODUCCIÓN

El estudio del comportamiento asintótico de torres de cuerpos de funciones sobre

cuerpos finitos está motivado, en gran parte, por problemas relativos a la existencia de

códigos lineales con “buenos” parámetros en el sentido que definiremos a continuación.

Sea Fq el cuerpo finito con q elementos. Un código lineal C sobre el alfabeto Fq es un

subespacio lineal de Fn
q , donde los elementos de Fn

q se llaman palabras y los elementos de

C se llaman palabras código. Decimos que n es la longitud del código y que k = dim C
es la dimensión del código (como espacio vectorial sobre Fq). Para a = (a1, a2, . . . , an)

y b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Fn
q , sea d(a, b) = |{i : 1 ≤ i ≤ n, ai 6= bi}|. Esta función d se

llama distancia de Hamming y es una métrica en Fn
q . La distancia mı́nima d(C) de un

código C es la menor distancia de Hamming entre palabras código distintas, es decir,

d(C) = mı́n{d(x, y) : x ∈ C, y ∈ C, x 6= y}. Un [n, k, d]-código C es un código de longitud

n, dimensión k y distancia mı́nima d y un tal código C puede detectar hasta d−1 errores

y corregir hasta ⌊(d−1)/2⌋ errores en cualquier palabra código, donde ⌊x⌋ denota el piso

del número real x, es decir, el mayor entero m tal que m ≤ x. Dado un [n, k, d]−código

C sobre Fq, definimos su tasa de trasmisión de información como R = R(C) = k/n y su

distancia mı́nima relativa como δ = δ(C) = d/n.

Los códigos buenos son aquellos en los cuales tanto la tasa de transmisión de informa-

ción como la distancia mı́nima relativa tienen valores lo más cercanos a 1 posible, ya que

la primera regula la cantidad de mensajes que se pueden enviar con respecto a la longitud

de las palabras necesarias, mientras que la segunda permite corregir un porcentaje positi-

vo de errores por palabra, lo cual es un problema de interés en la teoŕıa de códigos sobre

cuerpos finitos. Sin embargo, estas condiciones son de alguna manera incompatibles ya

que la conocida cota de Singleton establece que para un [n, k, d]−código C se verifica que
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k + d ≤ n+ 1. Por lo tanto, la obtención de buenos códigos requiere realizar un delicado

balance entre estos parámetros.

A principio de la década del 80, Manin [Man81] demostró que existe una función con-

tinua αq : [0, 1] → [0, 1] tal que Uq = {(δ, R) : 0 ≤ δ ≤ 1 y 0 ≤ R ≤ αq(δ)}, donde Uq es

el conjunto de puntos ĺımite del conjunto Vq = {(δ(C), R(C)) : C es un código sobre Fq}.
Se sabe que la función αq es decreciente en el intervalo [0, 1 − q−1], que αq(0) = 1 y

que αq(δ) = 0 para 1 − q−1 ≤ δ ≤ 1, pero su valor en cada punto no se conoce expĺıci-

tamente, solamente se conocen cotas inferiores. La función de Manin es una función de

interés en la teoŕıa de códigos sobre cuerpos finitos pues la existencia de cotas inferiores

para αq garantiza la existencia de códigos largos buenos sobre Fq tales que δ(C) ≈ δ y

R(C) & αq(δ) > 0, para 0 ≤ δ ≤ 1 − q−1, es decir, códigos con longitud arbitrariamente

grande, tasa de transmisión de información positiva y que son capaces de corregir una

buena cantidad de errores por palabra. Si Hq : [0, 1 − q−1] → R es la función entroṕıa

q-aria, definida por

Hq(x) =







0 si x = 0;

x logq(q − 1)− x logq(x)− (1− x) logq(1− x) si x 6= 0.

entonces la versión asintótica de la cota conocida como Gilbert-Varshamov (ver [HK03])

establece que

αq(δ) ≥ 1−Hq(δ) para 0 ≤ δ ≤ 1− q−1.

La existencia de códigos algebraicos cuyos parámetros superan la cota de Gilbert-

Varshamov (ver [Hil86] o [HK03]) era desconocida hasta la década del 80. Ideas de Ma-

nin sobre la existencia de una sucesión de códigos con propiedades asintóticas especiales

permitieron a Tsfasman, Vladut y Zink, con métodos de geometŕıa algebraica, demos-

trar la existencia de códigos cuyos parámetros superaron la cota de Gilbert-Varshamov,

([TVZ82]). Estos códigos se basan en las ideas de Goppa, quien a mediados de la década

del 70, utilizó métodos de geometŕıa algebraica en el contexto de los cuerpos finitos para

la construcción de códigos con interesantes propiedades. La construcción de Goppa (que

apareció por primera vez publicada a principios de la década del 80 en [Gop81]) requiere

disponer de torres de cuerpos de funciones con “muchos” lugares racionales, en el sentido
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de que el número de lugares racionales supere sustancialmente al género, y además que

los cuerpos que componen la torre estén definidos por ecuaciones expĺıcitas.

Sea q una potencia de un primo y sea F/Fq un cuerpo de funciones. Un famoso

resultado de Weil [Wei48] establece que si N(F ) denota al número de lugares racionales

(o lugares de grado uno) y g(F ) denota al género de F/Fq, entonces

|N(F )− (q + 1)| ≤ 2g(F )
√
q.

La desigualdad anterior se conoce como la cota de Hasse-Weil. Una mejora debida a Serre

[Ser83],[Ser85] establece que

|N(F )− (q + 1)| ≤ g(F )⌊2√q⌋.

A principios de la década del 80, Ihara [Iha81] introdujo la función

A(q) = ĺım sup
g→∞

Nq(g)

g

donde Nq(g) es el máximo número de lugares racionales de un cuerpo de funciones sobre

Fq con género g. Esta función representa una cota inferior para la función de Manin, ya

que se puede probar (ver [Sti09, Proposición 8.4.6]) que si A(q) > 1 entonces

αq(δ) ≥ 1−A(q)−1 − δ para todo δ ∈ [0, 1− A(q)−1],

y de ah́ı la importancia de su estudio.

Drinfeld y Vladut [VD83] mostraron que A(q) ≤ √
q−1. Ihara, e independientemente

Tsfasman, Vladut y Zink, mostraron que si q es un cuadrado entonces A(q) =
√
q − 1.

Cuando q no es un cuadrado, el valor exacto de A(q) no se conoce. Sin embargo, Serre

[Ser83] probó que existe una constante c > 0 tal que A(q) ≥ c · log q para todo q. Zink

[Zin85] probó que cuando q = p3 es una potencia cúbica de un primo entonces

A(p3) ≥ 2(p2 − 1)

p+ 2
,

y más tarde, Bezerra, Garcia y Stichtenoth [BGS05c] generalizaron este mismo resultado

para cualquier potencia cúbica. Una manera de obtener cotas inferiores no triviales para

la función de Ihara es a través de la construcción de torres de cuerpos de funciones

asintóticamente buenas sobre Fq (Ver [GS07]).
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Como un primer paso en la construcción de tales torres, es necesario encontrar cotas

inferiores no triviales para el número N(Fi) de lugares racionales de un cuerpo de fun-

ciones Fi/Fq que pertenezca a una sucesión (F0, F1, F2, . . .) de cuerpos de funciones sobre

Fq tales que Fi ( Fi+1. Un método para obtener este tipo de cotas, hace uso del llamado

espacio de descomposición de una sucesión de cuerpos de funciones (Ver Sección 2 del

Caṕıtulo 2).

La Tesis está organizada de la siguiente manera. En el caṕıtulo 1 introducimos las

definiciones y resultados básicos de la teoŕıa de cuerpos de funciones algebraicas y de

sucesiones y torres de cuerpos de funciones. Enunciamos resultados conocidos sobre ra-

mificación de lugares en extensiones de cuerpos de funciones y mostramos algunos resul-

tados asintóticos. En el caso de torres definidas recursivamente por una ecuación de la

forma f(x, y) = 0, donde f ∈ Fq[x, y], no toda elección del polinomio f define una torre.

En la Sección 4 probamos resultados que establecen condiciones suficientes para que un

polinomio de la forma f(x, y) = a1(y)b2(x) − b1(x)a2(y) donde a1 y a2 son polinomios

coprimos entre śı, como aśı también b1 y b2, defina una torre recursiva de cuerpos de

funciones.

En el caṕıtulo 2 mostramos la existencia de una cota inferior para el espacio de

descomposición en función del tamaño de un subconjunto no vaćıo de Σ ⊂ Fq ∪ {∞}
con ciertas propiedades. El objetivo principal en este caṕıtulo es dar condiciones sufi-

cientes para encontrar tal conjunto Σ para una cierta clase de sucesiones de cuerpos

de funciones que llamamos de tipo (a, b). Además, aplicamos los resultados obtenidos

al caso de sucesiones de tipo Kummer sobre el cuerpo Fp con p primo. Este caso es de

interés pues se conocen muy pocos ejemplos de espacios de descomposición no triviales

de una sucesión sobre un cuerpo primo. Los resultados de este caṕıtulo fueron publica-

dos en el Journal of Pure and Applied Algebra ([CT11]) y pueden encontrarse online en

http://dx.doi.org/10.1016/j.jpaa.2011.03.003.

En el caṕıtulo 3 damos condiciones sobre las ecuaciones que definen una sucesión para

obtener torres asintóticamente buenas a través del cálculo del espacio de ramificación.

Utilizando los resultados obtenidos mostramos diferentes ejemplos de torres asintótica-

mente buenas. Además hacemos un estudio general sobre los conceptos de subtorre y de
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supertorre de cuerpos de funciones. Estos conceptos son importantes en cuanto a que defi-

nen si un ejemplo de torre asintóticamente buena puede considerarse nuevo o no. También

son útiles para demostrar si una torre es asintóticamente buena o no, comparándola con

torres ya estudiadas. Damos un método general de construcción de subtorres y mostra-

mos que la mayoŕıa de los ejemplos conocidos son casos particulares de esta construcción.

Uno de los resultados a destacar de este caṕıtulo se encuentra en la Sección 3, donde

mostramos que la ecuación

yq−1 =
xq−1

xq−1 − (x− α)q−1

con α ∈ F∗
q define una sucesión de tipo Kummer con ramificación finita sobre Fq para

todo q ≥ 3. Esta ecuación define una torre asintóticamente buena sobre F2n si n > 1 y

también sobre Fq2 si q = pn con p primo impar y n ≥ 1. De esta manera, presentamos

una demostración alternativa de la no trivialidad de la función de Ihara para potencias

de dos y para potencias pares de primos impares.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4, estudiamos condiciones para que una sucesión recursiva

de cuerpos de funciones sea asintóticamente mala. La principal motivación para este

tipo de enfoque se encuentra en la búsqueda de invariantes que permitan abordar el

problema de la clasificación de torres asintóticamente buenas o malas de tipo Kummer.

Los principales resultados de este Caṕıtulo están enunciados en los Teoremas 4.1.2 y 4.2.1.

En la Proposición 4.1.2 damos condiciones suficientes para que una sucesión recursiva de

cuerpos de funciones sea asintóticamente mala a través de la existencia de un divisor

con ciertas propiedades. Demostramos que con la ayuda de esta proposición se puede

hacer un estudio unificado de varios de los ejemplos existentes en la literatura sobre

torres asintóticamente malas que, debido a las diferentes ecuaciones que definen estas

torres, lucen como ejemplos de muy distinta naturaleza. En el Teorema 4.2.1 damos una

nueva demostración de un resultado debido a Garcia, Stichtenoth y Rück [GSR03] que

establece que si cada extensión Fi/F0 es de Galois en una sucesión F = (F0, F1, F2, . . .) de

cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K y el espacio de ramificación es infinito

entonces el género de la sucesión es infinito. Esto implica en particular que F es una torre

asintóticamente mala sobre K.
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Este resultado es, en realidad, parte de una conjetura debida a Beelen, Garcia y

Stichtenoth [BGS05b] que establece que en el caso de sucesiones recursivas, la infinitud

de su espacio de ramificación implica la infinitud del género de la sucesión.



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

En este Caṕıtulo introducimos las definiciones y resultados básicos de la teoŕıa de

cuerpos de funciones algebraicas y de sucesiones y torres de cuerpos de funciones. Enun-

ciamos resultados sobre ramificación de lugares en extensiones de cuerpos de funciones

y mostramos algunos resultados asintóticos conocidos. Además damos condiciones sufi-

cientes generales para que una sucesión sea una torre de cuerpos de funciones.

1.1. Cuerpos de funciones algebraicas

En esta Sección introduciremos las nociones básicas sobre cuerpos de funciones, las

mismas pueden ser consultadas en [Sti09].

Definición 1.1.1 . Un cuerpo de funciones algebraicas F/K de una variable sobre un

cuerpo K es una extensión de cuerpos F ⊇ K tal que F es una extensión algebraica

finita de K(x) para algún elemento x ∈ F que sea trascendente sobre K.

Por simplicidad, nos referiremos a F/K como un cuerpo de funciones. El conjunto

K̃ := {z ∈ F : z es algebraico sobre K} es un subcuerpo de F , ya que sumas, productos

e inversos de elementos algebraicos son también algebraicos. K̃ se llama cuerpo de cons-

tantes de F/K. Tenemos que K ⊆ K̃ ⊆ F , y se verifica fácilmente que F/K̃ es un cuerpo

de funciones sobre K̃. Decimos que K es algebraicamente cerrado en F (o que K es el

cuerpo total de constantes de F ) si K̃ = K.



2 Preliminares

Definición 1.1.2. Sea F/K un cuerpo de funciones. Un anillo de valuaciones de F/K

es un anillo O ⊆ F tal que:

i) K ( O ( F, y

ii) para cualquier z ∈ F se tiene que z ∈ O o z−1 ∈ O.

Se demuestra en [Sti09, Proposición 1.1.5] que O es un anillo local, es decir, O tiene

un único ideal maximal P .

Teorema 1.1.3. [Sti09, Teorema 1.1.6] Sea O un anillo de valuaciones del cuerpo de

funciones F/K y sea P su único ideal maximal. Entonces:

a) P es un ideal principal.

b) Si P = tO entonces cualquier 0 6= z ∈ F tiene una representación única en la forma

z = tnu para algún n ∈ Z y u ∈ O∗.

c) O es un dominio de ideales principales. Más precisamente, si P = tO y {0} 6= I ⊆ O
es un ideal entonces I = tnO para algún n ∈ N.

Definición 1.1.4. Un lugar (o lugar) P del cuerpo de funciones F/K es el ideal maximal

de algún anillo de valuaciones O de F/K. Cualquier elemento t ∈ P tal que P = tO se

llama elemento primo (o parámetro local) para P .

Cada anillo de valuaciones determina un único lugar y rećıprocamente, cada lugar

determina un único anillo de valuaciones, por lo tanto decimos que OP es el anillo de

valuaciones del lugar P .

El conjunto de lugares de F/K se denota por P(F ). Podemos omitir el cuerpo base,

K, en esta notación pues para cada lugar P de F/K se puede probar que K̃ ⊆ OP .

Una segunda descripción de un lugar, que resulta de utilidad en muchos casos, está da-

da en términos de valuaciones.

Definición 1.1.5. Una valuación discreta de F/K es una función v : F → Z∪ {∞} con

las siguientes propiedades:

(1) v(x) = ∞ si y sólo si x = 0.

(2) v(xy) = v(x) + v(y) para todo x, y ∈ F .
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(3) v(x+ y) ≥ mı́n{v(x), v(y)} para todo x, y ∈ F.

(4) Existe un elemento z ∈ F con v(z) = 1.

(5) v(a) = 0 para todo 0 6= a ∈ K.

En este contexto el śımbolo ∞ representa algún elemento que no está en Z tal que

∞+∞ = ∞+n = n+∞ = ∞ y ∞ > m para todo m,n ∈ Z. De las propiedades (2) y (4)

se obtiene que v : F → Z ∪ {∞} es sobreyectiva. La propiedad (3) se llama Desigualdad

Triangular .

Una versión más fuerte de la Desigualdad Triangular puede ser derivada de los axiomas

y es en general de mucha utilidad.

Lema 1.1.6. [Sti09, Lema 1.1.11](Desigualdad Triangular Estricta) Sea v una valuación

discreta de F/K y sean x, y ∈ F con v(x) 6= v(y). Entonces

v(x+ y) = mı́n{v(x), v(y)}.

Definición 1.1.7. Para un lugar P ∈ P(F ) asociamos una función vP : F → Z∪{∞} de

la siguiente manera: sea t un elemento primo para P . Entonces todo 0 6= z ∈ F tiene una

representación única z = tnu con u ∈ O∗
P y n ∈ Z. Definimos vP (z) := n y vP (0) := ∞.

Teorema 1.1.8 . [Sti09, Teorema 1.1.13] Sea F/K un cuerpo de funciones. Para un

lugar P ∈ P(F ), la función vP de la definición anterior es una valuación discreta de

F/K. Más aún, tenemos que

OP = {z ∈ F : vP (z) ≥ 0},

O∗
P = {z ∈ F : vP (z) = 0},

P = {z ∈ F : vP (z) > 0}.

Sea P un lugar de F/K y seaOP su anillo de valuaciones. Como P es un ideal maximal,

el anillo de clases residuales OP/P es un cuerpo que contiene una copia isomorfa de K.

Para x ∈ OP denotamos por x(P ) a la clase de residuos módulo P , para x ∈ F \ OP

definimos x(P ) = ∞.

Definición 1.1.9. Sea P ∈ P(F ).
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(a) FP := OP/P es el cuerpo de clases residuales de P . La función

F −→ FP ∪ {∞}
x 7−→ x(P )

es llamada función de clases residuales.

(b) Definimos el grado de P como deg P := [FP : K]. Un lugar de grado uno, se dice

que es un lugar racional de F/K.

El grado de un lugar es siempre finito, más aún, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.1.10. [Sti09, Proposición 1.1.15] Si P es un lugar de F/K y 0 6= x ∈ P

entonces

deg P ≤ [F : K(x)] <∞.

Observación 1.1.11. Para el caso en que deg P = 1 tenemos que FP = K, y la función

de clases residuales, aplica F en K∪{∞}. En particular, si K es algebraicamente cerrado,

todos los lugares son de grado uno, y por lo tanto se puede mirar a cada elemento z ∈ F

como una función

z : P(F ) −→ K ∪ {∞}
P 7−→ z(P ).

Es por esto que F/K se dice que es un cuerpo de funciones. Los elementos de K inter-

pretados como funciones son funciones constantes. Por esta razón K se llama el cuerpo

de constantes de F .

Definición 1.1.12. Sea z ∈ F y P ∈ P(F ). Decimos que P es un cero de orden m de z

si vP (z) = m > 0. Decimos que P es un polo de orden m de z si vP (z) = m < 0.

Observación 1.1.13 . [Sti09, Corolario 1.3.4] En un cuerpo de funciones F/K todo

elemento 0 6= z ∈ F tiene una cantidad finita de ceros y de polos.

Es conveniente en este punto, suponer que el cuerpo baseK es algebraicamente cerrado

en el cuerpo de funciones F (es decir, K̃ = K), por lo tanto de ahora en adelante

supondremos que tenemos esta condición en la definición de cuerpo de funciones.
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Definición 1.1.14. El grupo abeliano libre generado por los lugares de F se denomina

grupo de divisores de F/K y lo denotamos por DF , es decir,

DF =







∑

P∈P(F )

nPP : nP ∈ Z y casi todo1 nP = 0







.

Los elementos de DF se llaman divisores de F/K. Si D =
∑

P∈P(F )

nPP ∈ DF el soporte

de D se define como

suppD := {P ∈ P(F ) : nP 6= 0}.

Un divisor de la forma D = P con P ∈ P(F ) se dice que es un divisor primo. Dos

divisores D1 =
∑

nPP y D2 =
∑

mPP se suman coeficiente a coeficiente,

D1 +D2 =
∑

P∈P(F )

(nP +mP )P.

El elemento neutro del grupo de divisores DF es el divisor

0 :=
∑

P∈P(F )

rPP,

con rP = 0 para todo P ∈ P(F ).
Para Q ∈ P(F ) y D =

∑

nPP ∈ DF definimos vQ(D) := nQ, por lo tanto

suppD = {P ∈ P(F ) : vP (D) 6= 0} y D =
∑

P∈P(F )

vP (D)P.

Definimos un orden parcial en DF de la siguiente manera

D1 ≤ D2 si y sólo si vP (D1) ≤ vP (D2) para todo P ∈ P(F ).

Si D1 ≤ D2 y D1 6= D1 escribiremos que D1 < D2. Un divisor D se llama positivo (o

efectivo) si D ≥ 0.

El grado de un divisor D se define como

deg D :=
∑

P∈P(F )

vP (D)deg P.

Por la Observación 1.1.13, sabemos que todo elemento no nulo z ∈ F tiene una

cantidad finita de ceros y polos en P(F ). Por lo tanto la siguiente definición tiene sentido.

1Una propiedad en Z se dice que vale para casi todo entero si vale para todos los enteros excepto un

número finito de ellos.



6 Preliminares

Definición 1.1.15. Sea 0 6= z ∈ F y denotemos por Z al conjunto de ceros (resp. N al

conjunto de polos) de z en P(F ). Entonces definimos

(z)0 :=
∑

P∈Z

vP (z)P, el divisor de ceros del elemento z,

(z)∞ :=
∑

P∈N

(−vP (z))P, el divisor de polos del elemento z,

(z) := (z)0 − (z)∞, el divisor principal del elemento z.

Teorema 1.1.16. [Sti09, Teorema 1.4.11] Sea z ∈ F \K. Entonces

deg (z)0 = deg (z)∞ = [F : K(z)].

En particular, todos los divisores principales tienen grado cero.

Definición 1.1.17 . Para un divisor D ∈ DF definimos el espacio de Riemann-Roch

asociado a D por

L(D) := {x ∈ F : vP (x) ≥ −vP (D)} ∪ {0}.

El espacio de Riemann-Roch, es un espacio vectorial de dimensión finita sobre K,

cuya dimensión se denota por ℓ(D).

Definición 1.1.18. El género g de un cuerpo de funciones se define como

g = máx{deg D − ℓ(D) + 1 : D ∈ DF}.

El género es uno de los invariantes más importantes de un cuerpo de funciones, se

puede probar que existe y que es un entero no negativo, (ver [Sti09, Proposición 1.4.14]).

1.2. Extensiones algebraicas y ramificación

De aqúı en adelante K denotará un cuerpo perfecto2. Sea F/K un cuerpo de funciones

y sea F ′ una extensión algebraica de F tal que la extensión F ′/K es separable. Entonces

F ′ es un cuerpo de funciones sobre K ′ donde K ′ es una clausura algebraica de K en F ′.

2Un cuerpo K se dice perfecto si toda extensión algebraica L/K es separable. En particular, los

cuerpos de caracteŕıstica cero y los cuerpos finitos son cuerpos perfectos
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Definición 1.2.1. Si P ∈ P(F ) y Q ∈ P(F ′) decimos que Q divide a P o que Q está arriba

de P si P ⊂ Q, y lo denotamos Q|P .

Se puede probar (ver [Sti09, Proposición 3.1.4]) que Q|P es equivalente a la existencia

de un entero e ≥ 1 tal que vQ(x) = e vP (x) para todo x ∈ F , y además Q ∩ F = P .

Definición 1.2.2. Sean P ∈ P(F ) y Q ∈ P(F ′) tales que Q está arriba de P .

(a) El ı́ndice de ramificación e(Q|P ) de Q sobre P se define como el único entero

e(Q|P ) := e que satisface

vQ(x) = e vP (x).

(ver [Sti09, Definición 3.1.5])

(b) Decimos que Q|P está ramificado si e(Q|P ) > 1, y que Q|P no ramifica si e(Q|P ) = 1.

Decimos que un lugar P ∈ P(F ) está ramificado en F ′/F si existe Q ∈ P(F ′) tal que

Q|P y Q|P ramifica, en caso contrario decimos que P no ramifica en F ′/F .

(c) f(Q|P ) := [F ′
Q : FP ] es el grado de inercia (o grado relativo) de Q sobre P .

Si F ′/F es una extensión algebraica separable y Q ∈ P(F ′) entonces la restricción

Q ∩ F de Q a F es un lugar de F .

Si F ′′/F ′ es otra extensión algebraica separable, y P ∈ P(F ), Q ∈ P(F ′) y R ∈ P(F ′′)

son tales que R|Q y Q|P entonces tenemos que R|P valen

e(R|P ) = e(R|Q)e(Q|P ) y f(R|P ) = f(R|Q)f(Q|P ).

Con las definiciones anteriores estamos en condiciones de probar el siguiente lema que

será de utilidad en el Caṕıtulo 4 cuando trabajemos con extensiones isomorfas de cuerpos

de funciones y en particular con torres de cuerpos de funciones.

Lema 1.2.3. Sea F un cuerpo de funciones sobre K y sean H y H ′ extensiones de F de

manera que exista un K-isomorfismo de cuerpos, σ : H → H ′, y sea F ′ = σ(F ). Entonces

tenemos que

1. Si Q es un lugar de H entonces σ(Q) = {σ(x) : x ∈ Q} es un lugar de H ′ y

σ(OQ) = Oσ(Q).

2. Si 0 6= z ∈ H ′ entonces vσ(Q)(z) = vQ(σ
−1(z)).
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3. Si Q ∈ P(H), P ∈ P(F ) y Q|P entonces σ(Q)|σ(P ). Más aún, e(σ(Q)|σ(P )) =
e(Q|P ) y f(σ(Q)|σ(P )) = f(Q|P ).

Demostración. 1. Probemos primero que σ(Q) es un lugar. Para ello vamos a mos-

trar que σ(OQ) es un anillo de valuaciones de H ′ y que σ(Q) = σ(OQ) \ (σ(OQ))
∗.

Como σ es un homomorfismo de cuerpos, entonces σ(OQ) es un anillo de H ′. Clara-

mente, σ(OQ)  H ′ (pues en caso contrario tendŕıamos que OQ = σ−1(H ′) = H lo cuál

es absurdo).

De manera similar, para probar que K  σ(OQ), basta con probar que K ⊂ σ(OQ)

(pues en otro caso tendŕıamos un absurdo). Ahora, como K ⊂ OQ y σ(K) = K entonces

K = σ(K) ⊂ σ(OQ).

Luego K  σ(OQ)  H ′.

Sea ahora 0 6= z ∈ H ′ tal que z 6∈ σ(OQ). Sea 0 6= y ∈ H tal que σ(y) = z. Como

z 6∈ σ(OQ) entonces y 6∈ OQ y como OQ es un anillo de valuaciones en H , tenemos que

y−1 ∈ OQ. Luego

z−1 = (σ(y))−1 = σ(y−1) ∈ σ(OQ).

Tenemos entonces que σ(OQ) es un anillo de valuaciones de H ′.

Observemos ahora que en general, si A es un anillo en H ′ entonces (σ(A))∗ = σ(A∗).

En efecto,

(σ(A))∗ = {σ(a) : a ∈ A y ∃σ(b) ∈ σ(A) : σ(a)σ(b) = 1}

y como

σ(a)σ(b) = 1 ⇔ σ(ab) = 1 ⇔ ab = 1

entonces (σ(A))∗ = σ(A∗).

Luego,

σ(OQ) \ (σ(OQ))
∗ = σ(OQ) \ σ(O∗

Q) = σ(OQ \ O∗
Q) = σ(Q)

y por lo tanto σ(Q) es un lugar de H ′ y σ(OQ) = Oσ(Q).

2. Sea t un elemento primo de Q, es decir Q = tOQ. Entonces σ(Q) = σ(t)σ(OQ) =

σ(t)Oσ(Q) y por lo tanto σ(t) es un elemento primo de σ(Q).
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Sea 0 6= z ∈ H ′ y sea 0 6= y ∈ H el único elemento tal que z = σ(y). Como y 6= 0

existen n ∈ Z y u ∈ O∗
Q tales que y = tnu, y por lo tanto vQ(y) = n.

Entonces

z = σ(y) = σ(tnu) = σ(t)nσ(u)

con σ(u) ∈ O∗
σ(Q) y por lo tanto vσ(Q)(z) = n. Luego,

vσ(Q)(z) = n = vQ(y) = vQ(σ
−1(z)).

3. Consideremos ahora la siguiente situación

H ′H

F σ(F ) P σ(P )

Q σ(Q)
σ σ

Como Q|P entonces P ⊂ Q y tenemos que σ(P ) ⊂ σ(Q). Luego σ(Q)|σ(P ).
Para probar que los ı́ndices de ramificación coinciden, recordemos que e(σ(Q)|σ(P ))

es el único entero mayor o igual a 1 que satisface

vσ(Q)(z) = e(σ(Q)|σ(P ))vσ(P )(z)

para todo 0 6= z ∈ H ′.

Pero si 0 6= z ∈ H ′ entonces

vσ(Q)(z) = vQ(σ
−1(z)) = e(Q|P )vP (σ−1(z)) = e(Q|P )vσ(P )(z).

Luego, e(σ(Q)|σ(P )) = e(Q|P ).
Finalmente para probar la igualdad de los ı́ndices de inercia consideremos la aplicación

σ̃ : OQ/Q −→ σ(OQ)/σ(Q)

z +Q 7−→ σ(z) + σ(Q)

Entonces σ̃ es un isomorfismo de cuerpos y tenemos que

f(Q|P ) = [OQ/Q : OP/P ]

= [σ(OQ)/σ(Q) : σ(OP )/σ(P )]

= [Oσ(Q)/σ(Q) : Oσ(P )/σ(P )]
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= f(σ(Q)|σ(P )).

�

A continuación mencionamos algunos de los resultados conocidos más importantes

sobre extensiones de cuerpos de funciones, que serán de utilidad más adelante.

Teorema 1.2.4. [Sti09, Teorema 3.1.11](Igualdad Fundamental) Si F ′/F es una exten-

sión finita de cuerpos de funciones y P ∈ P(F ) entonces
∑

Q∈P(F ′)
Q|P

e(Q|P )f(Q|P ) = [F ′ : F ].

Definición 1.2.5. Sea F ′/F una extensión finita de cuerpos de funciones de grado n y

sea P ∈ P(F ).

(a) Decimos que P se descompone completamente en la extensión F ′/F si existen exac-

tamente n lugares distintos de F ′ arriba de P . En este caso se tiene que e(Q|P ) =
f(Q|P ) = 1 para todo Q|P .

(b) Si existe un lugar Q ∈ P(F ′) tal que e(Q|P ) = n entonces decimos que el lugar P es

totalmente ramificado en la extensión F ′/F . En este caso se tiene que hay un único

lugar de F ′ arriba de P . La rećıproca es cierta si f(Q|P ) = 1.

El siguiente resultado establece un criterio muy útil para chequear la irreducibilidad

de ciertos polinomios sobre un cuerpo de funciones. Un caso especial de la siguiente

proposición se conoce como el Criterio de Irreducibilidad de Eisenstein.

Proposición 1.2.6 . [Sti09, Proposición 3.1.15] Sea F/K un cuerpo de funciones y

consideremos el polinomio

ϕ(T ) = anT
n + an−1T

n−1 + · · ·+ a1T + a0

con coeficientes ai ∈ F . Supongamos que existe un lugar P ∈ P(F ) tal que una de las

siguientes condiciones vale:

(1) vP (an) = 0, vP (ai) ≥ vP (a0) > 0 para i = 1, . . . , n− 1, y mcd(n, vP (a0)) = 1.
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(2) vP (an) = 0, vP (ai) ≥ vP (a0) > 0 para i = 1, . . . , n − 1, mcd(n, vP (a0)) = 1 y

vP (a0) < 0.

Entonces ϕ(T ) es irreducible en F [T ]. Si F ′ = F (y) donde y es una ráız de ϕ(T ), entonces

P tiene una única extensión P ′ ∈ P(F ′), y tenemos que e(P ′|P ) = n y f(P ′|P ) = 1, es

decir, P es totalmente ramificado en F (y)/F .

En varios resultados de esta Tesis vamos a generar extensiones de cuerpos de funciones,

adjuntando a un cuerpo un elemento integral sobre un anillo de valuaciones de ese cuerpo.

El siguiente resultado, da un criterio de integrabilidad utilizando el polinomio mı́nimo

del elemento a adjuntar.

Proposición 1.2.7 . [Sti09, Proposición 3.3.1] Sea F/K un cuerpo de funciones con

cuerpo total de constantes K y sea F ′ ⊇ F una extensión de cuerpos finita. Sea R un

subanillo de F/K integralmente cerrado tal que F es el cuerpo cociente de R (es decir,

R es un anillo de holomorf́ıa de F/K). Para z ∈ F ′ denotemos por ϕ(T ) ∈ F [T ] a su

polinomio mı́nimo sobre F . Entonces tenemos que

z es integral sobre R ⇐⇒ ϕ(T ) ∈ R[T ].

Para determinar el comportamiento de la ramificación de un lugar en ciertas exten-

siones el Teorema de Kummer que enunciamos a continuación es en general de utilidad.

Observar que si ψ(T ) =
∑

ciT
i es un polinomio con coeficientes ci ∈ OP entonces deno-

tamos por ψ(T ) al polinomio

ψ(T ) :=
∑

ci(P )T
i ∈ FP [T ].

Teorema 1.2.8. [Sti09, Teorema 3.3.7](Teorema de Kummer) Sea F/K un cuerpo de

funciones. Supongamos que F ′ = F (y) donde y es un elemento integral sobre OP , y

consideremos el polinomio mı́nimo ϕ(T ) ∈ OP [T ] de y sobre F . Sea

ϕ(T ) =
r
∏

i=1

γi(T )
ǫi

la descomposición de ϕ(T ) en factores irreducibles sobre FP (es decir, los polinomios

γ1(T ), . . . , γr(T ) son irreducibles, mónicos y distintos dos a dos en FP [T ] y ǫi ≥ 1).
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Elijamos polinomios mónicos ϕi(T ) ∈ OP [T ] con

ϕ(T ) = γi(T ) y deg (ϕi(T )) = deg (γi(T )).

Entonces para 1 ≤ i ≤ r, hay lugares Pi ∈ P(F ′) que satisfacen

Pi|P, ϕi(y) ∈ Pi y f(Pi|P ) ≥ deg (γi(T )).

Más aún Pi 6= Pj para i 6= j.

Bajo hipótesis adicionales se puede probar más. Supongamos que al menos una de las

siguientes hipótesis (∗) o (∗∗) vale:

ǫi = 1 para i = 1, . . . , r; (∗)

o

{1, y, . . . , yn−1} es una base integral para P. (∗∗)

Entonces para 1 ≤ i ≤ r existe exactamente un lugar Pi ∈ P(F ′) con Pi|P y ϕi(y) ∈ Pi.

Cada extensión Pi|P es no ramificada y satisface f(Pi|P ) = deg γi (y por lo tanto, por

la igualdad fundamental los lugares P1, . . . , Pr son exactamente los lugares de P(F ′) que

dividen a P ).

El diferente de F ′/F es un divisor que se define de la siguiente manera:

Diff(F ′/F ) :=
∑

P∈P(F )

∑

Q|P

d(Q|P )Q,

donde d(Q|P ) es un entero no negativo uńıvocamente definido por P y Q llamado ex-

ponente diferente, (ver [Sti09, Sección 3.4]). Este divisor tiene un papel destacado en el

cálculo del género en extensiones finitas y separables de cuerpos de funciones.

Para poder determinar expĺıcitamente o, al menos, poder encontrar cotas para la Di-

ferente, es necesario tener algún control sobre los exponentes diferentes involucrados. El

siguiente teorema relaciona el exponente diferente con el ı́ndice de ramificación permi-

tiendo en muchos casos obtener aproximaciones y cotas del diferente.
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Teorema 1.2.9. [Sti09, Teorema 3.5.1](Teorema del diferente de Dedekind) Siguiendo

la notación anterior tenemos que para todo Q|P

d(Q|P ) ≥ e(Q|P )− 1,

y la igualdad vale si y sólo si e(Q|P ) no es divisible por la caracteŕıstica de Fq.

El siguiente resultado relaciona el exponente diferente de una extensión de cuerpos

con los exponentes diferentes de extensiones intermedias.

Proposición 1.2.10 . [Sti09, Corolario 3.4.12](Transitividad del exponente diferente)

Sean F ′′/F ′ y F ′/F extensiones finitas y separables, donde F es un cuerpo de funciones

sobre K. Entonces, para P ∈ P(F ), Q ∈ P(F ′), y R ∈ P(F ′′) tales que P ⊂ Q ⊂ R

tenemos que

d(R|P ) = e(R|Q)d(Q|P ) + d(R|Q).

La llamada Fórmula del género de Hurwitz establece una importante relación entre

los géneros de los cuerpos de funciones involucrados.

Teorema 1.2.11. [Sti09, Teorema 3.4.13](Fórmula del género de Hurwitz) Sea F/K un

cuerpo de funciones sobre K y sea F ′/F una extensión finita y separable. Denotemos por

K ′ al cuerpo de constantes de F ′. Entonces

2g(F ′)− 2 =
[F ′ : F ]

[K ′ : K]
(2g(F )− 2) + deg Diff(F ′/F ),

donde Diff(F ′/F ) denota al diferente de F ′/F .

Para calcular el género de un cuerpo de funciones F sobre un cuerpo K, se puede

reemplazar el cuerpo base K por cualquier extensión algebraica de éste, siempre que K

sea un cuerpo perfecto (ver [Sti09, Teorema 3.6.3]). En particular, para cuerpos finitos

tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.2.12. Sea F/Fq un cuerpo de funciones y sea F′
q una extensión algebraica

de Fq. Consideremos la extensión de cuerpos constante F ′ = F F′
q. Entonces F

′ es un

cuerpo de funciones sobre F′
q. Más aún, todo lugar P ∈ P(F ) no ramifica en F ′/F y se

tiene que g(F ′) = g(F ).
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Sean Q y P lugares tales que Q|P . Decimos que Q|P es moderadamente ramificado

si char Fq no divide a e(Q|P ); en otro caso decimos que Q|P tiene ramificación salvaje o

no moderada.

El siguiente resultado fundamental permite determinar el ı́ndice de ramificación de una

composición de dos cuerpos de funciones utilizando la información sobre la ramificación

en cada cuerpo siempre que en uno de ellos la ramificación sea moderada.

Proposición 1.2.13. [Sti09, Teorema 3.9.1](Lema de Abhyankar) Sea F ′/F una exten-

sión finita y separable de cuerpos de funciones y supongamos que F ′ es la composición

de dos cuerpos intermedios F ⊂ F1, F2 ⊂ F ′. Sea Q ∈ P (F ′) una extensión de P ∈ P(F )
y denotemos por Pi = Q ∩ Fi para i = 1, 2. Si una de las extensiones P1|P o P2|P es

moderada entonces

e(Q|P ) = mcm(e(P1|P ), e(P2|P )).

Enunciamos ahora un resultado sobre la ramificación en una clase especial de exten-

siones de cuerpos de funciones llamadas extensiones de Kummer, ya que trabajaremos

con extensiones de este tipo en el Caṕıtulo 2.

Teorema 1.2.14. [Sti09, Proposición 3.7.3](Extensiones de Kummer) Sea F/K un cuer-

po de funciones algebraicas donde K contiene una ráız n-ésima primitiva de la unidad

(con n > 1 y mcd(n, charK) = 1). Supongamos que u ∈ F es un elemento que satisface

u 6= wd para todo w ∈ F y d|n, d > 1.

Sea

F ′ = F (y) con yn = u.

La extensión F ′/F se llama extensión de Kummer de F . Tenemos entonces que:

1. El polinomio Φ(T ) = T n − u es el polinomio mı́nimo de y sobre F (en particular

es irreducible sobre F ). La extensión F ′/F es una extensión de Galois de grado

[F ′ : F ] = n; su grupo de Galois es ćıclico y los automorfismos de F ′/F están

dados por σ(y) = ζ y donde ζ ∈ Fq es una n-ésima ráız de la unidad.
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2. Sea P ∈ P(F ) y Q ∈ P(F ′) una extensión de P . Entonces

e(Q|P ) = n

rP
y d(Q|P ) = n

rP
− 1,

donde

rP := mcd(n, vP (u)) > 0

es el máximo común denominador de n y vP (u).

3. Si K ′ denota el cuerpo de constantes de F ′ entonces

g(F ′) = 1 +
n

[K ′ : K]



g(F )− 1 +
1

2

∑

P∈P(F )

(

1− rP
n

)

deg P



 .

Corolario 1.2.15 . Sea F/K un cuerpo de funciones y sea F ′ = F (y) con yn = u y

u ∈ F , donde n 6≡ 0 mód charK y K contiene una n-ésima ráız primitiva de la unidad.

Supongamos que existe un lugar Q ∈ P(F ) tal que mcd(vQ(u), n) = 1. Entonces K es el

cuerpo total de constantes del cuerpo F ′, la extensión F ′/F es ćıclica de grado n, y

g(F ′) = 1 + n(g(F )− 1) +
1

2

∑

P∈P(F )

(n− rP )deg P.

Observación 1.2.16. Los resultados de la Proposición 1.2.14 y del Corolario 1.2.15 valen

incluso si K no contiene una n-ésima ráız primitiva de la unidad. En este caso F (y)/F

ya no será, en general, una extensión de Galois. En el caso de una extensión cuadrática

śı lo es.

Teniendo en cuenta la observación anterior, damos la siguiente definición.

Definición 1.2.17. Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas y sea n > 1 un entero

coprimo con la caracteŕıstica de K. Supongamos que u ∈ F es un elemento que satisface

u 6= wd para todo w ∈ F y d|n, d > 1.

Sea

F ′ = F (y) con yn = u.

En este caso decimos que la extensión F ′/F es un extensión de tipo Kummer de F .
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Para finalizar esta Sección damos algunos resultados sobre otra clase especial de ex-

tensiones con las cuales también trabajaremos en esta Tesis, las extensiones de tipo Artin-

Schreier. Antes de enunciar el teorema principal de la teoŕıa de este tipo de extensiones

necesitamos un lema previo.

Lema 1.2.18 . [Sti09, Lema 3.7.7] Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas con

caracteŕıstica p > 0. Dado un elemento u ∈ F y un lugar P ∈ P(F ), lo siguiente vale:

(a) o bien existe un elemento z ∈ F tal que vP (u− (zp − z)) ≥ 0,

(b) o bien para algún z ∈ F ,

vP (u− (zp − z)) = −m < 0 con m 6≡ 0 mód p.

En el último caso el entero m está uńıvocamente determinado por u y P , de la siguiente

manera

−m = máx{vP (u− (wp − w)) : w ∈ F}.

Teorema 1.2.19 . [Sti09, Proposición 3.7.8](Extensiones de Artin-Schreier) Sea F/K

un cuerpo de funciones algebraicas con caracteŕıstica p > 0. Supongamos que u ∈ F es

un elemento que satisface la siguiente condición:

u 6= wp − w para todo w ∈ F.

Sea

F ′ = F (y) con yp − y = u.

Una extensión F ′/F de este tipo se llama extensión de Artin-Schreier de F . Para P en

P(F ) definimos el entero mP por

mP :=



















m si existe un elemento z ∈ F que satisfaga

vP (u− (zp − z)) = −m < 0 con m 6≡ 0 mód p.

−1 si vP (u− (zp − z)) ≥ 0 para algún z ∈ F.

(Observar que mP está bien definido por el Lema 1.2.18). Entonces tenemos que:

(a) F ′/F es una extensión ćıclica de Galois de grado p. Los automorfismos de F ′/F están

dados por σ(y) = y + ν, con ν = 0, 1, . . . , p− 1.

(b) P es no ramificado en F ′/F si y sólo si mP = −1.
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(c) P es totalmente ramificado en F ′/F si sólo si mP > 0. Denotemos por P ′ al único

lugar de F ′ arriba de P . Entonces el exponente diferente d(P ′|P ) está dado por

d(P ′|P ) = (p− 1)(mP − 1).

(d) Si al menos un lugar Q ∈ P(F ) satisface mP > 0, entonces K es algebraicamente

cerrado en F ′ y

g′ = p · g + p− 1

2



−2 +
∑

P∈P(F )

(mP + 1)deg P



 ,

donde g′ (resp. g) es el género de F ′/K (resp. F/K).

1.3. Torres de cuerpos de funciones

La construcción de cuerpos de funciones con una cantidad creciente de lugares racio-

nales tiene un papel importante en la teoŕıa algebraica de códigos, (ver [Sti09], [TV91]).

En esta dirección, si denotamos por N(F ) al número de lugares racionales y por g(F ) al

género de un cuerpo de funciones F/K, tenemos el siguiente resultado que fue probado

primero por H. Hasse [Has34] en el caso g(F ) = 1, y luego por A. Weil [Wei48] en el

caso general.

Teorema 1.3.1. Sea F/Fq un cuerpo de funciones sobre el cuerpo finito Fq. Entonces

|N(F )− (q + 1)| ≤ 2g(F )
√
q.

La desigualdad anterior se conoce como la cota de Hasse-Weil. Hay una mejora debida

a Jean-Pierre Serre que establece que

|N(F )− (q + 1)| ≤ g(F )⌊2√q⌋,

donde ⌊x⌋ denota el piso del número real x, es decir, el mayor entero m tal que m ≤ x.

Los cuerpos de funciones con muchos lugares racionales, obtuvieron mucha atención

en temas relacionados con cuerpos de funciones globales luego de que Ihara [Iha81]

introdujera la función

A(q) = ĺım sup
g→∞

Nq(g)

g
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donde Nq(g) es el máximo número de lugares racionales de un cuerpo de funciones sobre

Fq con género g.

Drinfeld y Vladut [VD83] mostraron que A(q) ≤ √
q−1. Ihara, e independientemente

Tsfasman, Vladut y Zink, mostraron que si q es un cuadrado entonces A(q) =
√
q − 1.

Cuando q no es un cuadrado, el valor exacto de A(q) no se conoce. Sin embargo, Serre

[Ser83] probó que existe una constante c > 0 tal que A(q) ≥ c · log q para todo q. Zink

[Zin85] probó que cuando q = p3 es una potencia cúbica de un primo entonces

A(p3) ≥ 2(p2 − 1)

p+ 2
,

y más tarde, Garcia, Stichtenoth y Thomas [GST97] generalizaron este mismo resultado

para cualquier potencia cúbica. Una manera de obtener cotas inferiores no triviales para

la función de Ihara es a través de la construcción de torres de cuerpos de funciones

asintóticamente buenas sobre Fq (Ver [GS07]).

Definición 1.3.2. Una sucesión de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K es

una sucesión infinita F = (F0, F1, F2, . . .) de cuerpos de funciones sobre K de manera

que se cumplan las siguientes propiedades:

(i) F0  F1  F2  · · · , y
(ii) la extensión Fi+1/Fi es finita y separable para todo i ≥ 0.

Si además se cumple que:

(iii) K es el cuerpo total de constantes de cada Fi; es decir, el cuerpo K debe ser

algebraicamente cerrado en Fi para cada i ≥ 0, y

(iv) el género satisface g(Fi) → ∞ para i→ ∞;

entonces decimos que la sucesión F es un torre de cuerpos de funciones sobre K.

Observación 1.3.3 . La condición (iv) se obtiene de las condiciones (i), (ii) y de la

siguiente condición que es levemente más débil:

(iv’) existe i0 ≥ 0 tal que g(Fi0) > 1.

En efecto, por la fórmula del género de Hurwitz, tenemos que

g(Fi+1)− 1 ≥ [Fi+1 : Fi](g(Fi)− 1) ∀ i.
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Como g(Fi0) > 1 y [Fi+1 : Fi] > 1, entonces

g(Fi0) < g(Fi0+1) < g(Fi0+2) < · · · ,

y por lo tanto g(Fi) → ∞ para i→ ∞.

Definición 1.3.4. Decimos que una sucesión F = (F0, F1, F2, . . .) de cuerpos de funciones

sobre K es recursiva si existe una sucesión {xi}∞i=0 de elementos trascendentes sobre K

y un polinomio (separable)

f(x, y) ∈ K[x, y],

tales que

(i) F0 = K(x0);

(ii) Fi+1 = Fi(xi+1) donde xi+1 es un cero de f(xi, y) ∈ Fq[y], es decir, f(xi, xi+1) = 0

para i ≥ 0.

Asociado a una sucesión recursiva F = (F0, F1, F1, . . .) de cuerpos de funciones Fi so-

breK tenemos el denominado cuerpo de funciones básico K(x, y) donde x es trascendente

sobre K y f(x, y) = 0.

En general, trabajaremos con sucesiones recursivas F sobre Fq donde f(x, y) es de la

forma

f(x, y) := a1(y)b2(x)− a2(y)b1(x),

con a1(T ), a2(T ), b1(T ) y b2(T ) ∈ Fq[T ] tales que

mcd(a1, a2) = mcd(b1, b2) = 1.

En este caso diremos que F es una sucesión recursiva de cuerpos de funciones sobre Fq

de tipo (a, b), o simplemente una sucesión recursiva de tipo (a, b), para hacer referencia

a las funciones racionales

a(T ) :=
a1(T )

a2(T )
y b(T ) :=

b1(T )

b2(T )
,

que generan la sucesión.

Otra manera usual de hacer referencia a esta situación es decir que la ecuación

a(y) = b(x)
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define una sucesión recursiva F = (F0, F1, . . .) de cuerpos de funciones sobre Fq.

Notar que de la definición de sucesión recursiva tenemos que cada extensión Fi+1/Fi

es finita, pues [Fi+1 : Fi] ≤ deg T (f(xi, T )). Además

Fi = K(x0, . . . , xi) para i ≥ 0,

y por lo tanto

F0 = K(x0) ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fi ⊂ Fi+1 ⊂ · · · .

Entonces para probar que una sucesión recursiva de cuerpos de funciones sobre K es

una torre basta que mostrar que:

(i) K es el cuerpo total de constantes de todos los Fi.

(ii) g(Fi0) > 1 para algún i0.

La siguiente proposición de [Sti09, Proposición 7.2.15] da condiciones suficientes para

que ocurra (i).

Proposición 1.3.5. Consideremos una sucesión recursiva de cuerpos de funciones F =

(F0, F1, F2, . . .) donde F0 es un cuerpo de funciones con cuerpo total de constantes K y

[Fi+1 : Fi] < ∞ para todo i ≥ 0. Supongamos que para todo i existen lugares Pi ∈ P(Fi)

y Qi ∈ P(Fi+1) con Qi|Pi e ı́ndice de ramificación e(Qi|Pi) > 1. Entonces Fi ( Fi+1.

Más aún, si suponemos que e(Qi|Pi) = [Fi+1 : Fi] para todo i, entonces K es el cuerpo

total de constantes de Fi para todo i ≥ 0.

Si una sucesión recursiva F es una torre decimos que F es una torre recursiva (de

cuerpos de funciones sobre K).

Definición 1.3.6. Sea F = (F0, F1, . . .) una sucesión de cuerpos de funciones sobre K.

(a) Decimos que un lugar P ∈ P(Fi) se descompone completamente en F si P se descom-

pone completamente en cada extensión Fj/Fi, para j > i. El espacio de descomposi-

ción de F sobre F0 está definido por

Split(F/F0) = {P ∈ P(F0) : deg P = 1 y P se descompone completamente en F}.
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(b) Decimos que un lugar P ∈ P(Fi) ramifica en F si P ramifica en alguna extensión

Fi/F0, para i > 0. El espacio de ramificación de F sobre F0 está definido por

Ram(F/F0) = {P ∈ P(F0) : P ramifica en F}.

(c) Un lugar P ∈ P(Fi) está totalmente ramificado en F si P está totalmente ramificado

en cada extensión Fj/Fi, para j > i. El espacio de ramificación completa (o espacio

de ramificación total) de F sobre F0 se define como

Cram(F/F0) = {P ∈ P(F0) : deg P = 1 y P es totalmente ramificado en F}.

Cuando K = Fq uno de los problemas principales de esta teoŕıa es la determinación

precisa del número N(Fi) de lugares racionales de Fi y del género g(Fi) para cada i ≥ 0

de una sucesión o torre F de cuerpos de funciones sobre Fq dada.

Las siguientes definiciones son importantes al abordar el problema anterior.

Definición 1.3.7 . Sea F = (F0, F1, . . .) una sucesión de cuerpos de funciones sobre

Fq. La tasa de descomposición ν(F/F0) y el género γ(F/F0) de F sobre F0 se definen,

respectivamente, como

ν(F/F0) := ĺım
i→∞

N(Fi)

[Fi : F0]
, γ(F/F0) := ĺım

i→∞

g(Fi)

[Fi : F0]
.

Si g(Fi) ≥ 2 para i ≥ i0 ≥ 0, el ĺımite λ(F) de F está definido como

λ(F) := ĺım
i→∞

N(Fi)

g(Fi)
.

Se puede probar que la sucesión {N(Fi)/[Fi : F0]}i≥0 es monótonamente decreciente y

que la sucesión {(g(Fi)−1)/[Fi : F0]}i≥0 es monótonamente creciente, por lo tanto ambas

convergen en R≥0 ∪ {∞}. Luego los ĺımites anteriores existen (en R ∪ {∞}) y tenemos

que 0 ≤ ν(F/F0) <∞, 0 < γ(F/F0) ≤ ∞, y, por la definición de A(q),

0 ≤ λ(F) ≤ A(q), (1.3.1)

para cualquier sucesión F con g(Fi) ≥ 2 para i ≥ i0 ≥ 0, para algún i0 (ver [Sti09,

Caṕıtulo 7]).

Notar que la definición del género de F tiene sentido incluso en el caso de una sucesión

F de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K.
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Definición 1.3.8 . Una sucesión F de cuerpos de funciones sobre Fq se dice que es

asintóticamente buena si ν(F/F0) > 0 y γ(F/F0) < ∞. Si no es asintóticamente buena

se dice que F es asintóticamente mala. Por lo tanto,una sucesión F es asintóticamente

mala si ν(F/F0) = 0 o si γ(F/F0) = ∞.

Como vimos antes, la condición g(Fi) ≥ 2 para i ≥ i0 ≥ 0 implica g(Fi) → ∞ cuando

i → ∞. Por lo tanto, cuando hablamos del ĺımite de una sucesión λ(F) en realidad

estamos hablando del ĺımite de una torre.

Es claro que en el caso de una torre F tenemos que F es asintóticamente buena si y

sólo si λ(F) > 0. Por lo tanto una torre F es asintóticamente mala si y sólo si λ(F) = 0.

Si λ(F) = A(q), donde A(q) es la función de Ihara, decimos que F es asintóticamente

óptima.

Notar que una sucesión de cuerpos de funciones sobre Fq puede ser asintóticamente

buena pero podŕıa no ser una torre.

1.4. Construyendo torres de cuerpos de funciones

Como mencionamos en la Introducción de esta Tesis, un problema importante en la

teoŕıa de códigos algebraicos es el cálculo de A(q). De la desigualdad (1.3.1) vemos que

se pueden conseguir cotas inferiores de A(q) calculando, o al menos estimando, el ĺımite

λ(F) de torres recursivas de cuerpos de funciones sobre Fq. El primer problema a resolver

es que la ecuación que define recursivamente a una sucesión sea una torre. En esta Sección

estudiaremos condiciones suficientes para que una ecuación de la forma a(y) = b(x) defina

una torre recursiva de cuerpos de funciones sobre Fq.

Usando propiedades básicas de las valuaciones en un cuerpo de funciones el siguiente

lema es inmediato.

Lema 1.4.1. Sean F/K un cuerpo de funciones sobre K, x ∈ F un elemento trascendente

sobre K y f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ K[x] un polinomio de grado n.

Supongamos además que i ∈ {0, 1, . . . , n} es el menor ı́ndice tal que ai 6= 0. Entonces, si
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P es un lugar de F , tenemos que

vP (f(x)) =







vP (aix
i) = ivP (x) si vP (x) > 0;

vP (anx
n) = nvP (x) si vP (x) < 0.

Si vP (x) = 0 entonces vP (f(x)) ≥ 0.

Corolario 1.4.2 . Con las condiciones del lema anterior tenemos que si vP (x) ≥ 0

entonces vP (f(x)) ≥ 0 y si vP (x) < 0 entonces vP (f(x)) < 0.

Definición 1.4.3. Sea x un elemento trascendente sobre un cuerpo K. Consideremos el

cuerpo de funciones racionales K(x) sobre K. Para α ∈ K, denotamos por Px−α al único

lugar de K(x) que es un cero de x−α. De la misma manera, denotamos por P∞ al único

polo de x en K(x).

Teorema 1.4.4 . Sea K un cuerpo perfecto y sean a(T ), b1(T ), b2(T ) ∈ K[T ] polino-

mios coprimos dos a dos. Supongamos que deg (a(T )) = deg (b1(T )) = m ≥ 2 y que

deg (b2(T )) = m− r con mcd(m, r) = 1. Consideremos los siguientes cuerpos de funcio-

nes definidos de manera recursiva:

F0 = K(x0) es el cuerpo de funciones racionales sobre K;

Fi+1 = Fi(xi+1) con a(xi+1) = b1(xi)/b2(xi) para todo i ≥ 0.

Entonces F = (F0, F1, . . .) es una sucesión recursiva de cuerpos de funciones sobre

K. Más aún, se cumple que:

(i) Fi ( Fi+1.

(ii) El lugar P∞, que es el único polo de x0 en F0, es totalmente ramificado en la

sucesión. En consecuencia, K es el cuerpo total de constantes de Fi para todo

i ≥ 0.

Si, además, a(T )− b1(xi)
b2(xi)

es separable en Fi para todo i ≥ 0, entonces Fi+1/Fi es separable

para todo i ≥ 0.

Demostración. Sea x0 un elemento trascendente sobre K. Sea F0 = K(x0) el cuerpo

de funciones racionales y para cada i ≥ 0 sea Fi+1 = Fi(xi) donde

a(xi+1) = b1(xi)/b2(xi).
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Claramente, tenemos que F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · .
Veamos ahora que el lugar P = P∞, que es un polo de la función x0 en F0, es

totalmente ramificado en todas las extensiones.

Sea Q un lugar de F1 tal que Q|P . Como P es un polo de x0 sabemos que vP (x0) < 0.

Más aún, tenemos que vP (x0) = −1 (pues el grado del divisor de polos de la función x0

satisface deg (x0)∞ = [F0 : K(x0)] = [K(x0) : K(x0)] = 1 y por lo tanto x0 tiene sólo un

polo simple).

Entonces por el Lema 1.4.1 tenemos que vP (b1(x0)) = mvP (x0) = −m y vP (b2(x0)) =

(m− r)vP (x0) = −(m− r). Luego

vP

(

b1(x0)

b2(x0)

)

= vP (b1(x0))− vP (b2(x0)) = −m+ (m− r) = −r.

Ahora, como sabemos que x0 y x1 verifican a(x1) = b1(x0)/b2(x0) y Q|P entonces tenemos

que

vQ(a(x1)) = e(Q|P )vP
(

b1(x0)

b2(x0)

)

= −r e(Q|P ) ≤ −1.

Si vQ(x1) ≥ 0, el Corolario 1.4.2 nos dice que vQ(a(x1)) ≥ 0 lo que contradice la

desigualdad anterior. Luego vQ(x1) < 0 y, nuevamente por el Lema 1.4.1, tenemos que

vQ(a(x1)) = mvQ(x1).

Entonces,

mvQ(x1) = vQ(a(x1)) = e(Q|P )vP
(

b1(x0)

b2(x0)

)

= −r e(Q|P )

y como mcd(m, r) = 1 tenemos que m|e(Q|P ). Pero como e(Q|P ) ≤ [F1 : F0] ≤ m debe

ser que e(Q|P ) = m y, más aún, vQ(x1) = −r, es decir, Q es un polo simple de la función

x1.

Hemos demostrado que [F1 : F0] = m y que el lugar Q es el único lugar de F1 arriba

de P , es decir, el lugar P de F0 es totalmente ramificado en F1/F0. Supongamos ahora

que para k ≥ 1 tenemos que [Fk : F0] = mk y que existe un único lugar, Pk ∈ P(Fk) tal

que e(Pk|P ) = mk y vPk
(xk) = −rk. Sea Pk+1 ∈ P(Fk+1) tal que Pk+1|Pk. Entonces como

a(xk+1) =
b1(xk)
b2(xk)

tenemos que

vPk+1
(a(xk+1)) = e(Pk+1|Pk)vPk

(

b1(xk)

b2(xk)

)
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= e(Pk+1|Pk)[mvPk
(xk)− (m− r)vPk

(xk)]

= −rk+1e(Pk+1|Pk) < 0.

Entonces debe ser que vPk+1
(xk+1) < 0 y por lo tanto

mvPk+1
(xk+1) = −rk+1e(Pk+1|Pk)

y como mcd(m, r) = 1, tenemos que e(Pk+1|Pk) = m y que vPk+1
(xk+1) = −rk+1.

Por lo tanto, hemos probado por inducción que [Fi+1 : Fi] = m y que el lugar P es

totalmente ramificado en todas las extensiones Fi+1/Fi para todo i ≥ 0.

Finalmente, como a(T )− b1(xi)/b2(xi) es separable, las extensiones Fi+1/Fi son sepa-

rables para todo i ≥ 0. �

Observación 1.4.5. Si en el Teorema 1.4.4 tenemos que a(T ) = Tm, deg (b1(T )) = m−r
y deg (b2(T )) = m ≥ 2 con mcd(m, r) = 1, entonces se prueba al igual que en el teorema,

que el polo de xn en Fn es totalmente ramificado en Fn+1 y por lo tanto también se

obtiene que K es el cuerpo total de constantes de Fn para todo n ≥ 0.

Corolario 1.4.6. Sea K un cuerpo perfecto y sean a(T ), b1(T ), b2(T ) ∈ K[T ] polinomios

coprimos dos a dos con deg (a(T )) = deg (b1(T )) = m, deg (b2(T )) = m−r y mcd(m, r) =

1. Supongamos que b2(T ) tiene la siguiente descomposición en el anillo de polinomios

K̄[T ]:

b2(T ) =

s
∏

i=1

(T − αi)
εi

donde αi ∈ K̄ son distintos dos a dos y εi ∈ N para todo i = 1, . . . , s. Consideremos los

siguientes cuerpos de funciones definidos de manera recursiva:

F0 = K(x0) es el cuerpo de funciones racionales sobre K;

Fi+1 = Fi(xi+1) con a(xi+1) = b1(xi)/b2(xi) para todo i ≥ 0.

Supongamos además que a(T )− b1(xi)
b2(xi)

es separable en Fi para todo i ≥ 0. Si alguna de las

siguientes condiciones vale:

Hip. A) b2(T ) separable y 1 ≤ r ≤ m− 2;

Hip. B) m = p es un número primo y s ≥ 2;
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entonces F = (F0, F1, . . .) es una torre recursiva de cuerpos de funciones sobre K.

Demostración. Como se cumplen las hipótesis del Teorema 1.4.4, sólo tenemos que

probar que g(Fi0) > 1 para algún i0 > 0. Tenemos que

b2(T ) =
s
∏

i=1

(T − αi)
εi

con αi ∈ K̄ y εi ∈ N. Sea Pj ∈ P(K̄(x)) el cero de x−αj para algún 0 ≤ j ≤ s. Entonces

como b1(T ) y b2(T ) son coprimos y los αi son distintos dos a dos tenemos que

vPj

(

b1(x)

b2(x)

)

= −εj .

Sea Qj ∈ P(K̄(x, y)) tal que Qj |Pj. Entonces

vQj
(a(y)) = e(Qj |Pj)vPj

(

b1(x)

b2(x)

)

= (−εj)e(Qj |Pj).

Tenemos entonces que si vQj
(y) ≥ 0, por el Lema 1.4.1, vQj

(a(y)) ≥ 0, lo que conduce

a un absurdo ya que vQj
(a(y)) = (−εj)e(Qj |Pj) < 0. Por lo tanto vQj

(y) < 0, y en este

caso

vQj
(a(y)) = mvQj

(y).

Luego,

mvQj
(y) = (−εj)e(Qj |Pj)

y entonces

m|(−εj)e(Qj|Pj).

Ahora miramos dos casos. Si se cumple que b2(T ) es separable, entonces εi = 1 para

todo i y s = m−r. Luego, m|e(Qj |Pj) y como e(Qj |Pj) ≤ [K̄(x, y) : K̄(x)] = m, entonces

e(Qj |Pj) = m. Por otro lado, si se cumple que m = p primo, entonces tenemos que m|εj
o m|e(Qj |Pj). Pero como εj ≤ s ≤ m− r entonces m ∤εj y tenemos, también en este caso,

que e(Qj |Pj) = m.

En ambos casos, tenemos que para cada i = 1, . . . , s el lugar Pi es totalmente ra-

mificado y por el Teorema del diferente de Dedekind, el exponente diferente satisface

d(Qj |Pj) ≥ e(Qj |Pj) − 1 = m − 1. Utilizando el hecho de que el cuerpo de funciones



1.4 Construyendo torres de cuerpos de funciones 27

racionales tiene género cero, la fórmula del género de Hurwitz y denotando con P∞ al

polo de x0 en F0 y con Q∞ al único lugar de F1 arriba de P∞ tenemos que

2g(F1)− 2 =
[F1 : F0]

[K̄ : K̄]
(2g(F0)− 2) + deg Diff(F1/F0)

≥ m(−2) +

(

s
∑

i=1

(deg Qi d(Qi|Pi)) + deg Q∞ d(Q∞|P∞)

)

= m(−2) +
s
∑

i=1

(m− 1) +m− 1

= m(−2) + (s+ 1)(m− 1),

por lo tanto

g(F1) ≥
(m− 1)(s− 1)

2
.

Nuevamente, separando los casos, tenemos que si se cumple la primera hipótesis,

entonces s = m− r y g(F1) ≥ (m−1)(m−r−1)
2

. Por lo tanto, como 1 ≤ r ≤ m−2, g(F1) ≥ 1.

Si se cumple la segunda hipótesis, tenemos que s ≥ 2 y por lo tanto, g(F1) ≥ 1.

En ambos casos, como el lugar P∞ es totalmente ramificado en la torre, tenemos que

para la extensión F2/F1,

2g(F2) ≥ m(2g(F1)− 2) + (m− 1) + 2 ≥ (m− 1) + 2

2

y por lo tanto g(F2) ≥ 2.

Luego, la sucesión F = (F0, F1, F2, . . .) es una torre recursiva de cuerpos de funciones

sobre K. �

Corolario 1.4.7. Sean b1(T ), b2(T ) ∈ K[T ] polinomios coprimos dos a dos de manera

que deg (b1(T )) = m ≥ 2, deg (b2(T )) = m − r y mcd(m, r) = 1. Supongamos que b1(T )

y b2(T ) tiene las siguientes descomposiciones en el anillo de polinomios K̄[T ]:

b1(T ) = C
k
∏

i=1

(T − βi)
δi y b2(T ) =

s
∏

i=1

(T − αi)
εi
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donde C ∈ K, βi, αi ∈ K̄ son distintos dos a dos y δi, εi ∈ N para todo i. Consideremos

los cuerpos de funciones definidos de manera recursiva por:

F0 = K(x0) es el cuerpo de funciones racionales sobre K;

Fi+1 = Fi(xi+1) con x
m
i+1 = b1(xi)/b2(xi) para todo i ≥ 0.

Supongamos además que Tm − b1(xi)
b2(xi)

es separable en Fi para todo i ≥ 0 y que s + k ≥ m

con k ≥ 2. Entonces F = (F0, F1, . . .) es una torre recursiva de cuerpos de funciones

sobre K.

Demostración. Como se cumplen las hipótesis del Teorema 1.4.4, sólo tenemos que

probar que g(Fi0) > 1 para algún i0 > 0. Como en la prueba del teorema anterior, tenemos

que si Pj ∈ P(K̄(x)) es el cero de x − αj para algún 0 ≤ j ≤ s y Qj ∈ P(K̄(x, y)) es tal

que Qj |Pj entonces

mvQj
(y) = −εj e(Qj |Pj).

Como m ∤εj entonces e(Qj|Pj) ≥ 2.

De manera similar, tenemos que si Rj ∈ P(K̄(x)) es el cero de x − βj para algún

0 ≤ j ≤ k y Sj ∈ P(K̄(x, y)) es tal que Sj|Rj entonces

mvSj
(y) = δj e(Sj|Rj);

y como m ∤δj entonces e(Sj |Rj) ≥ 2.

En ambos casos tenemos que, por el Teorema del diferente de Dedekind, el exponente

diferente satisface d(Qj |Pj) ≥ e(Qj|Pj) − 1 ≥ 1 para todo j = 1, . . . , s y d(Sj|Rj) ≥
e(Sj |Rj) − 1 ≥ 1 para todo j = 1, . . . , k. Entonces utilizando la fórmula del género de

Hurwitz y denotando con P∞ al polo de x0 en F0 y con Q∞ al único lugar de F1 arriba

de P∞ tenemos que

2g(F1)− 2 =
[F1 : F0]

[K̄ : K̄]
(2g(F0)− 2) + deg Diff(F1/F0)

≥ m(−2) +

(

s
∑

i=1

1 +
k
∑

i=1

1 + d(Q∞|P∞)

)

= m(−2) + s+ k +m− 1

= s+ k −m− 1,
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y por lo tanto

g(F1) ≥
s+ k −m+ 1

2
.

Ahora, como el lugar P∞ es totalmente ramificado en la torre, tenemos que, para la

extensión F2/F1,

2g(F2) ≥ m(2g(F1)− 2) + (m− 1) + 2 ≥ (m− 1) + 2

2

y por lo tanto g(F2) ≥ 2.

Luego, la sucesión F = (F0, F1, F2, . . .) es una torre recursiva de cuerpos de funciones

sobre K.

�

Ejemplo 1.4.8. Si mcd(m, p) = 1 donde p = char Fq entonces la ecuación

ym =
xm − α

βxm−r

con mcd(m, r) = 1 y α, β ∈ Fq \ {0} define una torre recursiva de cuerpos de funciones

sobre Fq.

A continuación damos algunos ejemplos de ecuaciones que cumplen las condiciones

de los resultados que hemos demostrado. Estas ecuaciones definen torres que han sido

importantes en el desarrollo de la teoŕıa de torres recursivas.

Ejemplo 1.4.9. La torre de cuerpos de funciones definida sobre F8 por la ecuación

y2 + y =
x2 + x+ 1

x
,

considerada por van der Geer y van der Vlugt en [vdGvdV02]. Esta es una torre asintóti-

camente buena cuyo ĺımite fue calculado exactamente y es 3/2.

Ejemplo 1.4.10. La torre de cuerpos de funciones sobre Fp2 (p primo impar) definida

recursivamente por la ecuación

y2 =
x2 + 1

2x
,

fue estudiada por Garcia, Stichtenoth y Rück en [GSR03]. Esta ecuación define una torre

asintóticamente buena sobre Fq2 y óptima sobre Fp2.
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Ejemplo 1.4.11. La torre de cuerpos de funciones sobre Fq2 definida recursivamente por

la ecuación

yq + y =
xq

xq−1 + 1
,

fue estudiada por Garcia y Stichtenoth en [GS96]. Esta ecuación define una torre óptima

sobre Fq2.

En el Caṕıtulo 3 daremos más ejemplos de torres asintóticamente buenas.



CAPÍTULO 2

LUGARES RACIONALES

En este Caṕıtulo demostraremos resultados sobre la cantidad de lugares racionales

en extensiones simples y sucesiones de cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos. Damos

condiciones suficientes para obtener cotas no triviales en cada paso de una sucesión, y en

particular, para el caso de extensiones y sucesiones de tipo Kummer. Además aplicamos

los resultados obtenidos para estimar el número de lugares racionales en una familia de

sucesiones de cuerpos de funciones de tipo Kummer sobre cuerpos primos.

En la primera Sección probamos un resultado sobre el número de lugares racionales en

ciertas extensiones simples de cuerpos de funciones que será utilizado luego para el caso de

sucesiones de cuerpos de funciones. Como aplicación, damos dos ejemplos de extensiones

de tipo Kummer sobre cuerpos primos tales que el número de lugares racionales es Np(g).

En la segunda Sección trabajamos con sucesiones recursivas de tipo (a, b) sobre cuerpos

finitos, donde a y b son funciones racionales. En uno de los resultados principales del

presente Caṕıtulo (Teorema 2.2.1) obtenemos una cota no trivial para el número de

lugares racionales en cada paso de una sucesión recursiva de tipo (a, b) sobre el cuerpo

Fq, para a y b satisfaciendo ciertas condiciones.

En la tercera Sección, mostramos varios ejemplos. Entre ellos, mostramos que algu-

nas cotas inferiores para N(Fi) conocidas para ciertas sucesiones debidas a Garcia et al.

[GSR03] y a van der Geer y van deer Vlugt [vdGvdV] se pueden deducir del Teore-

ma 2.2.1.
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Finalmente en la Sección cuarta nos concentramos en el interesante caso de cuerpos

primos, aplicando los resultados de las secciones anteriores para construir sucesiones de

tipo Kummer sobre Fp para todo p primo con cotas inferiores no triviales para N(Fi).

A lo largo del Caṕıtulo usaremos la siguiente notación: para cualquier polinomio

mónico e irreducible f(x) ∈ Fq[x] denotamos por Pf(x) al lugar racional de Fq(x) corres-

pondiente al polinomio f(x). Además, si P es un lugar de F escribimos vP para denotar la

valuación discreta inducida por P en F y v∞ para denotar la valuación discreta inducida

por el lugar infinito P∞ de Fq(x).

Sea F/Fq un cuerpo de funciones. A lo largo del presente Caṕıtulo asumiremos que

Fq es el cuerpo total de constantes de F . Denotaremos por Pn(F ) al conjunto de lugares

de F de grado n.

2.1. Extensiones de cuerpos de funciones

En esta Sección probaremos ciertos resultados sobre la cantidad de lugares racionales

en extensiones simples de cuerpos de funciones que serán útiles en el caso de sucesiones

de cuerpos de funciones.

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema de Kummer y del Cri-

terio de Irreducibilidad de Eisenstein (Teorema 1.2.8 y Proposición 1.2.6 del Caṕıtulo 1,

respectivamente) para cuerpos de funciones.

Proposición 2.1.1. Sea F/Fq un cuerpo de funciones. Supongamos que existen polino-

mios a1(T ) y a2(T ) ∈ Fq[T ] y un elemento u ∈ F tales que el polinomio

σ(T ) := a1(T )− a2(T )u ∈ F [T ],

es mónico e irreducible en F [T ]. Consideremos la extensión

F ′ := F (y) donde σ(y) = 0.

Para P ∈ P(F ) y u ∈ OP definimos

σP (T ) := a1(T )− a2(T )u(P ),
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que es un polinomio con coeficientes en el cuerpo de clases residuales OP/P = Fqr , donde

r = deg (P ). Sean

S1 = {P ∈ P(F ) : vP (u) ≥ 0},

S2 = {P ∈ P(F ) : σP (T ) es separable},

S3 = {P ∈ P(F ) : σP (T ) no es separable}.

Sea S = S1 ∩ S2 ∩ P1(F ) y supongamos que S 6= ∅. Para P ∈ S sea LP el número de

factores lineales en la factorización de σ̄P (T ) en Fq[T ]. Entonces

(i) Todos los lugares ramificados de F en F ′ están en (S1 ∩ S3)∪ {polos de u en F}.
(ii) N(F ′) ≥∑P∈S LP .

(iii) Supongamos que a2(T ) = 1. Si un polo P de u es tal que mcd(deg (σ), vP (u)) = 1

entonces Fq es el cuerpo total de constantes de F ′. Más aún, si P1, . . . , Pn son

polos de u en F tales que

mcd(deg (σ), vPi
(u)) = 1 para 1 ≤ i ≤ n,

entonces

N(F ′) ≥ n +
∑

P∈S

LP .

(iv) Sea a(y) := a1(y)/a2(y). Si deg (σ)|vQ(a(y)) y mcd(deg (σ), vP (u)) = 1 para los

Q ∈ P(F ′) arriba de P ∈ P(F ), entonces P es totalmente ramificado en F ′. Sea

S4 (resp. S5) el conjunto de lugares P ∈ P(F ) \ (S1 ∩ S2) tales que para cada

Q ∈ P(F ′) arriba de P se tenga que deg (σ)|vQ(a(y)) y mcd(deg (σ), vP (u)) = 1

(resp. mcd(deg (σ), vP (u)) 6= 1). Si P(F ) \ (S1 ∩ S2) = S4 ∪ S5 entonces

N(F ′) = |P1(F ) ∩ S4|+N +
∑

P∈S

LP ,

donde N es el número de lugares racionales de F ′ arriba de algún lugar de P1(F )∩
S5.

Demostración. Sea P ∈ S1. Entonces σ(T ) ∈ OP [T ] y por la Proposición 1.2.7 del

Caṕıtulo 1 tenemos que y es integral sobre OP . Como a1(T ) y a2(T ) ∈ Fq[T ] tenemos que

σP (T ) = σ(T ) mód P.
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Dado que Fqr es el cuerpo de clases residuales de P , entonces σP (T ) se descompone en

factores irreducibles distintos dos a dos en Fqr cuando P ∈ S2, y como

P(F ) = (S1 ∩ S2) ∪ (S1 ∩ S3) ∪ {polos de u en F}, (2.1.1)

y esta unión es disjunta dos a dos, vemos que (i) y (ii) siguen del Teorema de Kummer.

Supongamos ahora que a2(T ) = 1 y sea P un polo de u en F tal que mcd(deg (σ), vP (u)) =

1. Dado que a1(T ) ∈ Fq[T ] ⊂ OP [T ] y que

mcd(deg (σ), vP (a1(0)− u)) = mcd(deg (σ), vP (u)) = 1,

entonces se puede aplicar el Criterio de Irreducibilidad de Eisenstein para obtener que P

es totalmente ramificado en F ′. Luego, hay exactamente un lugar racional de F ′ arriba de

P y por lo tanto la igualdad en (iii) vale. El mismo argumento usado en el Corolario 1.2.15

del Caṕıtulo 1 muestra que Fq es el cuerpo total de constantes del cuerpo F ′.

Finalmente supongamos que P ∈ S4. Entonces para cualquier Q ∈ P(F ′) arriba de

P tenemos que mcd(deg (σ), vP (u)) = 1. Como a(y) = u, deg (σ)|vQ(a(y)) y vQ(a(y)) =
e(Q|P )vP (u) entonces tenemos que e(Q|P ) = deg (σ) y por lo tanto, P es totalmente

ramificado en F ′. Usando (2.1.1) tenemos que

P1(F ) = S ∪ (P1(F ) ∩ S4) ∪ (P1(F ) ∩ S5),

es una unión disjunta de a pares. Luego, (iv) vale. �

El item (iv) de la Proposición 2.1.1 se aplica bien al caso particular de una extensión

de tipo Kummer F ′/F de un cuerpo de funciones F/Fq dado. Esto significa que existe

un elemento y algebraico sobre F tal que F ′ = F (y) y el polinomio mı́nimo de y sobre F

es de la forma Tm − u ∈ F [T ] para algún entero m ≥ 2 con mcd(m, q) = 1.

Proposición 2.1.2 . Sean F/Fq un cuerpo de funciones, m ≥ 2 un entero tal que

mcd(m, q) = 1 y u ∈ F tal que mcd(m, vP (u)) = 1 para algún lugar P de F . Sean S

y Si para i = 1, 2, 3, 4, 5 los conjuntos de lugares de F definidos en la Proposición 2.1.1.

Sea F ′ = F (y) donde y es una ráız del polinomio

σ(T ) := Tm − u ∈ F [T ]. (2.1.2)
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Entonces:

(a) F ′/F es de tipo Kummer y Fq es el cuerpo total de constantes de F ′. Además

S1 ∩ S3 = {ceros de u en F}.

Por lo tanto,

S = P1(F ) \ {polos y ceros de u en F}.

(b) Para cualquier P ∈ S tenemos que el polinomio σP (T ) := Tm − u(P ) se factoriza en

Fq[T ] en factores irreducibles distintos dos a dos.

(c) El conjunto de polos y ceros P de u en F tales que vP (u) 6≡ 0 mód m es el conjunto

de lugares de F que están ramificados en F ′. Además

S4 = {P ∈ P(F ) : vP (u) 6= 0 y mcd(m, vP (u)) = 1}

y

S5 = {P ∈ P(F ) : vP (u) 6= 0 y mcd(m, vP (u)) 6= 1}.

De (iv) de la Proposición 2.1.1 tenemos que

N(F ′) = |P1(F ) ∩ S4|+N +
∑

P∈S

LP , (2.1.3)

donde LP denota el número de factores lineales en la factorización de Tm − u(P ) ∈
Fq[T ] y N es el número de lugares racionales de F ′ arriba de todos los lugares en

P1(F ) ∩ S5.

(d) Sea S6 := {P ∈ P(F ) : vP (u) 6= 0 y vP (u) 6≡ 0 mód m}. Entonces

g(F ′) = 1 +m(g(F )− 1) +
m

2

∑

P∈S6

(

1− m

mcd(m, vP (u))

)

deg P.

Demostración. Las dos primeras afirmaciones en (a) están probadas en el Corola-

rio 1.2.15 del Caṕıtulo 1. Sea P ∈ P(F ). Si P es un cero de u en F entonces u(P ) = 0 y

por lo tanto σP (T ) no es un polinomio separable. Por otro lado, si vP (u) = 0, entonces

u(P ) ∈ Fqr \ {0} (donde r = deg P ) y tenemos que σP (T ) es un polinomio separable. Por

lo tanto S1 ∩ S3 = {ceros de u en F} y de (2.1.1) tenemos que (a) y (b) valen.
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Por el Teorema 1.2.14 del Caṕıtulo 1 tenemos que

e(Q|P ) = m

mcd(m, vP (u))
,

para cualquier Q ∈ P(F ′) que esté arriba de P ∈ P(F ) y entonces P ramifica en F ′ si

y sólo si mcd(m, vP (u)) 6≡ 0 mód m. De (a) se obtiene entonces la primera afirmación

en (c). Como a(y) = ym tenemos que m = deg (σ) divide a vQ(a(y)) y por lo tanto las

afirmaciones restantes en (c) se obtienen de (iv) de la Proposición 2.1.1.

Finamente, de (c) tenemos que los lugares en S6 son exactamente los lugares ramifi-

cados de F en F ′. Entonces (d) se obtiene de la fórmula del género para extensiones de

Kummer dada en el Teorema 1.2.14 del Caṕıtulo 1. �

Bajo las hipótesis de la Proposición 2.1.2, de la fórmula (2.1.3) obtenida para N(F ),

podemos observar que para tener cuerpos de funciones de tipo Kummer F ′/F con muchos

lugares racionales necesitamos que el conjunto S tenga la mayor cantidad de elementos

posibles, o lo que es equivalente, que la cantidad de factores lineales en (2.1.2) sea pequeña,

ya que es más probable que LP > 1 para P ∈ S. En esta dirección es conveniente

considerar enteros positivosm que sean divisores de q−1 lo más grande posible y u(P ) = 1

para P ∈ S ya que de esta forma tendremos muchos factores lineales en la factorización

de Tm − 1 en (b) de la Proposición 2.1.2.

Por otro lado, nos interesa tener cuerpos de funciones con muchos lugares racionales

en comparación con el género. De la fórmula (2.1.3) de la Proposición 2.1.2 vemos que

necesitamos tener ceros y polos de u en F que tengan el menor grado posible.

Estos son los hechos generales que guiaron la búsqueda y construcción expĺıcita de

cuerpos de funciones de tipo Kummer con muchos lugares racionales en [vdGvdV00]

y en [GG03]. Los métodos usados en los trabajos anteriores permiten obtener buenos

ejemplos de cuerpos de funciones de tipo Kummer con muchos lugares racionales siempre

que se los considere sobre cuerpos finitos no primos. Veamos ahora algunos ejemplos sobre

cuerpos primos.
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Consideremos cuerpos de funciones de tipo Kummer F ′ = F (y) donde F = Fq(x) y

el polinomio mı́nimo de y sobre F es de la forma

Tm = u con u =
xn+1 + f(x)

f(x) + x
,

con f(x) ∈ Fq[x] y m y n divisores de q− 1. Notar que si γ ∈ Fq y f(γ) + γ 6= 0 entonces

γn+1 + f(γ)

f(γ) + γ
= 1

si y sólo si γ = 0 o γ es una n−ésima ráız de la unidad en Fq.

Como F es ahora un cuerpo de funciones racionales, identificamos al lugar racional

Px−γ de F para γ ∈ Fq con γ para que S ⊂ Fq donde S es como en la Proposición 2.1.2.

Escribiremos Lγ en lugar de LPx−γ
, por simplicidad. En todos los ejemplos que damos a

continuación tenemos que o bien S5 = ∅ o bien S5 = {P∞}.

Ejemplo 2.1.3. Sea q = 5 y consideremos

f(x) = x.

Entonces tenemos que

x5 + x

x+ x
=
x(x2 + 2)(x2 + 3)

2x
= 3(x2 + 2)(x2 + 3),

en F5. La ecuación

y4 = 3(x2 + 2)(x2 + 3)

define una extensión de Kummer F ′/F , pues 5 ≡ 1 mód 4, que satisface las condiciones

de la Proposición 2.1.2. Como en este caso S = F5 y f(γ) + γ = 2γ 6= 0 para γ ∈ S \ {0}
tenemos que

Lγ = 4 para cada γ ∈ S \ {0},

y

L0 = 0,

pues el polinomio T 4 − 3 es irreducible sobre F5. Luego

∑

γ∈S

Lγ = 16.
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Claramente, P1(F ) ∩ S4 = ∅. Como v∞(u) = −4 tenemos que S5 = {P∞} y tenemos

que calcular N . Dado que F ′/F es un extensión (ćıclica) de Galois de grado 4, de la cota

superior de Serre para N(F ′), deducimos que N = 0. En efecto, como P∞ no ramifica y

sabemos que

∑

Q|P∞

e(Q|P∞)f(Q|P∞) = 4,

entonces pueden pasar tres cosas: que haya un lugar arriba de P∞ con grado de inercia

4, que haya dos lugares con grado de inercia 2 cada uno, o que haya cuatro lugares

racionales. Pero en este último caso, tendŕıamos que N(F ′) = 20 y por la cota superior

de Serre para N(F ′) sabemos que N(F ′) ≤ 18. Luego sólo puede darse alguno de los dos

primeros casos y por lo tanto N = 0.

Hemos probado entonces que

y4 = 3(x2 + 2)(x2 + 3)

define un cuerpo de funciones F ′/F5 de género g(F ) = 3 tal que

N(F ′) = 0 + 0 + 16 = 16.

éste es el valor de N5(3) (ver las tablas disponibles en http://www.manypoints.org/)

que fue conseguido, también, por una extensión de tipo Kummer (llamada en este caso

de tipo Fermat) cuya ecuación definitoria es

y4 = 2− x4.

Para más detalles ver [Ser85].

Ejemplo 2.1.4. Sea q = 7, m = 3, n = 3 y consideremos nuevamente f(x) = x. Tenemos

que

x3 + x

x+ x
= 4(x2 + 1),

en F7. La ecuación

y3 = 4(x2 + 1)
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define una extensión de Kummer F ′/F , pues 7 ≡ 1 mód 3, que satisface las condiciones

de la Proposición 2.1.2. En este caso, S = F7 y se puede probar que

L1 = L2 = L5 = L6 = 3 y que L0 = L3 = L4 = 0.

Luego, tenemos que
∑

γ∈S

Lγ = 12.

Tenemos que v∞(u) = −2 y por lo tanto P1(F )∩S4 = {P∞}. Luego S5 = ∅ y entonces

N = 0. De (2.1.3) de la Proposición 2.1.2 tenemos que

N(F ′) = 1 + 0 + 12 = 13.

En este caso, g(F ) = 1 por lo que F ′/F7 es un cuerpo de funciones eĺıpticas. De hecho

F ′ = F7(u, v) con v2 = u3 + 3.

El valor de N7(1) es 13 (ver las tablas en http://www.manypoints.org/). La curva eĺıptica

v2 = u3 + 3

fue encontrada por M. Deuring en 1941.

Ahora consideramos cuerpos de funciones de tipo Kummer F ′ = F (y) donde F =

Fq(x) y el polinomio mı́nimo de y sobre F es de la forma

Tm = u con u := g(x) + 1,

donde g(T ) ∈ Fq[T ] es un divisor de (T q − T )n para algún n ∈ N .

Ejemplo 2.1.5. Sea q = 11 y consideremos m = 5 y

g(T ) = T 2(T − 1)(T − 2)(T − 3).

La ecuación

y5 = x2(x− 1)(x− 2)(x− 3) = x5 + 5x4 + 5x2 + 1,

define una extensión de Kummer F ′/F , pues 11 ≡ 1 mód 5, que satisface las condiciones

de la Proposición 2.1.2. En este caso S = F11 y P1(F )∩ S4 = ∅ ya que el polinomio g(T )
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es irreducible en F11[T ] y por lo tanto el lugar Pg(x) es el único cero de u y es de grado 5.

Se ve fácilmente que

L0 = L1 = L2 = L3 = L8 = L10 = 5 y L4 = L5 = L6 = L7 = L9 = 0.

Por lo tanto

∑

γ∈S

Lγ = 30.

Como v∞(u) = −5 tenemos que S5 = {P∞} y entonces tenemos que calcular N .

Consideremos ahora la ecuación z5 = 1 + 5/x+ 5/x3 + 1/x5. Entonces

F ′ = F11(x, y) = F11(x, z),

y en este caso tenemos que

T 5 − (1 + 5/x+ 5/x3 + 1/x5) ∈ OP∞ [T ],

y

T 5 − (1 + 5/x+ 5/x3 + 1/x5) = T 5 − 1 mód P∞.

Como F11 es el cuerpo de clases residuales de P∞ y T 5−1 se descompone en 5 factores li-

neales en F11[T ], del Teorema de Kummer tenemos que P∞ se descompone completamente

en F ′ y por lo tanto N = 5. Utilizando (2.1.3) de la Proposición 2.1.2 tenemos que

N(F ′) = 0 + 5 + 30 = 35.

En este caso g(F ′) = 6. De las tablas en http://www.manypoints.org/ sólo se sabe que

N11(6) ≤ 45 por lo tanto este ejemplo da una buena cota inferior para N11(6).

2.2. Sucesiones de cuerpos de funciones.

Estamos interesados en el estudio del número de lugares racionales en sucesiones

recursivas de cuerpos de funciones de tipo (a, b) y esto significa encontrar cotas inferiores

no triviales para N(Fi) para todo Fi de una sucesión recursiva F .
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Recordemos que por una sucesión recursiva F de tipo (a, b) entendemos que tenemos

una sucesión infinita F = (F0, F1, F2, . . .) de cuerpos de funciones Fi sobre Fq y una

sucesión {xi}∞i=0 de elementos trascendentes sobre Fq tales que

F0 := Fq(x0) ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fi ⊂ Fi+1 ⊂ . . .

y Fi+1 = Fi(xi+1) donde

a(xi+1) = b(xi);

y si a(T ) = a1(T )/a2(T ) y b(T ) = b1(T )/b2(T ) entonces el polinomio H(xi, T ) =

a1(T )b2(xi)− b1(xi)a2(T ) es separable para i ≥ 0.

Recordemos también que el espacio de descomposición de F sobre F0 es

Split(F/F0) = {P ∈ P(F0) : deg P = 1 y P se descompone completamente en F},

y que el espacio de ramificación completa de F sobre F0 es

Cram(F/F0) = {P ∈ P(F0) : deg P = 1 y P es totalmente ramificado en F}.

Dado que cada lugar de Q ∈ P(Fi) que está arriba de algún lugar de Split(F/F0) ∪
Cram(F/Fq) es un lugar racional, tenemos que

N(Fi) ≥ [Fi : F0]|Split(F/F0)|+ |Cram(F/F0)|. (2.2.1)

En efecto, si Q|P y P ∈ Split(F/F0) entonces deg P = 1 y e(Q|P ) = f(Q|P ) = 1.

Si Q|P y P ∈ Cram(F/Fq) entonces deg P = 1, e(Q|P ) = [Fi : F0] y f(Q|P ) = 1. En

ambos casos tenemos que

deg Q = [OQ/Q : Fq]

= [OQ/Q : OP/P ] [OP/P : Fq]

= f(Q|P )deg P

= 1

y por lo tanto Q es un lugar de N(Fi). En particular, tenemos que la tasa de descompo-

sición de la torre ν(F/F0) satisface

ν(F/F0) ≥ |Split(F/F0)|.



42 Lugares racionales

Claramente el espacio de descomposición Split(F/F0) es un conjunto finito (que puede

ser vaćıo). En el siguiente teorema establecemos condiciones suficientes para obtener una

cota inferior no trivial para el tamaño de Split(F/F0). Si g(T ) ∈ Fq[T ], denotamos por

Zg al conjunto de los ceros de g(T ) en una clausura algebraica F̄q de Fq. En el caso de

una función racional g(T ) = g1(T )/g2(T ) ∈ Fq(T ), con g1 y g2 polinomios coprimos, Zg

es el conjunto de los ceros de g1(T ) en una clausura algebraica F̄q de Fq.

Teorema 2.2.1. Sea F = (F0, F1, F2, . . .) una sucesión recursiva de cuerpo de funciones

sobre Fq de tipo (a, b) de manera que Fq sea el cuerpo total de constantes de todo Fi para

i ≥ 0. Supongamos que existe una función racional φ(T ) ∈ Fq(T ) tal que su numerador

y denominador no tienen factores comunes y que las siguientes condiciones valen:

(i) Za1 ∩ Za2 = ∅.
(ii) Zφ◦a ⊂ Fq.

(iii) Zφ◦a ⊂ Zφ◦b.

(iv) σi+1(T ) = a1(T ) − a2(T )b(xi) ∈ Fi[T ] es el polinomio mı́nimo de xi+1 sobre Fi

para todo i ≥ 0.

(v) Para todo γ ∈ Zφ◦a el polinomio σγ(T ) = a1(T ) − a2(T )b(γ) ∈ Fq[T ] tiene grado

d = deg (a1) y todas sus ráıces son simples.

Entonces para todo γ ∈ Zφ◦a, el lugar Px0−γ de F0 = Fq(x0) se descompone completamente

en F y por lo tanto el espacio de descomposición de F/F0 satisface

|Split(F/F0)| ≥ |Zφ◦a|.

En particular g(Fi) → ∞ cuando i→ ∞ y

N(Fi) ≥ (deg (a))i|Zφ◦a|+ |Cram(F/F0)| ≥ (deg (a))i+1 + |Cram(F/F0)|. (2.2.2)

Demostración. Este resultado es consecuencia directa de la siguiente afirmación

que será probada por inducción: para cada γ ∈ Zφ◦a el lugar Px0−γ de F0 se descompone

completamente en Fi para i ≥ 1 y si Q es un lugar de Fi arriba de Px0−γ entonces existe

γ′ ∈ Zφ◦a tal que xi(Q) = γ′.
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Para la extensión F1/F0 tenemos que σ1(T ) = a1(T ) − a2(T )b(x0) ∈ F0[T ] es el

polinomio mı́nimo de x1 sobre F0. Ahora si γ ∈ Zφ◦a entonces φ(b(γ)) = 0 por (iii) y

entonces b2(γ) 6= 0, lo que implica que Zφ◦a ⊂ Fq \ Zb2 .

Ahora veamos que las ráıces de σγ(T ) están en Fq para todo γ ∈ Zφ◦a. Si σγ(α) = 0

entonces

0 = a1(α)− a2(α)b(γ).

Tenemos además que a2(α) 6= 0 pues en otro caso tendŕıamos a1(α) = 0 y por lo tanto

α ∈ Za1 ∩ Za2 contradiciendo (i). Por lo tanto

a(α) = b(γ),

y por (iii)

φ(a(α)) = φ(b(γ)) = 0.

Luego, α ∈ Zφ◦a ⊂ Fq por (ii).

Seguimos la notación de la Proposición 2.1.2 e identificamos el lugar racional Px0−γ

de F0 con γ para que S ⊂ Fq. Ahora, por (iv), (v) y tomando S = Zφ◦a tenemos por

la Proposición 2.1.2 que para cada γ ∈ Zφ◦a hay exactamente d lugares racionales de F1

sobre el lugar racional Px0−γ y por lo tanto Px0−γ ∈ P(F0) se descompone completamente

en F1. Más aún, el Teorema de Kummer nos dice que si Q es un lugar de F1 arriba de

Px0−γ entonces x1(Q) = γ′ para alguna ráız simple γ′ de σγ(T ). Entonces a(γ
′) = b(γ)

y por lo tanto φ(a(γ′)) = φ(b(γ)) = 0 de donde concluimos que γ′ ∈ Zφ◦a y tenemos

probada la afirmación para i = 1.

Supongamos ahora que la afirmación es válida para Fi/F0. Sea γ ∈ Zφ◦a y sea Q ∈
P(Fi) uno de los lugares arriba de Px0−γ . Por la hipótesis inductiva, existe γ′ ∈ Zφ◦a tal

que xi(Q) = γ′. Sea xi+1 tal que a(xi+1) = b(xi).

Por (iv) el polinomio

σi+1(T ) = a1(T )− a2(T )b(xi) ∈ Fi[T ],

es el polinomio mı́nimo de xi+1 sobre Fi. Además

σγ(T ) = a1(T )− a2(T )b(γ
′) = σi+1(T ) mód Q,
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σγ(T ) tiene grado d = deg (a1(T )) = [Fi+1 : Fi] y todas sus ráıces son simples por (v)

y están en Zφ◦a ⊂ Fq como ya hemos visto. Por otro lado, como γ′ ∈ Zφ◦b por (iii), y

xi(Q) = γ′ entonces

0 6= b2(γ
′) = b2(xi(Q)) = b2(xi) mód Q,

y por lo tanto vQ(b2(xi)) = 0. Luego vQ(b(xi)) = vQ(b1(xi)) ≥ 0 y tenemos que σi+1(T ) ∈
OQ. Esto, junto con (iv) implica que xi+1 es integral sobre OQ.

Entonces por el Teorema de Kummer tenemos que hay exactamente d = [Fi+1 : Fi]

extensiones Q̃1, . . . , Q̃d de Q en Fi+1 tales que xi+1(Q̃j) = ηj ∈ Zφ◦a para j = 1, . . . , d y

por lo tanto la afirmación está probada para Fi+1/F0.

Finalmente para completar la prueba del teorema, observar que como

ν(F/F0) ≥ |Split(F/F0)| ≥ |Zφ◦a|,

entonces la ecuación (2.2.2) vale y utilizando la cota de Hasse-Weil (Teorema 1.3.1 del

Caṕıtulo 1) tenemos que

g(Fi) ≥
N(Fi)− (q + 1)

2
√
q

−→
i→∞

∞,

como queŕıamos demostrar.

�

Observación 2.2.2. Si en el Teorema 2.2.1, en lugar de (iv) y (v) tenemos

(iv’) σi+1(T ) = b(xi)
−1a1(T )− a2(T ) ∈ Fi[T ] es el polinomio mı́nimo de xi+1 sobre Fi

para todo i > 0;

(v’) para todo γ ∈ Zφ◦a, b(γ) 6= 0 y el polinomio b(γ)−1a1(T ) − a2(T ) tiene d =

deg (a2(T )) ráıces simples;

entonces el mismo argumento anterior muestra que el Teorema 2.2.1 sigue siendo válido.

En esta dirección, notar que si φ(0) 6= 0 entonces b(γ) 6= 0 para todo γ ∈ Zφ◦a por (iii)

del Teorema 2.2.1.

En cualquier caso, de la prueba del Teorema se obtiene que

|Zφ◦a| ≥ d = deg (a1)
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ya que ηj ∈ Zφ◦a para todo j = 1, . . . , d.

Observación 2.2.3. La función φ del Teorema 2.2.1 no es única. En efecto, supongamos

que para una sucesión F recursiva de tipo (a, b), existe una función φ que satisface las

condiciones del Teorema. Consideremos φ̃ = φℓ donde ℓ es una potencia de char Fq.

Entonces las condiciones (i), (iv) y (v) del teorema siguen siendo válidas, ya que no

dependen de φ, y (ii) y (iii) valen pues para cualquier f ∈ Fq(T ) se tiene que

Zφ̃◦f = {γ : φ̃(f(γ)) = 0} = {γ : φ(f(γ))ℓ = 0} = {γ : φ(f(γ)) = 0} = Zφ◦f

y por lo tanto

Zφ̃◦f = Zφ◦f ⊂ Fq;

y

Zφ̃◦a = Zφ◦a ⊂ Zφ◦b = {γ : φ(b(γ)) = 0} = Zφ̃◦b.

Luego, φ̃ también satisface las condiciones del Teorema 2.2.1 y como Zφ̃◦a = Zφ◦a se

obtiene el mismo resultado.

Observación 2.2.4. Consideremos ahora lo siguiente. Supongamos que F es una sucesión

recursiva de tipo (a, b) y supongamos que φ(T ) =
∑

cj T
j ∈ Fq[T ] es un polinomio que

satisface las condiciones del Teorema 2.2.1. Consideremos ˜̃φ(T ) =
∑

cℓj T
j donde ℓ es un

entero tal que Fp ⊂ Fℓ ⊂ Fq, donde p = char Fq.

Si para algún f ∈ Fq[T ] se tiene que

{f(γ) : γ ∈ Zφ◦f} ⊂ Fℓ

entonces vale también que

Z ˜̃
φ◦f

=
{

γ : ˜̃φ(f(γ)) = 0
}

=
{

γ :
∑

cℓj (f(γ))
j = 0

}

=
{

γ :
∑

cℓj (f(γ))
ℓ j = 0

}

=

{

γ :
(

∑

cj (f(γ))
j
)ℓ

= 0

}

=
{

γ :
∑

cj (f(γ))
j = 0

}
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= {γ : φ(f(γ)) = 0}

= Zφ◦f .

Luego, si a y b satisfacen

{a(γ) : γ ∈ Zφ◦a} ⊂ Fℓ y {b(γ) : γ ∈ Zφ◦b} ⊂ Fℓ

entonces también se cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.1 para
˜̃
φ y se obtiene el mismo

resultado.

Ejemplo 2.2.5(Torre BGS de Bezerra-Garcia-Stichtenoth). Esta torre fue considerada

en [BGS05c].

Sea q una potencia de un primo y consideremos el cuerpo finito Fl con l = q3. La torre

BGS denotada G = (G0, G1, G2, . . .) está definida recursivamente por la ecuación

1− y

yq
=
xq + x− 1

x
.

En este caso tenemos que

a(T ) =
1− T

T q
y b(T ) =

T q + T − 1

T
.

Sea

φ(T ) = T q+1 − T + 1.

En [BS07], Bassa y Stichtenoth probaron que, en este caso,

T q2+q φ(a(T )) = T q+1 φ(b(T )) = (1− T )q
2+q+1 + T q2+q+1,

Zφ◦a ⊂ Fl y |Zφ◦a| = q(q + 1). Por lo tanto se cumplen las condiciones (ii), (iii) . Las

condiciones (i) y (iv’) se cumplen por la forma en que está definida la torre y el hecho de

que todas las extensiones satisfacen [Gi : G0] = qi para todo i ≥ 0.

Finalmente veamos que se cumple la condición (v’). Como φ(0) 6= 0 sólo tenemos

que probar que σ̄γ(T ) =
1

b(γ)
(1 − T )− T q tiene q ráıces distintas y esto se ve fácilmente

observando que su derivada σ̄′
γ(T ) =

−1
b(γ)

no tiene ráıces en común con σ̄γ(T ).

Luego, como se cumplen todas las condiciones del Teorema 2.2.1, tenemos que

|Split(G/G0)| ≥ |Zφ◦a| = q(q + 1).
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Ejemplo 2.2.6 . Sea p un número primo impar y sea q = p2. Consideremos la torre

E = (E0, E1, E2, . . .) de cuerpos de funciones sobre Fq definida por la ecuación

y2 =
x2 + 1

2x
.

Esta torre fue definida en [GSR03] en donde los autores prueban que la torre es óptima

haciendo uso de ciertas propiedades del llamado polinomio de Deuring. En [Sti09] se

considera como ejemplo y utilizando [Sti09, Corolario 7.2.21] se obtiene que ν(E/E0) ≥ 4,

para el caso en que q = 9.

Veamos que se cumplen las condiciones del Teorema 2.2.1 para calcular una cota

inferior para la tasa de descomposición para la torre sobre F9.

En este caso tenemos que

a(T ) = T 2 y b(T ) =
T 2 + 1

2T
.

Sea

φ(T ) = T 2 + 1.

Se puede verificar fácilmente que

φ(a(T )) = T 2 φ(b(T )) = (T 2 + 2T + 2)(T 2 + T + 2).

Escribimos F9 = F3(α) con α
2 = 2α + 1 y por lo tanto F9 = {0, 1, 2, α, α + 1, α +

2, 2α, 2α+ 1, 2α + 2}. Entonces tenemos que

Zφ◦a = {γ ∈ F̄9 : φ(a(γ)) = 0} = {α, α + 1, 2α, 2α + 2} ⊂ F9.

Esto nos asegura que se cumplen las condiciones (ii) y (iii). Las condiciones (i) y (iv)

valen por la forma en que está definida la torre.

Veamos que se cumple la condición (v). Observar que en este caso el polinomio corres-

pondiente es σ̄γ(T ) = a(T )− b(γ) = T 2− b(γ) para todo γ ∈ Zφ◦a, y como su derivada es

σ̄′
γ(T ) = 2T , que solo se anula en 0, entonces para poder asegurar que σ̄γ y su derivada no

tienen ráıces comunes tenemos que probar que b(γ) 6= 0 para todo γ ∈ Zφ◦a. Calculemos

entonces b(γ) para todo los γ ∈ Zφ◦a.

b(α) = α + 2
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b(α + 1) = α + 2

b(2α) = 2α + 1

b(2α + 2) = 2α + 1

y por lo tanto el polinomio σ̄γ(T ) = T 2 − b(γ) tiene 2 ráıces simples.

Como se cumplen las condiciones del Teorema 2.2.1 tenemos que

|Split(E/E0)| ≥ 4.

Por lo tanto obtenemos el mismo resultado que en el ejemplo en [Sti09].

Ejemplo 2.2.7 . Consideremos la torre H = (H0, H1, H2, . . .) de cuerpos de funciones

sobre F8 definida recursivamente por

y2 + y =
x2 + x+ 1

x
.

Esta torre fue considerada por van der Geer y van der Vlugt en [vdGvdV02]. Alĺı cal-

cularon expĺıcitamente el género y la cantidad de lugares racionales en cada paso de la

torre y obtuvieron que N(Hi) = 6 · 2i + 2 para todo i ≥ 0.

Veamos que se cumplen las condiciones del Teorema 2.2.1 para calcular una cota

inferior para la tasa de descomposición.

En este caso tenemos que

a(T ) = T 2 + T y b(T ) =
T 2 + T + 1

T
.

Sea

φ(T ) = T 3 + T + 1.

Se puede verificar fácilmente que

φ(a(T )) = T 3 φ(b(T )) = (T 3 + T 2 + 1)(T 3 + T + 1).

Si escribimos F8 = F2(α) con α
3 = α+1 entonces F8 = {0, 1, α, α+1, α2, α2+1, α2+

α, α2 + α + 1}. Vemos que φ(a(T )) se descompone completamente en F8 y por lo tanto

Zφ◦a = F8 \ F2.
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Esto nos asegura que se cumplen las condiciones (ii) y (iii). Las condiciones (i) y (iv)

valen por la forma en que está definida la torre.

Veamos que se cumple la condición (v). Observar que en este caso el polinomio co-

rrespondiente es σ̄γ(T ) = a(T ) − b(γ) = T 2 + T − b(γ) para todo γ ∈ Zφ◦a, y como su

derivada es σ̄′
γ(T ) = 1 que es coprimo con σ̄γ(T ), entonces el polinomio σ̄γ(T ) = T 2−b(γ)

tiene 2 ráıces simples.

Como se cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.1 tenemos que

|Split(H/H0)| ≥ 6

y que

N(Hi) ≥ 6 · 2i + |Cram(F/F0)|

para todo i ≥ 0.

En este caso, tanto el polo como el cero de x0 en F0 son totalmente ramificados en la

torre y por (2.2.2) del Teorema 2.2.1 tenemos que

N(Hi) ≥ 6 · 2i + 2

para todo i ≥ 0. En efecto, la prueba de que el polo es totalmente ramificado es igual que

en la prueba del Teorema 1.4.4. Para ver que el cero P0 es totalmente ramificado debemos

observar que en la primer extensión ramifica totalmente ya que si Q0 es un lugar de F1

tal que Q0|P0 entonces

vQ0
(x21 + x1) = e(Q0|P0) vP0

(

x20 + x0 + 1

x0

)

= e(Q0|P0)(−1).

Luego, como la suposición vQ0
(x1) ≥ 0 conduce a un absurdo, tenemos que vQ0

(x1) < 0

y por lo tanto 2vQ0
(x1) = −e(Q0|P0) de donde obtenemos e(Q0|P0) = 2 y vQ0

(x1) = −1.

Ahora se puede probar por inducción que si R0 es un lugar de Fn que esté arriba de

P0 de manera que e(R0|P0) = 2n y vR0
(xn) = −1, y si S0 ∈ P(Fn+1) es tal que S0|R0

entonces tenemos que

vS0
(x2n+1 + xn+1) = e(S0|R0) vR0

(

x2n + xn + 1

xn

)

= e(S0|R0) vR0
(2vR0

(xn)− vR0
)
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= e(S0|R0) vR0
(−1)

y al igual que antes e(S0|R0) = 2 y vS0
(xn+1) = −1. Luego, P0 es totalmente ramificado

en la torre.

Proposición 2.2.8. Seam ≥ 2 y sea q una potencia de un primo tal que mcd(m, char Fq) =

1. Sean f(T ) ∈ Fq[T ] un polinomio separable de grado m− r con r ∈ N y mcd(m, r) = 1;

y h(T ) ∈ Fq[T ] un polinomio de manera que h(T )−α tenga m = deg(h) ráıces simples en

Fq para algún α ∈ Fq. Además supongamos que Zh−α∩Zf = ∅. Consideremos la sucesión

F = (F0, F1, F2, . . .) de cuerpos de funciones sobre Fq generada recursivamente por la

ecuación

h(y) =
h(x) + αf(x)− α

f(x)
.

Entonces F es una torre de cuerpos de funciones sobre Fq tal que

|Split(F/F0)| ≥ m, y N(Fi) ≥ mi+1 + 1, i ≥ 0.

Demostración. Observar que la ecuación que define esta sucesión satisface las con-

diciones del Teorema 1.4.4, y por lo tanto para probar que es torre sólo hace falta ver que

g(Fi) → ∞ cuando i→ ∞.

Veamos que se satisfacen las condiciones (ii)-(v) del Teorema 2.2.1 para obtener la

cota para el espacio de descomposición. La condición (i) se satisface por hipótesis.

En este caso tenemos que

a(T ) = h(T ) y b(T ) =
h(T ) + αf(T )− α

f(T )
.

Sea

φ(T ) = T − α.

Entonces

φ(a(T )) = a(T )− α = h(T )− α

y

φ(b(T )) = b(T )−α =
h(T ) + αf(T )− α

f(T )
−α =

h(T ) + αf(T )− α− αf(T )

f(T )
=
h(T )− α

f(T )
,
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y por lo tanto, como Zh−α ∩Zf = ∅, vale que Zφoa ⊂ Zφ◦b. Además, como h(T )−α tiene

todas sus ráıces en Fq entonces Zφ◦a ⊂ Fq.

La condición (iv) se cumple por la forma en que está definida la sucesión y porque se

cumplen las condiciones del Teorema 1.4.4.

Finalmente, para cada γ ∈ Zφ◦a tenemos que el polinomio σγ(T ) = a(T )− b(γ) tiene

m ráıces simples pues como γ ∈ Zφ◦a, entonces φ◦a(γ) = 0, lo que significa que h(γ) = α

y por lo tanto

σγ(T ) = a(T )− b(γ) = h(T )− h(γ) + αf(γ)− α

f(γ)
= h(T )− α,

que por hipótesis tiene m ráıces simples.

Como se cumplen las condiciones del Teorema 2.2.1 tenemos que

|Split(F/F0)| ≥ m.

Como el polo P∞ de x0 en F0 es totalmente ramificado en F , por (2.2.2) del Teore-

ma 2.2.1 tenemos que, para todo i ≥ 0, el número de lugares racionales de Fi/F0 satisface

N(Fi) ≥ mi+1 + 1.

También por el Teorema 2.2.1, tenemos que g(Fi)→∞, cuando i→ ∞ y por lo tanto

F = (F0, F1, F2, . . .) es una torre recursiva de cuerpos de funciones sobre Fq, lo cual

completa la prueba. �

Observación 2.2.9. Las cotas para el espacio de descomposición siguen siendo válidas

en el caso en que h(T ) = h1(T )/h2(T ) ∈ Fq(T ) sea una función racional, con h1 y h2 sin

factores comunes, definiendo deg (h) = máx{deg (h1), deg (h2)} y teniendo en cuenta lo

considerado en la Observación 2.2.2.

Ejemplo 2.2.10 . Sea q una potencia de un primo impar de manera que T 2 + 1 se

descomponga completamente en Fq. Consideremos los polinomios f(T ) = 2T y h(T ) =

T 2 + 2. Entonces la sucesión F = (F1, F2, . . .) generada recursivamente por la ecuación

y2 + 2 =
x2 + 2x+ 1

2x
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sobre Fq y satisface

|Split(F/F0)| ≥ 2,

ya que se cumplen las condiciones de la Proposición 2.2.8. Observar que la ecuación que

define esta sucesión puede escribirse como

y2 =
(x− 1)2

2x
.

En el próximo Caṕıtulo veremos que la torre generada por esta ecuación es asintótica-

mente óptima.

2.3. Sucesiones y torres de tipo Kummer

Ejemplo 2.3.1. Si consideramos sucesiones como en la Proposición 2.2.8 pero con h(T ) =

Tm tenemos sucesiones de tipo Kummer. Es decir, si m ≥ 2 y q es una potencia de un

primo de manera que Fq contenga al cuerpo de descomposición del polinomio Tm + 1 y

tal que mcd(m, char Fq) = 1, y consideramos la sucesión F = (F0, F1, F2, . . .) de cuerpos

de funciones sobre Fq definida recursivamente por la ecuación

ym =
xm + αf(x)− α

f(x)
,

donde f(T ) ∈ Fq[T ] es un polinomio de grado m − r con mcd(m, r) = 1, entonces

F = (F0, F1, F2, . . .) es una torre recursiva de tipo Kummer de cuerpos de funciones sobre

Fq y tenemos que para todo i ≥ 0, el número de lugares racionales de Fi/F0 satisface

N(Fi) ≥ mi+1 + 1.

Las sucesiones del tipo del Ejemplo 2.3.1 pueden verse también como un caso parti-

cular del siguiente resultado.

Proposición 2.3.2. Sean m ≥ 2 y n > k ≥ 1 tales que mcd(m,n−k) = 1 y mcd(m, q) =

1. Sea α ∈ F∗
q y consideremos las funciones racionales

a(T ) = Tm y b(T ) =
T n + α(f(T )− 1)

f(T )
,
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donde f(T ) ∈ Fq[T ] es un polinomio de grado k. Sea Fqt un cuerpo de descomposición

para Tm − α. Si Zf ∩ ZTm−α = ∅ entonces para la sucesión F = (F0, F1, F2, . . .) tenemos

que

|Split(F/F0)| ≥ m,

y por lo tanto

N(Fi) ≥ mi+1 + 1,

para cualquier i ≥ 0.

Demostración. Observar que la ecuación que define esta sucesión satisface las con-

diciones del Teorema 1.4.4, y por lo tanto el polinomio

σ(T ) = Tm − xni + α(f(xi)− 1)

f(xi)
∈ Fi[T ]

es el polinomio mı́nimo de xi+1 sobre Fi. Sea

φ(T ) = T − α.

Entonces φ(T ) ∈ Fq[T ] y

φ(a(T )) = Tm − α y φ(b(T )) =
T n − α

f(T )
.

Ahora, sea r > 0 tal que αr−1 = 1. Si βm = α entonces

βmr − α = αr − α = α(αr−1 − 1) = 0,

y por lo tanto Zφ◦a ⊂ Zφ◦b si n = mr. Notar que si r > 1 entonces Zφ◦a  Zφ◦b.

Como Tm−α se descompone en Fqt entonces Zφ◦a ⊂ Fqt . Además, como mcd(m, q) = 1

y Zf ∩Zφ◦a = ∅ tenemos que para cada γ ∈ Zφ◦a el polinomio σ̄γ(T ) es separable. Luego,

se cumplen las condiciones del Teorema 2.2.1 y se obtienen las estimaciones buscadas. �

Las condiciones de la Proposición 2.3.2 son cumplidas, por ejemplo, por la sucesión

recursiva F = (F0, F1, F2, . . .) de tipo (a, b) sobre F9 con

a(T ) = T 2 y b(T ) =
T 2 + f(T )− 1

f(T )
,
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donde f(T ) = T + 1. En este caso

b(T ) =
T (T − 1)

T + 1
,

y obtenemos que |Split(F/F0)| ≥ 2. Esta sucesión fue estudiada en [GSR03] obteniéndo-

se el mismo resultado para el espacio de descomposición.

Si consideramos ahora la sucesión recursiva G = (G0, G1, G2, . . .) de tipo (a, b) de

cuerpos de funciones sobre F9 con

a(T ) = T 2 y b(T ) =
T 2 − (f(T )− 1)

f(T )
,

donde f(T ) = T entonces las condiciones del Teorema 2.2.1 también se cumplen. En este

caso

b(T ) =
(T + 1)2

T
,

y obtenemos que |Split(G/G0)| ≥ 2. En [GSR03] probaron que esta sucesión es una

subsucesión de la dada en el Ejemplo 2.2.6 en el sentido en que cada cuerpo Gi es un sub-

cuerpo de algún cuerpo Ej(i) en la sucesión E = (E0, E1, E2, . . .) de cuerpos de funciones

dada en el Ejemplo 2.2.6.

Veamos ahora un resultado sobre cuerpos primos.

Proposición 2.3.3. Sea l un número primo y r ∈ N. Sea p un factor primo de l − 1 y

consideremos las ecuaciones

yp =
xrp + x− 1

x
,

y

yp =
xrp + x

x+ 1
, para p ≥ 3.

Entonces ambas ecuaciones definen respectivamente sucesiones F = (F0, F1, F2, . . .) y

H = (H0, H1, H2, . . .) de cuerpos de funciones sobre Fl con tasa de descomposición posi-

tiva

|Split(F/F0)| ≥ p y |Split(H/H0)| ≥ p,

y se tienen las siguientes estimaciones

N(Fi) ≥ pi+1 + 1 y N(Hi) ≥ pi+1 + 1,
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para todo i ≥ 0.

Demostración. Para la sucesión F tomemos m = p, n = rp, α = 1 y f(T ) = T en

la Proposición 2.3.2. Entonces

a(T ) = T p y b(T ) =
T rp + f(T )− 1

f(T )
=
T rp + T − 1

T
,

y tenemos que a(T ), b1(T ) y b2(T ) están en Fl[T ]. Además tenemos que mcd(p, rp−1) = 1.

Como mcd(p, l) = 1 y Zf ∩Zφ◦a = ZT ∩ZT p−1 = ∅ entonces la Proposición 2.3.2 muestra

que la ecuación

yp =
xrp + x− 1

x
,

define una sucesión recursiva F = (F0, F1, f2, . . .) de cuerpos de funciones sobre Fl con

tasa de descomposición

|Split(F/F0)| ≥ p,

y para la cual se verifica que

N(Fi) ≥ pi+1 + 1,

para todo i ≥ 0.

Ahora supongamos que p es impar y consideremos f(T ) = T + 1. Entonces

a(T ) = T p y b(T ) =
T rp + f(T )− 1

F (T )
=
T rp + T

T + 1
,

y como p es impar tenemos que Zf ∩ Zφ◦a = ZT+1 ∩ ZT p−1 = ∅. De la Proposición 2.3.2

deducimos que la ecuación

yp =
xrp + x

x+ 1

define una sucesión recursiva de cuerpos de funciones H = (H0, H1, H2, . . .) sobre Fl con

tasa de descomposición

|Split(H/H0)| ≥ p,

y para la cual se verifica que

N(Hi) ≥ pi+1 + 1,

para todo i ≥ 0. �





CAPÍTULO 3

RAMIFICACIÓN

El estudio de la ramificación de lugares en una torre de cuerpos de funciones es

de importancia central en la teoŕıa general del comportamiento asintótico de torres de

cuerpos de funciones. En particular, el grado de ramificación de los lugares determina el

comportamiento asintótico del género de los cuerpos de funciones que definen una torre.

En este Caṕıtulo damos condiciones sobre las ecuaciones que definen la sucesión para

obtener torres asintóticamente buenas a través del cálculo del espacio de ramificación para

torres moderadas. Utilizando los resultados obtenidos mostramos diferentes ejemplos de

torres asintóticamente buenas. Además hacemos un estudio general sobre los conceptos

de subtorre y de supertorre de cuerpos de funciones. Estos conceptos son importantes en

cuanto a que definen si un ejemplo de torre asintóticamente buena puede considerarse

nuevo o no. También son útiles para demostrar si una torre es asintóticamente buena o no

a partir de ejemplos ya estudiados. Damos un método general de construcción de subtorres

y mostramos que muchos ejemplos conocidos son casos particulares de esta construcción.

En la Sección 3 mostramos un familia de tipo Kummer con ramificación finita sobre todo

cuerpo finito con al menos tres elementos, que además es torre asintóticamente buena en

ciertos casos e incluso asintóticamente óptima en algunos de éstos. Este ejemplo da una

demostración alternativa a la de Garcia, Stichtenoth y Rück dada en [GSR03] de que

A(q2) > 0 si q ≥ 3.



58 Ramificación

3.1. Torres moderadas

Sea F/Fq un cuerpo de funciones. Dada una extensión finita E/F y un lugar P ∈ P(F ),
existe una cantidad finita de lugares P ′ ∈ P(E) que están arriba de P . La extensión E/F

se dice que esmoderada si el ı́ndice de ramificación e(P ′|P ) es coprimo con la caracteŕıstica

de Fq, para todos los lugares P ∈ P(F ) y todo P ′|P ; en otro caso la extensión es salvaje.

Decimos que una sucesión F = (F0, F1, F2, . . .) de cuerpos de funciones sobre Fq es

moderada si todas las extensiones Fn/F0 son moderadas. En caso contrario decimos que

la sucesión es salvaje.

Para torres moderadas se tiene el siguiente resultado debido a Garcia, Stichtenoth y

Thomas.

Teorema 3.1.1. [GST97, Teorema 2.1] Sea F = (F0, F1, F2, . . .) una torre de cuerpos

de funciones sobre Fq que satisface las siguientes condiciones:

(i) Todas las extensiones Fn+1/Fn son moderadas.

(ii) Ram(F/F0) = {P ∈ P(F0) |P ramifica en Fn/F0 para algún n ≥ 1} es finito.

(iii) Split(F/F0) = {P ∈ P(F0) | deg P = 1, y P se descompone completamente en F}
es no vaćıo.

Entonces F es asintóticamente buena, y se obtiene la estimación

λ(F) ≥ 2t

2g(F0)− 2 + s
> 0,

donde t := |Split(F/F0)| y s :=
∑

P∈Ram(F/F0)

deg P .

Como ejemplos expĺıcitos de torres que satisfacen las hipótesis del Teorema 3.1.1,

Garcia, Stichtenoth y Thomas presentaron (en [GST97]) la siguiente familia de torres

de cuerpos de funciones.

Teorema 3.1.2. Seam > 1 un entero con q ≡ 1 mód m, y sea S0 ⊆ Fq un subconjunto de

Fq con 0 ∈ S0. Supongamos que f(t) ∈ Fq[T ] es un polinomio cuyo coeficiente principal es

una potencia m-ésima en Fq y que satisface las condiciones (a), (b) y (c) a continuación:

(a) f(t) = td f1(t) con F1(t) ∈ Fq[T ], f1(0) 6= 0 y mcd(d,m) = 1.



3.1 Torres moderadas 59

(b) deg (f(t)) = m.

(c) Para cada γ ∈ S0, todas las ráıces de la ecuación f(t) = γm pertenecen a S0.

Definimos los cuerpos de funciones Fn/Fq (n ≥ 0) recursivamente por F0 := Fq(x0) y

Fn+1 := Fn(xi+1) con

xmi+1 = f(xi) (para i ≥ 0).

Entonces F = (F0, F1, F2, . . .) es una torre de cuerpos de funciones sobre Fq con las

siguientes propiedades:

(i) Fi+1/Fi es una extensión ćıclica moderada de grado m, para todo i ≥ 0.

(ii) Si P ∈ P(F0) es un lugar ramificado en Fn/F0, para algún n ≥ 1, entonces P es

un cero de x0 − γ para algún γ ∈ S0.

(iii) El polo P∞ de x0 en F0 se descompone completamente en Fn/F1, para todo n ≥ 1.

(iv) λ(F) ≥ 2/(#S0 − 2) > 0.

Observación 3.1.3 . Observar que el teorema también se obtiene si se reemplaza la

hipótesis sobre la existencia del conjunto S0 y la dada en la condición (c) por la siguiente:

(c’) Supongamos que existe ψ(t) ∈ Fq[T ] tal que

(c1’) B := {γ ∈ F̄q|ψ(γm) = 0} ⊆ Fq.

(c2’) B = {γ ∈ F̄q|ψ(f(γ)) = 0}.
(c3’) 0 ∈ B.

En este caso, sea S0 = B. Entonces S0 satisface que 0 ∈ S0 ⊆ Fq. También se cumple

la hipótesis (c) del teorema, es decir, que para cada γ ∈ S0, todas las ráıces de la ecuación

f(t) = γm pertenecen a S0. En efecto, sea γ ∈ S0 y sea β tal que f(β) = γm. Entonces

ψ(f(β)) = ψ(γm) = 0 pues γ ∈ S0 y por lo tanto β ∈ S0.

Veamos ahora un resultado que asegura la finitud del espacio de ramificación para

cierta clase de sucesiones de cuerpos de funciones de tipo Kummer. Recordemos que

si g(T ) ∈ Fq[T ], denotamos por Zg al conjunto de los ceros de g(T ) en una clausura

algebraica F̄q de Fq.
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Teorema 3.1.4. Sea m ≥ 2 un entero con mcd(m, q) = 1. Sea F = (F0, F1, F2, . . . ) una

sucesión de cuerpos de funciones sobre Fq definida recursivamente por la ecuación

ym =
b1(x)

b2(x)
,

donde b1(T ), b2(T ) ∈ Fq[T ] con deg (b1(T )) = m, deg (b2(T )) = m − r y mcd(m, r) = 1.

Supongamos que existe un subconjunto S0 de Fq tal que:

(i) 0 ∈ S0;

(ii) Zb2 ⊂ S0; y

(iii) para todo γ ∈ S0, ZHγ
⊂ S0, donde Hγ(T ) = b2(T )γ

m − b1(T ).

Entonces F es una sucesión moderada con espacio de ramificación finito. Más aún, si

P ∈ P(F0) es un lugar ramificado en la sucesión entonces P = P∞ es el polo de x0 en F0

o P es un cero de x0 − γ para algún γ ∈ S0.

Demostración. Por la parte (ii) del Teorema 1.4.4 del Caṕıtulo 1, sabemos que el

polo P∞ de x0 en F0 está totalmente ramificado en la sucesión y que Fq es el cuerpo total de

constantes de todos los Fn. Además, cada extensión Fn/Fn−1 es una extensión moderada

de grado m (pues Fn = Fn−1(y) con y
m = u ∈ Fn−1, donde mcd(m, char Fq) = 1, y por

el Teorema 1.2.14, e(Q|P ) divide a m para todo P ∈ P(Fn−1), Q ∈ P(Fn) y Q|P ).
Sea P ∈ P(F0) un lugar ramificado en Fn/F0. Sea Q ∈ P(Fn) un lugar arriba de P

tal que e(Q|P ) > 1. Denotamos por Pi = Q∩ Fi a la restricción del lugar Q al cuerpo Fi

para todo i = 0, . . . , n. Como Q|P está ramificado, entonces Pi+1|Pi es ramificado para

algún i.

De la ecuación

xmi+1 =
b1(xi)

b2(xi)
, (3.1.1)

y de la teoŕıa de ramificación de extensiones de Kummer (Teorema 1.2.14 del Caṕıtulo 1),

se obtiene que Pi+1 es un cero o un polo de xi+1.

En efecto, si suponemos que vPi+1
(xi+1) = 0 entonces tenemos que

0 = mvPi+1
(xi+1) = e(Pi+1|Pi)vPi

(

b1(xi)

b2(xi)

)

,



3.1 Torres moderadas 61

y por lo tanto

vPi

(

b1(xi)

b2(xi)

)

= 0.

Nuevamente por el Teorema 1.2.14 del Caṕıtulo 1, tenemos que

e(Pi+1|Pi) =
m

rPi

=
m

mcd(m, vPi
(b1(xi)/b2(xi)))

=
m

mcd(m, 0)
= 1,

y esto contradice el hecho de que e(Pi+1|Pi) > 1. Luego, vPi+1
(xi+1) > 0 o vPi+1

(xi+1) < 0.

Si Pi+1 es un cero de xi+1, entonces denotando por z(Q) a la clase de residuos de un

elemento z ∈ Fn módulo Q, obtenemos que xi+1(Pi+1) = 0 y por lo tanto xi+1(Q) = 0 ∈
S0, por (i). Luego, de la ecuación (3.1.1), tenemos que

xmi+1b2(xi) = b1(xi),

y tomando la clase de residuos módulo Q,

0 = xi+1(Q)
mb2(xi(Q)) = b1(xi(Q)),

y por lo tanto xi(Q) ∈ S0, por (iii) con γ = 0.

Si Pi+1 es un polo de xi+1, entonces

0 > mvPi+1
(xi+1) = e(Pi+1|Pi)vPi

(

b1(xi)

b2(xi)

)

.

Aqúı tenemos tres opciones:

si vPi
(xi) < 0 para todo i entonces P es el polo P∞ de x0 en F0;

si vPi
(xi) > 0 para algún i entonces xi(Q) = xi(Pi) = 0 ∈ S0, por (i);

si vPi
(xi) = 0 para algún i entonces

vPi
(b2(xi)) > b1(xi) ≥ 0,

y esto implica que xi(Q) = xi(Pi) = γ para algún γ tal que b2(γ) = 0 y por lo

tanto xi(Q) = γ ∈ S0, por (ii).

En todos los casos en que P 6= P∞, repitiendo el argumento para xi−1, tenemos que

b2(xi−1(Q))xi(Q)− b1(xi−1(Q)) = 0,

y por lo tanto xi−1(Q) ∈ S0, por (iii). Continuando de la misma manera obtenemos

xi−2(Q) ∈ S0, . . ., x1(Q) ∈ S0, y finalmente x0(Q) ∈ S0. Luego la sucesión F tiene un
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espacio de ramificación finito. Más aún, si P ∈ P(F0) es un lugar ramificado en F y

P 6= P∞ entonces P es un cero de x0 − γ para algún γ ∈ S0.

�

Observación 3.1.5. Observar que el teorema también se obtiene si se reemplazan las

hipótesis sobre el conjunto S0 por las siguientes:

Supongamos que existe ψ(t) ∈ Fq[T ] tal que

(i) 0 ∈ B.

(ii) B := {γ ∈ F̄q|ψ(γm) = 0} ⊆ Fq.

(iii) B = {γ ∈ F̄q|ψ(b2(γ)) = 0}.
(iv) B = {γ ∈ F̄q|ψ

(

b1(γ)
b2(γ)

)

= 0}.

En este caso, S0 = B satisface las hipótesis del Teorema.

Ejemplo 3.1.6. Consideremos la sucesión F = (F0, F1, F2, . . .) de cuerpos de funciones

sobre F4 generada recursivamente por

y3 =
x3 + 1

x2 + x
.

En este caso, el conjunto S0 = F4 cumple las condiciones del Teorema 3.1.4, y por lo

tanto la sucesión tiene un espacio de ramificación finito. En efecto, el cuerpo finito F4

puede representarse como F4 = {0, 1, δ, δ + 1} donde δ satisface δ2 + δ + 1 = 0. Entonces

tenemos que

(i) 0 ∈ S0.

(ii) Si β ∈ F̄4 satisface b2(β) = β2 + β = 0 entonces β ∈ S0; pues las ráıces de x
2 + x

son 0 y 1 y ambos están en S0.

(iii) Para todo γ ∈ S0, si β ∈ F̄4, satisface b2(β)γ
3 = b1(β), es decir, γ

3(β2+β) = β3+1,

entonces β ∈ S0. En efecto:� si γ = 0 y 0 = β3 + 1 = (β + 1)(β2 + β + 1) entonces β = 1, δ, δ + 1 ∈ S0.� Si γ = 1 y β2 + β = β3 + 1 entonces β = 1 ∈ S0, es una ráız triple.� Si γ = δ y δ3(β2 + β) = β3 + 1 entonces β = 1 ∈ S0, es una ráız triple.� Si γ = δ + 1 y (δ + 1)3(β2 + β) = β3 + 1 entonces β = 1 ∈ S0, es una ráız

triple.
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Luego, el Teorema 3.1.4 nos asegura que el espacio de ramificación es finito y está conte-

nido en el conjunto F4.

Ejemplo 3.1.7(Continuación del Ejemplo 2.3.1). En el Ejemplo 2.3.1 consideramos la

torre de cuerpos de funciones F definida sobre Fq por la ecuación

ym =
xm + αf(x)− α

f(x)
,

donde Fq contiene al cuerpo de descomposición de Tm−α para algún α ∈ Fq y f(T ) es un

polinomio en Fq[T ], de gradom−r conm y r coprimos. Alĺı probamos que |Split(F/F0)| ≥
m.

Ahora, si existe un conjunto S0 con las propiedades del Teorema 3.1.4, entonces tene-

mos que el espacio de ramificación de la torre es finito, más aún, Ram(F/F0) ⊆ S0 ⊆ Fq.

En este caso, el Teorema 3.1.1 nos asegura que si t = ν(F/F0) y s =
∑

P∈RamF deg P

entonces

λ(F) ≥ 2t

2g(F0)− 2 + s
≥ 2m

s− 2
.

En particular si consideramos m = 2, q = 9, α = −1 y f(x) = x tenemos que

G = (G0, G1, G2, . . .) es una torre sobre F9 definida recursivamente por la ecuación

y2 =
x2 − x+ 1

x
.

En este caso, consideremos S0 = {0, 1, 2} ⊂ F9 donde F9 = F3(δ) con δ
2+ δ+2. Entonces

tenemos que

(i) 0 ∈ S0.

(ii) Si β ∈ F̄9 satisface b2(β) = β = 0 entonces β ∈ S0.

(iii) Para todo γ ∈ S0 si β ∈ F̄9 satisface β γ
2 = β2− β+1 entonces β ∈ S0; en efecto:� si γ = 0 y β2 − β + 1 = 0 entonces β = 2 ∈ S0, es una ráız doble.� Si γ = 1 y β = β2 − β + 1 entonces β = 1 ∈ S0, es una ráız doble.� Si γ = 2 y β 22 = β2 − β + 1 entonces β = 1 ∈ S0, es una ráız doble.

Luego, por el Teorema 3.1.4 tenemos que el espacio de ramificación de la torre G es

finito y está contenido en el conjunto {Px0
, Px0−1, Px0−2, P∞}. Utilizando el Teorema 3.1.1,
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tenemos que

λ(G) ≥ 4

4− 2
= 2,

y como sabemos que

λ(G) ≤
√
9− 1 = 2,

entonces la torre G es asintóticamente óptima sobre F9 y λ(G) = 2.

Si consideramos m = 2, q = 9, F9 = F3(δ) con δ
2 + δ + 2 = 0, α = −1 y f(x) = x+ 1

tenemos que H = (H0, H1, H2, . . .) es una torre de cuerpos de funciones sobre F9 definida

recursivamente por la ecuación

y2 =
x(x− 1)

x+ 1
.

En este caso,

S0 = {0, 1, 2, δ, δ3, δ5, δ7},

satisface las hipótesis del Teorema 3.1.4. Luego, H es una torre asintóticamente buena

sobre F9 y tenemos que

λ(H) ≥ 2

3
.

3.2. Subsucesiones y supersucesiones

Definición 3.2.1. Sean F = (F0, F1, F2, . . .) y G = (G0, G1, G2, . . .) sucesiones de cuerpos

de funciones sobre el cuerpo finito Fq. Decimos que G es una subsucesión de F si para

cada i ≥ 0 existe un ı́ndice j = j(i) y una aplicación ϕi : Gi → Fj sobre Fq. En este caso

decimos también que F es una supersucesión de G.
Cuando las sucesiones son en realidad torres de cuerpos de funciones, decimos que G

es una subtorre de F o que F es una supertorre de G.

El siguiente resultado es útil en el trabajo de torres y subtorres.

Proposición 3.2.2. [Sti09, Proposición 7.2.8] Sea G una subtorre de F . Entonces λ(G) ≥
λ(F). En particular se tiene que:

(a) Si F es asintóticamente buena, entonces G es asintóticamente buena.

(b) Si G es asintóticamente mala, entonces F es asintóticamente mala.
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Observación 3.2.3. Otra prueba de optimalidad de la torre G del Ejemplo 3.1.7 sobre

F9 se da en [GSR03], utilizando el hecho de que es una subtorre de la torre H definida

recursivamente por la ecuación

z2i+1 =
z2i + 1

2zi
,

sobre Fp2 con caracteŕıstica p ≥ 3. Para probar este hecho debemos observar que en un

cuerpo de caracteŕıstica 3

x2 − x+ 1

x
=

(x+ 1)2

4x
,

utilizando esto y el cambio de variables xi = z2i+1 podemos probar que la torre definida

recursivamente por la ecuación

x2i+1 =
x2i − xi + 1

xi
,

es una subtorre de la torre definida recursivamente por la ecuación

z2i+1 =
z2i + 1

2zi
.

En efecto, como

xi = z2i+1 =
z2i + 1

2zi
,

entonces

x2i = z4i+1 =
(z2i + 1)2

4z2i
=

(xi−1 + 1)2

4xi−1
=
x2i−1 − xi−1 + 1

xi−1
.

En el mismo trabajo, [GSR03], se prueba que la torre H sobre F9 es asintóticamente

buena obteniéndose la misma cota para su ĺımite.

Ejemplo 3.2.4. Consideremos la torre G = (G0, G1, . . .) recursiva generada por

y2 =
(x− 1)2

2x

sobre F9. En este caso, si S0 = {0, 1, 2} ⊂ F9 entonces tenemos que

(i) 0 ∈ S0.

(ii) Si β ∈ F̄9 satisface b2(β) = β = 0 entonces β ∈ S0.

(iii) Para todo γ ∈ S0 si β ∈ F̄9 satisface 2β γ2 = β2 − 2β + 1 entonces β ∈ S0; en

efecto:� si γ = 0 y β2 − 2β + 1 = 0 entonces β = 1 ∈ S0, es una ráız doble.
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Luego, por el Teorema 3.1.4 tenemos que el espacio de ramificación de la torre G es finito

y está contenido en el conjunto {Px0
, Px0−1, Px0−2, P∞}. Observar que esta torre puede

escribirse como

h(y) =
h(x) + f(x)− 1

f(x)
,

con h(T ) = T 2 + 2 y f(T ) = 2T y coincide con la del Ejemplo 2.2.10, por lo tanto

|Split(G/G0)| ≥ 2. Utilizando el Teorema 3.1.1, tenemos que

λ(G) ≥ 4

4− 2
= 2,

y como sabemos que

λ(G) ≤
√
9− 1 = 2,

entonces la torre G es asintóticamente óptima sobre F9 y λ(G) = 2.

Observación 3.2.5 . Observar que la torre del Ejemplo 3.2.4 es una supertorre de la

torre F de [GSR03], definida recursivamente por la ecuación

z2i+1 =
z2i

zi − 1
,

sobre F9 (ver Ejemplo 2.2.6). Utilizando el cambio de variables zi = x2i + 1 podemos

probar que la torre definida recursivamente por la ecuación

z2i+1 =
z2i

zi − 1
,

es una subtorre de la torre definida recursivamente por la ecuación

x2i+1 =
(xi − 1)2

2xi
.

En efecto, como

zi+1 = x2i+1 + 1 =
(xi − 1)2

2xi
+ 1 =

x2i + 1

2xi
,

entonces

z2i+1 =

(

x2i + 1

2xi

)2

=
(x2i + 1)2

4x2i
=

z2i
zi − 1

.

Luego, el Ejemplo 3.2.4 da otra prueba de la optimalidad de la torre F sobre F9.
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Supongamos que F = (F0, F1, F2, . . .) en una sucesión recursiva de tipo (a, b) sobre

Fq. Sean f , ã y b̃ funciones racionales con coeficientes en Fq tales que

ã ◦ f ◦ b = b̃ ◦ f ◦ a.

Para i ≥ 0 sea zi = f(a(xi)). Entonces, como a(xi+1) = b(xi), tenemos que

ã(zi+1) = ã(f(a(xi+1))) = ã(f(b(xi))) = b̃(f(a(xi))) = b̃(zi). (3.2.1)

Por lo tanto, z0 = f(a(x0)) también es trascendente sobre Fq y definiendo E0 = Fq(z0)

y Ei+1 = Ei(zi+1) para i ≥ 0 tenemos una sucesión recursiva E = (E0, E1, E2, . . .) de

cuerpos de funciones sobre Fq, de tipo (ã, b̃) pues Ei ⊂ Fi para todo i ≥ 0. Obviamente,

estamos interesados en el caso Ei ( Fi para una cantidad infinita de i ≥ 0 para que E
sea esencialmente diferente de F . Si Ei ( Fi para infinitos i ≥ 0 decimos que E es una

subsucesión propia de F y si F y E son torres diremos que E es una subtorre propia de

F .

A continuación damos condiciones sencillas de verificar para garantizar que una subsu-

cesión de F construida usando (3.2.1) sea una subsucesión propia. Recordar que el grado

de una función racional a ∈ Fq(T ) se define como deg (a) = máx{deg (a1), deg (a2)} donde

a1, a2 ∈ Fq[T ] son polinomio coprimos tales que a = a1/a2.

Proposición 3.2.6. Sea F = (F0, F1, F2, . . .) una sucesión recursiva de tipo (a, b) sobre

Fq. Sea {xi}∞i=0 una sucesión de elementos trascendentes sobre Fq tales que Fi+1 = Fi(xi+1)

y a(xi+1) = b(xi) para i ≥ 0 y F0 = Fq(x0). Sean a1, a2 ∈ Fq[T ] polinomios coprimos tales

que a = a1/a2 y a1(T )−a2(T )b(xi) (resp. a2(T )−a1(T )(b(xi))−1) es el polinomio mı́nimo

de xi+1 sobre Fi para i ≥ 0 con deg (a1) ≥ 2 (resp. deg (a2) ≥ 2). Sea f ∈ Fq(T ) una

función racional tal que (3.2.1) vale. Para i ≥ 0 sea Ei+1 = Ei(zi+1) donde zi = f(a(xi)) y

E0 = Fq(z0). Supongamos que ã1, ã2 ∈ Fq[T ] son polinomios coprimos tales que ã = ã1/ã2

y ã1(T )− ã2(T )b̃(zi) (resp. ã2(T )− ã1(T )(b̃(zi))
−1) es el polinomio mı́nimo de zi+1 sobre

Ei para i ≥ 0 con deg (ã1) ≥ 2 (resp. deg (ã2) ≥ 2). Si tenemos que:

deg (a) ≥ deg (ã), ó mcd(deg (a), deg (ã)) = 1,
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entonces E = (E0, E1, E2, . . .) es una subsucesión recursiva de F de tipo (ã, b̃) tal que

Ei ( Fi, para todo i ≥ 0.

Demostración. Vamos a probar este resultado para el caso en que a1(T )−a2(T )b(xi)
es el polinomio mı́nimo de xi+1 sobre Fi ya que la prueba para el otro caso es similar. De

esta suposición tenemos que deg (a) = deg (a1) y deg (ã) = deg (ã1). Sea z0 = f(a(x0)).

Como f y a son funciones racionales existen polinomios coprimos h1, h2 ∈ Fq[T ] tales

que f ◦ a = h1/h2. Entonces x0 es una ráız del polinomio h1(T ) − h2(T )z0 ∈ E0[T ]

y E0(x0) = Fq(z0, x0) = F0. Luego F0 es una extensión finita de E0 y por lo tanto

[Fi : E0] < ∞ para i ≥ 0. Como E0 ⊂ Ei ⊂ Fi tenemos que [Fi : Ei] < ∞ para

i ≥ 0. Sea di = [Fi : Ei]. Tenemos que mostrar que di > 1 para i ≥ 0. Supongamos que

d0 = 1. Entonces existen polinomios r1, r2 ∈ Fq[T ] tales que x0 = r1(z0)/r2(z0). Como

z0 = h1(x0)/h2(x0) y h1 y h2 tienen coeficientes en Fq tendŕıamos que x0 es una ráız de

un polinomio con coeficientes en Fq lo cual es imposible pues x0 es trascendente sobre Fq.

Por lo tanto d0 > 1. Ahora, supongamos que di > 1 y que di+1 = 1. Por hipótesis, tenemos

que [Ei+1 : Ei] = d̃ = deg (ã1) = deg (ã) y [Fi+1 : Fi] = d = deg (a1) = deg (a). Entonces

d̃ = d̃di+1 = ddi que contradice el hecho de que o bien d ≥ d̃ o bien mcd(d, d̃) = 1. Luego,

di+1 > 1. �

Consideremos ahora el caso en que F es en realidad una torre recursiva de tipo (a, b).

En esta situación es natural preguntarse cuándo una subsucesión recursiva E de F de tipo

(ã, b̃) construida usando (3.2.1) es una torre de cuerpos de funciones (y por lo tanto una

subtorre de F). En otras palabras, una serie de preguntas interesantes para responder

son las siguientes:

¿En qué casos, las extensiones Ei+1/Ei son separables y g(Ei) −→ ∞ cuando

i→ ∞?

¿Cuán grande es g(Fi) comparado con g(Ei)?

¿Cuál es la relación entre Split(F/F0) y Split(E/E0)?

Si las extensiones Fi+1/Fi son de tipo Kummer o Artin-Schreier, ¿las extensiones

Ei+1/Ei serán del mismo tipo?

Veamos algunos ejemplos en los cuáles podemos responder algunas de estas cuestiones.
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Ejemplo 3.2.7. Sea q = p2n donde p es un primo impar. La ecuación de Kummer

y2 =
x2 + 1

2x
,

define una torre recursiva F de cuerpos de funciones sobre Fq de tipo (a, b) y fue estudiada

en [GSR03]. En este caso

Fi+1 = Fi(xi+1) con x2i+1 =
x2i + 1

2xi
para i ≥ 0.

Tenemos además que a(T ) = T 2 y b(T ) = (T 2 + 1)/2T .

Si consideramos f(T ) = 2T , ã(T ) = T 2 y b̃(T ) = (T+2)2/2T entonces se ve fácilmente

que

(ã ◦ f ◦ b)(T ) = (T 2 + 1)2

T 2
= (b̃ ◦ f ◦ a)(T ) ,

y por lo tanto, la ecuación

y2 =
(x+ 2)2

2x
,

define una subsucesión propia E = (E0, E1, E2, . . .) de tipo (ã, b̃) de F sobre Fq por la

Proposición 3.2.6, donde

Ei+1 = Ei(zi+1) con z2i+1 =
(zi + 2)2

2zi
y zi = 2x2i para i ≥ 0 .

Más aún, E es en realidad una subtorre propia de F sobre Fq. Esta subtorre fue obtenida

en [MW05] usando un método debido a Elkies.

Consideremos la torre anterior E sobre F9. Sea f(T ) = T + 1, â(T ) = T 2 y b̂(T ) =

T 2/(T − 1). Sobre F9 tenemos que

(â ◦ f ◦ b̃)(T ) = (T 2 + 1)2

T 2
= (b̂ ◦ f ◦ ã)(T ) ,

y por lo tanto la ecuación

y2 =
x2

x− 1
,

define una subsucesión recursiva propia G = (G0, G1, G2, . . .) de tipo (â, b̂) de E sobre F9

por la Proposición 3.2.6, donde

Gi+i = Gi(wi+1) con w2
i+1 =

w2
i

wi − 1
y wi = z2i + 1 para i ≥ 0 .

Más aún, G es una subtorre propia de E sobre F9. La torre G fue estudiada en [GSR03]

pero no se menciona que G es una subtorre de E sobre F9.
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En los ejemplos anteriores tenemos que las subsucesiones obtenidas utilizando (3.2.1)

son en realidad subtorres. Y además tenemos que tanto las torres originales como las

subtorres son todas de tipo Kummer.

En el siguiente ejemplo partimos de una torre de cuerpos de funciones sobre F8 de

tipo Artin-Schreier pero la subsucesión que obtenemos a partir de (3.2.1) no es de tipo

Artin-Schreier.

Ejemplo 3.2.8. La ecuación de tipo Artin-Schreier

y2 + y =
x2 + x+ 1

x
, (3.2.2)

define una torre recursiva F = (F0, F1, F2, . . .) de tipo (a, b) de cuerpos de funciones sobre

F8 y fue estudiada en [vdGvdV02]. En este caso

Fi+1 = Fi(xi+1) con x2i+1 + xi+1 =
x2i + xi + 1

xi
para i ≥ 0 ,

y tenemos que a(T ) = T 2 + T y b(T ) = (T 2 + T + 1)/T . Si f(T ) = 1/T , ã(T ) = T 3 + T 2

y b̃(T ) = T/(T 3 + T 2 + T + 1) entonces se puede probar que

(ã ◦ f ◦ b)(T ) = T 4 + T 2

T 6 + T 5 + T 3 + T + 1
= (b̃ ◦ f ◦ a)(T ) ,

por lo que la ecuación

y3 + y2 =
x

x3 + x2 + x+ 1
,

define una subsucesión propia recursiva E = (E0, E1, E2, . . .) de tipo (ã, b̃) de F sobre F8

por la Proposición 3.2.6, donde

Ei+1 = Ei(zi+1) con z3i+1 + z2i+1 =
zi

z3i + z2i + zi + 1
,

y

zi =
1

x2i + xi
para i ≥ 0 .
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3.3. Más ejemplos

Utilizando los teoremas de la Sección 3.1 veamos ahora cómo obtener cotas inferiores

del ĺımite de torres definidas recursivamente sobre Fq por una ecuación de la forma

ym =
b1(x)

b2(x)
,

con m ≥ 2, b1(T ), b2(T ) ∈ Fq[T ] \ Fp[T ], si q = pr y r > 1.

Ejemplo 3.3.1. El cuerpo F25 se puede representar como F25 = F5(δ) con δ
2+ δ+2 = 0.

Consideremos la sucesión I = (I0, I1, . . .) de cuerpos de funciones sobre F25 definida

recursivamente por

y2 =
x2 − f(x) + 1

f(x)
, (3.3.1)

con f(x) = δ9x+1. Como F25 contiene al cuerpo de descomposición de T 2+1, utilizando

los resultados del Ejemplo 2.3.1 tenemos que I es una torre de cuerpos de funciones sobre

F25 y además tenemos que

ν(I/I0) ≥ 2.

Consideremos el conjunto S0 = {0, δ3, δ9, δ15, δ21} ⊂ F25. Veamos que S0 satisface las

condiciones del Teorema 3.1.4. Tenemos que

(i) 0 ∈ S0.

(ii) Si β ∈ F̄25 satisface f(β) = 0 entonces β = δ3 ∈ S0.

(iii) Para todo γ ∈ S0 si β ∈ F̄25 satisface γ
2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β ∈ S0; en

efecto:� Si γ = 0 y 0 = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ9 ∈ S0 o β = 0 ∈ S0.� Si γ = δ3 y γ2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ21 ∈ S0, es una ráız doble.� Si γ = δ9 y γ2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ15 ∈ S0, es una ráız doble.� Si γ = δ15 y γ2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ21 ∈ S0, es una ráız doble.� Si γ = δ21 y γ2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ15 ∈ S0, es una ráız doble.

Luego, el Teorema 3.1.4 nos asegura que el espacio de ramificación es finito y está conte-

nido en el conjunto

{P∞, Px0
, Px0−δ3 , Px0−δ9 , Px0−δ15 , Px0−δ21}.
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Entonces |Ram(I/I0)| ≤ 6 y por el Teorema 3.1.1 tenemos que

λ(I) ≥ 2 · 2
6− 2

= 1,

y por lo tanto la torre I es asintóticamente buena sobre F25.

Observación 3.3.2 . Observar que la torre I puede escribirse también como la torre

recursiva sobre F25 generada por la ecuación

y2 =
x2 − f(x) + 1

f(x)
,

con f(x) = δ21x + 1, utilizando el cambio de variables X = 2x, Y = 2y. En ambos

casos se obtiene el mismo conjunto S0 y por lo tanto el Teorema 3.1.4 arroja los mismos

resultados.

Si utilizamos el cambio de variables X = δ3x, Y = δ3Y vemos que otra ecuación que

define la misma torre es la ecuación

y2 =
x2 − α̃f(x) + α̃

f(x)
,

con f(x) = 2x+1 y α̃ = 2. En este caso, tenemos una ecuación con coeficientes en F5. El

conjunto S0 correspondiente es S0 = {0, 1, 2, 3, 4}; por lo tanto se obtiene la misma cota

para el ĺımite de la torre.

Utilizando el cambio de variables X = δ18x, Y = δ18y, la ecuación anterior se trans-

forma en

y2 =
x(x+ 2)

x+ 1
.

Utilizando esta ecuación, A. Garcia, H. Stichtenoth y H. Rück probaron, en [GSR03],

que la torre era asintóticamente buena y que su ĺımite es 1.

Ejemplo 3.3.3. El cuerpo F81 se puede representar como F81 = F3(δ) con δ
4+2δ+2 = 0.

Consideremos la sucesión J = (J0, J1, . . .) de cuerpos de funciones sobre F81 definida

recursivamente por

y2 =
x2 − f(x) + 1

f(x)
, (3.3.2)
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con f(x) = δ5x+δ10. Como F81 contiene al cuerpo de descomposición de T 2+1, utilizando

los resultados del Ejemplo 2.3.1 tenemos que J es una torre de cuerpos de funciones sobre

F81 y además tenemos que

ν(J /J0) ≥ 2.

Consideremos el conjunto S0 = {0, δ5, δ15, δ25, δ35, δ45, δ55, δ65, δ75, } ⊂ F81. Veamos

que S0 satisface las condiciones del Teorema 3.1.4. Tenemos que

(i) 0 ∈ S0.

(ii) Si β ∈ F̄81 satisface f(β) = 0 entonces β = δ45 ∈ S0.

(iii) Para todo γ ∈ S0 si β ∈ F̄81 satisface γ
2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β ∈ S0; en

efecto:� Si γ = 0 y 0 = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ35 ∈ S0 o β = δ65 ∈ S0.� Si γ = δ5 y γ2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ75 ∈ S0 o β = 0 ∈ S0.� Si γ = δ15 y γ2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ15 ∈ S0, es una ráız doble.� Si γ = δ25 y γ2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ5 ∈ S0 o β = δ55 ∈ S0.� Si γ = δ35 y γ2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ25 ∈ S0, es una ráız doble.� Si γ = δ45 y γ2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ75 ∈ S0 o β = 0 ∈ S0.� Si γ = δ55 y γ2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ15 ∈ S0, es una ráız doble.� Si γ = δ65 y γ2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ5 ∈ S0 o β = δ55 ∈ S0.� Si γ = δ75 y γ2f(β) = β2 − f(β) + 1 entonces β = δ25 ∈ S0, es una ráız doble.

Luego, el Teorema 3.1.4 nos asegura que el espacio de ramificación es finito y está conte-

nido en el conjunto

{P∞, Px0
, Px0−δ5 , Px0−δ15 , Px0−δ25 , Px0−δ35 , Px0−δ45 , Px0−δ55 , Px0−δ65 , Px0−δ75}.

Entonces |Ram(J /J0)| ≤ 10 y por el Teorema 3.1.1 tenemos que

λ(J ) ≥ 2 · 2
10− 2

=
1

2

y por lo tanto la torre J es asintóticamente buena sobre F81.
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Observación 3.3.4. La torre J puede definirse también utilizando f(x) = δ45x + δ10.

Utilizando el cambio de variables X = 2x, Y = 2y se muestra que ambas ecuaciones

definen la misma torre sobre F81.

Ejemplo 3.3.5. Consideremos F81 = F3(δ) con δ
4+2δ+2 = 0 y la torre K = (K0, K1, . . .)

de cuerpos de funciones Kn/F81 definida recursivamente por la ecuación

y2 =
x2 − f(x) + 1

f(x)
,

donde f(x) = δ15x+ δ30.

Como F81 contiene al cuerpo de descomposición de T 2 + 1, utilizando los resultados

del Ejemplo 2.3.1 tenemos que K es una torre de cuerpos de funciones sobre F81 y además,

el espacio de descomposición satisface

ν(K/K0) ≥ 2.

Utilizando el conjunto S0 = {0, δ5, δ15, δ25, δ35, δ45, δ55, δ65, δ75, } ⊂ F81 y los resultados de

los teoremas anteriores tenemos que

|Ram(K/K0)| ≤ 10.

Por lo tanto, la torre es asintóticamente buena sobre F81 y tenemos que

λ(K) ≥ 2 · 2
10− 2

=
1

2
.

Observación 3.3.6. La torre K puede definirse también utilizando f(x) = δ55x + δ30.

Utilizando el cambio de variables X = 2x, Y = 2y se muestra que ambas ecuaciones

definen la misma torre sobre F81.

Ejemplo 3.3.7. Consideramos la torre L = (L0, L1, . . .) de cuerpos de funciones sobre

F9, con F9 = F3(δ) y δ
2 + δ + 1 = 0; definida recursivamente por la ecuación

y2 =
x2 − f(x) + 1

f(x)
,

con f(x) = 2x+ 1.
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En este caso, utilizando los resultados del Ejemplo 2.3.1, tenemos que L es una torre

de cuerpos de funciones sobre F9 y además Split(L/L0) ⊇ {Px0−δ2 , Px0−δ6}, y por lo tanto

ν(L/L0) ≥ 2.

El conjunto S0 = {0, 1, 2, δ, δ3, δ5, δ7} satisface las condiciones del Teorema 3.1.4, y

por lo tanto tenemos que

λ(L) ≥ 2 · 2
8− 2

=
2

3
.

Luego, la torre L es asintóticamente buena sobre F9.

A continuación estudiamos una familia de torres de cuerpos de funciones sobre Fq de

tipo Kummer que satisfacen las condiciones del Teorema 3.1.1.

Teorema 3.3.8. Sea m ≥ 2 un entero con mcd(m, q) = 1 y sea β en F∗
q. Supongamos que

h(t) ∈ Fq[t] es un polinomio separable de grado m− r con mcd(m, r) = 1, 1 ≤ r ≤ m− 1

y h(0) = h0 6= 0, que el polinomio Tm − (β/h0) se descompone completamente en Fq y

que existe un subconjunto S0 de Fq que satisface:

(a) 0 ∈ S0;

(b) Zh ⊂ S0;

(c) para cada δ ∈ S0, ZHγ
⊂ S0, donde Hδ(t) = h(t)γm − β tm.

Definimos cuerpos de funciones Fn/Fq (n ≥ 0) recursivamente por F0 := Fq(x0) y Fn+1 :=

Fn(xi+1) con

xmi+1 =
β xmi
h(xi)

(para i ≥ 0).

Entonces F = (F0, F1, F2, . . .) es una torre de cuerpos de funciones sobre Fq con las

siguientes propiedades:

(i) Fi+1/Fi es una extensión moderada de grado m, para todo i ≥ 0. Si además β es

una potencia m-ésima en Fq entonces Fi+1/Fi es una extensión ćıclica.

(ii) Sea P ∈ P(F0) un lugar ramificado en Fn/F0, para algún n ≥ 1. Entonces P es el

polo de x0 en F0 o es un cero de x0 − γ para algún γ ∈ S0 \ {0}.
(iii) El cero P0 de x0 en F0 se descompone completamente en Fn/F1, para todo n ≥ 1.

(iv) λ(F) ≥ 2/(#S0 − 2) > 0.
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Demostración. Como la sucesión F = (F0, F1, F2, . . .) satisface las condiciones del

Teorema 1.4.4 tenemos que F es una sucesión recursiva de cuerpos de funciones sobre

Fq. Más aún, sabemos que el polo P∞ de x0 en F0 es totalmente ramificado en todas

las extensiones. Como Fn+1/Fn es una extensión ćıclica de grado m (esto se obtiene

de la ecuación definitoria y del hecho que mcd(m, q) = 1, ya que si Pn ∈ P(Fn) y

Pn|P∞ entonces Fn+1 = Fn(y) con ym = u y vPn
(u) = vPn

(β xmn /h(xn)) = −rn+1 con

mcd(m,−rn+1) = 1), entonces la extensión Fn+1/Fn es moderada.

Mostremos ahora por inducción que el cero P0 de x0 en F0 se descompone comple-

tamente. Sea Q ∈ P(Fn) un cero de x0. Entonces Q es un cero de x0, x1, . . . , xn, pues si

suponemos que es cierto para algún xk entonces tenemos que

mvQ(xk+1) = vQ

(

β xmk
h(xk)

)

= mvQ(xk) > 0,

y por lo tanto Q es un cero de xk+1.

Dividiendo por xmn la ecuación

xmn+1 =
β xmn
h(xn)

,

y llamando u := xn+1/xn obtenemos

um =
β

z
, (3.3.3)

donde la función z satisface z ∈ O∗
Q (pues vQ(z) = vQ(h(xn)) = 0) y por lo tanto

z(Q) ∈ F∗
q. (Observar que si h(T ) = hm−rT

m−r+ · · ·+h1T +h0 entonces z(Q) = h0 ∈ F∗
q).

La reducción módulo Q de la ecuación 3.3.3 es

um =
β

z(Q)
,

y como la ecuación Tm = β/z(Q) tiene m ráıces distintas en Fq, entonces (usando el

Teorema de Kummer 1.2.8) tenemos que el lugar Q se descompone completamente en

Fn+1/Fn.

Por lo tanto, el lugar P0 = Px0
se descompone completamente en la sucesión.

Tenemos que la ecuación

xmn+1 =
β xmn
h(xn)

,
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define una sucesión recursiva de cuerpos de funciones. Para probar que es torre debemos

mostrar que el género satisface g(Fn) → ∞ cuando n→ ∞.

Como sabemos que P0 se descompone completamente en todas las extensiones enton-

ces tenemos que

N(Fn) ≥ [Fn : F0] = mn.

Usando este resultado y el teorema de Hasse-Weil tenemos que g(Fn) → ∞ cuando

n→ ∞.

Hasta aqúı hemos probado que F = (F0, F1, F2, . . .) es una torre de cuerpos de fun-

ciones con las propiedades (i) y (iii) del Teorema 3.3.8.

Observar que con las hipótesis pedidas sobre el conjunto S0 se cumplen las hipótesis

del Teorema 3.1.4 y por lo tanto, todo lugar de F0 que ramifica en la torre es o bien el

polo de x0 en F0 o es un cero de x0 − γ para algún γ ∈ S0. Pero 0 ∈ S0 y ya sabemos que

Px0
se descompone completamente en la torre, por lo tanto tenemos que la propiedad (ii)

vale. Ahora podemos aplicar el Teorema 3.1.1. Sean

S = {P ∈ P(F0)|P es un cero de x0 − γ para algún γ ∈ S0 \ {0}} ∪ {P∞},

y

T = {P0, el cero de x0 en F0}.

El Teorema 3.1.1 nos da directamente que

λ(F) ≥ 2

#S0 − 2
.

�

Observación 3.3.9. Observar que el teorema también se obtiene si se reemplazan las

hipótesis sobre la existencia del conjunto S0 y sus propiedades por las siguientes:

Supongamos que existe ψ(t) ∈ Fq[T ] tal que

(a) B := {γ ∈ F̄q|ψ( 1
γm ) = 0} ⊆ Fq.

(b) B = {γ ∈ F̄q|ψ( h(γ)
β γm ) = 0}.

(c) ψ(0) = 0.
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En efecto, sea S0 = B ∪ {0}. Entonces S0 satisface que 0 ∈ S0 ⊆ Fq. Veamos que

cumple la hipótesis del Teorema 3.3.8, es decir, que para cada γ ∈ S0, todas las ráıces de

las ecuaciones h(t) = 0 y h(t)− β
(

t
γ

)m

= 0, para γ 6= 0, pertenecen a S0.

Sea δ ∈ F̄q tal que h(δ) = 0. Entonces como h(0) 6= 0 tenemos que h(δ)
β δm

= 0 y como

ψ(0) = 0 entonces

ψ

(

h(δ)

β δm

)

= 0,

y por lo tanto δ ∈ S0.

Si 0 6= γ ∈ S0, entonces γ ∈ B. Sea δ ∈ F̄q tal que
h(δ)
β δm

= 1
γm . Entonces

ψ

(

h(δ)

β δm

)

= ψ

(

1

γm

)

= 0,

pues γ ∈ B. Luego, tenemos que δ ∈ S0 y por lo tanto el teorema vale.

Ejemplo 3.3.10. Considerar la torre de funciones sobre F9 = F3(δ) con δ
2 + δ + 2 = 0

definida recursivamente por la ecuación

y2 =
δix2

δjx+ δi+4
,

para algún i = 2, 4, 6, 8 y algún 1 ≤ j ≤ 8.

Utilizando el conjunto Sk
0 = {0, δk, δk+4} para algún k adecuado con 1 ≤ k ≤ 8 y los

resultados del Teorema 3.3.8, tenemos que la torre es asintóticamente óptima ya que el

ĺımite de la torre satisface

2 =
√
9− 1 ≥ A(9) ≥ λ(F) ≥ 2

3− 2
= 2.

Se puede probar que todas estas ecuaciones definen la misma torre sobre F9 utilizando

la transformación lineal X = δkx, Y = δky para algún k adecuado con 1 ≤ k ≤ 8. En

particular se obtiene que son todas equivalentes a la torre

y2 =
x2

x− 1
,

presentada en [GSR03].
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Ejemplo 3.3.11. Sea q > 2 y consideremos ahora la sucesión F = (F0, F1, . . .) sobre Fq

generada recursivamente por la ecuación

yq−1 =
xq−1

xq−1 − (x− α)q−1
,

con α ∈ F∗
q. Entonces, f(x) = xq−1 − (x − α)q−1 tiene todas sus ráıces en Fq. En efecto,

sea β ∈ F∗
q \ {α}, entonces como β ∈ F∗

q sabemos que βq−1 = 1 y por lo tanto f(β) =

βq−1 − (β − α)q−1 = 1 − 1 = 0. Es decir, tenemos q − 2 ráıces distintas de f(x) en Fq, y

como deg(f(x)) = q−2 tenemos que f(x) se descompone linealmente en Fq. Sea S0 = Fq.

Como S0 satisface las condiciones

(a) 0 ∈ S0 pues 0 ∈ Fq;

(b) Zf ⊂ S0 pues por hipótesis f(x) tiene todas sus ráıces en Fq;

(c) para cada α ∈ S0, ZHγ
⊂ S0, donde ZHγ

= f(t)αm − β tm = 0. En efecto, si γ ∈ Fq

entonces γq−1 = 1 y por lo tanto tenemos que tq−1− f(t) = (t+1)q−1 que tiene todas

sus ráıces en Fq;

entonces la sucesión F tiene ramificación finita para todo q > 2.

Ahora, si Fq es un cuerpo de caracteŕıstica 2 con q > 2 entonces el polinomio T q−1+1

se descompone completamente en Fq y por lo tanto la sucesión que se obtiene en este

caso es una torre de cuerpos de funciones asintóticamente buena cuyo ĺımite satisface

λ(F) ≥ 2

q − 2
> 0.

Si la caracteŕıstica de Fq es impar, entonces T q−1 + 1 se descompone completamente

en Fq2 , y aśı la sucesión que obtenemos en este caso es una torre asintóticamente buena

sobre Fq2 .

En definitiva, tenemos que

A(2n) ≥ 2

2n − 2
para n ≥ 2, y

A(p2n) ≥ 2

pn − 2
para p primo impar.
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Observación 3.3.12. Haciendo el cambio de variables X = 1
x
, e Y = 1

y
obtenemos que

la ecuación que define la torre del Ejemplo 3.3.11 se transforma en la ecuación

Y q−1 = 1− (X + b)q−1 con b ∈ F∗
q. (3.3.4)

La torre definida por la ecuación anterior fue estudiada en [GSR03, Teorema 3.11] donde

los autores obtienen la misma cota inferior para el ĺımite de la torre. Observar que esta

torre no puede ser estudiada con el Teorema 3.3.8 si se usa la ecuación (3.3.4).

Ejemplo 3.3.13. En particular si consideramos la torre F de cuerpos de funciones sobre

F4 generada recursivamente por la ecuación

y3 =
x3

x2 + x+ 1
,

tenemos que el ĺımite de la torre es exactamente 1, y por lo tanto la torre es asintóti-

camente óptima. En efecto, como F4 = {0, 1, δ, δ + 1} donde δ2 + δ + 1 = 0 entonces el

polinomio t2 + t+ 1 tiene sus ráıces (δ y δ + 1) en F4. Luego, tenemos que la torre tiene

ĺımite λ(F) ≥ 2
4−2

= 1. Además, como sabemos que A(4) = A(22) = 2 − 1 = 1 y para

toda torre sobre Fq se verifica A(q) ≥ λ(F) entonces, F es una torre asintóticamente

óptima sobre Fq.

Observación 3.3.14. El Ejemplo 3.3.13 fue presentado por Y. Qiu en [Qiu10].

Ejemplo 3.3.15. Si consideramos F3, tenemos que la sucesión F = (F0, F1, . . .) generada

recursivamente por la ecuación

y2 =
x2

2x− 1
,

tiene ramificación finita. Sin embargo el polinomio T 2 + 1 no se descompone en F3, pero

śı en F9. Luego, F es una torre asintóticamente buena sobre F9 y además

λ(F) ≥ 2

3− 2
= 2.

Observar que esta torre es además, asintóticamente óptima sobre F9 ya que A(9) = 3−1 =

2.
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Observación 3.3.16. Notar que en el ejemplo anterior, si utilizamos el cambio de va-

riables X = 1
x
, e Y = 1

y
obtenemos la ecuación

Y 2 =
X2

X − 1
,

que ya fue estudiada en el Ejemplo 3.2.7 donde se demuestra que define (sobre F9) una

subtorre de la torre F ′ definida por la ecuación

y2 =
x2 + 1

2x
.

Por lo tanto la torre F del Ejemplo 3.3.15 es subtorre de F ′, lo que da otra demostración

de la optimalidad de F sobre F9.





CAPÍTULO 4

TORRES ASINTÓTICAMENTE MALAS

En este Caṕıtulo damos condiciones suficientes para determinar si una sucesión dada

de cuerpos de funciones es asintóticamente mala. Como consecuencia de estos resultados,

probamos que para una cierta clase de sucesiones la infinitud del espacio de ramificación

implica que la sucesión es asintóticamente mala. Mostramos también, que la mayoŕıa de

los ejemplos conocidos de torres asintóticamente malas se obtienen como casos particu-

lares de estos resultados.

4.1. Sucesiones y torres asintóticamente malas

Una pregunta básica y muy interesante en la teoŕıa de sucesiones y torres recursivas

de cuerpos de funciones es la siguiente: ¿Qué propiedades debe tener un polinomio f ∈
Fq[X, Y ] que define recursivamente una sucesión de cuerpos de funciones para que la

sucesión obtenida resulte asintóticamente buena? Una condición necesaria simple es que la

sucesión sea admisible. Esto significa que el grado del polinomio que la define es el mismo

en las dos variables, es decir deg X(f) = deg Y (f). En el caso de sucesiones no admisibles, si

deg X(f) > deg Y (f) entonces la tasa de descomposición ν(F/F0) es cero y si deg X(f) <

deg Y (f) entonces el género γ(F/F0) no es finito (ver [GS07]). Por lo tanto se tiene

una condición suficiente sencilla para ver que una sucesión recursiva es asintóticamente

mala y la búsqueda de condiciones para obtener un comportamiento asintótico bueno

debe concentrarse en sucesiones admisibles. Lamentablemente, existen muchos ejemplos
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de sucesiones y torres admisibles y asintóticamente malas, por lo tanto esta condición

no es suficiente. Es interesante notar que en el caso de sucesiones admisibles, parece ser

igualmente complicado probar que una sucesión es asintóticamente buena o mala.

Como no está claro qué otras condiciones sobre el polinomio f , además de la admisi-

bilidad, podŕıan ayudar a decidir si la sucesión definida por f es asintóticamente mala, un

paso natural en la búsqueda de condiciones para deducir un comportamiento asintótico

malo o bueno, es estudiar directamente al diferente Diff(Fm/Fn) para m > n. El punto

de partida de muchos resultados conocidos en la dirección de comportamiento asintótico

malo es la siguiente proposición.

En todos los enunciados asumimos que K es un cuerpo perfecto y que es el cuerpo

total de constantes de cada Fi en la sucesión F dada.

Proposición 4.1.1. Sea F = (F0, F1, . . .) una sucesión de cuerpos de funciones sobre

K. Supongamos que existe una subsucesión {Fri}∞i=1 tal que la serie

∞
∑

i=1

deg Diff(Fri/Fri−1
)

[Fri : F0]

diverge. Entonces γ(F/F0) = ∞. En particular, F es asintóticamente mala. El rećıproco

vale cuando F es una sucesión de cuerpos de funciones sobre Fq con tasa de descompo-

sición ν(F/F0) positiva. Es decir, si F es una sucesión de cuerpos de funciones sobre

Fq asintóticamente mala y ν(F/F0) > 0, entonces para cualquier subsucesión {Fri}∞i=1 la

serie

∞
∑

i=1

deg Diff(Fri/Fri−1
)

[Fri : F0]

diverge.

Demostración. El teorema se obtiene del hecho de que el género de la sucesión

γ(F/F0) = ĺım
n→∞

g(Fn)/[Fn : F0] se puede escribir como

γ(F/F0) = ĺım
i→∞

g(Fri)

[Fri : F0]
= g(F0)− 1 +

1

2

∞
∑

i=1

deg Diff(Fri/Fri−1
)

[Fri : F0]
. (4.1.1)
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En efecto, utilizando la fórmula del género de Hurwitz (Teorema 1.2.11) para la extensión

Fr1/F0, tenemos que

2(g(Fr1)− 1) = [Fr1 : F0](2g(F0)− 2) + deg Diff(Fr1/F0)

y por lo tanto
g(Fr1)− 1

[Fr1 : F0]
= g(F0)− 1 +

1

2

deg Diff(Fr1/F0)

[Fr1 : F0]
.

Supongamos ahora que

g(Fri)− 1

[Fri : F0]
= g(F0)− 1 +

1

2

i
∑

j=1

deg Diff(Frj/Frj−1
)

[Frj : F0]
,

donde Fr0 denota a F0. Entonces para la extensión Fri+1
/Fri tenemos que

2(g(Fri+1
)− 1) = [Fri+1

: Fri ](2g(Fri)− 2) + deg Diff(Fri+1
/Fri)

y por lo tanto

g(Fri+1
)− 1

[Fri+1
: F0]

=
g(Fri)− 1

[Fri : F0]
+

1

2

deg Diff(Fri+1
/Fri)

[Fri+1
: F0]

= g(F0)− 1 +
1

2

i
∑

j=1

deg Diff(Frj/Frj−1
)

[Frj : F0]
+

1

2

deg Diff(Fri+1
/Fri)

[Fri+1
: F0]

= g(F0)− 1 +
1

2

i+1
∑

j=1

deg Diff(Frj/Frj−1
)

[Frj : F0]
.

Luego, como sabemos que el ĺımite g(Fn)/[Fn : F0] siempre existe tenemos que

γ(F/F0) = ĺım
n→∞

g(Fn)

[Fn : F0]

= ĺım
n→∞

g(Fn)− 1

[Fn : F0]

= ĺım
i→∞

g(Fri)− 1

[Fri : F0]

= g(F0)− 1 +
1

2
ĺım
i→∞

i+1
∑

j=1

deg Diff(Frj/Frj−1
)

[Frj : F0]

= g(F0)− 1 +
1

2

∞
∑

j=1

deg Diff(Frj/Frj−1
)

[Frj : F0]
.

Finalmente, si F es una sucesión de cuerpos de funciones sobre Fq asintóticamente

mala y ν(F/F0) > 0 el resultado rećıproco se obtiene fácilmente de la ecuación (4.1.1). �



86 Torres asintóticamente malas

La idea en la Proposición 4.1.1 fue usada en [GS96], [MW05], [BGS04] y [BGS05a];

en donde los autores dan condiciones suficientes para obtener torres asintóticamente ma-

las. A primera vista pareciera que los ejemplos que aparecen en los art́ıculos mencionados

representan casos con poca relación entre ellos. Sin embargo, vamos a mostrar que estos

resultados se pueden deducir del siguiente resultado general.

Proposición 4.1.2. Sea F = (F0, F1, . . .) una sucesión recursiva admisible de cuerpos

de funciones sobre K definida por un polinomio f ∈ K[X, Y ]. Sea {xi}∞i=0 una sucesión

de elementos trascendentes sobre K tales que

F0 = K(x0) y Fi+1 = Fi(xi+1),

donde f(xi, xi+1) = 0 para i ≥ 0. Sea b ∈ K(T ) una función racional y supongamos que

existe una sucesión creciente de enteros no negativos {rj}∞j=1 y funciones positivas c1(t) y

c2(t) definidas para t ≥ 0 tales que para j ≥ 1 existe un divisor Brj ∈ D(Frj) que satisface

a) deg Brj ≥ c1(j) · deg (b(xrj ))
rj
∞ (resp. deg Brj ≥ c1(j) · deg (b(xrj ))

rj
0 ), donde (b(xrj ))

rj
∞

(resp. (b(xrj ))
rj
∞) denota al divisor de polos (resp. divisor de ceros) del elemento xrj

en Frj ;

b)
∑

P∈ supp(Brj
)

∑

P ′|P

d(P ′|P ) deg P ′ ≥ c2(j) [Frj+1
: Frj ] deg Brj

donde la suma interior recorre todos los lugares P ′ de Frj+1
arriba de P .

Si se cumple una de las siguientes:

c) la serie
∑∞

j=1 c(j) diverge;

d) existe una función no negativa ψ y una constante positiva M tales que

(i) ψ(c(1)) ≤Mc(1);

(ii) ψ(c(j))− ψ(c(j − 1)) ≤Mc(j);

(iii) ψ(c(t)) → ∞ cuando t→ ∞;

donde c(j) = c1(j)c2(j), entonces γ(F/F0) = ∞. En particular una sucesión F que

satisface a), b) y c) o d), define una torre asintóticamente mala (pues γ(F/F0) = ∞
implica que g(Fi) → ∞ cuando t→ ∞).
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Demostración. Por el Teorema 1.1.16 del Caṕıtulo 1 tenemos que

deg (b(xrj ))
rj
∞ = [Frj : K(b(xrj ))]

y por lo tanto

deg Brj ≥ c1(j)[Frj : K(b(xrj ))] ≥ c1(j)[Frj : K(xrj )].

Como F es admisible, entonces [Frj : F0] = [Frj : K(xrj )] y por lo tanto

deg Brj ≥ c1(j) [Frj : F0] para j ≥ 1. (4.1.2)

Observar ahora que

deg Diff(Frj+1
/Frj ) =

∑

P∈P(Frj
)

∑

P ′|P

d(P ′|P ) deg P ′

≥
∑

P∈ supp(Brj
)

∑

P ′|P

d(P ′|P ) deg P ′

≥ c2(j)[Frj+1
: Frj ] deg Brj (por b))

≥ c(j) [Frj+1
: F0],

donde c(j) = c1(j)c2(j).

Por lo tanto
∞
∑

j=1

deg Diff(Frj+1
/Frj )

[Frj+1
: F0]

≥
∞
∑

j=1

c(j)

y usando la hipótesis en c) y la Proposición 4.1.1 obtenemos que γ(F/F0) = ∞.

Supongamos ahora que se cumple la hipótesis en d). Usando la transitividad del

exponente diferente podemos probar por inducción que

deg Diff(Frs+1
/Fr1) ≥M ′ ψ(c(s)) [Frs+1

: F0] ∀ s ≥ 1,

donde M ′ = 1/M . En efecto, para s = 1 usando (i) de d) tenemos que

deg Diff(Fr2/Fr1) ≥ c(1) [Fr2 : F0] ≥M ′ ψ(c(1)) [Fr2 : F0].

Supongamos ahora que vale

deg Diff(Frs/Fr1) ≥M ′ ψ(c(s− 1)) [Frs : F0].
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Entonces

deg Diff(Frs+1
/Fr1) =

∑

P∈P(Fr1
)

∑

P ′′|P

P ′′∈P(Frs+1)

d(P ′′|P ) deg P ′′

=
∑

P∈P(Fr1
)

∑

P⊂P ′⊂P ′′

P ′′∈P(Frs+1), P ′∈P(Frs)

(e(P ′′|P ′) d(P ′|P ) + d(P ′′|P ′)) deg P ′′

≥
∑

P∈P(Fr1
)

∑

P ′|P
P ′∈P(Frs)

∑

P ′′∈P(Frs+1
)

e(P ′′|P ′) d(P ′|P ) f(P ′′|P ′) deg P ′

+
∑

P ′∈P(Frs)

∑

P ′′|P ′

P ′′∈P(Frs+1)

d(P ′′|P ′) deg P ′′

= [Frs+1
: Frs ] deg Diff(Frs/Fr1) + deg Diff(Frs+1

/Frs)

≥ [Frs+1
: Frs]M

′ ψ(c(s− 1)) [Frs : F0] + k c(s) [Frs+1
: F0]

=M ′ [Frs+1
: F0]

(

ψ(c(s− 1)) +M c(s)
)

≥M ′ψ(c(s))[Frs+1
: F0] (por (ii) de d)).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el género del cuerpo de funciones

Fr1 satisface g(Fr1) > 0 y por lo tanto la fórmula del género de Hurwitz para la extensión

Frs+1
/Fr1 implica que

g(Frs+1
) ≥ M ′

2
ψ(c(s)) [Frs+1

: F0],

para todos los ı́ndices s.

Entonces

g(Frs+1
)

[Frs+1
: F0]

≥ M ′

2
ψ(c(s))

que tiende a infinito por (iii) de d) y por lo tanto, γ(F/F0) = ∞. �

Observación 4.1.3. Si en la parte a) de la Proposición 4.1.2 la desigualdad

deg Brj ≥ c1(j) · deg (b(xrj ))rj∞ ó deg Brj ≥ c1(j) · deg (b(xrj ))
rj
0 ,

se reemplaza por la siguiente desigualdad más fuerte

deg Brj ≥ c1(j)[Frj : F0], (4.1.3)
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obtenida en (4.1.2), de la prueba de la Proposición 4.1.2 tenemos nuevamente el mismo

resultado para sucesiones en general (es decir, sin que sea necesariamente recursiva o

admisible).

Probemos ahora un resultado que usaremos más adelante cuando estudiemos la rela-

ción entre el espacio de ramificación de una sucesión de cuerpos de funciones y el compor-

tamiento asintótico de la sucesión. Usaremos el siguiente resultado que es consecuencia

de la teoŕıa de extensiones de cuerpos constantes: sea F = (F0, F1, F2, . . .) una sucesión

de cuerpos de funciones sobre Fq. Si consideramos las extensiones de cuerpos constan-

tes F ′
i = Fi · K donde K es un cuerpo perfecto obtenemos la sucesión de extensiones

constantes F ′ = (F ′
0, F

′
1, F

′
2, . . .) de cuerpos de funciones sobre K. Entonces

ν(F/F0) ≤ ν(F ′/F ′
0) y γ(F/F0) = γ(F ′/F ′

0) ,

y por lo tanto, si F ′ es asintóticamente mala entonces F es asintóticamente mala.

Teorema 4.1.4. Sea K un cuerpo perfecto y sea F = (F0, F1, F2, . . .) una sucesión de

cuerpos de funciones sobre K. Supongamos que existe una sucesión creciente de enteros

no negativos {rj}∞j=1 tales que se cumple una de las siguientes

(i) para cada ı́ndice rj hay un número positivo mj y un divisor Brj =
∑

mPP de Frj

de grado al menos dj[Frj : F0] donde dj > 0, para todo P ∈ supp(Brj) se tiene que

mP ≤ mj y que e(Q|P ) > 1 para cada lugar Q de Frj+1
arriba de P , y c(j) = dj/mj

satisface c) ó d) del Teorema 4.1.2, o

(ii) para cada ı́ndice rj existe un lugar Pj de F0 que no ramifica en Frj y tal que cada

lugar Q de Frj+1
arriba de Pj satisface e(Q|Pj) > 1.

Entonces γ(F/F0) = ∞ y F es en realidad una torre asintóticamente mala. Notar que en

el caso (ii), F es una torre asintóticamente mala con espacio de ramificación Ram(F/F0)

infinito.

Supongamos ahora que la sucesión es una sucesión recursiva admisible de cuerpos de

funciones sobre K. Entonces existe un polinomio en dos variables f ∈ H ∈ K[X, Y ] y

una sucesión {xi}∞i=0 de elementos trascendentes sobre K tales que

F0 = K(x0) y Fi+1 = Fi(xi+1),
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donde f(xi, xi+1) = 0 para i ≥ 0. Supongamos que existe una sucesión creciente de enteros

no negativos {rj}∞j=1 tales que

(iii) para cada ı́ndice rj existe un lugar Pj de K(xrj ) que no ramifica en Frj y tal que

cada lugar Q de Frj+1
arriba de Pj satisface e(Q|Pj) > 1.

Entonces γ(F/F0) = ∞ y F es en realidad una torre asintóticamente mala.

Demostración. Supongamos que vale (i). Por hipótesis tenemos que

deg Brj ≥ dj [Frj : F0],

por lo que la desigualdad (4.1.3) de la Observación 4.1.3 vale con c1(j) = dj para todo

j ≥ 1. Por otra parte, b) de la Proposición 4.1.2 vale con c2(j) = 1/2mj para todo j ≥ 1

pues por el Teorema del diferente de Dedekind (Teorema 1.2.9 del Caṕıtulo 1) tenemos

que

∑

P∈ supp(Brj
)

∑

Q|P

d(Q|P )degQ ≥
∑

P∈ supp(Brj
)

∑

Q|P

(e(Q|P )− 1)deg Q

≥ 1

2

∑

P∈ supp(Brj
)

∑

Q|P

e(Q|P )deg Q

=
1

2

∑

P∈ supp(Brj
)

∑

Q|Q

e(Q|P )f(Q|P )deg P

=
1

2
[Frj+1

: Frj ]
∑

P∈ supp(Brj
)

deg P

≥ 1

2mj
[Frj+1

: Frj ] deg Brj ,

donde las sumas interiores anteriores recorren todos los lugares Q de Frj+1
arriba de P .

Luego, la parte c) o d) de la Proposición 4.1.2 vale y como decimos en la Observación

4.1.3 todo esto implica que γ(F/F0) = ∞.

Supongamos ahora que la parte (ii) vale y consideremos la sucesión de extensiones

constantes F ′ = (F ′
0, F

′
1, F

′
2, . . .) con F

′
i = Fi · K̄ donde K̄ es una clausura algebraica de

K. Por hipótesis tenemos que existe una sucesión {rj}∞j=1 tal que para j ≥ 1 existe un

lugar P ′
j de F

′
0 que se descompone completamente en F ′

rj
y tal que cada lugar Q′ de F ′

rj+1
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arriba de P ′
j satisface e(Q′|P ′

j) > 1. En particular, si escribimos P ′ = Q′ ∩ Frj , tenemos

que e(Q′|P ′) > 1 y e(P ′|P ′
j) = 1. Consideremos ahora el divisor Brj de F ′

rj
definido por

Brj =
∑

P ′∈L(P ′
j)

P ′,

donde L(P ′
j) = {P ′ ∈ P(F ′

rj
) : P ′|P ′

j}. Entonces

deg Brj ≥ [F ′
rj
: F ′

0],

y vemos que estamos en la situación del item (i) arriba con dj = mj = 1. Luego

γ(F ′/F ′
0) = ∞ y por lo tanto γ(F/F0) = ∞. Es claro, de la definición Ram(F/F0),

que (ii) implica que Ram(F/F0) es infinito.

Finalmente supongamos que vale (iii). Consideramos nuevamente la sucesión de ex-

tensiones constantes F ′ = (F ′
0, F

′
1, F

′
2, . . .) con F ′

i = Fi · K̄ donde K̄ es una clausura

algebraica de K. Como F es admisible, entonces F ′ es admisible y por lo tanto

[F ′
i : F

′
0] = [F ′

i : K̄(xi)],

para todo i ≥ 0. Ahora consideremos el divisor Brj de F ′
rj

definido por

Brj =
∑

P ′∈L(P ′
j
)

P ′,

donde L(P ′
j) = {P ′ ∈ P(F ′

rj
) : P ′|P ′

j}. El mismo argumento usado en (ii) arriba muestra

que

deg Brj ≥ [F ′
rj
: K̄(xrj )] = [F ′

i : F
′
0],

y concluimos que estamos en la misma situación de la prueba de la parte (ii) arriba.

Luego γ(F/F0) = γ(F ′/F ′
0) = ∞.

�

4.2. Una conjetura de Beelen, Garcia y Stichtenoth

En el contexto del comportamiento asintótico de una torre de cuerpos de funciones

F = (F0, F1, . . .), la finitud o no del espacio de ramificación Ram(F/F0) de la torre, es

decir, del conjunto de lugares de F0 que están ramificados en la torre, es una propiedad
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clave, en particular cuando se trabaja con torres recursivas. Como vimos en el Caṕıtulo

anterior, la finitud del espacio de ramificación es esencial en el estudio del comporta-

miento asintótico de torres recursivas moderadas. De hecho, si una torre moderada F
tiene tasa de descomposición positiva y Ram(F/F0) es un conjunto finito entonces F
es asintóticamente buena (ver Caṕıtulo 3). Sin embargo, hasta el momento se desconoce

si una torre asintóticamente buena (recursiva o no) puede tener espacio de ramificación

infinito. Sabemos que existen ejemplos (ver [DPZ04]) de torres no recursivas con es-

pacio de ramificación infinito y tasa de descomposición positiva o género finito, pero el

comportamiento asintótico de estas torres se desconoce. También hay ejemplos de torres

recursivas asintóticamente malas con espacio de ramificación finito (ver [BGS05a]).

En este contexto, parece natural preguntarse cuán esencial es la finitud del espacio de

ramificación en el comportamiento asintótico de una torre. Más precisamente, hay una

pregunta que hasta el momento permanece sin respuesta en el caso general: ¿cuándo la

infinitud del espacio de ramificación de una torre F es responsable del comportamiento

asintótico malo de F? Para torres recursivas, se conjetura (ver [BGS05b, Conjetura 2])

que espacio de ramificación infinito implica género infinito y por lo tanto que la torre

será asintóticamente mala.

Por otro lado, se sabe que si F es una sucesión de cuerpos de funciones asintóticamente

buena sobre Fq donde todas las extensiones Fi/F0 son Galois (las llamaremos sucesiones

de Galois de tipo II ), entonces no sólo Ram(F/F0) es un conjunto finito sino que además

ν(F/F0) > 0 (ver [GSR03, Teorema 2.26]). Relacionados a estos problemas, tenemos

el siguiente resultado rećıproco parcial de la parte (ii) del Teorema 4.1.4, que a su vez

redemuestra que una sucesión de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K de

Galois de tipo II con espacio de ramificación infinito es necesariamente asintóticamente

mala.

Teorema 4.2.1. Sea F = (F0, F1, F2, . . .) una sucesión de cuerpos de funciones sobre un

cuerpo perfecto K de Galois de tipo II con espacio de ramificación infinito. Existe una

sucesión creciente de enteros no negativos {rj}∞j=1 tales que para cada ı́ndice rj hay un

lugar Pj de F0 que es no ramificado en Frj y tal que cada lugar Q de Frj arriba de Pj
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ramifica en Frj+1
. En particular γ(F/F0) = ∞. Por lo tanto, toda sucesión de Galois

de tipo II con espacio de ramificación infinito es una torre de Galois de tipo II que es

asintóticamente mala.

Demostración. Sea S el conjunto de lugares de F0 que ramifican en F1. Entonces

S es un conjunto finito (que puede ser vaćıo). Sea N1 = P(F0) \ S. Entonces N1 6= ∅.
Si todo lugar P ∈ N1 no ramifica en cada Fi entonces Ram(F/F0) ⊂ S, y por lo tanto

Ram(F/F0) es un conjunto finito, lo cuál es una contradicción. Entonces existe un menor

entero positivo r1 ≥ 2 tal que hay un lugar P1 ∈ N1 que no ramifica en Fr1 pero ramifica

en Fr1+1. Como las extensiones Fr1+1/F0 y Fr1/F0 son extensiones de Galois, cada lugar

Q de Fr1 arriba de P1 es ramificado en Fr1+1. Sea S1 el conjunto de lugares de N1 que

no ramifican en Fr1 pero ramifican en Fr1+1. Entonces S1 es un conjunto finito. Sea

N2 = N1 \ S1. Tenemos entonces que N2 6= ∅. Si todo lugar P ∈ N2 es no ramificado

en cada Fi entonces Ram(F/F0) ⊂ S ∪ S1. Luego Ram(F/F0) es un conjunto finito,

y nuevamente tenemos una contradicción. Entonces tiene que existir un menor entero

positivo r2 > r1 tal que hay un lugar P2 ∈ N2 que no ramifica en Fr2 y śı ramifica en

Fr2+1. Como las extensiones Fr2+1/F0 y Fr2/F0 son extensiones de Galois, todo Q de Fr2

arriba de P2 ramifica en Fr2+1. Por construcción, tenemos además que P1 no ramifica en

Fr1 y que cada lugar Q de Fr1 arriba de P1 ramifica en Fr2 . Continuando de esta manera,

encontramos una sucesión de enteros positivos {rj}∞j=1 que satisface la propiedad buscada.

En otras palabras, tenemos que la parte (ii) del Teorema 4.1.4 vale. Luego γ(F/F0) = ∞
y por lo tanto F es asintóticamente mala. �

Este resultado, a su vez, da una nueva demostración de que la Conjetura 2 en

[BGS05a] es verdadera para sucesiones de Galois de tipo II. A una sucesión donde todas

las extensiones Fi+1/Fi son Galois la llamaremos sucesión de Galois de tipo I . Hasta el

momento no se conoce si la Conjetura 2 en [BGS05a] es verdadera para este tipo de

sucesiones.
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4.3. Ejemplos

Veamos ahora que los resultados en los trabajos [GS96], [MW05], [BGS04] y [BGS05a]

se pueden tratar de una manera unificada, viendo que en todos los casos existe un divisor

con las propiedades de la Proposición 4.1.2. Vale la pena destacar que en varios de estos

ejemplos la existencia de tal divisor no es para nada obvia.

Usaremos la siguiente notación: un lugar definido por un polinomio mónico e irredu-

cible f ∈ Fq[x] en el cuerpo de funciones racionales Fq(x) será denotado por Pf .

Ejemplo 4.3.1. Este ejemplo fue presentado en [GS96]. Sea F = (F0, F1, . . .) una torre

recursiva de cuerpos de funciones sobre un cuerpo finito Fq de caracteŕıstica 2, donde

F0 = Fq(x0) y

Fn = Fn−1(xn) con x3n − xn =
x3n−1

xn−1 + 1
, para n ≥ 1.

La Proposición 4.1.2 nos permitirá probar que la torre F es asintóticamente mala.

Si miramos la ramificación en el cuerpo básico, tenemos que si Q es un lugar de

Fq(x, y) tal que Q es un cero de y+1 en Fq(x, y) entonces Q es un cero de x y está arriba

del lugar Px que es el cero de x en Fq(x). En efecto, si P = Q ∩ Fq(x) tenemos que

0 < vQ(y + 1) = vQ(y
3 − y) = e(Q|P )vP

(

x3

x+ 1

)

= e(Q|P )(3vP (x)− vP (x+ 1)),

es decir que

3vP (x) > vP (x+ 1),

y por lo tanto P = Px es el cero de x en Fq(x). Además

2vQ(y + 1) = 3e(Q|Px),

y como [Fq(x, y) : Fq(x)] = 3 entonces e(Q|Px) = 2.

Por otro lado, sea R el cero de y en Fq(x, y). Al igual que antes se puede ver que R

está arriba del lugar Px y como

∑

P |Px

e(P |Px)f(P |Px) = 3,
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entonces debe ser que e(R|Px) = f(R|Px) = f(Q|Px) = 1. Luego, la ramificación del

lugar Px de Fq(x) en Fq(x, y) es como se describe en la siguiente figura.

Px

cero de y + 1cero de y QR

Fq(x)

Fq(x, y)

e = 1 e = 2
f = 1 f = 1

Figura 1. Ramificación de Px en Fq(x, y).

Notar ahora que R, que es un cero de y en Fq(x, y), también es un cero de y en Fq(y),

pues si P = Fq(y) ∩R entonces

0 < vR(y) = e(R|P )vP (y)

y por lo tanto P = Py. Entonces vPy
= 1 y tenemos que

0 < e(R|Py) = vR(y) = 3vR(x)− vR(x+ 1),

y por lo tanto

3vR(x) > vR(x+ 1).

Como las suposiciones vR(x) < 0 y vR(x) = 0 conducen a absurdos concluimos que

vR(x) > 0 y en este caso vR(x + 1) = 0. Luego, 3|e(R|Py) y como e(R|Py) ≤ 3 tenemos

que e(R|Py) = 3, es decir, el lugar Py de Fq(y) es totalmente ramificado en Fq(x, y).

Py

cero de yR

Fq(y)

Fq(x, y)

e = 3
f = 1

Figura 2. Ramificación de Py en Fq(x, y).

Sea P ′ un lugar de Fn+1 que es un cero de xn+1 + 1. Entonces tenemos que P ′ es un

cero de xn−1, xn−2, . . . , x1, x0. Más aún, utilizando los resultados de las Figuras 1 y 2 y el

Lema de Abhyankar (Proposición 1.2.13) tenemos el siguiente diagrama.
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F0

F1

F2

Fn−1

Fn

Fn+1

Px0
Px1

Px2
Pxn−1 Pxn

Pxn+1+1

P

P ′

Q
1 3 1 3 1 3 2 3

1 3 2 3

3 1

2313

1 3 2 3

32

Figura 3. Ramificación de P ′.

P

Pxn

Q

P ′

Fq(xn)

Fn+1

Fq(xn, xn+1)

Fn+1

e = 2
d ≥ 2

e = 3n

Figura 4. Ramificación de Pxn−1
.

Sea P la restricción de P ′ a Fn y Q la restricción de P ′ a Fq(xn, xn+1), es decir,

P = P ′ ∩ Fn y Q = P ′ ∩ Fq(xn, xn+1) como en la Figura 4.

Usando la transitividad del exponente diferente tenemos que

d(P ′|P ) = e(P ′|P ) d(Q|Pxn
) + d(P ′|Q)− e(P ′|P ) d(P |Pxn

)

= 3n d(Q|Pxn
) + (3n − 1)− 2(3n − 1)

≥ 3n + 1.

Ahora, para cada j ≥ 1 denotamos por P ′
j al lugar de Fj que es un cero de xj + 1 y

por Pj a la restricción de P ′
j a Fj−1. Definimos el divisor

Bn := 3nPn+1 ∈ D(Fn) para n ≥ 0.
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Notar que el argumento anterior implica que deg Pj = 1 para j ≥ 1. Observar que en la

Figura 5 a continuación P̃n+1 es un cero de xn+1 en Fn+1, mientras que P ′
n+1 es un cero

de xn+1 + 1 en Fn+1.

Px0

Pn+1 Bn

P ′
n+1P̃n+1

Fq(x0)

Fn

Fn+1

e = 1 e = 2
d = 0 d ≥ 3n + 1

Figura 5. Descripción del divisor Bj .

Como sabemos que [Fn : Fq(xn)] = 3n entonces

deg Bn = 3ndeg Pn+1 = 3n = [Fn : Fq(xn)] = deg (xn)
n
∞.

Además,

∑

P∈ supp(Bn)

∑

P ′|P

d(P ′|P )deg P ′ ≥ d(P ′
n+1|Pn+1)deg P

′
n+1

≥ 3n + 1

≥ 1

3
3n+1

=
1

3
[Fn+1 : Fn]deg Bn.

Luego, se cumplen las hipótesis de la Proposición 4.1.2 con c1(j) = 1 y c2(j) = 1/3 y por

lo tanto la torre F es asintóticamente mala.

Ejemplo 4.3.2 . Veamos ahora que el resultado probado en [BGS04, Teorema 2.1]

sobre torres asintóticamente malas de tipo Artin-Schreier puede deducirse de la Propo-

sición 4.1.2. Sea F = (F0, F1, . . .) una torre recursiva de cuerpos de funciones de tipo

Artin-Schreier sobre el cuerpo finito Fq de caracteŕıstica p. Supongamos que F0 = Fq(x0)

y para todo n ≥ 1 tenemos que

Fn = Fn−1(xn), con xpn − xn = b(xn−1)
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donde b(T ) = b1(T )/b2(T ) ∈ Fq(T ) es una función racional donde b1(T ) y b2(T ) son

polinomios coprimos con deg (b1(T )) = p y deg (b2(T )) = r < p. Supongamos que el

conjunto

L0 = {P ∈ supp((b(x0))
0
∞) : (vP (b(x0)), p) = 1} ⊂ P(F0),

es no vaćıo y sea Lj = {P ′ ∈ P(Fj) : P
′|P para algún P ∈ L0}, para j ≥ 1. Finalmente

supongamos que existe una constante C > 0 tal que para una cantidad infinita de ı́ndices

0 ≤ r1 < r2 < · · · tenemos que

deg Brj ≥ C · deg (b(xrj ))rj∞,

donde

Brj :=
∑

P∈Lrj

−vP (b(xrj ))P ∈ D(Frj).

Entonces F es asintóticamente mala.

Para obtener el resultado deseado como consecuencia de la Proposición 4.1.2 probemos

primero que para todo j ≥ 0 tenemos que

Lj ⊂ {P ∈ P(Fj) : vP (b(xj)) < 0 y (vP (b(xj)), p) = 1}.

Por definición tenemos que

L0 = {P ∈ supp((b(x0))
0
∞) : (vP (b(x0)), p) = 1} ⊂ P(F0).

Sea P un lugar de L0 y Q un lugar de F1 arriba de P y escribamos zj = b(xj−1) para

todo j ≥ 1. Entonces

vQ(x
p
1 − x1) = e(Q|P )vP (b(x0)) = e(Q|P )vP (z1) < 0,

pues P es un polo de b(x0). Luego, vQ(x1) < 0 ya que por el Lemma 1.4.1 sabemos que

si vQ(x1) ≥ 0 entonces vQ(x
p
1 − x1) ≥ 0. Entonces

vQ(z2) = vQ(b(x1)) = vQ(b1(x1))− vQ(b2(x1)) = (p− r)vQ(x1) < 0,

y

(vQ(z2), p) = ((p− r)vQ(x1), p) = 1.
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Procedemos ahora por inducción. Supongamos que para j ≤ k tenemos que

Lj ⊂ {P ∈ P(Fj) : vP (zj+1) < 0 y (vP (zj+1), p) = 1}.

Sea Q un lugar en Lk y sea R un lugar de Fk+1 arriba de Q. Entonces

vR(x
p
k+1 − xk+1) = e(R|Q)vQ(b(xk)) = e(R|Q)vQ(zk+1) < 0,

y de la misma manera que antes obtenemos que vR(xk+1) < 0. Luego

vQ(zk+2) = (p− r)vQ(xk+1) < 0,

y

(vQ(zk+2), p) = 1.

Observar ahora que si P ∈ Lj entonces para algún u ∈ Fj tenemos que

vP (zj+1 − (up − u)) = −m < 0 con m 6≡ 0 mód p.

Esto es aśı ya que si existiera u ∈ Fj tal que vP (u
p−u) = vP (zj+1) entonces 0 > vP (u

p−u)
y por lo tanto vP (u) < 0. En este caso, tendŕıamos que vP (zj+1) = vP (u

p − u) = p vP (u)

contradiciendo el hecho de que (vP (zj+1), p) = 1. Luego, para todo u ∈ Fj tenemos

que vP (zj+1) 6= vP (u
p − u) y por la desigualdad triangular estricta para valuaciones

(Teorema 1.1.6) tenemos que

vP (zj+1 − (up − u)) = mı́n{vP (zj+1), vP (u
p − u)} ≤ vP (zj+1) < 0,

para todo u ∈ Fj . Con esta desigualdad, el Lema 1.2.18 del Caṕıtulo 1 nos asegura que

existe u ∈ Fj tal que

vP (zj+1 − (up − u)) = −m < 0 con m 6≡ 0 mód p.

Ahora, afirmamos que si P ∈ Lrj , Q ∈ Lrj+1
y Q|P entonces

d(Q|P ) ≥ 1

2
(−vP (b(xrj ))[Frj+1

: Frj ] (4.3.1)

para todo i. Para probar esto, notar que si Lrj+1
/Lrj es una extensión de Artin-Schreier,

entonces

d(Q|P ) ≥ (−vP (b(xrj )) + 1)([Frj+1
: Frj ]− 1) ,
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≥ 1

2
(−vP (b(xrj )))[Frj+1

: Frj ] .

por la teoŕıa general de extensiones de tipo Artin-Schreier (ver Teorema 1.2.19 ı́tem (c)).

En otro caso, tenemos que Lrj+2/Lrj+1 y Lrj+1/Lrj śı son extensiones de Artin-Schreier,

y por lo tanto si if P 1 = Q ∩ Frj+1 y P 2 = Q ∩ Frj+2 entonces tenemos que

d(P 1|P ) ≥ 1

2
(−vP (b(xrj )))[Frj+1 : Frj ] ,

y que

e(P 2|P 1) = [Frj+2 : Frj+1].

Por la transitividad del exponente diferente obtenemos

d(P 2|P ) ≥ e(P 2|P 1)d(P 1|P )

≥ [Frj+2 : Frj+1]
1

2
(−vP (b(xrj )))[Frj+1 : Frj ]

=
1

2
(−vP (b(xrj )))[Frj+2 : Frj ] .

Luego, si Lrj+1
= Lrj+2 listo. En caso contrario, como Lrj+3/Lrj+2 es una extensión de

Artin-Schreier tenemos que

e(P 3|P 2) = [Frj+3 : Frj+2] ,

donde P 3 = Q ∩ Frj+3. Por lo tanto,

d(P 3|P ) ≥ e(P 2|P 1)d(P 1|P )

=
1

2
(−vP (b(xrj )))[Frj+3 : Frj ] .

Ahora, si Lrj+1
= Lrj+3 listo. En otro caso, continuando con un argumento inductivo se

prueba que la afirmación vale. Luego, usando (4.3.1), tenemos que

∑

P∈ supp(Brj
)

∑

P ′|P

d(P ′|P )deg P ′ ≥ 1

2
[Frj+1

: Frj ]
∑

P∈ supp(Brj
)

−vP (b(xrj ))deg P

=
1

2
[Frj+1

: Frj ]deg Brj ,
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y por lo tanto concluimos que F es asintóticamente mala por la Proposición 4.1.2, ya que

en este caso se cumplen las condiciones con c1(j) = C y c2(j) = 1/2 para todo j ≥ 0.

Vamos a ver ahora que el resultado en [MW05, Lema 3.2] sobre torres asintótica-

mente malas se puede deducir del Teorema 4.1.4. En realidad demostraremos una versión

ligeramente diferente siguiendo las mismas ideas que en [MW05].

Proposición 4.3.3. Sea F = (F0, F1, F2, . . .) una sucesión recursiva de cuerpos de fun-

ciones sobre Fq donde Fq es el cuerpo total de constantes de cada cuerpo Fi. Supongamos

que F está definida por un polinomio f ∈ Fq[X, Y ] con el mismo grado m en las dos

variables y supongamos que mcd(m, q) = 1. Sea F = Fq(x, y) el correspondiente cuerpo

de funciones básico asociado y supongamos que las extensiones F/Fq(x) y F/Fq(y) son

ambas extensiones de Galois. Sea

N = {R ∈ P(Fq(y)) : R ramifica en F},

y supongamos que existe un lugar P de Fq(x) con las siguientes propiedades:

(a) P ramifica en F ,

(b) mcd(deg P,m) = 1 y

(c) deg P no divide al grado de ningún lugar R en N .

Entonces F es asintóticamente mala. Más aún, F es una torre de cuerpos de funciones

asintóticamente mala.

Demostración. Para ver esto, consideremos una sucesión {xn}∞n=0 de elementos tras-

cendentes sobre Fq tales que

F0 = Fq(x0) y Fn+1 = Fn(xn+1),

donde f(xn, xn+1) = 0 para n ≥ 0. Sea n ≥ 1. Por las hipótesis anteriores, existe un

lugar P de Fq(xn) que ramifica en la extensión Fq(xn, xn+1)/Fq(xn) con deg P coprimo

con m y que además no divide a deg R para ningún lugar R de Fq(xn) que ramifica en

Fq(xn−1, xn)/Fq(xn).

Sea P ′ un lugar de Fn arriba de P . Sean P0, P1, . . . , Pn = P las restricciones de P ′ a

Fq(x0),Fq(x1), . . . ,Fq(xn) respectivamente (ver Figura 6 a continuación).
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Fq(x0) Fq(x1) Fq(xn−1) Fq(xn) P0 P1 Pn−1 Pn

F1

Fn

Fq(xn, xn−1) P ′
1 P ′

2 P ′
n−1 P ′

n

P ′

Figura 6. Pirámide definida por P0, P1, . . . , Pn = P .

Se puede probar que el grado de cada Pi es divisible por el grado de P . En efecto, sea

P ′
n la restricción de P ′ a Fq(xn−1, xn). Observemos que

f(P ′
n|P )deg P = deg P ′

n = f(P ′
n|Pn−1)deg Pn−1

donde f(P ′
n|P ) y f(P ′

n|Pn−1) son los grados relativos del lugar P en las extensiones

Fq(xn−1, xn)/Fq(xn−1) y Fq(xn−1, xn)/Fq(xn) respectivamente. Como estas extensiones son

de Galois, los grados de inercia son divisores dem y como deg P es coprimo conm entonces

deg P divide a deg Pn−1. Ahora, sea P
′
n−1 la restricción de P ′ a Fq(xn−2, xn−1). Observemos

ahora que

f(P ′
n−1|Pn−1)deg Pn−1 = deg P ′

n−1 = f(P ′
n−1|Pn−2)deg Pn−2.

Como deg P divide al lado izquierdo de la ecuación anterior tenemos que deg P divide

también a

f(P ′
n−1|Pn−2)deg Pn−2

y por lo tanto también a deg Pn−2, usando el hecho de que m y deg P son coprimos y que

la extensión Fq(xn−2, xn−1)/Fq(xn−2) es una extensión de Galois. Continuando de esta

manera, vemos que deg P divide a deg Pi para i = 1, . . . , n− 1, y entonces, por hipótesis,

tenemos que ninguno de los lugares Pi puede ramificar en la extensión Fq(xi−1, xi)/Fq(xi).

Por el Lemma de Abhyankar (Proposición 1.2.13), tenemos que e(P ′|P ) = 1 (ver

Figura 7 a continuación), y por lo tanto, usando nuevamente el Lema de Abhyankar,

tenemos que P ′ está ramificado en la extensión Fn+1/Fn.
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P0 P1 Pn−1 Pn

P ′
1 P ′

2 P ′
n−1 P ′

n

P ′

1en11 e2e1

e2 1 en 1

en1

en 1

Figura 7. Ramificación de P a P ′.

Hemos probado entonces que, para cada n ≥ 1, existe un lugar P en Fq(xn) que es no

ramificado en Fn y tal que cada lugar Q de Fn arriba de P ramifica en Fn+1. Entonces

del Teorema 4.1.4 obtenemos que F es asintóticamente mala. �

Sea F = (F0, F1, . . .) una sucesión recursiva de cuerpos de funciones sobre K. Su-

pongamos que F es de tipo Kummer definida por un polinomio f ∈ K[x, y] de la forma

f(x, y) = ymb2(x) − b1(x) donde b1 y b2 son polinomios con coeficientes en K tales que

deg (b1) = n − k y deg (b2) = n. Supongamos que mcd(m, k) = 1 y sea {xi}∞i=0 una su-

cesión de elementos trascendentes sobre K tales que F0 = K(x0) y Fi+1 = Fi(xi+1) con

xmi+1 = b1(xi)/b2(xi). Se puede probar que el lugar Pi, el polo de xi en Fi, es totalmente

ramificado en Fi+1/Fi por lo que K es el cuerpo total de constantes de cada cuerpo Fi.

Usaremos este hecho en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.4. Sea q una potencia de un primo p, y sea m un número primo impar tal

que q ≡ 1 mód m. Consideremos el polinomio

f(x, y) = (cx+ d)mym + (ax+ b)m − r(cx+ d)m ∈ Fq[x, y] ,

donde




a b

c d



 ∈ GL2(Fq) ,

con c 6= 0 y r = amc−m. Este polinomio define una sucesión F = (F0, F1, . . .) de cuerpos de

funciones sobre Fq, donde todas las extensiones Fi/Fi−1 son de extensiones de Kummer,
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para i ≥ 1. Por la elección de r tenemos que

f(x, y) = (cx+ d)mym − f(x) ,

donde f(x) = r(cx + d)m − (ax + b)m ∈ Fq[x] es un polinomio de grado m − 1. Luego

Fq es el cuerpo total de constantes de cada cuerpo Fi por los comentarios anteriores. El

cuerpo de funciones básico asociado es Fq(x, y) con

ym = r −
(

ax+ b

cx+ d

)m

. (4.3.2)

Sea {xi}∞i=0 una sucesión de elementos trascendentes sobre Fq tales que F0 = Fq(x0) y

Fi+1 = Fi(xi+1) con

xmi+1 = r −
(

axi + b

cxi + d

)m

=
f(xi)

(cxi + d)m
.

Como consecuencia de la Proposición 4.3.3, vamos a mostrar que si el polinomio f , de

grado m − 1, tiene al menos un factor g ∈ Fq[x] mónico e irreducible de grado d ≥ 2

entonces F es una torre asintóticamente mala sobre Fq. Primero observemos que las

extensiones Fq(x, y)/Fq(x) y Fq(x, y)/Fq(y) son ambas extensiones de Galois de grado m.

Esto es claro en el caso Fq(x, y)/Fq(x) pues esta extensión es una extensión de Kummer.

Para el otro caso, consideremos el siguiente cambio de variables:

u =
ax+ b

cx+ d
y v =

ay + b

cy + d
.

Entonces

y =
dv − b

a− cv
,

y esto implica que Fq(y) = Fq(v) y Fq(x, y) = Fq(v, u) con

um = r −
(

dv − b

a− cv

)m

.

Entonces Fq(v, u)/Fq(v) es una extensión de Kummer y por lo tanto Fq(x, y)/Fq(y) es

una extensión de Galois de grado m.

Simplificando (4.3.2) tenemos que la extensión Fq(x, y)/Fq(x) puede definirse también

por la ecuación

ym =
f(x)

(cx+ d)m
.
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Por la teoŕıa de extensiones de Kummer tenemos que el lugar Pg de Fq(x) definida por

g(x) está (totalmente) ramificado en Fq(x, y) y es de grado d ≥ 2 pues g(x) es mónico e

irreducible en Fq[x] y de grado d ≥ 2. Luego mcd(deg Pg, m) = 1. Entonces (a) y (b) de

la Proposición 4.3.3 valen para el lugar Pg.

Falta probar que (c) vale. Sea R un lugar de Fq(y) que ramifica en Fq(x, y). Notar

que la extensión Fq(x, y)/Fq(y) está definida por el polinomio mónico

σ(T ) = (T + dc−1)m − f(T )(cy)−m ∈ Fq(y)[T ] ,

pues σ(x) = 0. En otras palabras σ(T ) es el polinomio mı́nimo de x sobre Fq(y). Sea y(R)

la clase de residuos módulo R de y y consideremos el polinomio

σR(T ) = (T + dc−1)m − f(T )α ∈ Fq[T ] ,

donde Fq denota una clausura algebraica de Fq y α = (cy(R))−m. Por la Proposición

2.1.1 del Caṕıtulo 2 sabemos que el conjunto de lugares de Fq(y) que ramifican en Fq(x, y)

está contenido en el conjunto

{Q ∈ P(Fq(y)) : vQ(y) = 0 y σQ(T ) no es separable} ∪ {P∞} ∪ {Py} ,

donde P∞ (resp. Py) es el polo (resp. el cero) de y en Fq(y). Si R es P∞ ó Py entonces

(c) vale pues en este caso deg R = 1. Supongamos que σR(T ) no es separable. Entonces

σR(T ) debe tener un factor de la forma (T − β)j con j ≥ 2 para algún β ∈ Fq. Por el

Teorema de Kummer hay un lugar Q de Fq(x, y) arriba de R con grado de inercia al

menos 2. Como la extensión Fq(x, y)/Fq(y) es de Galois, todo lugar de Fq(x, y) arriba de

R debe tener grado de inercia al menos 2. Pero [Fq(x, y) : Fq(y)] = m y m es primo. Esto

implica que existe un único lugar en Fq(x, y) arriba de R y que el grado de inercia de este

lugar es m. Entonces R no ramifica en Fq(x, y) y por lo tanto (c) de la Proposición 4.3.3

vale. Luego, F es una torre asintóticamente mala sobre Fq.

4.4. La torre dual

Supongamos que la sucesión F = (F0, F1, F2, . . .) está definida recursivamente por el

polinomio f(x, y) ∈ Fq[x, y]. La sucesión dual G = (G0, G1, G2, . . .) se define como la
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sucesión de cuerpos de funciones sobre Fq dada recursivamente por el polinomio f(y, x).

Para ello, se identifican los cuerpos de funciones racionales F0 = Fq(x0) y G0 = Fq(y0)

poniendo x0 = y0. Entonces se tiene que F0 = G0 y

Fn = Fq(x0, . . . , xn) con f(xi, xi+1) = 0, y

Gn = Fq(y0, . . . , yn) con f(yi+1, yi) = 0

para todo n ≥ 2 y 1 ≤ i ≤ n− 1.

Notar que los cuerpos de funciones Fn y Gn son Fq-isomorfos para todo n ≥ 0.

Para P ∈ P(F0) se define el conjunto

ǫ(P,F) := sup
n≥1

{e(Qn|P ) : Qn ∈ P(Fn) y Qn|P}.

Ejemplo 4.4.1 . Sea F = (F0, F1, . . .) una sucesión recursiva de cuerpos de funciones

sobre Fq, definida por un polinomio f(x, y) ∈ Fq[x, y] separable en las dos variables y con

el mismo grado deg (fX) = deg (fY ) = m. Sea G = (G0, G1, . . .) la sucesión dual de F y

sea P ∈ P(F0) = P(G0). Se puede ver que si

ǫ(P,F) 6= ǫ(P,G) ,

entonces F es una torre de cuerpos de funciones y es asintóticamente mala. En efecto,

para ver esto seguimos la prueba dada en [BGS05a] considerando que F es una sucesión

sobre una clausura algebraica K = Fq de Fq (recordar que el género de una sucesión y los

ı́ndices de ramificación no cambian por extensiones de cuerpos constantes). Por lo tanto

todos los lugares de Fi son racionales (de grado uno) para cualquier i. Además,

[Fn+1 : Fn] = [Gn+1 : Gn] = m,

para todo n ≥ 1.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ǫ(P,F) > ǫ(P,G). Entonces e1 :=

ǫ(P,G) es un entero positivo. Por definición de ǫ(P,G) tenemos que existe un entero

positivo n y un lugar Q1 ∈ P(Gn) tales que

(i) e(Q1|P ) = e1.

(ii) Q1 se descompone completamente en Gl/Gn para todo l ≥ n.
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Como ǫ(P,F) > ǫ(P,G) existe un entero positivo k tal que hay algún lugar Q2 ∈ P(Fk)

arriba de P con

e2 = e(Q2|P ) > e1 .

Sea l ≥ n y sea Hl := Fk ·Gl (resp. Hn := Fk ·Gn) la composición del cuerpo Fk con Gl

(resp. con Gn). Consideremos un lugar R1 ∈ P(Gl) arriba del lugar Q1 (ver Figura 8).

F0 = G0

Fk

Fl

Fl+k

Gn

GlHn = Fk ·Gn

Hl = Fk ·Gl

P

Q2

Q1

R1R2

S1

m
n

m
l−n

m
k

e1

1

e > 1

e2

e > 1

Figura 8. Ramificación de P en F y G.

Por [MW05, Lema 2.1] tenemos que existe un lugar R2 ∈ P(Hn) que está arriba

de Q1 y de Q2. Como e2 > e1 entonces e(R2|Q1) > 1. Nuevamente por [MW05, Lema

2.1] tenemos que existe un lugar S1 ∈ P(Hl) que está arriba de R1 y de R2. Entonces

e(S1|R1) = e(R2|Q1) > 1. Como

#{R1 ∈ P(Gl) : R1|Q1} = [Gl : Gn] = ml−n

concluimos que hay, al menos, ml−n lugares de Gl que ramifican en Hl. Por otro lado,

como Hl = Fq(xk, . . . , x1, x0, y1, . . . , yl), tenemos que Hl es isomorfo a Fl+k por medio de

la aplicación que manda xi en xl+i para 0 ≤ i ≤ k y yi en xl−i para 1 ≤ i ≤ l. Luego, como

hay al menos ml−n lugares de Gl que ramifican en Hl y la aplicación anterior restringida

a Gl transforma Gl en Fl, también hay, al menos, ml−n lugares de Fl que ramifican en

Fl+k, (ver Lema 1.2.3 del Caṕıtulo 1).
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Consideremos ahora la sucesión {rj}j≥0 donde rj = n + jk. Sabemos que en cada

extensión Frj hay al menos

mrj−n = mn+jk−n = mjk

lugares, P1, P2, . . . , Pmjk , que ramifican en la extensión Frj+1
. Sea

Brj =

mjk
∑

i=1

Pi.

Entonces

deg Brj =
mjk
∑

i=1

deg Pi = mjk ≥ [Frj : F0] ,

que es (4.1.2) de la Proposición 4.1.2 con c1(j) = 1. Además

∑

P∈ suppBrj

∑

P ′|P

d(P ′|P )deg P ′ ≥
mjk
∑

i=1

(e(P ′|P )− 1)

≥ mjk

=
1

mk
[Frj+1

: Frj ]deg Brj ,

y entonces c2(j) = m−k en (b) de la Proposición 4.1.2, y por lo tanto F es una sucesión

sobre K con género infinito. Luego, F tiene género infinito como sucesión sobre Fq y con

esto tenemos que F es una torre sobre Fq que es asintóticamente mala.



CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En esta Tesis hemos obtenido resultados estructurales generales sobre el compor-

tamiento asintótico de torres recursivas de cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos.

Espećıficamente, en el Caṕıtulo 1 dimos condiciones suficientes para que diversos tipos

de ecuaciones polinómicas con coeficientes en un cuerpo perfecto definan sucesiones de

cuerpos de funciones que sean torres. En el Caṕıtulo 2 dimos condiciones suficientes para

estimar la cantidad de lugares racionales en cada paso de una sucesión de cuerpos de

funciones definida por una ecuación de la forma a(x) = b(y). Estos resultados probaron

su utilidad ya que nos permitieron dar un tratamiento unificado tanto de ejemplos ya

conocidos como de nuevos ejemplos. En el Caṕıtulo 3 estudiamos el problema del com-

portamiento del género de una sucesión recursiva de cuerpos de funciones a través de la

finitud de su espacio de ramificación. Dimos condiciones suficientes para que ecuaciones

de tipo Kummer definan torres asintóticamente buenas. Además de obtener varios ejem-

plos de torres de tipo Kummer asintóticamente buenas y óptimas en algunos casos, dimos

un demostración alternativa de la no trivialidad de la función de Ihara para potencias

pares de primos. Paralelamente estudiamos el problema de la generación de subsucesio-

nes y supersucesiones de una sucesión recursiva de cuerpos de funciones dada. Dimos

condiciones suficientes para la construcción efectiva de subsucesiones y supersucesiones

mostrando que varios ejemplos conocidos son casos particulares de esta construcción per-

mitiendo dar demostraciones alternativas del buen o mal comportamiento asintótico de

esta clase de sucesiones. Finalmente en el Caṕıtulo 4 abordamos el problema del mal

comportamiento asintótico de sucesiones recursivas de cuerpos de funciones. Obtuvimos

varios resultados que establecen condiciones suficientes para que una sucesión recursiva

de cuerpos de funciones defina una torre asintóticamente mala. Mostramos que la ma-

yoŕıa de los ejemplos conocidos son casos particulares de nuestros resultados. Además,
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este enfoque general nos permitió redemostrar que la infinitud del espacio de ramifica-

ción de una sucesión recursiva de cuerpos de funciones garantiza su mal comportamiento

asintótico siempre que todas las extensiones Fi+1/F0 de la sucesión en cuestión sean de

Galois.

En vista de los resultados obtenidos en esta Tesis, han surgido nuevos interrogantes

que consideramos lo suficientemente interesantes como para haber sido abordados en la

misma pero que, por falta de tiempo principalmente, quedaŕıan para ser estudiados en

una etapa posdoctoral. Concretamente, en el Caṕıtulo 2 dimos ejemplos de torres de tipo

Kummer con tasa de descomposición positiva sobre cuerpos primos. Estudiar el compor-

tamiento del género en estas sucesiones podŕıa resultar en los primeros ejemplos de torres

recursivas asintóticamente buenas sobre cuerpos primos. Hasta el momento los únicos

ejemplos conocidos de torres asintóticamente buenas sobre cuerpos primos son de tipo no

recursivo y están construidas de manera no expĺıcita utilizando la existencia del cuerpo de

clases de Hilbert de un cuerpo global. En el Caṕıtulo 3 definimos una manera para cons-

truir subsucesiones y supersucesiones de una sucesión recursiva de cuerpos de funciones

dada. En este contexto quedaron planteadas varias preguntas con respecto a la relación

que puede haber con el género, número de lugares racionales, espacio de ramificación y

tasa de descomposición de la sucesión dada y las respectivas subsucesiones y supersuce-

siones construidas con este método. Finalmente en el Caṕıtulo 4 dimos un tratamiento

unificado al problema de la determinación del mal comportamiento asintótico de sucesio-

nes de cuerpos de funciones sobre un cuerpo perfecto K. En particular dimos una nueva

demostración de que ramificación infinita en sucesiones de Galois de tipo II implica mal

comportamiento asintótico. En este aspecto es natural ver si nuestros resultados generales

nos permiten abordar el caso de sucesiones de Galois de tipo I con ramificación infinita.

Esto implicaŕıa que la ramificación infinita es esencial en el comportamiento asintótico

de sucesiones de tipo Kummer o Artin-Schreier y, en consecuencia, llevaŕıa a plantearse

bajo qué condiciones se puede garantizar ramificación infinita en este tipo de sucesiones.

Estas condiciones podŕıan contribuir a abordar el problema, aún no resuelto, de clasifi-

car en términos de comportamiento asintótico a las ecuaciones polinomiales que definen

sucesiones de tipo Kummer.
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[BGS04] P. Beelen, A. Garcia, and H. Stichtenoth. On towers of function fields of Artin-Schreier

type. Bull. Braz. Math. Soc. (N.S.), 35(2):151–164, 2004.

[BGS05a] P. Beelen, A. Garcia, and H. Stichtenoth. On ramification and genus of recursive towers.

Port. Math. (N.S.), 62(2):231–243, 2005.

[BGS05b] P. Beelen, A. Garcia, and H. Stichtenoth. On towers of function fields over finite fields. In

Arithmetic, geometry and coding theory (AGCT 2003), volume 11 of Sémin. Congr., pages
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