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Resumen

En la investigacién asociada a este trabajo de tesis hemos abordado dos problemas
naturales del andlisis de soluciones de fendmenos de transporte anémalo y hemos obtenido
resultados que consideramos relevantes en cada uno de ellos. El primero es el de existencia
de soluciones para un problema de Cauchy asociado a CTRW (Continuous Time Random
Walks) (Caminos Aleatorios a Tiempo Continuo) y la convergencia de soluciones para
reescalamientos parabdlicos de dicho problema a soluciones del problema de Cauchy aso-
ciado a la ecuacion del calor. El segundo problema que afrontaremos sera el de la mejora
de regularidad en la escala de espacios de Besov para soluciones de (—A)*f = 0 sobre
un dominio D de R"™. Los hilos conductores entre los dos problemas son: la anomalia de
los transportes considerados y las férmulas de valor medio. En la primera parte de la
tesis expondremos los resultados obtenidos en relacién con los limites de reescalamientos
parabdlicos de CTRW. Esto incluye la prueba de existencia para los CTRW a través
de estrategias de punto fijo, la convergencia débil de reescalamientos parabdlicos hacia
la ecuacién del calor y, para CTRW generados por nicleos de valor medio parabdlico,
la convergencia uniforme hacia temperaturas. Los resultados principales contenidos en
la primera parte, que al momento de escribir esta monografia han sido aceptados para
publicacién en Journal d’Analyse Mathématique [1], son los Teoremas 2.2.1, 3.1.2 y 4.1.1.

En la segunda parte de la tesis la anomalia de los procesos en consideracion, en
vez de estar dada por ntcleos con soporte compacto en el espacio-tiempo, como los
considerados en la primera parte, tienen colas pesadas en el infinito. Son procesos de Lévy.
El propésito de esta segunda parte en este contexto anémalo es investigar si el caracter
eliptico de las potencias fraccionarias del Laplaciano, es suficiente para garantizar la
mejora de regularidad Besov de soluciones en dominios no regulares del espacio euclideo.
La respuesta es afirmativa. La herramienta mas importante es notablemente otra férmula
de valor medio. Ahora no local. Promedios en los que aportan los valores de la solucién en

todo el espacio. Los resultados més importantes son esa férmula de valor medio no local



II Resumen

y su uso para probar las estimaciones en norma de gradientes de soluciones en dominios
y por consiguiente la mejora de regularidad en la escala de Besov. Estos resultados estan
contenidos en los Teoremas 6.2.1, 7.2.2 y 8.4.1 y han sido publicados en Constructive

Approximation [3].



Indice General

Resumen

Introduccién General

Parte I. Transporte anémalo, operadores no locales y difusiones

Introduccién de la Parte |

Capitulo 1. Preliminares

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

Transformada de Fourier

Integral de Bochner

Teorema del punto fijo de Banach. Aplicacién a una ecuacién integral
Foérmulas de valor medio

Espacios de Besov

Capitulo 2. La ecuacion del calor como limite de operadores no locales

2.1.
2.2.

El operador no local inducido por el nicleo de valor medio parabdlico

Convergencia de operadores de CTRW generales al operador del calor

Capitulo 3. Existencia de soluciones para CTRW con dato inicial prescripto

3.1
3.2.

3.3.

Capitulo 4. Convergencia a temperaturas de densidades de CTRW parabdlicamente

4.1.
4.2.

Existencia de soluciones de CTRW con dato inicial en L™

Existencia de soluciones de CTRW con dato inicial en L?. El método de

Fourier

Existencia de soluciones de CTRW con dato inicial en P, 1 < p < 00

reescaladas
Convergencia de soluciones en L>

Convergencia de soluciones en L7, 1 < p < 0o

© 3 ot o

11
13

15
17
20

25

36
41

49
49
66



v

Indice General

Parte II. Laplaciano fraccionario: valores medios y regularidad Besov de

soluciones 79

Introduccién de la Parte 11 81

Capitulo 5. Una férmula de valor medio para soluciones de div(|y|*grad v) = 0,

5.1
0.2.
5.3.
0.4.

—-l<a<l1 33
Pesos de Muckenhoupt 84
Espacios de Sobolev con pesos 86
Regularidad Holder de soluciones de ecuaciones elipticas degeneradas 100

Férmula de valor medio para soluciones de div(|y|®grad v) = 0 en el

hiperplano {y = 0} 101

Capitulo 6. Fdérmulas de valor medio para soluciones de (—A)*f =0,0<s<1 107

6.1. Potencias fraccionarias del operador —A 107
6.2. Férmula de valor medio suave para soluciones de (—A)°f =0 122
Capitulo 7. Estimaciones del gradiente de soluciones de (—A)°f = 125
7.1. Propiedades del nicleo del valor medio no local 125
7.2. Estimaciones maximales de gradientes de soluciones de (—A)*f = 0 en
dominios abiertos 127
Capitulo 8. Regularidad Besov de soluciones de (—A)*f =0 131
8.1. Descomposicién diddica y dominios Lipschitz de R™ 131
8.2. Espacios de Besov y wavelets en R" 139
8.3. Regularidad Besov y aproximacion no lineal 143
8.4. Mejora de la regularidad Besov de soluciones de (—A)®f = 0 en dominios no
suaves 145
Conclusiones generales 153

Bibliografia 155



Introducciéon General

Comenzaremos la introduccion a los problemas resueltos en esta tesis comentando los
dos conceptos que constituyen al titulo de esta monografia: férmulas de valor medio y
transporte anémalo. Luego comentaremos cuales son las aplicaciones a las que el titulo
refiere.

Hay muchos aspectos desde los cuales puede vislumbrarse una profunda relacién entre
Ecuaciones en Derivadas Parciales y Geometria. Si entendemos a la geometria en un sen-
tido amplio podemos decir que esta determinada por relaciones entre distancia y volumen
0, para ser mas precisos, entre métrica y medida. Sea (X, d, u) un espacio métrico con
medida de Borel u tal que las bolas B(x,r) = {y : d(z,y) < r}, r > 0, tienen p-medida
positiva y finita. Si u es una funcién a valores positivos definida en X tal que satisface
una férmula de valor medio del tipo

) = s / )

y si p satisface la propiedad de duplicacién: pu(B(z,2r)) < Au(B(z,r)) para todo z € X
y todo r > 0, entonces si 21 y 25 son dos puntos de B(z,r), como B(zs,2r) C B(z,4r) C

B(z,6r) y u > 0 se tiene que

1
ulz2) = B o) /B oy )
p(B(z2,6r)) 1
B3 GG e, M0

< Adu(z).

B
B

Por consiguiente u satisface una desigualdad de Harnack

sup u < A% inf w.
B(z,r) B(z,r)
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Como es usual, de aqui puede deducirse la regularidad Holder o de u para algin a > 0
con respecto a la métrica en el espacio X.

Clasicamente las formulas de valor medio valen para difusiones y sus estados esta-
cionarios: temperaturas y funciones armoénicas. Si D es un dominio en R™ en el cual la

funcién u es arménica (Au = 0 en D), entonces

1
“”:|mamm@@ﬂ“”@

para todo = € D y todo 0 < r < d(z,0D). Més todavia, esta formula de valor medio
es equivalente al caracter armoénico de wu. Esta version de la férmula de valor medio
para funciones arménicas es s6lo una de las muchas maneras de promediar alrededor del
punto x. Todos los promedios que preserven el caracter radial, y que por lo tanto sean
invariantes por rotaciones, proveen formulas de valor medio para funciones armonicas. A
veces es mejor tener versiones diferenciables. Si ¢ es una funcién C2° radial y de integral

uno, soportada en la bola unitaria de R™, entonces u es armonica en D si y sélo si

ul@) = (o, * ) ()

si0<r<d(zdD), zeDyp(y)=r¢(Y).

.

Para la ecuacién del calor la situacién es algo mas compleja aunque sigue el mismo
principio de dilataciéon de un objeto inicial, una de las diferencias es que estas dilataciones
son parabdlicas. Dado un A > 0, denotamos con p, a la dilatacion parabdlica de razon

||

A actuando en R ast: py(z,t) = (Az, A*). Sea ®(x,t) = (47t)"2e 4 parat >0y
®(z,t) = 0 para t < 0, la solucién fundamental de la ecuacién del calor %_1; = Au. La
forma geométrica basica para la férmula de valor medio parabdlico es un conjunto de
nivel de ® que, por su definicion, tiene soporte solo para tiempos positivos. El conjunto
E ={(y,s) € R" : s >0y ®(y,s) > 1} define la forma bdsica y sus traslaciones y
dilataciones parabdlicas la adaptan a dominios. Sea D un dominio de R™, sea T" > 0 y

Q=D x(0,T). Si (x,t) € Q, y sires tan chico como para que el soporte de la funcién

de (y,s), Xg (x*y t‘f) esté contenido en €2, entonces también el soporte de la funcién

r ’r

U (2w s (R
kr<$—y,t—s):4rn+2XE r ) r2 r t—g
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1 v (T t—s lz—y|\?
A t—s

estd contenido en 2. Entonces si v es una solucién de la ecuacién del calor en 2 se tiene

que
u(z,t) = (k, xu) (x,t)

donde ahora la convolucién estd tomada en R™"! si pensamos que por ejemplo u se
extiende por cero fuera de €.

En las ciencias experimentales y algunas ingenierias, los fenémenos de transporte
constituyen modelizaciones importantes de una amplia gama de procesos que tratan de
describir evolucién y conservacion de alguna cantidad fisica como masa o energia en alguna
region del espacio. Las difusiones clésicas, asociadas a movimientos brownianos o procesos
de Wiener, se modelizan adecuadamente con derivaciones enteras. El punto crucial en
estos modelos son las leyes de conservacion basadas en el Teorema de la divergencia de
Gauss y en ecuaciones constitutivas de tipo Fourier o Darcy que dependen del gradiente
de las magnitudes potenciales que caracterizan al transporte. Asi, por ejemplo, la ecuacién
cldsica del calor en el espacio R? se basa en la conservacién de la energia térmica y en la

ley de Fourier
F— _Kwu,

donde u es la temperatura, K > 0 la conductividad térmica y ? el flujo térmico. Por
otra parte en un dominio D del espacio la cantidad de energia térmica que sale desde o

entra a D estd controlada por el flujo a través de la pared, 0D, de D. Asi
)= | Fat) fdo(x)
oD
= / div ?dm
D
= —/ div KVudz.
D

Como también la energfa térmica estd dada por [, cdu(x,t)dz, donde c es el calor es-

pecifico del material en D y d es su densidad, tenemos que, si ¢, d y K son constantes, la
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tasa de entrada de energia térmica a D en el instante ¢ estd dada por

d ou
E/Dcdu(:c,zt)d:c:/Dcdg(xﬂt)dflﬁ:—f(t)

:K/ Audzx.
D

Como el dominio puede tomarse arbitrariamente chico, diferenciando, se tiene la ecuacion

del calor

% = rkAu,

ot

donde k = % es la difusividad del medio.

Esta ecuacién que resume un principio de conservacion y una ley constitutiva es
el modelo mas clasico de lo que entendemos como un proceso de difusién. Tal vez la
mejor manera de describir las difusiones clasicas en contraste con las llamadas difusiones
anémalas es el enfoque probabilistico que se obtiene usando procesos estocasticos. Para
ver esto empecemos considerando el proceso de Wiener que estd naturalmente asociado
a las difusiones clédsicas. Imaginemos que una particula se mueve en el espacio R™ de
modo que su posicién Y(t) en el instante ¢ es una variable aleatoria. Supongamos que
sabemos que en el instante ty = 0 la particula estd (con probabilidad uno) en el origen
de R" (?(O) = 6>) El proceso de Wiener requiere independencia y normalidad de los
incrementos. En otras palabras las variables aleatorias ?(t) - ?(s) son independientes

y estan distribuidas por la normal N(0,t — s) cuya densidad es la gaussiana

2|2
(4m)"3e” Tl

|3

(t—s)

La independencia de los incrementos estd asociada a la convolucién de las distribuciones.
La funcién caracteristica (transformada de Fourier) tiene a la Gaussiana por punto fijo y,
por consiguiente, la funcién caracteristica asociada a la variable aleatoria ?(t) esta dada

por e, Esta funcién es también la transformada de Fourier de la solucién de

ou __
a—AU,

u(zx,0) = dy;

donde 9y denota la delta de Dirac en el origen de R™.
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El “limite central” que es la Gaussiana convierte también en central al operador de
Laplace. La transformada de Fourier de una funcién provee una descripcion profunda
de la dualidad entre suavidad y decaimiento. El tamano en el infinito de una funcién se
refleja en la regularidad local de su transformada. Asi, aunque las funciones e €l y e~1¢I**
para 0 < s < 1 lucen muy similares, la segunda no tiene la regularidad de la primera.
Vistas como funciones caracteristicas de distribuciones de variables aleatorias, e~ 1€ alu-
de a normalidad (colas livianas), en cambio e ¥ 0 < s <1, a procesos de Lévy (colas
pesadas). El caso mas clésico es s = 1/2 que corresponde a la distribucién de Cauchy que
en analisis arménico es el niicleo de Poisson (1+|z]2)~ "% . Los procesos aditivos tales que
los incrementos se distribuyen de acuerdo a estas leyes son los procesos de Lévy. La inter-
pretacion en términos de una particula que se mueve en el espacio sugiere movimientos
continuos y no diferenciables (Brownianos) cuando s = 1 y “vuelos” discontinuos para
valores de s < 1. Los correspondientes operadores diferenciales son ahora no locales y, en
términos de la transformada de Fourier corresponden a multiplicadores potenciales del

tipo

Dsf(€) = €[> f(€),

que también pueden expresarse con ntucleos no localmente integrables en la forma de valor
principal

flx) = f(y)

Dif(z) =w.
f< ) p Rn |x_y|n+25

dy.

Las difusiones anémalas asociadas a los vuelos de Lévy son soluciones de

% = D*u.
ot

Otras veces la anomalia de la difusiéon no proviene de la singularidad del nicleo ni

del cardcter global del mismo. Un caso tipico es el de los CTRW (caminatas al azar de

tiempo continuo) que procedemos a exponer brevemente. Pensemos en describir, como en

mecanica cuantica, la posicién de una particula en cada instante en el espacio en términos

probabilisticos. Sea u(x,t) la densidad de probabilidad de encontrar a la particula en una

region del espacio en el instante t. Mas precisamente, si F es un subconjunto de Borel de
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R", [, u(x,t)dx es la probabilidad de encontrar a la particula dentro de E en el instante ¢.
El problema es, conocidos alguna dindamica del sistema y algin estado inicial f, encontrar
u(z,t) definida en R, Un CTRW est4 dado por una densidad espacio temporal J(z,t)
definida en R™™!. En este modelo la densidad de arribo a z en el instante ¢, u(x,t), estd

dada por la convolucién de la misma u con el ntcleo J

u(a,t) = //R (e =yt = S)uly, s)dyds.

Puesto que el proceso es difusivo, se espera que la densidad de arribos a x en el instante
t dependa sélo de la densidad de arribos a cualquier otro punto y del espacio pero en
instantes s anteriores a t (s < t). Esto se traduce en que el soporte de J esté contenido
en @ = {(x,t) : t > 0}. El soporte de J puede también ser compacto. En este modelo
de difusién no esta explicita una derivada temporal.

Expuestos brevemente las formulas de valor medio y las difusiones anémalas comen-
tamos las aplicaciones a las que hace alusion el titulo de esta tesis. Uno de los principales
resultados de toda la tesis es la férmula de valor medio para soluciones de potencias
fraccionarias del Laplaciano (difusiones de Lévy). Notablemente, la anulacién de (—A)* f
en un dominio D de R™ todavia produce férmulas de valor medio de f que necesitan
de los valores de f en todo el espacio. Si bien se conocen férmulas de valor medio en la
literatura, ver por ejemplo [29] y [33], nuestra técnica se basa en el teorema de exten-
sion de Caffarelli y Silvestre y permite obtener férmulas diferenciables y explicitas. Este
resultado se usa para extender el método de Dahlke y DeVore de mejora de regularidad
Besov de soluciones en dominios angulosos peores ain que los de clase Lipschitz. Carac-
terizacion con wavelets de espacios de Besov, maximal sharp de Calderén, desigualdades
de Poincaré son las herramientas basicas de la técnica que cooperan con la férmula de
valor medio para probar la mejora del indice de regularidad de Besov en un dominio en
el que (—A)* se anula.

Con respecto a los procesos CTRW probaremos un teorema de existencia, un teorema
de aproximacion débil por reescalamientos parabdlicos a ecuaciones de difusion clasicas y
un teorema de convergencia de las soluciones de manera uniforme, precisamente cuando

los nucleos J(x,t) son los de valor medio parabdlicos.
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La exposicién se plantea en dos partes, la primera explora la relaciéon entre difusio-
nes clasicas y operadores no locales del tipo CTRW. La segunda estudia la mejora de la
regularidad Besov de soluciones en dominios con frontera poco regular de potencias frac-
cionarias de —/\. La Parte I estd compuesta por una introduccién y cuatro capitulos. El
primero de estos capitulos estd destinado a repasar definiciones y resultados de la trans-
formada de Fourier e integral de Bochner, formulas de valor medio eliptico y parabdlico y
aplicaciones del teorema de punto fijo de Banach a ciertas ecuaciones integrales, también
se repasaran conceptos generales de espacios de Besov. En el segundo capitulo estudiamos
la convergencia débil de operadores no locales de tipo CTRW a ecuaciones de difusién.
El tercer capitulo plantea y resuelve el problema de CTRW con dato inicial en LP(R™),
en los contextos p = 0oy 1 < p < co. En el Capitulo 4 se aborda el problema, mas dificil,
de la convergencia uniforme de soluciones de CTRW parabdlicamente reescalados a tem-
peraturas cuando el ntucleo es el de valor medio parabdlico. La Parte II estda compuesta
de una introduccién y cuatro capitulos. El primero de esta parte es el Capitulo 5 que
incluye preliminares sobre espacios de Sobolev con pesos. Ademads se repasa la teoria de
Fabes, Kenig y Serapioni sobre la desigualdad de Harnack para soluciones positivas de
operadores elipticos degenerados. Este capitulo contiene uno de los resultados principales
de esta tesis, una férmula de valor medio para soluciones débiles de div(|y|*grad v) = 0.
El sexto capitulo expone diferentes versiones del operador (—A)®, en particular la de Ca-
ffarelli y Silvestre como un operador Dirichlet to Neumann. Ademés probamos, usando el
resultado principal del Capitulo 5 y la técnica de reflexion de Caffarelli y Silvestre, una
férmula de valor medio para soluciones de (—A)* f = 0. El séptimo capitulo estd dedicado
a aplicar la férmula de valor medio del Capitulo 6 para obtener estimaciones del gradiente
de soluciones de (—A)®f = 0 por maximales de Calderén. El dltimo capitulo contiene la
prueba de la mejora de regularidad Besov para soluciones de la ecuacién (—A)*f =0 en

dominios de R".






Parte 1

Transporte anémalo, operadores no locales

y difusiones






Introduccion de la Parte I

Para introducir el modelo probabilistico basico para difusiones anémalas comenzare-
mos considerando el movimiento de una particula (“la particula”) en R™ con dindmica
especificada en términos de distribuciones de probabilidad.

Introducimos primero las caminatas al azar en tiempo continuo, CTRW por sus siglas
en inglés (Continuous Time Random Walks) y desde ellas aprovecharemos para inducir
otros procesos difusivos anémalos y clasicos como casos limites de adecuados reescala-
mientos.

Sea J : R"xR — RTU{0} una funcién con integral igual a uno y tal que sopJ C @
Supondremos que J es continua para esta introduccion.

Dados h y 7 dos ntimeros positivos discretizamos el espacio en la malla AZ™ y el
tiempo en la malla 77 tomando como unidades a h para el espacio (centimetros) y 7 para
el tiempo (segundos). Sea Ju,(z,t) = %, donde oy = Yy cpn ez J (M, 7). Es claro
que para h y 7 suficientemente chicos o, > 0y que h"1oy, = Zkezn,lez J(hk, Tl)h"T
tiende a [[ J =1 cuando h y 7 tienden a cero.

Para h y 7 fijos consideraremos la particula describiendo una caminata al azar en
hZ" de manera que el tiempo de espera en cada nodo no es (necesariamente) fijo, sino
que el mismo es aleatorio y que la dindmica de ambas aleatoreidades esta descrita feha-
cientemente por el nicleo Jy,.. En el siguiente sentido, la probabilidad u(z,t) de que la

particula se encuentre en el nodo z € hZ" en el instante t € 7Z estd dada por la suma
> Jne(hk,hu(z — hk,t — 71)
keZn I€T.
de las probabilidades ponderadas por Jp,, de que la particula estuviera en tiempos an-
teriores t — 7l (recordar que Jy, tiene soporte para tiempos positivos) en cualquier otro
punto x — hk de la red espacial. Por consiguiente, puesto que > y7n e, Jnr(2,1) = 1,

Z Ipr(hk, Tl) [u(x — hk,t — T1) — u(z,t)] =0

kezn leZ
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para todo (z,t) € (hZ™) x (7Z). O, lo que es lo mismo

> Jne(hk, 7l [u(z — bkt — 71) — u(z, t)] k" = 0.

keZm e

Tomando limite para h y 7 tendiendo a cero y suponiendo continuidad de u, tenemos

(0.0.1) // J(y,s) [u(z —y,t —s) —u(z,t)] dydt = 0.

Rn+1
Observemos primero que, como la integral de J es uno, la ecuacién (0.0.1) se reescribe
(0.0.2) (J = 0(0,0)) *u =0,

donde d(o,0) es la delta de Dirac en R™1.

Dos aspectos geométricos contenidos en (0.0.2) son fundamentales para distinguir
este modelo de uno eliptico: el soporte de J esta sesgado hacia los tiempos positivos, la
masa puntual d ) estd concentrada en el “piso” del soporte de .J. Como veremos en el
Capitulo 2 estos aspectos geométricos junto con la homogeneidad parabdlica contenida
en las dilataciones no isotropas producen como limites difusiones clasicas. También los
operadores locales en el tiempo y no locales en el espacio, como los considerados en [14],
[13] v [8] pueden verse como situaciones limites de (0.0.2).

Esta primera parte de la tesis se compone de cuatro capitulos. El primero contiene
algunos resultados preliminares que son centrales en la formulacién de los resultados y que,
aun siendo basicos, pueden no formar parte del bagaje tradicional en el area. El segundo
capitulo explora la forma mas rudimentaria en la que los reescalamientos parabdlicos
de CTRWs convergen a difusiones: la convergencia débil. El tercer capitulo aborda, con
las herramientas usadas en [8], una teorfa de existencia de soluciones a un problema de
CTRW con dato inicial prescrito de un modo compatible con el enfoque probabilistico
subyacente que se plantea y discute en ese mismo capitulo. El cuarto capitulo contiene
los resultados de convergencia de soluciones de problemas reescalados a temperaturas

clasicas en distintas normas y con distintas condiciones en la densidad de transicion J.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene cinco secciones: un repaso de enunciados y resultados de la
transformada de Fourier, de la integral de Bochner, el Teorema de Punto Fijo de Banach
con una aplicaciéon a una ecuaciéon de Fredholm, los enunciados de las férmulas clasicas
de valor medio eliptica y parabdlica, y los rudimentos de la teoria de espacios de Besov

y una de sus caracterizaciones.

1.1. Transformada de Fourier

En esta seccién listaremos propiedades basicas de la transformada de Fourier sobre
los espacios L'(R"), L*(R™), S(R™) y en el sentido de las distribuciones definidas sobre
S(R™).

Empezaremos dando las definiciones de la trasformada de Fourier en los tres espacios
mencionados anteriormente

Para f € LY(R") 6 S(R"), se define su transformada de Fourier, f o F(f), como

f) = [ e piayan

De modo andlogo se define la antitransformada de Fourier, f o F ~1(f), como

for = [ e

La definicién de la transformada de Fourier en L?*(R") se define a partir de la densidad
de S(R™) en dicho espacio. Sea f € L*(R™), {©m tmen C S(R™) tal que ¢, — f en L*(R")

cuando m — oo, entonces la transformada de Fourier de f, f o F(f), se define como

F(f) = lim F(pm),

m—o0

donde el limite es calculado en L?(R™). Se puede ver que dicho limite siempre existe y es

independiente de la sucesién que converja a f. Del mismo modo, se puede definir F~1(f).
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Para una distribucién 7' € S'(R"™) su transformada de Fourier es definida como

(F(T), ) = (T, F(p))

donde ¢ € S(R™).
A continuacion expondremos algunas de las propiedades de la transformada de Fou-

rier, las cuales usaremos a lo largo de esta monografia.

» Sea f € L'(R"), entonces f es una funcién continua que cumple que lim f (x) =0

|x|—o0
e, = e
» Si f,g € L'(R") entonces

F(f*g)=F(f)F(9),

el mismo resultado vale para F 1.

» Parah e R"y k € R, k # 0, se tiene que

FLC+R)](©) = ™ F(f)(€)

en casi todo punto xz € R".
= Los operadores F y F~! son isomorfismos continuos de S(R") en s{ mismo. M4s

aun, para toda funcién ¢ € S(R™) se tiene que

_ . . ’ , .
= Los operadores F y F ! son isomorfismos continuos de S (R") en si mismo.

Ademads

para toda T € S'(R™).
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» Si f € LY(R") y tiene derivadas integrables y continuas hasta el orden k > 1,

entonces para todo v € Nj, |v| < k se tiene que

F(DVf)E) = (=2mi€) F(f)(E),

analogamente

FUDT£)(€) = (2mi&) F(f)(€).

= Si fy |z[Ff son integrables para algtin k > 1. Entonces f y f tienen derivadas

continuas hasta el orden k. Mds ain, para todo v € N, |y| < k, se tiene que

DYf(&) = F((2miz)"f) (€)

DVf(&) = FH ((=2miz)" f) (€)-
» Sipe SR yT e S'(R") entonces T x ¢ estd bien definida y es una funcién
infinitamente diferenciable.

» Si f es una funcién en L'(R") 6 L?*(R"), entonces

F(Ty) = T}.

donde Ty y T denotan la distribuciones inducidas por las funciones f y f respec-
tivamente.

» (Identidad de Plancherel) Sea f € L*(R"), entonces

A I 1 P

L2(R")
Para consultar estos resultados y ampliar conocimientos sobre la transformada de

Fourier se puede consultar [7] y [38].

1.2. Integral de Bochner

En esta seccion enunciaremos algunas definiciones y resultados relacionados con la

integral de Bochner que usaremos a lo largo de esta primera parte de la tesis.



8 Preliminares

Sea (€2, %, 1) un espacio de medida completa, y sea (X, ||-||y) un espacio de Banach.
Una funcién S : Q@ — X se denomina simple si S(t) = S | 2,Xp,(t) donde z; € X
y E; € ¥ para todo ¢ = 1,2.... Una funcién f : @ — X se dice p-medible si existe
una sucesiéon de funciones simples {S;,}men y un conjunto N € ¥ tal que u(N) =0y
Al_r)réo 1Sm () — f(t)||x = 0 para todo t € Q\ N.

Para una funcién simple S(t) = S°F | ;X (t) su integral de Bochner se define como

k
/E p=S"wu(E; 0 E)

i=1
Se puede ver que la definicion de la integral es independiente de la representacion de S.
Ademés es facil probar que || f;, Sdpul| . < [, |1S| x dp. Notar que [, S(t)dt es un elemento
de X.

Una funcién f : Q@ — X, p-medible, es integrable Bochner si existe una sucesién

{Sm }men de funciones simples tal que
(1.2.1) lim . [Sm(t) = f(E)]l x du(t) = 0.

Luego, para cada E € 3, la sucesién {fE S tmen es de Cauchy, y dado que X es un

espacio de Banach se puede definir la integral de Bochner para f como

/fdu = lim Smdft.
E E

m—o0

Se puede probar que esta definicién es independiente de la sucesién {S,, }men que cumple
(1.2.1).
A continuaciéon enunciaremos un resultado que relaciona la integral de Bochner con

la integral de Lebesgue.

TEOREMA 1.2.1. Sea f : Q — X p-medible. Entonces, f es integrable Bochner si y

solo si || f||x es integrable Lebesgue.

En la siguiente proposiciéon mostraremos algunas propiedades de la integral de Bochner

que seran de utilidad en esta tesis.

PROPOSICION 1.2.2. Sea f : Q — X integrable Bochner. Entonces
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i) Si'Y es un espacio de Banach y T : X — Y es lineal y continua, entonces T'(f)

es integrable Bochner y

T( / fdu> - [ T(pn

i) Para cada v* € X* x*f € L'(u) y ademds

" (/Efdu) Z/E:E*(f)du-
| s < [ 18l

w) Si E =2, E; y la union es disjunta, entonces

/Efduzi/&fdu-

Las definiciones y propiedades expuestas en esta seccién asi como también otros re-

iii) Para todo E € ¥

sultados acerca de la integral de Bochner se pueden encontrar en [20] y [32].

1.3. Teorema del punto fijo de Banach. Aplicacién a una ecuacion integral

DEFINICION 1.3.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Una transformacion T : X — X

es una contraccion si existe un numero real 0 < 7 < 1 tal que
d(T'(x), T(y)) < 7d(z,y).
Diremos que T es la constante de la contraccion.
DEFINICION 1.3.2. Un punto x* € X se llama punto fijo de T : X — X si T(z*) = z*.

Para k € N, denotaremos por T* a la composicién de T consigo misma k veces.

TEOREMA 1.3.3 (Punto Fijo de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico completo, y
T : X — X una contraccion, entonces
1) existe un tunico x* € X tal que T'(x*) = x*;

2) para todo xg € X, {T*(x0) bren converge a x* y

d(Tk(l'()),ZL'Q) S d(T(Io),I‘O)

-7

para todo k € N y donde T es la constante de la contraccion.
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A continuacién repasaremos una aplicacién clésica del teorema de punto fijo de Banach
para demostrar la existencia y unicidad de ciertas ecuaciones integrales de Fredholm. El
espacio en el que trabajaremos para encontrar la solucién sera C([a,b], L*(R™)), el cual
resulta ser un espacio de Banach dotado con la norma

lalll = s a6l -
El resultado de existencia y unicidad contenido en el Teorema 1.3.4 sera ttil en la teoria
L? de existencia del Capitulo 3.
Sean a, b y A\ nimeros reales, K € L>([a,b] x [a,b], L°(R")) v f : [a,b] — L*(R).

Formalmente la ecuacion integral dada por

b
(1.3.1) Au(t) —/ K(t,s)u(s)ds = f(t)

se denomina ecuacién integral de Fredholm.

TEOREMA 1.3.4. Sea f € C([a,b], L*(R™)). Si [\ > sup  [[K (L, 5)]| poo gny (D—0)
(t,s)€[a,b] X [a,b]
entonces la ecuacion integral de Fredholm (1.3.1) tiene una unica solucion u en el espacio

C([a, b], L*(R™)).

DEMOSTRACION. Consideremos el operador Tj : C([a, b, L*(R")) — C([a, b], L*(R™))

definido por

Thu(t) := )\1/ K(t,s)u(s)ds+ f(t),

donde la integral se entiende en el sentido de Bochner. Luego, para u; y us funciones en
C(la,b], L*(R™)) y t € [a, b], por el ftem iii) de la Proposicién 1.2.2 tenemos que
b
-1
[Taur(t) = Taua(t)]] p2@ny < | \(t i K (t, S)HLoomn)/ [ur(s) — ua(s)|| p2(en) ds
,$)€|a,b| X |a, a

<P sup () ey (0 ) s — ]
(t,s)€[a,b] X [a,b]

Como la desigualdad anterior se cumple para todo t € [a,b] obtenemos que

[ Thur — Toual[] < |A7Y sup K (E,8)]| ooy (b= @) |Jus — |,
(t,8)€[a,b] x[a,b]
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y como por hipétesis [\']  sup  [[K(t, )| poe(mny (b — @) < 1, entonces Ty es una

(t,s)€a,b]x[a,b]
contraccion. Luego, por el Teorema de punto fijo de Banach, tenemos que existe una tnica

funcién u € C([a, b], L*(R")) tal que Thu = u, y que por lo tanto resuelve (1.3.1). O

1.4. Férmulas de valor medio

Una féormula de valor medio para una funcién es una férmula de convolucién que
permite calcular el valor de dicha funcién en un punto, promediando los valores de ésta
en un entorno del mismo. Notablemente, ciertas formulas particulares de valor medio son

caracterizaciones propias de funciones armonicas y de temperaturas.

1.4.1. Foérmula de valor medio para funciones armoénicas. Una funcion arméni-
ca es una solucion de Au = 0 en algin abierto D del espacio R". El operador de Laplace
Au = Y1, g%ﬁ también puede verse como la iteracion de los operadores gradiente y
divergencia, Au = V - Vu. La invariancia por rotaciones del operador de Laplace, que
puede verse desde la transformada de Fourier —|£[* de A\, impone simetrias centrales de

las formulas de valor medio eliptico. En lo que sigue D es un abierto de R™ y u es una

funcién armonica en D.

a) Férmula de valor medio sobre cdscaras de bolas. Sea x € Dy r > 0 tal
que B(z,r) C D, entonces

- 1
|8B<'I7T)| OB(z,r)

b) Férmula de valor medio sobre bolas. Seaz € D y r > 0 tal que B(x,r) C D,

u(x) u(y)do(y).

entonces

1
)= B "

¢) Férmula de valor medio con nicleo radial y suave. Sea z € D y ¢ una
funcién radial con soporte en la bola unitaria de R y tal que [ ¢(z)dx = 1, si

B(z,r) C D entonces

ulz) = / o0z — y)uly)dy,

donde ¢, (z) =17"p (£).

T

Las tres formulas anteriores son equivalentes. Ver [22].
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La férmula c), al ser una convolucién con un nicleo suave, permite estimar los gra-
dientes de la solucién u. En [15] estas estimaciones son usadas para lograr mejora de
regularidad en la escala de Besov para funciones armoénicas en dominios con frontera

Lipschitz.

1.4.2. Foérmula de valor medio para temperaturas. Una temperatura en €2 =
D x(0,T) con D un dominio de R™ es una solucion en €2 de la ecuacion del calor = Au.
En [23] se muestran férmulas de valor medio para soluciones de ecuaciones parabohcas
mas generales que la ecuacién del calor y se puede ver cémo las curvas de nivel de las
soluciones fundamentales de estas ecuaciones parabdlicas se relacionan con la geometria
de las férmulas de valor medio. En el caso particular de la ecuacién del calor una de-
mostracién elegante puede hallarse en [22], ver también [39]. En este caso la solucién

fundamental es el nucleo de Weierstrass

1 _lal?
Wt($) = WG 4

parat > 0y x € R™. Si tomamos (z,t) € Rﬁ“ y r > 0, podemos construir a partir del

ntucleo de Weierstrass, las “bolas caléricas”

TTL

(1.4.1) E((z,t);r) = {(y, s)ER"™ s <t W, (v —y) > i} :

Sea u una temperatura en Q = D x (0,7). Si E((x,t);r) esta contenido en €2 entonces

(14.2) u(x,t):i// u(y, )Y s
Ar™ JJ B((at)r) (t—s)?

La prueba del resultado anterior se puede encontrar en [22].

Por otro lado, formulas de valor medio suaves para temperaturas también han sido
probadas en [6], a continuacién enunciaremos este resultado.

Sea D un abierto de R", 0 < T < oo y w una temperatura en D X (0,7). Sea
n € C*°(R) no negativa, con soporte en [0, 1] y tal que n [ n(p)p"'dp = 1. Sea K, (z,t) =
T,}HK (T, r2) y K(z,t)=n ((47rt)756 a > l=f® | parat > 0y n =0 parat < 0. Entonces

(1.4.3) u(zx,t) // u(y, s)K.(x —y,t — s)dyds,
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siempre que d,((x,t), d(Dx(0,T"))) < r donde d, denota la distancia parabdlica d,((x, t), d(Dx
(07 T))) = (y sl/)ré% de((l'7 t)u (y7 S)), donde dp((‘ra t)a (y7 S)) = méux{|x—y|, Vi — S} y apQ =
(D x {0}) U (0D x [0,T]) es la frontera parabélica de €.

Notemos que de (1.4.3) puede obtenerse la férmula (1.4.2) como caso limite.

1.5. Espacios de Besov

La literatura sobre espacios de Besov es muy abundante y, desde su introduccién a
principios de los anos setenta por Besov [9] y Taibleson [35] [36] [37], estos espacios
aparecen frecuentemente en muchos problemas de analisis armoénico y ecuaciones en deri-
vadas parciales. Pero mucho mas recientemente se ha detectado el rol central que este tipo
de regularidad juega en el andlisis de la velocidad de convergencia de métodos numéricos
adaptivos no lineales. Este sera también el papel mas importante para su uso en la Parte
IT de esta Tesis. En la Parte I, en cambio, se usard como una condicién suficiente de
regularidad en el dato inicial en el teorema de convergencia de soluciones de problemas
reescalados a soluciones de la ecuacion del calor.

Sea f € LP(R") 1 <p<ooyt>0,lafuncién médulo de continuidad de f se define
como

wp(f, 1) = sup 1f (@ +h) = (@)l Loy -

Un resultado bien conocido es que cuando 1 < p < oo entonces
(1.5.1) }lLli%wp(f, h) = 0.

Veremos ahora como los espacios de Besov se definen a partir de la velocidad con la
que el médulo de continuidad de una funcién tiende a cero. Sea f € LP(R"), y 0 < A < 1,

se define la seminorma de Besov para f como

Uooo (tiAwp(fa t))q %]Uq 1<g<o0

sup t~w,(f, ) q = oo.
>0

|f|31§,q(Rn) -
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Si dicha seminorma es finita para f, entonces se dice que esta funcién estd en el espacio

A n
de Besov By (R"). La norma de f se define como

||f||B;7q(Rn) = ||f||LP(]R”) + |f|BZ);’q(IR”) :

Es fécil probar que si f,g € By (R") y ¢ € R entonces f+cg € By (R"), ysi £ € C°(R")
entonces £f € B;;\,q(R”). En el caso p = ¢, para abreviar, escribiremos B;"p = B;‘.

En el siguiente teorema enunciamos una caracterizacion de los espacios de Besov.

TEOREMA 1.5.1. Sea f € LP(R™), 1 < p < oo, y 0 < A < 1, entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

i) la seminorma de Besov |f|pyrn) €s finita;
p

[

es finita. Ademds se cumple que

(@) = S0P
g = Wl + [ [ iy

Los espacios de Besov pueden definirse también para subconjuntos D abiertos de R".

ii) la integral

Se dice que f € By(D) si f es la traza que deja en D una funcién de B)(R"). Més
precisamente, si existe una funcion fv € B;‘(R”) tal que ]7| p = f. Se define ademés
lfll zrpy := inf Hﬂ) , donde el fnfimo se toma sobre todas las funciones f cuya

restriccion a D es igual a f.



Capitulo 2

La ecuacion del calor como limite de operadores no locales

En este capitulo consideraremos CTRWs dados por un niucleo de transiciéon J con
el modelo descrito en la introduccién general. Un niticleo de transicién J es una funciéon
con valores reales definida en R"™ = {(x,¢) : z € R" y t € R}. En cada problema que
consideremos en esta primera mitad de la tesis se requeriran diferentes hipdtesis sobre J

que procedemos a identificar para simplificar los enunciados de los capitulos 2, 3 y 4.

(J1) J > 0 (positividad);

(J2) sopJ C @ ={(z,t) : x € R", t > 0} (causalidad);

(J3) J es de soporte compacto (localizacion);

(J4) J € LY(R™) y [[onis J(z,t)dedt = 1 (densidad);

(J5) para cada t fijo J(x,t) es radial como funcién de x (invariancia por rotaciones

espaciales).

Para J que cumple (J4), definimos

(2.0.1) a = sup {’y ; //K J(z,t)dzdt < 1} :

Observemos que si ademds J satisface (J3) entonces « es finito.

Como ejemplos de nticleos que satisfagan las propiedades enunciadas arriba podemos
citar el nucleo de la férmula de valor medio para soluciones de la ecuacion del calor
H(z,t) = }LXE((07O);1)(:E,25)E—£2, nicleos de la forma J(z,t) = %X[07a](t)méf3(o,b)(x),
con a y b numeros reales positivos, o nucleos a variables separadas mas generales que
el anterior J(x,t) = ®(¢)¥(z), donde ® y ¥ son no negativas de soporte compacto, P
tiene soporte contenido en el conjunto [0,00), ¥ es una funcién radial, y fR t)dt =
Jgn ¥(x)dx = 1.

Para funciones ¢ € S(R™) el operador A : S(R") — S(R™) cumple que

£p(0) = Clim [ (¢le) — ¢(0)) do

r—07r
B(O,r)
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Mi4s generalmente, si .J es radial, con soporte en la bola unitaria, [ J(z)dx =1y o,J(z) =

Tin J (%) entonces

Luego, tenemos que

Aby = C(J) lim 22 =20

r—0 ’["2 ’

y el limite es en el sentido de las distribuciones de S'(R™). Si ahora definimos los opera-

dores T, : S(R™) — S(R™), (Tr¢)(z) = L ((0,J — &) * @) () tenemos que para todo

2

o € R™ se cumple que

Ap(x9) = Hn(l)(TrSD)(fo)-

r—

Estos operadores T son no-locales, puesto que, para conocer el valor de T}.¢ en un punto
xo, necesitamos conocer el valor de ¢ en todo un entorno de xj, mas precisamente en
el conjunto xg + sopT,, conjunto “irreducible” en el sentido de que no podemos dejar
de considerar valores de ¢ en ningin subconjunto de medida positiva de éste. Esto, a
diferencia de un operador local, como lo es el Laplaciano, en el que si bien necesitamos
saber el valor de ¢ en un entorno de o para poder calcular Ap(xg), este entorno es
arbitrariamente chico.

Como se puede observar en las igualdades anteriores, los nicleos o,.J, con los que se
construyen los operadores T,., son los que sirven para obtener férmulas de valor medio
para funciones armonicas. En este capitulo consideraremos el caso analogo del operador
del calor aproximado por reescalamientos parabdlicos de niicleos CTRW. En este sentido
podemos decir que el proceso de Wiener que resuelve la ecuacién del calor clasica puede
verse como limite de reescalados de caminos al azar con tiempo aleatorio (CTRW).

En términos de limites de operadores, los resultados de esta seccién nos dicen que

8 , 7T,,«J — 5(0’0)
(ﬂa * ”A) do0) =l =5

donde m,J(z,t) = =45 J (£, %) es una dilatacién parabélica de un nicleo CTRW J, py v

ror2

son constantes asociadas a J y el limite es en el sentido de las distribuciones de S'(R™*1).
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2.1. El operador no local inducido por el niicleo de valor medio parabdlico

Veremos en esta seccién que el operador del calor se puede obtener como limite
de operadores no locales inducidos por el nicleo de valor medio parabdlico H(x,t) =
iXE((070);1)(x,t)f—2|2, con E£((0,0);1) como en (1.4.1). En la demostracién usaremos ma-
yormente las propiedades (J1) a (J5) de H, la forma explicita de H sélo la utilizaremos

para obtener la ecuacién del calor normalizada con difusién unitaria.

PROPOSICION 2.1.1. Sea H el niicleo del valor medio para temperaturas y m. H(x,t) =
S H (2, 5) . Seak tal que k™' =271a (5" )n” " (n+2) Tl (%44). Entonces la

2

familia de distribuciones 5 (WTH — (5(0,0) converge débilmente, cuando r tiende a cero,
a la distribucion de S'(R™') dada por (—L + A) 800). Mds ain, si o € S(R™) y

(z,t) € R™™ entonces

(2.1.1) ( %f + Agp) (x,t) = /'ih_I}(l) :2 ((mH — 0(0,0)) * ) (2, 1).

DEMOSTRACION. Para denotar los operadores diferenciales en espacio tiempo usa-
remos D para el gradiente y D? para la matriz Hessiana. Sea ¢ € S(R™™!). Tomemos

0 < r < 1, usando el teorema de Taylor para ¢ alrededor del punto (0,0) tenemos que

<7T7'H - 5(0,0) ) <P>

|y\2
ya dde - 90(070)
E((0,0):7)
- // (ol0:) = 910,0) -y
4r™ J] B0.0)r) ’ ’ s?

// oo <Ds00 0)(y, s) + ( s)D?%p (0,0)(y,s)t—|—R(y75)) |z_|22dyds

=1+1T+ 11T+ 1IV+V+VI+VII,

donde

I =

Iyl2
“—dyd
<47‘” // (00 S y 5 ’
2
11 = ( // ]y| dyds) ,
4rn (0,0);
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- Iyl2
11T = 2 dyds )
Z 8x 8% (87"" // E((0,0);r y i

1j=1,1#]

— 9% !yl2
1V = — “—dyd
; 8x12( (Srn // E((0,0);r Y S) 7
V= i —d ds |,
Z ax at <8Tn //Evv((oo Yis 52 Y S)
P 2l
VI = “—dyd
8t2 <8T //E((OO s ves )
2
VII = ( // |—dyds> :
4rn (0,0);

Los términos I, I11 y V son iguales a cero ya que las secciones {s = cte} () E((0,0);r)

son, respecto de la variable y € R", bolas centradas en 0 € R" para todo r > 0 y las

\yl

funciones y; "7z~ son impares en dichos conjuntos.

Haciendo ahora el cambio de variables (yi,s1) = (ry,r?s) tenemos que

Oy 2 (1 // ’y|2 )
11 =—(0,0)r"( - —dyds |,

Gt( ) 4 E((0,0);1) S

n 2 2
IV:Z:a 2 ( // Y2 2 1Yl dyds)

— Ox ((0,0);1)

007 (5 ] 700
VI = y|“dyds | ,

8752 (0,0); 1)| ’

<O (\/ 7 022) L ya
< C(y) ry|? + (r2s)? ) —-dyds.
E((0,0);1) s

Claramente I 5 0 cuando 7 — 0. Por otra parte, como para 0 < r < 1 se cumple que
\VII|<Cr? tamblen tenemos que Y5 — 0 cuando r — 0.

Calculemos las integrales en I y I'V. Para la primera

2 0 2
// Mdyds = / / ) Mdyds
B((0,0:1) S - B(O,(2nsln(47r(—s)))§) S
0 q (2nsIn(4r(—s))) 2
:/ —/ p”“/ dodpds
_ﬁ S 0 Snfl



2.2.1 El operador no local inducido por el nicleo de valor medio 19

_ ‘szT";) /_01 é (2nsIn(4r(—s)))"F ds
— (ff_: 21))/ %(%u(—ln(u}))nﬁdu
_ (SRt [ ey e

T (nt22% ”f/o S

O'(Sn_1> L"'Q 9 9" /oo w "T“d
— poy poy poy (& w w
(n_|_2)2 +2 +2 (n+2) (n+2)%2 0

20(S" )"z . <n+4>

(n + 2) n+6 n+2 2

= —4x L.

Para cada una de las integrales sumadas en IV observamos que por simetria deben ser

todas iguales, por lo tanto, cada una de ellas serd la n-ésima parte de [[ B((0.0); h;‘; dyds.

Calculemos estas tltimas

s
n E((0,0);1)

ly|*
82

4
Y gyds = / / 1 v YL dyds
—i= ,(2nsIn(4mw(—s) )7)
1 0 1 2nsln(47r(fs)))7
= —/ —2/ ,0’”3/ dodpds
n _ﬁ S 0 Sn—1

= (n+4) L (2nsIn(4m(—s))) 2 ds
o(S™ Y n'rar 11
nid g | — (u(=1n(w))) * du
S lp 274 nt2) n
A C i L ng () 5 gy
(n+4)27z2 7z Jo
(S”—l)n"“zm 2 2" ©
- n+4 n+4 n+4 (& w 2 dw
T 2T 2 (nr2)

 8o(Smhn F<n+6>
(n+D(n+2)Tr"s 2

=8k L.
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La dltima igualdad sale del hecho que %F (%) =T (%) para todo z complejo. Luego,

= _%—‘f(x,t)/-@_l y & = Ap(z,t)k™". Resumiendo,
1 B Op
(212) T_2<7TTH - 5(0,0)7 (10> — K 1(_5 + AQD)(O, 0)

cuando r tiende a cero. O equivalentemente

K 0
ﬁ <7T7~H — 5(070)) — (—a + A) 5(0’0)
cuando r tiende a 0 en el sentido de las distribuciones de &'(R™™1).

La igualdad (2.1.1) se obtiene reemplazando ¢ por ¢(x — -, t — ) en (2.1.2). O

2.2. Convergencia de operadores de CTRW generales al operador del calor

En la Proposicion 2.1.1 el conocimiento preciso del nticleo H solo se uso para obtener
el valor exacto de la constante . En realidad para ntcleos J radiales en el espacio para
tiempo fijo, de soporte compacto y de integral unitaria, es decir si J cumple (J3), (J4)
y (J5), el limite débil sigue siendo valido con constantes que dependen de los momentos
de primer orden en el tiempo y de segundo orden en el espacio del nicleo J. El resultado

estd contenido en el siguiente enunciado.

TEOREMA 2.2.1. Sea J que cumple (J3), (J4)y (J5) y m.J(x,t) = T,}HJ (%, T%) Sean
= [[J(y,s)sdyds yv =3 [[ J(y, s)yidyds. Entonces las distribuciones % (m.J — 6(0,0))
convergen débilmente, cuando r tiende a cero, a la distribucion de S'(R™™') dada por

(—M% + VA) d(0,0).- Mds atin, si p € SR y (z,t) € R™ entonces

r—0 7‘2

(2.2.1) (—,uaa—f - VAQD) (z,t) = lim S ((mrd = b0,0)) * ) (, 1)

donde el limite es uniforme en (z,t) € R™™.

DEMOSTRACION. Demostraremos primero la igualdad (2.2.1). La convergencia en el
sentido de las distribuciones sera una consecuencia de ésta. De hecho si ¢ € S(R"!) y

aplicamos (2.2.1) a ¢(y, s) = ¢(—y, —s) tomando (z,t) = (0,0) tenemos que

r—0 71

o) .1
(~1520.0) +v59(0,0)) =i (7.7 - ) ).
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y como la igualdad anterior se cumple para toda ¢ € S(R"™!) vale al convergencia débil
del enunciado de la proposicién.

Probemos entonces (2.2.1). Sea (z,t) € R"" p € S(R™™) y 0 < r < 1 entonces

// md (@ =yt — 8)p(y, s)dyds — o, 1)

— [ i@ =t = s)eta.s) — el )y

_ //m(m oyt — ) Do, )y — 3,5 — B)dyds
+ //m(a: oyt s)%(y s — ) D%p(w 1) (y — 3, 5 — 1)\ dyds
+ //W,J@ oy t— )Ry — 7,5 — t)dyds

— [+ [T+ I+ IV+V +VI+VII,

donde

Iz; 52 ([ = emate -t - saas),

Hzi—fm,w (//<s—t>w<a:—y,t—s>dyds),

2 (3 st )
IV:Z-_ <// ) —y,t—S)dde),
vim (& ffo- <>)

VI = (‘%2 ( // s —t)?m.J(x —y,t — s)dyds> :

VII = // Ry —z,s —t)mJ(x — y,t — s)dyds.

Como m,J(-,t) es radial para todo t € R entonces [[(y; — z;)mJ(x — y,t — s)dyds = 0
para todo ¢ = 1,...,n. Luego, aplicando Fubini, [ = Il =V = 0.
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|H~

(55 5

7= aa—f(x,t)TQ < // —wJ(z,w)dzdw) |
Jvzi82 ( //Uzwdzdw)

1

V.f:éét2 (//szwdzdw),

VII = // rz, —rw)J (2, w)dzdw

<ce) [ (VIEP+GPuR) . s)duds

Como ¢ € S(R™™) tenemos que %if estd acotada uniformemente en (z,t), y lo mismo

Haciendo ahora el cambio de variables (z,w) = ) tenemos que

sucede para C(p) (pues esta constante estd acotada por la norma infinito de las derivadas
terceras de ¢). Luego I 0y Y VI I (0 cuando r — 0, y la convergencia es uniforme en
(x,t).

Por otro lado £ = —pupy (2, ). Y por la radialidad del niicleo J, v = L [ J(y, s)yidyds =
5 [ J(y, s)yidyds paratodoi = 1,...,n (notemos ademds que v = 5~ [[ J(y, s)|y|*dyds).
Asi L TQ =V O (T, 1).

Luego, tenemos que

lim = (1] — S00)) * @) (1) = (—ppe + vAP) (. )

r—0 7"2

y el limite es uniforme en (z,t) € R O



Capitulo 3

Existencia de soluciones para CTRW con dato inicial prescripto

En este capitulo veremos cémo plantear un problema de Cauchy asociado a la ecuacién

(3.0.1) //Rn+1 J(y,s) [u(z —y,t —s) — u(z,t)] dydt =0

teniendo en cuenta el fenémeno fisico que ésta modela, el cual describimos en la intro-
duccion general y la introduccién de la primera parte.

La funcion de densidad en R™ definida como

)\(x):/RJ(x,t)dt

es llamada funcion densidad de probabilidad de longitud del salto. Andlogamente la funcion

densidad de probabilidad de tiempo de espera se define como

(t) = / J(a,t)de.

Notemos que si J satisface la propiedad (J4) enunciada en la introduccién del Capitulo

2, entonces (3.0.1) es equivalente a
(3.0.2) u(z,t) = // J(x —y,t — s)u(y, s)dyds.

Por otra parte si J satisface (J2) y a = sup {’y : fftg7 J(z,t)dzdt < 1} es la altura del
soporte esencial de J, entonces para calcular u(x,0) con la féormula (3.0.2) serd preciso
conocer u para tiempos negativos (al pasado) hasta —«. En particular si tenemos la
informacién de que en el pasado (t < 0) la particula se encontraba con certeza en el
origen 0 de R™, u(y,s) = do(y) para s < 0, tendremos que en el instante inicial del
proceso la distribucién de probabilidad de que la misma se encuentre en el instante cero

en una regién del espacio estd dada por la densidad u(z,0) que podemos calcular asi

u(z,0) = //]RH1 J(x —y,—s)uly, s)dyds
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Jx—%—@<%®@)w

[
/ (/ J(z =y, —3)d0(y )dy)ds
/ I,

—S

En otras palabras, la situacién deterministica “la particula esta en el origen para
t < 0” produce “inmediatamente” a tiempo ¢ = 0 una situacion aleatoria modelada por
la funcién densidad de probabilidad de longitud de salto A\(z) asociada a la densidad J.

Mas generalmente, si la posicion de la particula a tiempo ¢ < 0 estd distribuida
de acuerdo a una densidad de probabilidad f(z), entonces u(z,0) = (A * f)(z). Para
plantear el problema de valores iniciales de tipo Cauchy que resolveremos conviene, con
las observaciones anteriores, tomar el punto de vista de considerar dado, y por lo tanto
dato, el pasado ¢t < 0 y no a t = 0 como es usual en difusiones clésicas, y dejar que la
dindmica del sistema determinada por J conduzca el devenir (¢ > 0) del sistema.

Dada g(z,t) parat < 0y z € R™ definimos el operador e sobre funciones v(z,t) para

t > 0 por

g(x,t); t<0

(3.0.3) e(v)(z,t) =
v(x,t); t>0.

Con esta notacién el problema con valores iniciales natural es el siguiente: sean J(z,t) y

f(z) dados, encontrar una funcién u(x,t) definida en R"™ x [0, 00) tal que

u(z,t) = (Jxe(uw)(z,t), z€eR"t>0
P(J. f) B f(z), t<0
o)) = u(z,t), t>0.

Cuando necesitemos destacar la dinamica dada por J o el “dato inicial” dado por f
de manera precisa diremos que u resuelve el problema P(J, f). A las soluciones de este

problema las denotaremos como u(.J, f).
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Notemos que si sopJ C [0, ] entonces para t > « las soluciones de P(J, f) cumplen

que

(e, t) = // I -yt — s)uly, s)dyds.

El problema P(J, f) se puede pensar también con una condicién inicial g(z,t) : R™ x
(—00,0) — R que dependa de las n variables espaciales y la variable temporal ¢. En este

caso también denotaremos sus soluciones de la forma u(.J, g).

3.1. Existencia de soluciones de CTRW con dato inicial en L

En el resultado principal de esta seccion demostraremos que bajo las hipdtesis de que
f € L>*(R") y que J cumple las propiedades de (J1) a (J4) el problema P(J, f) tiene
tnica solucion en el espacio de funciones (C N L*)(R™ x [0, 00)).

En lo que sigue, por simplicidad usaremos la notacion de convolucién para funciones
que no estdn definidas en todo R"*! pero que, dado que el soporte de una de ellas es
compacto y estd contenido en el conjunto {(x,t) : ¢ > 0}, las integrales estaran bien
definidas en el dominio en consideracién. Con esta observacion en mente resolveremos

primero un problema de la forma

u(z,t) = (Jxe(a, b, g;u))(z,t), xe€R"tela,b

(3.1.1) o(a.b, gou) (z.1) g(z,1), t<a
u(z,t), tela,b].

donde a y b son niimeros reales tales que b — a < «a, a = sup {’y : fftS’Y J(x, t)dzdt < 1},
y el dato inicial g(z,t) € L*(R" x (a — a, a)).

Notemos que en (3.1.1), a diferencia de P(J, f), el dato g(z,t) también depende de
teR.

Siguiendo las ideas de [8], [13] y [14] resolveremos (3.1.1) utilizando el Teorema de
punto fijo de Banach.

LEMA 3.1.1. Sea J que satisface las propiedades de (J1) a (J4). Sea g(x,t) € L®(R™ x

(a — a,a)). Entonces existe una tinica solucion u de (3.1.1) en (CN L*®)(R"™ x [a,b]). La
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aplicacion que al dato inicial g le asigna la solucidn u es lineal, continua (no expansiva)

y preserva la masa. Mds precisamente;

a) St g1 y g2 € L°(R" X (a —a,a)), c € R y siuy yuy resuelven (3.1.1) con g1 y go
como los datos iniciales respectivos, resulta que uy + cug resuelve (3.1.1) con dato
wmnictal g1 + cgs.

b) ull oo g sfap)y < 1191l Lo @ x(a—asa))-
¢) Si [g(x,t)dr =7y [ |g(x,t)|dx < g paratodot € (a—a,a) entonces [ u(x,t)dr =
g para todo t € [a,b] y ademds [ |u(z,t)|dx <7.

DEMOSTRACION. Notemos que de las propiedades (J2) y (J3) de J, se deduce que
a = sup{y : fft@ J(z,t)dxdt < 1} es positivo y finito. El espacio (C N L*®)(R™ x [a, b])
con la norma L* es un espacio de Banach.

Dada v € (C N L*>®)(R™ x [a,b]) la funcién e(a,b, g;u) = gXi<q + vX<i<p €8 acotada
en R" x (a — a,b] y como J € L'(R™1), la integral

Gl t) = // e ) o s

es absolutamente convergente para (z,t) € R" x [a, b]. Probemos ahora que G pertenece

al espacio (C N L*>)(R™ x [a,b]). De la definicién de G vemos que

Gl )] < ( /I deds) le(ab,g: )]l

< sup{|lgll. . vl }-

Veamos que G es continua. Para h € R" y k € R tal que (z + h,t + k) € R" X [a, b],

tenemos que
Gz + h,t + k) — G(z,1)]

< 17—yt k=9 = I = gt = 9o la.bugiv) (v.5)| dyds

<y (x/ I +k2) le (@, b, g3 V).

donde w; es el modulo de continuidad en L' de J. Como w;(s) — 0 cuando s tiende a
cero tenemos la continuidad de G.

Definamos T': (C N L*>®)(R"™ x [a, b]) — (C N L®)(R™ X [a,b]) por Tv = G.
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Probemos que 7" es una contraccién en (CNL*)(R™ x [a, b]). Sean v y w dos funciones

en (CN L*®)(R™ x [a,b]). Sea (x,t) € R™ x [a, b]. Entonces, como

1), t<
e(abgw) @t =4 I ‘
w(z,t), tE€la,b,

tenemos que
TU($7 t) - T?,U(ZE, t) = // J($ -y, t— S)(e (a7 bv 9; U) (yv S) —€ (a’ bv 9g; ’LU) (y7 S))dyds
s<b

- @t S0y, 9) iy )y

Entonces,

(z,t)ER™ x[a,b

De la definicién de «, las propiedades (J1)y (J2) del niicleo J y dado que b —a < «

// J(x —y,t —s)dyds = // J(z,0)dzdo
a<s<b t—b<o<t—a
= // J(z,0)dzdo
0<o<t—a

< // J(z,0)dzdo =: T < 1.
0<o<b—a

Luego, || Tv — Tw| poo(mnsapy) < T I10 — Wl poo(mnxjap- Entonces T' es una contraccién en

(C N L*>®)(R™ x [a,b]). Por lo tanto existe un tnico punto fijo u € (C N L®)(R™ x [a, b])

tenemos que

para T'; Tu = u. En otras palabras

u(z,t) = // J(x —y,t—s)e(a,b,g;u) (y,s)dyds

paraz € R"ya <t <hbh.
Demostraremos ahora las propiedades a) b) y ¢) del enunciado.
Veamos primero que vale a). La linealidad de las soluciones respecto del dato inicial

sale de la definiciéon misma de lo que significa ser solucién de (3.1.1). De hecho si u; y us
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resuelven (3.1.1) con dato inicial g; y go respectivamente, ¢ es un nimero real, y

g1 t+cg t<a
e(a, b, g1 + cgo;ur + cup) =
uy +cug t € [a,b]

entonces para todo (z,t) € R™ x [a, b] se tiene que

// J(x —y,t —s)e(a, b, g1 + cga;uy + cus) dyds

- //s<a J(x =y, t = s)(g1(y, s) + cga(y, s))dyds
//KM J(@ =y, t = s)(u(y, s) + cua(y, s))dyds

// J(x—y,t—9)gi(y,s dyds+// J(x —y,t — s)uy(y, s)dyds
a<s<b
+c (// J(x —y,t —8)g2(y, s)dyds + // J(x —y,t — s)us(y, s)dyds)
s<a a<s<b

= // J(x —y,t — s)e(a,b, g1;ur)(y, s)dyds + c// J(z —y,t — s)e(a, b, g2; u2)(y, s)dyds
= uy(z,t) + cus(z, t).

Luego, u; + cug resuelve (3.1.1) con dato inicial g; + cgs.

Probemos ahora el item b). Observemos que como u puede ser obtenida por la iteracién
de T empezando con cualquier funcién v en (CNL>*)(R™ x [a, b]), podemos tomar v como
la funcién constante M, donde s(g) = supg y i(g) = infg. Luego e(a,b,g;v) =
X (t<ay + VX (a<i<ry, v asii(g) < e(a,b,g;v) < s(g). Por las propiedades (J1)y (J4) de J
también tenemos que i(g) < Tv < s(g) en R™ X [a, b]. Con el mismo argumento podemos
probar que para toda iteracion T™v de Tv tenemos que i(g) < T™v < s(g). Ya que u es

el limite uniforme 7™v obtenemos que

en R" x [a, b]. Luego, vale b).
Demostremos por tltimo el item ¢). Es decir que [, u(z,t)de =gy [ |u(z,t)|de < g
para todo a <t < b . Ya que u puede ser obtenida como limite de sucesivas iteraciones

de T aplicada a cualquier funcién v € (C N L*®)(R" x [a,b]), podemos tomar v(z,t) =
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©(x) como punto de partida, donde ¢(x) es una funcién continua, acotada y tal que
Je@)de =7y [lp(x)|de <7

Veremos primero que [T™p(z,t)dr = g para todo m € Ny ¢t € [a,b]. Luego pro-
baremos que la sucesién 7™ converge a u en el espacio C ([a,b]; L'(R™)) con la norma
[[v[l] = sup [[v(-,?)|| 1 (gn)- De estos dos hechos tendremos como consecuencia la conser-
vacion dteE[;Lﬁbz]Jusa para u.

Observemos primero que [ T™¢(z,t)dz = g para todo m € Ny t € [a,b]. Veamos en

principio que la integral en la variable x de |T™y(z, t)| es menor o igual que g. De hecho,

de (J4), vemos que

[ et niar= [ ] [ 96—t = 91e 0. ) (. 51|

t [ (]t = syasas) Lot ay
t [ (]t = syasas) Lot a
< [[_se=5 ([ 1ot - 9)lde) dyas
[ (= vt optss) el dy

<g.

dx

dx

Inductivamente, asumiendo que [ [T™¢(z,t)|dz < g tenemos
[t o) de = [ iT@m )0 ds

:/ //J(x —y,t —s)e(a,b,g;T"p) (y, s)dyds| dx

= / // J(y,t —s)e(a,b,q;T™ ) (x — vy, s)dyds| dx

_ / //S<QJ(y,t—S)9($—y>3)dde
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+ // J(y,t —s)T™p(x — vy, s)dyds| dx

// y,t—S/lgfv—y, )| dxdyds
// Jy,t—s/‘Tk ol —y,s ‘dxdyds

<g

Luego, las funciones T™(x,t) son integrables, como funcién de z, para todo m € Ny
t € [a, b]. Razonando de modo andlogo a como lo hicimos para probar la integrabilidad de
T™p(z,t) respecto de la variable z veremos que [T™¢(x,t)dx = g para todo t € [a, b].

Probemos primero el caso m = 1. Sea t € [a, b] entonces

[ rotwtias= I 1w -yt = e @b 0) (0. 5)dydsda
w [ (] =t = syanas) iy
_ / / [Tt =)o~y s)dydsda
w [ ([ 0=t = optods) wtopay
_ / Tyt —s) ( / oz —y, s)dx) dyds
(=) o
(// J(yt—s dyds+// (2,0 — s dxds)

I
<l

Anélogamente, podemos probar que

/TmJrl xtd:c—// J(y,t — s) (/gx—y, )dyds
/ J(y,t —s) (/ olx—y,s )da:)dyds
<s
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parat € [a,b]. Si asumimos que [ T™¢(x,t) =g, podemos probar que [T p(z,t) =7.
Luego, por induccién vemos que [ T™¢(x,t) =g para todo m € Ny t € [a, b].
Observemos ahora que 7™ tiende a u en C([a,b], L*(R™)) con la norma |||v]|| =

tSF%] [v(+; )] 1 (gn)- De hecho, si probamos que
€la,

(3.1.2) T o =Tl < 7T — |||

entonces T™¢ es una sucesion de Cauchy en C([a,b], L'(R™)), el cual es un espacio de

Banach con la norma ||| - |||, y, ya que T™¢ converge uniformemente a u, la convergencia
también se da en el espacio C([a,b], L'(R™)) con la norma ||| - [||. Probemos entonces
(3.1.2).

Veamos primero que 7™ es continua como funcion de ¢ € [a, b] con valores en L!(R™)

para todo m. Tomemos t y t + h dos puntos en [a, b]. Luego
[ 17 stat) 17w+ ] ds
= / ‘ // J(x —y,t = s)e (a,b,g;T" ") (y,s)dyds

— // J(@—y,t+h—s)e(abgT" ") (y,s)dyds|dz

:/‘//[J(z,t—s)—J(z,t+h—5)]e(a,b,g;Tm_1g0) (x — z,8)dzds| dx

g/ |J(z,t—s)—J(z,t+h—s)y(/\e(a,b,g;Tm1¢) (ac—z,s)|dx) dzds
gg//u(z,t—s)—J(Z,t+h—s)|dzds,

y el dltimo término de la cadena de desigualdades tiende a cero cuando h — 0 porque
J e LYR").
Del mismo modo, con cuentas similares, podemos ver que vale (3.1.2). De hecho, para

t € [a, b] tenemos que
/ T p(z,t) — T™p(x,t)| da

- / ‘//J(l" —y,t—s)(e(a,b,g;T7p) (y,5) —e(a,b,g; T ") (y,5)) dyds| dx
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2
-/ ' / =t =) (T78) = T ply. ) dyds

< // J(z,t —s) (/ T p(z — 2,5) = T™ "oz — 2, 5)| d:v) dzds
a<s<t

- // J(z,t —s) (/ T p(z,s) — T™ o(x, s)’ dx) dzds
a<s<t

< // J(z,t — s)dzds ( sup / T p(x,s) — T p(, 5)| dx)
a<s<b s€la,b]

[ sGepsiofire -
t—b<o<t—a

< // J(z, 5)deds||| T — T™ o) |
0<s<b—a

dx

= 7/||T™p — T ol|],
entonces
[T o — T™ ||| < 7]||T™p — T™ ol||.

[terando obtenemos (3.1.2).

Veamos ahora que [ u(x,t)dz = g para todo ¢ € [a,b]. Como T™p converge a u en
C([a,b]; L*(R™)) tenemos que Agr;omego(x,t) = [u(z,t)dx para todo ¢ € [a,b]. Como
ademds [ T™p(z,t) = g para todo m € Ny todo ¢ € [a,b] tenemos que [u(x,t)dz =7
para todo ¢ € [a,b]. Notemos ademds que [ |u(z,t)|dz < § uniformemente en t. Sea

t € [a,b], luego
/ e, £)|de < / (e, £) — Tl £)|d + / T (1) da

< / (e, t) — T, £)|dz + 3.

Como T™¢ converge a u en C ([a, b]; L*(R™)) entonces, tomando limite cuando m tiende

a infinito, tenemos que [ |u(x,t)|dz < 3. O

Ahora probaremos la existencia y unicidad de la soluciones al problema P(.J, f) y
algunas propiedades de la misma como la linealidad y continuidad del operador que asigna
al dato inicial a la correspondiente solucion, y la conservacion de masa. El resultado serd

una consecuencia del Lema 3.1.1 aplicado de modo inductivo en las bandas de la forma
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R™ x [(j —1)§,75], donde j € N. Aunque la idea es sencilla, la notacién que usamos
en el lema anterior para las distintas franjas temporales necesita una adecuacién para
que la escritura resulte mas simple. Puesto que usaremos como extremos los nimeros
a=(j—1)5yb=j§ conje€ N, la funcién e ((] — 1)%,]’%,9;1}) denotard la aplicacién

que asigna a v la funcién gX,

t<(j—1)%+UX

[G-15.55]"

dependera de la franja temporal en que estemos aplicando el Lema 3.1.1, serd una funcion

Como también la “condicién inicial” g

g; que definiremos precisamente en la prueba del teorema, por brevedad e;(v) denotard

e((j—1)%,5%,955v).

TEOREMA 3.1.2. Sea J que satisface las propiedades de (J1) a (J4) y f(x) € L>®(R™).
Sea o = sup {7 : fj;fgv J(x, t)dzdt < 1}. Entonces existe una unica funcion u en el con-
gunto B = (C N L®)(R"™ x [0,00)) que resuelve P(J, f). La aplicacion que al dato inicial
f le asigna la solucion u es lineal, continua (no erpansiva) y preserva la masa. Mas

precisamente,

a) Si f1 y fo € L®(R™), c € R y si uy yus resuelven P(J, f1) y P(J, fa) respectiva-
mente, entonces uy + cus resuelve P(J, fi + cfs).

b) Null oo rnxo.00)) < I Il oo (reny-
c¢) Si [ es integrable entonces [u(x,t)dz = [ f(x)dz para todo t € [0, 00).

DEMOSTRACION. Para demostrar este resultado procederemos inductivamentte cu-
briendo R{ con intervalos I; = [(j — 1)%,j%] con j € N. Probaremos que sobre cada
banda R" x [(j — 1)%,7$] existe una tnica solucién u; de un problema del tipo (3.1.1)
con dato inicial g; = fX;<o + ch;ll up X I, = [(j —1)5,7%), veremos que las funciones
u; se pegan continuamente en los extremos de dichas bandas, luego u = Ej; u; X,

R”xfj
sera la solucion de P(J, f).

Q

El primer paso, cuando j = 1, ya esta hecho y es el Lema 3.1.1 tomando a = 0, b =

v g(z,t) = f(x). En este caso el operador T" definido en el Lema 3.1.1 tiene la siguiente

forma

To(z,t) = // J(z —y,t — s)er(v)(y, s)dyds,

Para v en el espacio %, = (C N L*)(R" x [0,5]) vy (z,t) € R* x [0, §]. Este operador es

una contraccion en 4, con la métrica inducida por la norma L*°. Luego, existe una tinica
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funcién u, € %, tal que

uy(z,t) = // J(x —y,t — s)er(ur)(y, s)dyds

para todo (z,t) € R" x [0, §]. Ademads

HulHLoo(RnX[o,%]) < HfHLOO(R")’

y si f € L*(R™) tenemos que

(3.1.3) /ul(x,t)dx—/f(:v)d:v

para todo ¢ € [0, §]. Ademés la funcién u; cumple que [ |ui(z,t)|dz < [ |f(x)|dz unifor-
memente en ¢.
Supongamos que u; € %; = (C N L®°)(R" x [(i —1)5,i5]) para i = 1,...,j ha sido

construida de modo tal que

s, 1) = // T — gt — s)er (us) (3, )dyds

para todo (z,t) € R" x I;. Més atin, supongamos que ||t jocgnyr) < [ fllzoe@ny: ¥ 81

[ € L'(R") entonces [g, u;(z, t)de = [ f(z)dz y [5. |ui(z,t)|de < [|f(x)|de para todo

t € I;. Ademas supongamos que u;(z, (i — 1)§) = u—1(x, (1 — 1)5) para todo x € R".
Definamos %;,1 := (CNL>)(R" x [j5, (j+1)5]) con la métrica inducida por la norma

L*>. Para v € %;1, definamos

Tjv(z,t) = // J(z = y,t — s)eji1 (v) (y, 8)dyds.

Como en el Lema 3.1.1, es facil verificar que Tj11v € %;4,. Por lo tanto T4y : B —
HBj+1. Del mismo modo podemos ver que 7)1 es una contraccién en %, y la constante

de la contraccién es 7 = ffogsgg J(y, s)dyds. Luego, existe una tnica funcién u;; tal que

Ujy1 = // J(x —y,t = s)ejr1(ujr1)(y, s)dyds.

Por la hipétesis inductiva asumida sobre las funciones u;, ¢ = 1,..., 7, respecto a
la acotacién de su norma L* por la norma L de f ([[till oo gnrry < [[fllpocqny) ¥ 12

construccion de g;41 tenemos que || g;41 ||L00(Rnx(_oo’j%]) < I/l 2 (gn)- Luego, con el mismo
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argumento que en el Lema 3.1.1 podemos probar que

letjsall oo n sty 1) S Wil oo ne (oo, 2) < NFll ooy -
Si ahora tenemos ademds que f € L'(R™), como por hipdtesis inductiva [ u;(z, t)dx =
[ f@)de y [|ui(z,t)] < [|f(z)|de para t € I;, y para i = 1,...,7, tenemos que
[ sz = [ f@)do y [ lgzar(et)lde < [ 1f()|de para todo ¢ € (—o0, j2), luego

por el Lema 3.1.1, tenemos que para todo t € ;4
(3.1.4) / ujy1(x,t)de = /f(x)dx

Y Jen lji|(z, t)de < [ f(2)|dz.
Con el fin de comprobar que w;;1(z,75) = u;(z,j§) observemos que para j§ <t <

(j +1)%, la ecuacién de punto fijo estd dada por

wiea(et) = [ @ =t = Sleger (wyen) (v, )y

Para t = j§, la propiedad (J2) nos garantiza que en la integral de arriba sélo estan

involucrados valores de s que estan acotados por j§. Entonces, para aquellos valores de

s, €j41 (uj1) (v, 8) = e; (u;) (y, s). Luego
w1 (7,75) = // J(x—y,55 — s)e; (u;) (y, s)dyds = u;(x,j5),

que es lo que queriamos ver.

Notemos que la funcién u(z, t) definida en R" x [0, 00) como u(z,t) = > 7% | u;(z, )5 (t)

es continua y acotada. Mas atin, [|u[| e gny(o.00)) < /] oo (@n)- Esto prueba que u € B =
€ N L= R,
Veamos que u resuelve P(J, f). Sea (x,t) € R" x [0, 00), sea jo tal que t € fjo' Luego,

W, t) = ujy(w,t) = // J(@ —y,t — s)ejo(ujo)(y, s)dyds
= ] 7= 0= 9) (0009 1)) w3090, (5)) ds

= // J(x —y,t—s) (f(y)Xs<g(s) + Z u;(y, s)X;j(s)) dyds.
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Como J satisface (J2) entonces J(z —y,t — s) tiene soporte en {(y,s) : s <t} C {(y,s) :

5 < jo5}, luego

o) = [[ I =it =9 (f<y>xs<o<s> +Zuj<y,s>x;j<s>> dyds

+ //J(a: —y,t—5) ( i Uj(%s))(fj(s)) dyds

Jj=jo+1

= ] 7= 0= 9) ) Xecal) + ) Xusal) s
= // J(z —y,t — s)e(u)(y, s)dyds.

La unicidad de u sale del Lema 3.1.1 observando que esta es tinica en la banda R™ x

o

[0, 5], nuevamente usando el Lema 3.1.1 tenemos que u es tnica en R™ x [§,a], y asi

'9
sucesivamente tenemos que u es tinica en cada banda de la forma R" x [(j —1)%, j§] con
jeN.

Si ademas f € L'(R") de (3.1.3) y (3.1.4) tenemos que

(3.1.5) /u(az,t)dx:/f(:c)d:c

para todo t € [0, 00).
La linealidad de las soluciones respecto de los datos iniciales sale de la definicién de
ser solucién de P(J, f), la prueba es idéntica a la hecha en el Lema 3.1.1 y por lo tanto

la omitiremos. O

3.2. Existencia de soluciones de CTRW con dato inicial en L2. El método

de Fourier

En esta seccion el problema P(J, f) tendra el mismo aspecto pero lo interpretaremos
en el sentido de la integracion de funciones con valores en espacios de Banach. Dada
una funcién ¢ € LY(R™), por la desigualdad de Young, la convolucién contra ¢ define
un operador acotado en L?(R™). Sea J : R — L'(R") una funcién continua de soporte
compacto contenido en un intervalo [0, ] con o > 0. Estamos usando x para denotar
la convolucién en R"*!. Usaremos + para denotar la convolucién en R™. El problema
P(J, f) se plantea en este contexto de la siguiente forma, dada f € L?(R"™) buscamos

U :[0,00) — L*(R"), si es posible continua, que satisfaga
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= [ J(t—s)*xe(U)(s)ds, te0,00)
P(Jvf) f s<0
U(s) s>0,

donde la integral se entiende en el sentido de Bochner en el espacio L*(R"). Puesto que
la integral de Bochner en P(J, f) converge en L*(R™) es posible transformar Fourier en

la variable espacial las igualdades anteriores y obtener el problema

fR (t — s)e(U)(s)ds, te[0,00)
f 5 <0
U(s) s>0.

PED o -

Si definimos g(t ff J(t —s)dsy K(t,s) = J(t — s), el problema P(J, f) puede

ser reescrito como un problema de Fredholm

(3.2.1) V() = g(t) + /0 T Kt )V (s)ds

Esta observacién nos permite ver que si queremos encontrar una solucion al problema
P(J, f) nos basta con resolver (3.2.1). Para obtener una solucién a este dltimo problema,
utilizaremos los resultados de la Seccion 1.3.

Antes de probar la existencia y unicidad de soluciones al problema (3.2.1) enunciare-
mos un lema con propiedades de las funciones ¢(t) y K(t, s) definidas arriba, y que serdan

de uso recurrente en la prueba del resultado final.

LEMA 3.2.1. Sea J : R — L*(R™) continua y con soporte compacto. Sea f € L*(R").
Sean 0 < a <b < ooy W(s) € C([a,b]; L*(R™)). Entonces,
i) g: R — L*(R") dada por g(t) = ffi)oo J(t — s)ds es continua en R.
i) Si K(t,s) = J(t —s) entonces la funcion fabK(t, s)W(s)ds es continua como

funcion de t a valores en L?(R").

DEMOSTRACION. Probemos primero i). Sean t; y t, nimeros reales, entonces

nmm—gwwf{V[;ﬂn—@@—f[;ﬂw—gw
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([ 0o [ 0o

2

f2 :Oj(tl—s)dS—/_ioj(tg—s)ds .
0 A A
=1l | [ (=) = Jea =) s

ds

o

<t [ et —s) = dta— 9
[

0
< 1£1, / 1I(t — ) — J(ts — 5)]], ds.

—0o0

Como J € LY(R™!) tenemos que la tltima integral es igual a

111, // Tty — 8) — Tty — )| dads
Rn+1

que tiende a cero cuando t, tiende a t; pues J € L*(R™™). Por lo tanto g es continua.

Veamos ahora que vale ii). Sean t; y t3 en R, luego

/abK(tl,s)W(S)ds — /abK(tQ, )W (s)ds

(K(tl, s) — K(tg,s)) W(s)ds

2

/ 1K (11, 5) — K (t, ) W(s)] ds
/ 1K (0, 8) — K (2, ) W (s)]], ds
< / 17(ts — 8) = J(t2 — )], W (3)]], ds

< mix [W(s)l, // Tty — ) — Iy, ta — 5)| dyds
Rrt1

s€(a,b]

como ||[W(s)]|, estd acotada en [a,b] y J € L'(R™) el dltimo término de la cadena de

desigualdades tiende a cero cuando t; tiende a t5. Y asi i) queda demostrado. O

Ahora probaremos la existencia y unicidad de soluciones al problema P(J, f) con dato

inicial f € L*(R").
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TEOREMA 3.2.2. Sea J : R — L*(R™) continua con soporte contenido en [0, ] para

algin a > 0. Sea f € L*(R™). Entonces el problema P(J, f) tiene una tnica solucién en

el conjunto C([0, 00); L*(R™)).

DEMOSTRACION. Puesto que la transformada de Fourier es una isometria en L2,
para resolver P(J, f) nos basta con probar que (3.2.1) tiene una unica solucién en
C([0, 00); L*(R™)).

Construiremos la solucién de (3.2.1) por tramos, descomponiendo Ry en conjuntos de
la forma [(k — 1)tg, kto], para un tg adecuado y k € N, e inductivamente obtendremos la
solucion en cada uno de estos intervalos.

Observemos en primera instancia que

sup ||K(ts)|.=  sup Hj(t—s
(t,s)€la,b]x[a,b] (t,s)€la,b] x[a,b]

< sup [ J(s)l, =: A < o0
seR

para todos a y b niimeros reales tales que a < b. Sea ty un ntimero positivo a determinar.

Consideremos la ecuacion integral de Fredholm
to
(3.2.2) Wi(t) = g(t) +/ K(t,s)Wi(s)ds
0

sobre el espacio C([0, to]; L?(R™)). Por el Lema 3.2.1 tenemos que g € C([0, to]; L2(R™)).
Luego, si tomamos ty > 0 tal que Aty < 1 entonces, por el Teorema 1.3.4, el problema
(3.2.2) tiene una tinica solucién V; en el conjunto C([0, to]; L*(R™)).

Consideremos ahora la ecuacién integral de Fredholm en el espacio de funciones

C([to, 2to]; L*(R™))
(3.2.3) Wa(t) = GY(t) +/ 0 K(t,s)Ws(s)ds

con G*(t t)+ f (t,s)Vi(s)ds. En este caso, nuevamente por el Lema 3.2.1, tenemos
que la funcién Gl( ) esté en el espacio C([to, 2to]; L*(R™)). Luego, razonando analoga-
mente al caso anterior, tenemos que existe una tnica funciéon V5 € C([to, 2to]; L*(R"™))

que resuelve (3.2.3). Observemos ademas que como sopK(t,s) C {t > s} entonces

Va(to) = g(to) + [1° K (to, 5)Vi(s)ds = Vi(to).
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Inductivamente, asumamos que pudimos construir funciones V; € C([(i—1)ty, ito]; L*(R™))

para it = 2,...,k — 1, soluciones a los problemas
) ito
(3.2.4) Wi(t) = Gt +/ K(t,s)W;(s)ds
(i—1)to
donde G (t) = S0 K (8 9)Vi(s)ds, y ademds Vi ((i—1)to) = Vi((i—1)to)-

Probemos entonces que podemos encontrar una unica solucién Vj al problema

kto

(3.2.5) Wi(t) = G* (1) + / K(t,s)Wy(s)ds

(k—=1)to

donde la funcién G*~1(t) = flfol)t s)Vi(s)ds. Esta funcién, por el Lema
3.2.1, estd en el espacio C([(k - 1)t0, k:to], Lz(R”)). Luego, la existencia y unicidad de la
solucién Vj, al problema (3.2.5) sale nuevamente de aplicar Teorema 1.3.4 a dicha ecuacién

de Fredholm. Ademads, como sopK (t,s) C {t > s} tenemos que

k=1 Litg

Villl = 1)t0) = (06— t0) + 3 [ (= 1)t 9)ils)s
koto
+ /(k_l)to K((k—1)tg,s)Vi(s)ds

k=1 Lty
==+ [ K=t i)

;:2 ito
==+ [ Kt i)

(k—=1)to
+ /( K((k = 1)tg, $)Vi_1(s)ds

k=2)to
(k—=1)to
_ G2 (= 1)ty) + / K ((k = Dto, $)Vier)(s)ds = Vir((k — 1)to):

(k—2)to
Luego, la funcién V (t) = Y o0 | Vi(t) Xii—1yt0,it0) (t) Dertenece al espacio C([0, 00), L*(R™)).
Veamos que satisface (3.2.1). Sea t € [0,00), tomemos ko el nimero natural tal que
€ [(ko — D)to, koto), ast V/(t) = Vi, (t) v, ya que t € [(ko — 1)to, koto) tenemos que

koto

V() = Vi, (1) = G (1) + / K(t, 5)Vi, ()ds

(k’o—l)to
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) +Z/(ZO K (¢, 5)Vi(s)ds

i—l)to

=1
[e%¢} ko
—l—/ K(t,s) Z%(S)X[(i_l)tmto)(s)ds
0 i=1
[e%¢} ko
t —f‘/ K(t, S) Z%(S)X[(i—l)to,ito)(s)ds
0 i1
/ K(t,s) Z Vi(8) Xii—1)to,ito) (5)ds

y esto prueba que V(t) resuelve (3.2.1). Supongamos ahora que existen dos funciones U

y V en C([0,00); L*(R™)) que resuelven (3.2.1). Luego, para ¢ € [0, o] tenemos que

/Kts /Kts
/Kts /Kts

Como U y V estén en C([0, to]; L*(R™)) y resuelven la ecuacién integral de Fredholm con
la misma funcién g y el mismo nicleo K, tenemos que U = V en [0, ¢y]. Del mismo modo,
inductivamente vemos que U y V son iguales en cada intervalo de la forma [(k — 1)to, kto|

para k= 1,2.... Con lo cual el teorema queda demostrado. Il

3.3. Existencia de soluciones de CTRW con dato inicial en P, 1 <p < o0

El resultado central de esta seccion es la existencia y unicidad de soluciones para el

problema

= [J(t—s)xe(U)(t), te€0,00)
P(J, s

Las hipdtesis que asumiremos sobre J serdn que cumpla las propiedades de (J1) a (J4)
y sobre el dato inicial que este f pertenezca al espacio LP(R"), 1 < p < co. El espacio en

el cual buscaremos la solucién serd (C N L*°)([0, c0); LP(R™)).
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Antes de probar el resultado principal de esta seccién enunciaremos un lema de
existencia y unicidad de soluciones para el problema P(J, f) en el espacio restringido
C([a,b]; LP(R™)), para 0 < a < b. Este espacio resulta ser de Banach con la norma

1M1, = msc 11,

Sea a = sup {fy : ft < J(z, t)dzdt < 1}. Asumiendo que J satisface las propiedades

de (J1) a (J4), en el siguiente lema resolveremos primero el problema en un intervalo

[a'7 b} )

U(t)=[J(t—s)xe(a,b,g;U)(s)ds, tE€ [a,b]

3.3.1 S a—a<s<a
331 e(a,b,g;U)(s) = 9s), =

donde ¢ : (a — a,a) — LP(R™).

LEMA 3.3.1. Sea J que satisface de (J1) a (J4) y o = sup {7 ; ﬂ;év J(z,t)dzdt < 1}.
Sean a y b numeros reales tales que 0 < a < b yb—a < a. Sea g(t) € L>((a —
a,a); LP(R™)). Entonces existe una tunica funcion U € C([a,b]; LP(R™)) que resuelve
(3.3.1). Mds aun, la aplicacion que asigna al dato inicial g la solucion U es lineal y

continua (no expansiva). Es decir,

a) si Uy y Uy resuelven (3.3.1) con datos iniciales g1 y go respectivamente, y ¢ € R

entonces Uy + cUy resuelve (3.3.1) con dato inicial g1 + cgs.

b) 1U[lop < sup )Hg(t)llp-

te(a—a,a

DEMOSTRACION. Definamos en el espacio C([a,b]; LP(R™)) el operador T' de la si-

guiente forma. Para t € [a,b] y V € C([a, b]; L*(R"))

TV(t) = /R J(t —s) xe(a,b,g;V)(s)ds

donde e<a7 b, g; V)(S) - g<S)Xs<a<S) + V(S)X[a,b]<5)‘
Veamos que T estd bien definido. Como J(t — s) € L*(R™) y e(a, b, g; V)(s) € LP(R™)
entonces la convolucién J(t —s)xe(V)(s) esta en LP(R") para cada t € [a,b] y cada s € R.

Por la desigualdad de Young,

/wwwde@mws/W@mwwwm@<w
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Luego, por el Teorema 1.2.1 la integral de Bochner [ J(t—s)xe(V)(s)ds estd bien definida
y toma valores en LP(R™). Veamos que T'V € C([a, b]; LP(R™)). Sean t; y to elementos de
la, b], luego

ITV(h) - TV ()], = H/J(t1 _ ) we(a b, g: V)(s)ds—/J(t2 ) we(a b, g: V)(s)ds

p

— H/ (J(t1 — s) — J(ta — s)) *e(a, b, g; V) (s)ds

p

< [ 19 =9 = It = 9, etab g VIO, ds
< mixle(a b, : VIO, [ 1701 5) = Tt = 5) s,

y el dltimo término de la cadena de desigualdades tiende a cero cuando t; — t; porque
J € LY(R"1) y por lo tanto su médulo de continuidad en R™*! tiende a cero cuando
|ty — 1] tiende a cero. Luego, TV € C([a, b]; LP(R™)).

Probaremos ahora que 7' es una contraccién con la norma [[|-[[[,,. Sean V' y W en

C([a,b]; LP(R™)), vy sea t € [a, b], luego

TV () —TW ()|, = /t J(t —s)xe(a,b,g;V)(s)ds — /t J(t —s)xe(a,b,g;W)(s)ds

«

_ /t J(t — 5) % (e(a, b, g; V)(s) — e(a, b, g; W) (s)) ds

p

_ /J(t—s)*(V(a,b,g;S)—W(a,bag;s))ds

p

t
< [ 1= V) = W, ds
b—a
< /0 [T ()l ds IV = Wllap =TIV =Wl
donde T = Ob_a |.J(s)]|; ds. Como lo anterior se cumple para todo ¢ € [a, b] tenemos que
TV =TW[ < TV =Wl -

Por la definicién de v y como b — a < « es claro que 7 < 1, por lo tanto T es una
contraccion en C([a, b]; LP(R™)). Luego, como C([a, b]; LP(R™)) es un espacio de Banach
con la norma ||| - |||a, tenemos que existe una tnica funcién U € C([a, b]; LP(R™)) que

resulta ser un punto fijo de Ty que por lo tanto resuelve (3.3.1).

P
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Demostremos ahora el item a). Sean U; y Us soluciones de (3.3.1) con dato inicial g;

y go Tespectivamente, y sea ¢ € R. Si t € [a, b] entonces
/J(t —s)*e(a,b, g1 + cgo, Uy + cUs)(s)ds
_ /_a J(t —5)* (g1(s) + cga(s))ds + /: J(t — 8) (Ui (s) + cUs(s))ds
— /_a J(t = s) % gi(s)ds + /: J(t — 5)* Uy(s)ds
—|—c/a; J(t—s)*gg(s)ds—i-c/at J(t — 5) % Up(s)ds
:/J(t—s)*e(a, b,gl;Ul)(s)ds—i—c/J(t—s)*e(a, b, go: U)(s)ds
— Uy (t) + cUs(1).

Probemos ahora que

UMy < sup lg(®)ll,,-
te(a—a,a)
Como la funcién U es un punto fijo de una contraccién 7' en un espacio de Banach, esta
puede obtenerse como limite uniforme de funciones V'™ € C([a, b]; LP(R")), que cumplen
que V™ (t) = TV™Yt) = T™V? donde V° puede ser cualquier funcién en el espacio

C([a,b]; LP(R™)). Luego, para t € [a, b], tenemos que

O / J(t— ) % e(V™1)(s)ds.

De la féormula anterior podemos obtener la siguiente acotacién sobre la norma LP de las

funciones V™ (t). Para todo t € [a, b], vale que

Vo, = H [t =) et g v sias

p

< [ 196 =9, fetab. gV (o) ds

<mix{_sup gl i [V} [ 1)),

te(a—a,a

. , ‘ m—1
= maX{te(iliI;a) Hg”p’trél[i}b(] ||V (t)Hp}a
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luego, si tomamos VO(t) = g(&) para algin & € (a — @, a), inductivamente podemos
probar que m[é>b<] V@), < subie(a—aa) l9(t)], para todo m € N. Como U es el limite
te ’

)

uniforme de estas funciones V™ tenemos que

NUlMlap = sup @,

te(a—a,a)

g

Probemos ahora la existencia de soluciones de P(J, f) con dato inicial en LP(R™),
1 < p < oo. El esquema de la demostracion del siguiente resultado es similar al caso
en que p = oo. Descomponemos [0,00) en intervalos de la forma [(j — 1)§,75], donde
7 € N y aplicamos de modo inductivo el Lema 3.3.1 sobre cada una de ellas. En cada
caso la funcién e((j — 1)§,55,9;V) denotard la aplicacién que asigna a V' la funcién

gX @ —I—VX

<12 Nuevamente la condicién inicial g dependera del intervalo

l) <t<]2
[(j —1)%,7%] en el cual estemos buscando la solucién, por lo tanto, para simplificar la

escritura, denotamos e;(V) =e((j —1)5,55,9;: V).

TEOREMA 3.3.2. Sea 1 < p < oo, f € LP(R"), J que satisface de (J1) a (J4) y
o = sup {'y : fft<7 J(x, t)dzdt < 1}. Entonces, existe una unica funcion U en el espacio
C([0,00); LP(R™)) que resuelve P(J, f). Mds aiun, la aplicacion que asigna al dato inicial

f la solucion U es lineal y continua (no expansiva). Es decir,

a) si Uy resuelve P(J, f1), Uy resuelve P(J, f3) y ¢ € R entonces Uy + cUs resuelve
P(J f1 -+ sz).
b) sup [[U@), < |1,

t€[0,00)

DEMOSTRACION. Como mencionamos anteriormente, para probar este resultado des-
compondremos el intervalo [0,00) en intervalos I;, con I; = [(j — 1)§,75]. En cada
una de ellos aplicaremos el Lema 3.3.1 para encontrar una tnica soluciéon U; a un
problema de tipo (3.3.1) con dato inicial g;(t) = fX<o(t) + 31—} Us(t) X5 7.(t), donde
I = [(k —1)§,kS). Ademds veremos que esas funciones U; se pegan continuamente.
Luego, U(t) = 372, U;(t) X7 ( ) serd la solucién de P(J, f).

Consideremos primero el espacio de Banach C([0, 5], LP(R™)) con la norma |||V||| =

max [Vl

tel0, 5
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Usando el Lema 3.3.1, con a = 0, b = § y dato inicial g(t) = f, tenemos que existe

una tnica funcién U, € C([0, §]; LP(R™)) tal que

Up(t) = /J(t —s)x e (Ur)(s)ds

para t € ;. Ademads rtnz’}x 1T (O < [ £1],,-
€l
Aplicando de nuevo le Lema 3.3.1, ahora con a = §, b = «a y dato inicial go =

fXi<o + Ur &7, tenemos que existe una tnica funcién U, € C([$, o, LP(R™)) tal que

= /J(t — 5) *ey(Us)(s)ds

para t € [§,a]. Ademas IgléxHU( ) < sup lg1@)l, < [|f]l,- Notemos ademds que como
€l2 t<
2
J(t) = 0 para t < 0 entonces

(332) 0 () = /_ T (5~ 5) exUn)(s)ds = /_ 7(5 =) e =0 (%)

2 2

Inductivamente, supongamos que han sido construidas funciones U; € C ([ l)a @] LP(R™)),

para:=1,2,...,7 tales que
Uit) = [ = 9) weU5)ds,

max [Uil, < 7], v ademds Upa(452%) = U(4522).

(k+1)

Utilizando nuevamente el Lema 3.3.1, con a = %a, b = Y gi+1 = fXico +

_ UpXf,, como g1 € L*([0, k] LP(R™)) tenemos que existe una tnica funcién

U]+1 e C([L, Ut rp(R™) tal que

Upat) = [ It = 5)x ey (Uyer) ()ds

Ademas tr%ax |Ujx1(8)]| < sup 19411, < [Ifll,- Y razonando como en (3.3.2) tenemos
i+ t<j
2

que Uj1(55) = Uj-1(j§)-
Si definimos ahora U(t) = U, (t), donde jy es el tnico natural tal que t € [(jo —
1)$,70%), entonces U(t) = Z;; Uijj. Dado que J = 0 para t < 0, tenemos que

U(t):UjO(t):/J(t—s)*eJO(U )(s )dS—/J(t—s)*e(U)(s)ds
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donde

f, s<0

o)) = U(s), s>0.

Con lo cual U resuelve P(J, f). De la definicién de U también tenemos que sup ||U(t)||

» S
te[0,00)

1 £]l, v asf se cumple el {tem b) de la tesis del Teorema.
Probemos ahora la unicidad. Supongamos que existen dos funciones U y V' que perte-
necen al espacio C([0,00); LP(R")) y resuelven P(J, f). Entonces, para t € [0, §] tenemos

que

Ut) = /J(t —s)xe (U)(s)ds

V(t) = /J(t —s)*e(V)(s)ds

Luego, U y V son soluciones de un problema del tipo (3.3.1) en el mismo intervalo y
con el mismo dato inicial. Como ambas funciones pertenecen al espacio C([0, 5], LP(R")),
por el Lema 3.3.1, tenemos que U = V en [0, §]. Inductivamente vemos que U =V en
[(j —1)5.75] para todo j € N.

La demostracion del item a) de la tesis es anédloga a la del Lema 3.3.1 y por lo tanto

la omitiremos. O






Capitulo 4

Convergencia a temperaturas de densidades de CTRW

parabdlicamente reescaladas

En este capitulo se prueban resultados mas fuertes que los del Capitulo 2 sobre la
convergencia de CTRW a temperaturas bajo reescalamientos parabdlicos. En el Capitulo
2 probamos convergencia de operadores, en éste convergencia de soluciones. En efecto
probaremos que bajo ciertas condiciones adecuadas en J las soluciones de P(J, f) reesca-
ladas parabdlicamente convergen a las soluciones de la ecuacion del calor. Los resultados
se formulan en dos secciones. En la primera consideraremos el caso de convergencia en
L*> y la segunda contiene resultados en espacios L? (1 < p < 00). En el caso p = o
mostramos dos tipos de resultados. Cuando el ntcleo J es un ntcleo para el cual vale
la férmula del valor medio parabdlico el dato inicial no necesita mas regularidad que
continuidad uniforme. Para ntcleos J mas generales que el del valor medio obtenemos

convergencia con dato inicial en la clase de Schwartz.

4.1. Convergencia de soluciones en L*™

En esta seccién consideramos J : R"™ — R que satisface las propiedades de (J1)
a (J4), y en algunos casos también la propiedad (J5), enunciadas en el Capitulo 2. A
continuacion las recordamos,
(J1) J > 0;
(J2) sopJ C R = {(z,t) : z € R", t > 0};
(J3) J es de soporte compacto;
(J4) J € LNR™ )y [[onis J (2, t)dedt = 1.

(J5) para cada t fijo J(z,t) es radial como funcién de x.

El niimero « serd el que definimos en (2.0.1), es decir o = sup { ffK (x,t)dzdt < 1}

Si tomamos para r > 0 el operador 7;., de convoluciéon con

1
—2 (7TTJ — (5(070))

r



50 Convergencia a temperaturas de densidades de CTRW

donde 7,.J denota la aproximacién de la identidad parabdlica m,J(z,t) = Tn1+2 J (“ ! ),

T”T‘Q

por lo visto en el capitulo anterior, tenemos que existe una tnica solucién al problema

u(z,t) = (m.J xe(u)(z,t), (z,t) € R x[0,00)
P(rd.1) @ <o
o) ()= u(z,t) t>0

sobre el conjunto (C N L*)(R™ x [0,00)). Notar que para r = 1 el problema P(m,J, f) es
P(J, f).
Si ademds asumimos sobre J la propiedad (J5) y que vale la siguiente igualdad

I J(y, s)sdyds = 5~ [[ J(y, s)|y|*dyds =: C, sabemos por el Teorema 2.2.1 que

0
T, —-C|——=+A
(-a+2)
débilmente cuando r tiende a 0. Luego, podemos esperar que las soluciones u (7, J, f) a
los problemas P(7,.J, f), para estos nicleos J, converjan en algin sentido a una solucién

del problema

ve(z,t) — Av(z,t) =0 (x,t) € R" x (0, 00)

4.1.1
( ) v(x,0) = f(x) r € R™.

En el resultado principal de esta seccién probaremos que si f € L>®(R™) y es unifor-
memente continua, entonces, para nucleos J para los que vale la férmula de valor medio
de temperaturas, las soluciones de los problemas P(w,.J, f) convergen uniformemente en
todo el espacio R™ x [0,00) a la funcién v que se obtiene convolucionando el nicleo de
Weierstrarss con f y que resuelve el problema (4.1.1), si ademdas f es Holder continua
damos una cota para la velocidad de convergencia. También probaremos la convergencia
de soluciones de los problemas reescalados P(m,J, f) para nicleos J més generales que el
de la formula de valor medio para temperaturas cuando f es una funcién de Schwartz.

Precisamente, en esta seccién probamos los siguientes teoremas.

TEOREMA 4.1.1. Sea H > 0 un nicleo de valor medio para temperaturas, a« = sup{~y :
ffs<'y H(z,t)dedt < 1} ym,H(y,s) = = H(y, s) (£, 3). Sea f € L™(R") uniformemente

continua. Consideremos la funcion u(m,H, f) que resuelve el problema P(m, H, f) y sea v
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la temperatura en R™ x (0,00) que se obtiene al convolucionar el nicleo de Weierstrass

con el dato inicial f. Entonces

(4.1.2) lim sup |u(m H, f)(x,t) —v(x,t)] = 0.

70 (2 1)eR7 x[0,00)

Si ademds f € CNR™) para algiin 0 < X\ < 1 entonces tenemos que

(4.1.3) sup lu(m, H, f)(x,t) —v(z,t)] < C’[f]w)‘

(z,t)€R™ x[0,00)

donde la constante C' sélo depende de H y [f]x denota la seminorma de Hélder de f.

TEOREMA 4.1.2. Sea J que satisface (J1) a (J5) y ademds cumple que [[ J(y, s)s dyds =
> [ J(y, s)|y|*dyds. Sea f una funcién en la clase de Schwartz S(R™). Consideremos las

funciones u(m,J, f) soluciones del problema P(m,J, f). Sea v la solucion del problema
v(z,t) — Av(z,t) =0 (z,t) € R" x (0,00)
v(x,0) = f(x) reR"

que se obtiene convolucionando el dato inicial f con el nicleo de Weierstrass. Entonces,

para todo L > 0 se cumple que

lim [u(mrd, ) = vl poo mn o,y = 0-

La hip6tesis f € S(R™) puede debilitarse a f € L®(R") N C*(R™) con derivadas

primeras y segundas acotadas y uniformemente continuas.

COROLARIO 4.1.3. Sea J que satisface de (J1) a (J5) y ademds cumple que [[ J(y, s)sdyds =
o+ [[ J(y, s)|y|*dyds. Sea f € L=(R™) N C*(R™) con derivadas parciales primeras y se-
gundas acotadas y uniformemente continuas. Sean u(w,J, f) las soluciones del problema

P(m.J, f). Sea v la solucidn del problema

ve(z,t) — Av(z,t) =0 (z,t) € R" x (0, 00)
v(x,0) = f(x) r e R"
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que se obtiene convolucionando el dato inicial f con el nicleo de Weierstrass. Entonces,

para todo L > 0 se tiene que

tim [|u(mJ, £) = 0]l oo,z = O

Antes de demostrar los teoremas enunciados probaremos siete lemas que serdn de
utilidad para la posterior demostracion de los enunciados anteriores.

El primer lema relaciona las soluciones asociadas a reescalamientos parabdlicos de
nicleo J y dato inicial f con soluciones asociadas al nicleo J con reescalamientos pa-

rabdlicos del dato inicial.

Precisemos la notacién. Como antes 7,.J(z,t) = n1+2J (w 2) Para f que depende

de (z,t) también =, f(z,t) = rn+2f (w TQ) Aunque f dependa sélo de z usaremos la

notacion , f(z) = — f (£).

LEMA 4.1.4. La funcién u resuelve P(m,J, f) siy solo siv resuelve P(J, w1 f) y ademds

u(z,t) = mo(z,t).

DEMOSTRACION. Si v resuelve P(J, 71 f) tenemos que

e (T Y e [ (Tt
r v (r’ 7"2) =r //J (7" Y s S) e (v) (y, s)dyds
= r"2// J (% -y, :—2 — s) "2 f (ry, r?s)dyds
<0
+r " 2// <§ Y3 t )v(y,s)dyds
// (x— t—s) " 2dyds
y t—s g i —n—2
+r " // ( 2 >v<r,r2>r dyds
—// md(x —y,t —s)f(y,s)dyds
5<0

o fL e (e (22
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Luego " 2v (f, T%) resuelve P(m,.J, f), y por la unicidad de solucién de P(m,J, f) tene-

mos que r""%v (£, ) = u(z, t). O

En el Lema siguiente veremos una acotacion, en términos explicitos de J y f, para
la diferencia, sobre el conjunto R™ x [0, a], entre la solucién u del problema P(J, f) y el

dato inicial f del mismo.

LEMA 4.1.5. Sea J que satisface las propiedades de (J1) a (J4) y sea el nimero
o= Sup{ ffK (x,t)dxdt < 1}. Sea f € L>®(R"). Siu e (CNL®)(R" x [0,00)) es

la solucion al problema P(J, f) entonces

(4.1.4) sup lu(z,t) — f(x)] < C sup // (y, s —y) — f(z))| dyds
(z,t)ER™ % [0,q] LISING

<c // J(y, ) sup |f(z — y) — f(z)] dyds

z€R™

donde la constante C sélo depende de J.

DEMOSTRACION. Primero mostraremos que (4.1.4) vale cuando (z,t) € R™ x [0, §].

En el primer intervalo de tiempo, [0 u coincide con uy que se obtiene por el teorema

) 2]
de punto fijo de Banach. La velocidad de convergencia al punto fijo puede estimarse por

n T i L ' apli L
la constante de la contraccion 7. Sea v]* la m-ésima iteraciéon de 7} aplicada a la funcién

inicial v{ = f, donde T} : (C N L®)(R" x [0,00)) — (C N L>®)(R™ x [0, 00))
Tv(x,t) = // J(x —y,t — s)e1(v)(y, s)dyds

yer (v)(x,t) = f(a:)XKO(t)—i-v(a:,t)XogtS a (t). Luego, ya que vaH - ||L(><> (R x[0.2)) <

7™ o} — 09, o (Rnx[0,2]) tenemos que

1
[of" — f”Loo (Rnx[0,5]) (ZTJ> ‘Ui - fHLOO(R"X[O,%]) < 1-- Hv} - fHLOO(R"X[O,%})

para todom =1,2,....

Veamos ahora que para (z,t) € R™ x [0, §] existe una constante C' que sélo depende

de J tal que

/ Ty, 8)(f(x — y) — f(x))dyds

sup lu(z,t) — f(x)] < C sup
(x,t)eR"x[O,%] TzER"
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De hecho para todo (z,t) € R" x [0, §] se tiene que

‘U%(JC,L‘) - f(x)‘ — (Tof) (@, 1) — f(2)]
- ‘// J(x —y,t—s)(f(y) — f(x))dyds

- \ [ w90t =) - sanays

< sup | [[ .50~ ) fa))ayas|.
TER™
Luego, si tomamos C' = ﬁ entonces, para todo m = 1,2, ..., tenemos que

HUT_f“Loo(Rnx[o < C’sup
rER™

// (y, s —y) — f(z))dyds|.

Lo mismo es cierto para el limite uniforme wu; de la sucesion v{*, en otras palabras

[ 7wt =) = @)y

[0

Veamos ahora cémo obtener la misma estimacién en el intervalo de tiempo [§,a]. Por

(4.1.5) |1 — f||Loo(Rnx[o < C sup

z€R™

construccion de u tenemos que en R™ x [§, a], u = uy con

wlist) = [[ = vt = ). 5)dus,

donde ey(uz)(r,t) = f(x)X<o(t) + u1<x7t)X0§t<%<t) + uy(7, t)X%<t§a<t)' En R" x [%, a
la solucién uy es el inico punto fijo del operador Ty, donde Ty : (C N L>®)(R™ x [0, 00)) —
(CN L) (R™ x [0,00))

Tyo(a, 1) = // Tz =yt — 8)e(v)(y, s)dyds,

con e(v)(z,t) = f(2)Xico(t) + ui (2, 1) Xo<ica () + v(z,8) Xa ci<alt).
Ya que el limite uy de las iteraciones v5* de Tovd = v es independiente del punto de

partida vJ, tomemos nuevamente vy = f. Por lo tanto

1
luz = Fll e ety S 75 102 = Fll o (i )
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Notemos que si escribimos ex(f)(y, s) = f(y)Xs<o(s) + u1(y, S)X[(), (s) + f(y)X 2, a]( s),

entonces

bant) = [[ I =yt = sl dyds

Comprobemos finalmente que la estimacién deseada se cumple para |[vj — f||, (B x[2.0])"
2 K

Sea (x,t) € R" x [§,a], luego
|va(2,t) = f(2)| = [(Tof) (@, t) = f(2)]
=| 7t =t = 9eatnr . puts - 160

’// J(x —y,t —s)(f(y) — f(z))dyds

//O<s<_ J(@ —y,t—s)|uly s) — f(y)|dyds

’// (x =y, t = 5)(f(y) = f(x))dyds| .

El primer y el tercer términos del lado derecho de la desigualdad anterior estan acotados

por

sup
reR™

/ Ty, 8)(f (@ — ) — f(x))dyds]

Para el segundo término usamos (4.1.5) y asi obtenemos que

// (y, s —y) — f(x))dyds
[ 19t =)~ f@)dyis|

y asi el lema queda demostrado. O

vy (1) — f(x)| < C sup
r€eR™

para todo (x,t) € R" x [§,a]. Luego

(4.1.6) 12 = fll o (12 o) < € SUP

z€R™

Los lemas 4.1.4 y 4.1.5 permiten probar el siguiente resultado.

LEMA 4.1.6. Sea J que satisface las propiedades (J1) a (J4) y sea el nimero a =
sup{ t ffe, I (@, t)dwdt < 1} Sea f € L>°(R™). Consideremos u(m,J, f) € (CNL®)(R™x
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[0,00)) solucion del problema P(m,J, f). Entonces, si f es uniformemente continua,

(4.1.7) lim sup lu(m,J, f)(x,t) — f(z)| =0,

=0 (1) eRn x[0,ar2]

si ademds f € CMR™), 0 < X < 1,

(4.1.8) sup u(mJ, f)(@,t) — f(x)| < C[f]xr

(z,t)ER™ x[0,0r2]

donde [f]\ es la seminorma Hélder de la funcion f y la constante C' sélo depende de J.

DEMOSTRACION. Consideremos primero u € (C N L*)(R™ x [0,00)) la solucién del

problema P(J, 71 f), por el Lema 4.1.4 tenemos que
u(m,J, f) = meu.

Y por el Lema 4.1.5 tenemos que

(4.1.9) sup  Ju(mJ, f)(z,t) — f(x)|

(z,t)ER™ x[0,ar2]

= sup
(z,t)ER™ x[0,72]

= 2 sup

(z,t)ER™ x[0,0r2]

(28) )

=r "% sup  |u(z,t) = r"Pf (r)|
(z,t)ER™ x[0,a]

sx{ﬂdws>wpu@@—y»—fvmmmw

z€eR™

Si f es uniformemente continua, entonces tenemos que para todo y € R”

lim sup |f(r(z —y)) = f(re)] =0

r—0 rER?
Como ademéds f € L>®(R") y J € L}(R""1), por el teorema de la convergencia dominada
tenemos que vale (4.1.7).
Si feCR"),0< <1, de (4.1.9) tenemos que
sup  u(m.J, f)(z,t) — f(z)] < 0// J(y, s) sup |f(r(z —y)) — f(ro)| dyds

(z,t)ER™ X [0,a72] z€R™

sowﬂﬁme@w
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con lo cual obtenemos (4.1.8). O

El siguiente lema contiene resultados clasicos de aproximacion al dato inicial para

temperaturas en R,

LEMA 4.1.7. Sea f € L*(R") y uniformemente continua. Consideremos v € C°(R™ x
(0,00)) NC(R™ x [0,00)) la solucion del problema

v(z,t) — Av(z,t) =0 (z,t) € R" x (0, 00)
v(x,0) = f(x) r e R"

que se obtiene convolucionando la funcion f con el nicleo de Weierstrass. Entonces,

(4.1.10) lim sup lv(z,t) — f(z)| = 0.

=0 (z.1)eRm x[0,ar2]

Si ademds f € CM(R™) para algiin 0 < X\ < 1 entonces tenemos que

(4.1.11) sup vz, 1) = f(z)] < C[flar

(z,t)eR™ x[0,ar?]

donde la constante C' no depende de r ni de f.

DEMOSTRACION. Para (z,t) € R" x [0, ar?| tenemos que

(4.1.12) lv(x,t) — f(x)] ' Tty /Rne y) dy — f(z)
_lz—yl® yI2
' s L) - S
_lz—yl” yl
T / n ~ J@)| dy

n/2 / e 4

sup  Jola,t) — f()] < (4;)”/2 /ne_zg sup

(z,t)ER™ x[0,ar2] (z,t)ER™ x[0,ar?]

flo—tz) — ()‘ dz.

Luego,

flz—Vtz) - f(a:)‘ dz.

2
=]

Veamos ahora que, como la funcién e~ 1 € L*(R"), f € L>°(R") y es uniformemente

continua, entonces vale (4.1.10). Sea € > 0, luego existe R > 0 tal que

(4.1.13) ||f||Lw(Rn)/ iz < L
B<(0,R)
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Por otro lado, como f es uniformemente continua, tenemos que existe un § > 0 tal que

si |z] < ¢ entonces |f(z — 2) — f(z)| < § para todo x € R". Sea ahora r < fR entonces
(4.1.14) sup flx—tz) = f(z)] < ¢
(z,t)€R™ x[0,ar2] 2

para todo z € B(0, R). Luego, de (4.1.13) y (4.1.14), tomando r < ﬁ tenemos que

sup |U($,t)—f($)|<E+E<E

(z,t)eR™ x[0,ar2] 2 2
lo que prueba (4.1.10)
Si ahora f € CN(R") y (x,t) € R™ x [0, ar?], por (4.1.12) tenemos que
1 SE
o(e.t) = o) € e [ [fa = Vi) = )] a
A
S )n/2 /n e~ dzt?

Tomando supremo sobre todos los puntos (x,t) € R" x [0, ar?] podemos concluir que vale

(4.1.11). O

El proximo lema contiene un principio del maximo para puntos fijos del operador cuyo

nucleo es J.

LEMA 4.1.8. Sean J que satisface de (J1) a (J4)ya = sup{ fft< (x,t)dxdt < 1}

Sea h una funcion acotada definida en R"™ x [0,¢), a < ¢ < 0o que cumple que

(4.1.15) h(z,t) = / J(z —y,t—s)h(y,s) dyds

para (x,t) € R" X |a, ¢). Entonces

(4.1.16) sup  |h(x,t)] = sup  |h(z,t)].
(z,t)eR™ x[0,c) (z,t)ER™ x[0,0]
DEMOSTRACION. De la definicién de o tenemos que I(y) = [f, o< J (Y, s)dyds es menor

a 1 para todo 7 < a.
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Supongamos primero que ¢ < 0o, y sea ng € N lo suficientemente grande tal que

¢:= <2 < a, consideremos ty = o + k¢, By, = R" X [0,tx), v Sk = sup |h|.
By,

n

Es suficiente probar que Sy = Ski1 para todo &k = 0,1,...,n0 — 1. Sea (x,t) €

R™ X [tg_1,tx), entonces

(4.1.17)

b, 1) = \ J[ 9 =t = ohty, sy

= '// J(x —y,t —s)h(y, s)dyds + // J(x —y,t — s)h(y, s)dyds
t—a<s<trp_1 tp—1<s<t
< Sk—l// J(x—y,t— s)dyds+Sk// J(x —y,t — s)dyds
t—a<s<tp_1 tr—1<s<t

= Sk_1 // J(x —y,t — s)dyds + Sk (1 — // J(x —y,t— s)dyds)
t—a<s<trp_1 t—a<ls<tp_1
= Sk — (Sk — Sk-1) (// J(z —y,t— S)dde) .
t—a<s<tp_1

Luego, tomando infimo en (z,t) € R™ X [tx_1, %), tenemos que

inf J(x —y,t — s)dyds | (S, — Sk_
(x,t)E]R"X[tkfl,tk) <//to¢<s<tk1 ( y ) y >( ' ' 1)

< Sk — sup |h(z, 1)].

(@,t) ER™ X [t —1,tk)

// J(x —y,t — s)dyds = // J(x —y, s1)dyds;
t—a<s<tk_1 l—tp—1<s;<a

2// J(x —y,s1)dydsy =1 —1(¢)
c<s1<a

Como

entonces

(1—=1(c))(Sk— Sk-1) < Sp— sup |h].
By \Bg—1
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Supongamos ahora que Sy > Si_1, entonces Sy = sup |h|, pero por la desigualdad
Bi\Bk—_1

anterior, ya que 1 — I (¢) es positivo, tenemos que Sy = Si_1, 1o que es una contradiccion.
Por lo tanto (4.1.16) se cumple para ¢ < 0.
Si ahora ¢ = oo podemos tomar una sucesion creciente de nimeros positivos ¢, tal

que ¢, — oo. Luego, por el caso anterior, tenemos que

sup — |h(z, )| = sup  [h(z,1)]
(z,t)ER™ % [0,cn) (z,t)ER™ x[0,c]
para todo n natural. Entonces también vale (4.1.16) para ¢ = oo. U

El siguiente lema nos da la acotacién del supremo de la diferencia entre una soluciéon
a la ecuacién del calor, v, y un promedio parabdlico de ella m,.J % v, en términos del

parametro de reescalamiento r.

LEMA 4.1.9. Sea J que satisface las propiedades de (J1) a (J5) y tal que [[ J(y, s)sdyds =
> [[ Iy, s)|yl*dyds. Sea o = sup{ fft< (z,t)dxdt < 1} Sea f una funcion en la

clase de Schwartz S(R™). Consideremos v la solucion del problema

v(z,t) — Av(z,t) =0 (z,t) € R" x (0, 00)
v(x,0) = f(x) r eR"”

que se obtiene convolucionando f con el nicleo de Weierstrass. Entonces

(4.1.18) sup '//m —y,t — s)v(y, s)dyds — v(z,t)| < Or?
00)

(z,t)E[ar?

donde la constante C' solo depende de J y f.

DEMOSTRACION. Notemos primero que todas las derivadas parciales de v estdn aco-
tadas por sumas de normas L*> de derivadas parciales de f. Analicemos primero el caso
en el que sélo intervienen derivadas espaciales. Como v(z,t) = (W * f)(x) v f € S(R"),

. o Il
si v es un multiindice de Nj entonces %(f’t) = <Wt * %) (x). Luego,

ol f

Loo(Rm) a H Q"

|

oxY

< Wil g1 g
Los(Rn)

ol f
’ ox”

Loo(R™)
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para todo t € (0,00). Veamos ahora el caso en el que intervienen derivadas temporales.

Como v, = Av, si k € Ny 7 es un multiindice de Nj entonces
ol 7 ok _ ohl AB),
OxY \ Otk oxY

donde A® es la composicién del operador Laplaciano consigo mismo k-veces. Luego,

alv\ ok

97 5% la podemos

teniendo en cuenta lo probado en el caso anterior, la norma L de
acotar por sumas de normas L de derivadas parciales de f, que es lo que queriamos ver.

Con la notacion introducida en el Capitulo 2, denotando con D el gradiente en espacio
y tiempo, con D? la matriz Hessiana y R el resto en el desarrollo de Taylor de v como

funcion de n + 1 variables, tenemos que

//WTJ(J; —y,t — s)uly, s)dyds — v(z, 1)

_ //mJ(x oyt — ) (0(y, 8) — v(x, t))dyds
- //m(x oyt — ) Do, t)(y — x5 — {)dyds
+ // R (& =yt = )5y — 25— ) D%l )y — 5 — ' dyds
//m Tyt — $)R(y — 1,5 — t)dyds

—(I+IDN+ITII+IV+V+VI)+VII

donde

<// P —y,t—s)dyds),

=1

I xt <//s—t7rr x—y,t—s)dyds),

jax axj ( // . — ) —xj)m(x—y,t—s)dyds),
v = : %(:c, ) @ // (i — )2 I (& — gt — s)dyds> ,

Vo otwt) (5 [ s~ Omedte =t = s)tuas),
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VI = %(w, ) (% //(s (e -yt — s)dyds) ,

V[[://er(x—y,t—s)R(y—:c,s—t)dyds.

Como J(-,t) es radial para todo ¢t € R entonces los términos I, 1] y V se anulan.
Observemos que el cardcter radial de J también asegura que [[ J(y,s)|y|*dyds =
S I Iy, s)yidyds = n [[ J(y,s)yidyds, para todo i = 1,...,n. Como ademds, por
hipétesis, tenemos que 2n [[ J(y, s)sdyds = [[ J(y, s)|y|*dyds, entonces [[ J(y, s)sdyds =
%ff J(y, s)y?dyds para todo i = 1,...,n. Es también claro que la identidad se preserva

por dilataciones parabdlicas, es decir

1
//mJ(y,s)sdyds = 5//7TTJ(y,s)yi2dyds

para todo ¢ = 1,...,n. Por consiguiente

IT+ 1V = —v(z,t) //(t —s)mJ(x —y,t — s)dyds

- g Vg, (2, 1) (% //(yZ —x)?mJ(x —y,t — s)dyd5>
— _u(a,0) // 70 d (4, 5)sdyds

+ (Z vw(:r,t)) // o (4, 5)sdyds
= (Lv(z, 1) — ve(a, 1)) //m«J(y,s)sdyds = 0.

Finalmente VI y VII estdan acotados por Cr® donde la constante C' depende de J y la
norma infinito de las derivadas de segundo y tercer orden de v estdn acotadas por sumas

de las normas L> de derivadas de f. Luego vale (4.1.18). O

El lema que probaremos a continuacion sera consecuencia del Lema 4.1.9 y nos da una
cota del orden 3 para el supremo de la diferencia entre dos funciones sobre conjuntos de
la forma [mar?, (m + 1)ar?], con m € N. En este caso las funciones son la solucién a un
problema P(J,v) en el intervalo cerrado [mar?, (m+1)ar?] y el dato inicial v, este tltimo
es la solucion del problema de Cauchy asociado a la ecuacién del calor que se obtiene

convolucionando el nicleo de Weierstrass con el valor inicial f.
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Para facilitar la lectura y abreviar la notaciéon denotaremos con v, la restriccién de
v al intervalo ((m — 1)ar?, mar?) y e, (w) serd la funcién e (mar?, (m + 1)ar? v;w) =
’U(l‘, t)X0§t<mar2 (t) + UJ(I’, t)XmQTQStg(m+l)ar2 <t)

Las soluciones en este caso se entienden en el sentido del Lema 3.1.1.

LEMA 4.1.10. Sea J que cumple las propiedades de (J1) a (J5) y sea el nimero
a= sup{ ffK (x,t)dxdt < 1}. Sea f € S(R") y v la solucion del problema

v(z,t) — Av(z,t) =0 (z,t) € R" x (0, 00)
v(x,0) = f(x) reR"

que se obtiene convolucionando el nicleo de Weierstrass con f. Si w(m,J,vy) es la solu-

cion de P(m.J,v,,) en el intervalo [mar?, (m + 1)ar?], es decir

w(med, o) (. 1) // o d (@ — ot — S)em (w(med, v) (y, 8)dyds,

entonces
(4.1.19) sup lw(m,J, o) — v(z,t)| < Cr,
(z,t)ER™ X [mar2,(m+1)ar?]

donde la constante C' solo depende de J y f.

DEMOSTRACION. Para demostrar (4.1.19), ya que la funcién w(m,J, v,,) se construye
con el Teorema de punto fijo de Banach, podemos proceder como en la prueba del Lema
4.1.5 para obtener las desigualdades (4.1.5) y (4.1.6), s6lo que en este caso nuestra funcién
de partida en la iteracién de punto fijo es la funcién de n + 1 variables v,,,1(x,t). Asi
podemos obtener que

sup |w(7r7“<]’ Um+1)(‘r7t) - Um+1(x7t)|
(z,£)ER™ X [mar?,(m+1)ar?]

<C sup

(z,t)ER™ x [mar?,(m+1)ar?]

J] 7 = = ) s (:5) = v ) s

=C sup

(z,t)ER™ x [mar2,(m+1)ar?]

// o d (@ =yt — $)(v(y, 5) — v(w, £))dyds|,

donde la constante C' sélo depende de J. Luego, del Lema 4.1.9 tenemos que vale (4.1.19).
O

Finalmente estamos en condiciones de probar el Teorema 4.1.1.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1.1. Del Lema 4.1.6 y el Lema 4.1.7, tenemos que

(4.1.20) lim sup \u(m.H, f)(x,t) —v(z,t)] =0,

=0 (. 1)eRm x[0,ar2]

ysi f € CMR")

(4.1.21) sup \u(m, H, f)(z,t) —v(x,t)] < CLf]ar?

(z,t)ER™ x[0,ar2]
Ya que a = sup{y : ffs< ) dyds < 1} es facil demostrar que ar? = sup{y :
[ o<, - H(y, s) dyds < 1}. Como v resuelve v,(z, ) — Av(z, t) = 0 en R" x (0, 00) tenemos

que, para t > ar? vale la férmula

v(x,t) = //WTH(QJ —y,t — s)v(y, s)dyds.

Por otra parte como u(w,.H, f) resuelve el problema P(7.H, f), también tenemos que

para t > ar?

u(m H, f)(z,t) = //mH(a: —y,t — s)u(m.H, f)(y, s)dyds.

Asi, aplicando el Lema 4.1.8 a la funcién u(7,, f) — v (que estd acotada, pues u(m,, f) y

v lo estédn) tenemos que

sip  fu(mH, ), t) —v(m ] < s [ulrH, (1) — o(w, )]

(z,t)ER™ x[0,00) (z,t)ER™ x[0,ar?]

Luego, de (4.1.20) concluimos que vale (4.1.2), y de (4.1.21) obtenemos (4.1.3). O
Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 4.1.2.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1.2. Haciendo uso de los Lemas 3.1.1 y 4.1.10,

probaremos que
(4.1.22) (e d, ) = 0l oo (g xpmar, (ma1yarzy < CT + Cmr®, m=0,1,2...

donde la constante C' s6lo depende de J y la norma infinito de las derivadas de f.

El caso m = 0 sale como consecuencia de los Lemas 4.1.6 y 4.1.7
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Param = 1,2,. .. consideremos en el intervalo [mar?, (m+1)ar?] la funcion W (r,.J, g,

que resuelve P(m,J, g,,), donde g, (z,t) = (u (7, J, f) (x,t) — v(x,t)) Xicmarz(t). Es decir
W, gm) (1) = //WTJ(IE =yt = s)em(W(mJ, gm))(y, s)dyds

para (z,t) € R"x[mar?, (m+1)ar?], con ey, (w) (2, ) = gmicmarz 0 (T, £) Ximar?, (m+1)ar2) -
Por el Lema 3.1.1, usando la propiedad de linealidad de la solucién respecto del dato ini-
cial, tenemos que W (m,.J, g,) = u(m,J, f) — w(m,J,v,) en R™ x [mar?, (m + 1)ar?]. Y
por la propiedad b) del Lema 3.1.1 tenemos que

(4.1.23) W (T, gm) | oo (g xjmarz,(ma1yarz)y < 16Ty ) = vl oo s (m—-1)ar2,mar2)

= [Ju(m,J, f) — UHLoo(Rnx[(m—l)ar2,mar2]) :
Veremos ahora por induccién que vale la desigualdad (4.1.22). Consideremos primero
el caso m = 1. Del item b) en el Lema 3.1.1 y la desigualdad (4.1.23) tenemos que
[u(m,J, f) — UHLOO(Rnx[arZ,zaﬂ])
= [|[W(mJ, 1) + u(med, [) = W(md, g1) = 0l| oo (g xor2 2002)
< ||W(m.J, gl)HLOO(]R”X[oer,QarQ}) + Jw(m, S v1) — U||Loo(Rnx[m2,2ar2])

< lu(m,J, f) — U||Loo(Rnx[o,ar2]) + Jw(m, J v1) — U||L°°(R"><[ar2,2ar2]) :

Por el Lema 4.1.10 el segundo sumando del tltimo término estd acotado por Cr3. De las
desigualdades (4.1.8) del Lema 4.1.6 y (4.1.11) del Lema 4.1.7 el primer sumando estd
acotado por Cr + C'r. Luego

HU(WTJ, f) - UHLOO(RTLX[QQTQD S Cr + Cr + CT’B =2Cr + 6’703’

donde la constante C' sélo depende de J y la norma infinito de las derivadas de f.
Supongamos ahora que la hipétesis es valida para m y veamos que vale para m + 1.
Usando la hipétesis inductiva, el item b) del Lema 3.1.1 y la desigualdad (4.1.23) tenemos

que

Hu(ﬂ-'f‘L f) o U||L°°(R"X([(m+1)ar2,(m+2)ar2})



66 Convergencia a temperaturas de densidades de CTRW

= ||W(7T7’J7 gm-‘rl) + U(?TTJ, f) - W(WWL gm+1) - UHLOO(]RWX[(m+1)o¢r2,(m+2)o¢r2])
< [|[W(m,J, gm+1)||L°°(]Rn><[(m+1)a7‘27(m+2)o¢r2]) + lw(mJ, vmi1) — U||Loo(Rnx[(m+1)m2,(m+2)ar21)

< ||U(7TTJ, f) - U||L°O(R"><[mocr2,(m+1)ar2]) + Hw(ﬂ-TJ? Um'i‘l) - U”LOO(R"X[(m+1)ar2,(m+2)ar2})

< 2CT + Cmr® + Or® = 207 + C(m + 1)r°.

L

Sea ahora L > 0y ry suficientemente chico tal que si r < ro entonces L < —%.

Consideremos un nimero €., 0 < ¢, < 1 tal que m, = # + €, sea un numero natural.

Luego, por la desigualdad (4.1.22), para r < ry tenemos que

|u(mJ, f) — U||Loo(Rnx[o,L})
< ||U(7T7~J, f) - UHLOO(]RHX[O,mrarZ])

<2Cr +C(m, — 1)r*
:2CT+C(L+ET—1) s
a

r2

L
<2Cr+C—r.
8]

El ultimo término de la cadena de desigualdades tiende a cero cuando r tiende a cero.
Con lo cual el teorema queda demostrado.
Notemos que en este caso, en el cual la funcién f € S(R™), la velocidad de convergencia

es de primer orden. O

4.2. Convergencia de soluciones en [”, 1 < p < o0

En esta seccion abordaremos el problema de convergencia de soluciones de CTRW a
soluciones de la ecuacion del calor cuando el dato inicial f estd en LP(R"), 1 < p < oc.
La prueba de dicho resultado es similar al caso p = oo, aunque por completitud sera
desarrollada. Consideraremos sélo el caso andlogo al Teorema 4.1.1. El resultado principal

de este capitulo es el siguiente:

TEOREMA 4.2.1. Sea H un nicleo de la formula de valor medio para temperaturas.
Sea f € LP(R™), 1 < p < oo. Para r > 0 consideremos U(m, H, f) € C([0,00); LP(R™))

la solucion al problema P(m.H, f), y sea V la solucion de la ecuacion V, = AV en
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R"™ x [0,00) que se obtiene convolucionando el dato inicial f con el nicleo de Weiestrass.

Entonces,

(4.2.1) lim sup ||U(m.H, f)(t)—V(t)||, =0.

70 te[0,00) P
Si ademas [ € B;(R”), 0 < A <1 entonces existe una constante C' > 0 tal que, para
todo r > 0 se cumple

(4.2.2) sup [|U(mH, f)(t) =V (@)l

te[0,00)

< C[f]Bg .

p =

A lo largo de este capitulo denotaremos las dilataciones en R" y R, de la siguiente

forma, o, : LP(R") — LP(R")

y 7+ L®(R) — L>(R)

nh(t) = rh (;) ,

Luego, para J : R — LY(R"), 7, J(t) := 1,2(0,.(J))(t) = 0,(7,2J(t)). También denotare-
mos con x la convolucién en R™.

Al igual que en la seccién anterior necesitaremos probar algunos lemas previos (y
andalogos a los del caso p = 0o) antes de demostrar el resultado final de convergencia de
soluciones.

Empezaremos demostrando el primero de ellos que relaciona las soluciones de proble-

mas con nucleos reescalados con soluciones de problemas con el dato inicial reescalado.

LEMA 4.2.2. Sea J que satisface de (J1) a (J4). Sean r > 0, U solucion de P(w,.J, f)
y V solucion de P(J, w1 f). Entonces

DEMOSTRACION. Como V resuelve P(J, m.-1f) y o, es lineal y continua, por la Pro-

posicion 1.2.2 tenemos que

oVt = o, (7’_2V (%))



68 Convergencia a temperaturas de densidades de CTRW

. (M / X <:—2 _ 3) w0y (rR2f(r2s)) ds + 12 / X (:—2 _ s) . V(s)ds>
o ([ o)y o (-0) v
[ o (1 (o)) estites [ o (s(5=))orm v
—/Mr—zamf(t_ >*f( w

[ (ot ;;ﬂ)) wra, (v (4)) du

ra0 (J) (E = w) # f(w) /> rand (E— w) % T,V (1) duw

I
T

<0

i (t —w) x f(w)dw + />0 md (t —w) * .V (w) dw

<0

luego 7,V (t) resuelve P(m,.J, f), y por la unicidad es igual a U(t). O

LEMA 4.2.3. Sea J que cumple las propiedades de (J1) a (J4) y sean los nimeros

{ ffK (z,t)dzdt < 1} y B = sup {fy : ffB(OV)XR J(z,t) < 1}. Consideremos f €
LP(R™), 1 < p < 00. Sea U la solucién al problema P(J, f). Entonces,

(4.2.3) méx |U() = fll, < Csup [I£(- =) = FO)ll,

tef0, ly|<B

donde la constante C sélo depende de J.

DEMOSTRACION. Veamos en primera instancia que

(4.2.4) H[lax] 1U@) = fll, < C|S‘u<p5 G =) = O,

donde C sélo depende de J. Si llamamos U a la restriccién de U a [0, §], como la funcién

U en dicho conjunto se construye por el método de punto fijo de Banach, tenemos que U,
es limite uniforme de funciones Vi € C([0, 4]; LP(R")]), donde Vi = Ty V{" ! = TV,

y 171 actia de la siguiente forma

T\V(t) = /J(t —s)xep (V) (s)ds,



4.4.2 Convergencia en L7 69

donde e, (V)(s) = fXs<o + V(s)X[o,2)(s). Ademds la velocidad de convergencia puede
estimarse por la constante de la contraccion 7 = ffs<g J(y, s)dyds. De hecho, si V) = f,
=3

como mx [V () — Vyr(0)], < 7 i (Vi (1) — V()

tG[O,E} tG[O,a]

max HVlmﬂ(t) —pr < (Z ) max |V1 pr

t€0,5] 7 ) €]

[, entonces tenemos que

<

max ||V pr

]-_Tt [0

para todo m € N. Tomando limite cuando m tiende a infinito tenemos que

max [[Uy(t) = fl, <

t€[0,5]

max HV pr.

p_l T t€[0,%]

Veamos ahora que para todo ¢ € [0, §] se cumple que

Vi) = 7], < sup £ — 9) — £,
lyl<B
Para j € N consideremos intervalos disjuntos [; ; C [0, @] de longitud menor que % tales

que J; Ii; = [0, ). Sea t € [0, §], entonces

(4.2.5) Vi) - fl, = H/tj J(t—s)* fds —

/aJ(s)*fds—f
0

= }ggo Iz \LijlJ(si) * f— f

p

p

IN

Jim > 11T (si) £ = 1],
I’L,j

Estimemos ahora [|[1; ;|J(s;) x f — f][,. Por la desigualdad integral de Minkowski te-

nemos que

(4.2.6) 17351 (si) = f = [,

B </ ( R [Li i1 (si, y) [z — y)dy — f(x))pda?) :
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(/.
([ ) (umw e 1) ) ) "
e

R

[Tl 1| (s:)

([ Al 1), 5o = ) = ) "y

-
(L
[

B ([ Q160 fa =) = s Y

o

gH”Jfl))Hl s L 1701 =) = £O

= sup 1 175l =) = SO

< sup E 160l 16 =) = sl (s £
 sup 15 1601 16 = T,

= [Ligl 17 Csa)lly sup [[FC = y) = SO, + a1 (so)lly = AL -

lyl<B
Sumando en 7 y tomando limite cuando j tiende a infinito en (4.2.6), y teniendo en cuenta

que [[ J(z,t)dzdt =1, de (4.2.5) tenemos que

Vi) = f], < sup 1FC=y) = FOl, -

Con lo cual vale (4.2.4).

Observemos ahora que

(4.2.7) sup [|U(t) = fll pogny < C sup [|F(- = 4) = FOl oy »

te[5,a] ly|<p

donde C sé6lo depende de J.

Llamemos U a la restriccion de U en R™ x (§, a], luego U, resuelve

Us(t) = /J(t —5) * ey (Us) (s)ds
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para t € [§,a], y donde ex(Uz)(s) = fXs<o(s) + Uir(s)Xjo,2)(s) + Uz(s) X2 o (5). En [F, ]

[
2 27

la solucion U; es el tinico punto fijo del operador 75, donde

TV (t) = /J(t —s)xe(V)(s)ds

y ea(V)(s) = fXico(s) + Ur(s)Xjo,2)(s) + V(s)X[a o(5). Ya que Uz es el limite de las
iteraciones VJ;® = Tu"Vy independientemente del punto de partida V3, podemos tomar

nuevamente V) = f. Luego

miix [[Ua(t) = f1], < 5
te[5 0] — T te

mdx V5 (t) — pr.
[E’O‘]

Si escribimos ex(f)(s) = fX<0(s) + Ur(y, S)X[OV%)QS) + fX[%ya](s) entonces

Vi(s) = / I 8w ) (s)ds

Veamos ahora que

mi [0 1], < € s =) = SO,

te[5 0]

donde la constante C' sélo depende de J. Sea t € [, a], luego

0=l = | [ - wetniss -

<

p

/tjaj(t—S)*eg(f)(S)ds—/tjaJ(t—s)*fd3+/tj J(t— )% fds — f

«

p

/t; J(t — s)xex(f)(s)ds — /tia J(t —s)* fds

p

+‘/t J(t — )% fds — f

p

_ / J(t — 5) % (e(f)(s) — f)ds

i

/OaJ(s)*fds—f

Q

p p

No[Q

+

/OaJ(s)*fds—f

p

= /0 J(t —s)* (Ui(s) — f)ds

s/f 17— )1, 1(U(s) — )] ds + /OQJ(S)*fds—f

p



72 Convergencia a temperaturas de densidades de CTRW

Anélogamente a como probamos la estimacién (4.2.4) podemos ver que el segundo suman-

do del tltimo término de la cadena de desigualdades estd acotado por sup || f(- —y) — f()[,-
ly|<p
Para acotar el primer sumando, usamos (4.2.4) y obtenemos (4.2.7). Con lo cual el lema

queda demostrado. O

Utilizando los lemas 4.2.2 y 4.2.3 probaremos el siguiente resultado.

LEMA 4.2.4. Sea J que satisface las propiedades de (J1) a (J4). Sea f € LP(R™),

1 < p < oo. Consideremos U(m,.J, f) la solucion al problema P(w,J, f). Entonces,

(4.2.8) lim méx |[|U(m.J, f)(t) — fll, = 0.

r—0te[0,ar?)

Si ademds f € B;\(]R"), 0 < X <1, entonces

(4.2.9) mix IIU(WTJ N = fll, < Clflgr,

te(0,5

donde [f]Bé es la seminorma de Besov de la funcion f y la constante C' sélo depende de

J.

DEMOSTRACION. Consideremos U (J, m—1 f) € C([0,00); LP(R™)) solucién del proble-

ma P(J, m.-1f). Por el Lema 4.2.2 sabemos que que

U(?TTJ, f) - 7TrU (J7 erlf) (t)a

y por el Lema 4.2.3 tenemos que

(4.2.10) tEI[%%z)fz U, f) () = £,
= ter[rézg?] |m U (J, -2 f) () = £,

= mix |o.72U (J, -1 f) (t) — ovo,—1 f]],

te[0,ar?]
= tel[%%;f?] 72U (Jy -1 f) (1) — o £,
’ —2 t
= max ||r U (S, f) | — ) —orf
te[0,ar?] r »

= r~2 mix HU (J, 1 f) (t) _7"20”1f||p

te[0,a]

=72 max |U (J, w1 f) (t) — T fl,

te[0,a]
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<r2Csup |7 f(- —y) — 7. f(- M,

ly|<B
_ c|s‘u<pﬁ lowf(-—y) — o O,
= (J|s‘u<pﬁ 1fC=ry) = O,

Como la funcién médulo de continuidad es uniformemente continua tenemos que vale
(4.2.8). Si ahora f € By(R"), 0 < A < 1, de (4.2.10) también concluimos que vale
(4.2.9). O

El siguiente lema contiene resultados clasicos de aproximacion al dato inicial en norma

n+1
LP para temperaturas en R’

LEMA 4.2.5. Sea f € LP(R") . Sea V € C(]0,00); LP(R™)) la solucion del problema

=
B

=
|

>

=
£

=
I

0 (z,t) € R" x (0,00)
V(z,0) = f(z) reR"

que se obtiene convolucionando la funcion f con el nicleo de Weierstrass. Entonces

(4.2.11) lim i, V(1) ~ fl|, =0

r—0te[0,a

Si ademds [ € B;‘(R"), para algin 0 < XA < 1, entonces existe una constante C' > 0 tal
que
(4.2.12) maX ||V( )= fll, <CIf ]Bﬂ"

te[0,c

DEMOSTRACION. La funcién V' del enunciado del lema se puede representar de la

siguiente forma

1 a—y|?
Vi(x,t) = COE /Rn ff%f(?/)dy-

Luego, para t € [0, ar?] tenemos que
VO = Tlanger = ([ | [« Ftn = @)
_ P e~ & y)dy — f(x
LP(R) L | @rty2 |,

- )

b\
dx)

@Tl)n/z/e_z“fp (f(y) = f(x))dy
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-/ "ar)
;m/f"zf (f(z — VEz) — f(x))dz

- ([l )
g/( e (/’fx—\/—z (m)‘pdx)pdz.

122
Veamos ahora que vale (4.2.11). Sea € > 0, como e~

2

T ¢ U =) = s

-

1 € LY(R") tenemos que existe

R > 0 tal que
IZI2
(4.2.13) 2[[f1l o @y tdz < 5
BC(O,R)
por otro lado, como la funcién modulo de continuidad es uniformemente continua, tenemos
que existe un ¢ > 0 tal que si [2| < d entonces | f(- — 2) — f()][, < 5. Sea ahorar < ﬁ,
entonces

€

2

(4.2.14) méx

tel0,ar?]

£ =iz - 10| <
para todo z € B(0, R). Luego, de (4.2.13) y (4.2.14) tenemos que
€ €
i, V) - 71, < 5+ 5=

lo que prueba (4.2.11).
Si ahora f € B)(R"), para t € [0, ar?], tenemos que

-,/
g/z ! (/\f:z:—z )]pda:>pdz.

N\:

Consideremos primero p > 1. Sea ¢ tal que ]lo + 5 =1, luego

P
WO =11, % [ e (1= - s@pan) " e
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= (/Z{M;)ze Zi'“"'ﬂ ) (/ |z!n“p/'”_z ”pdxdz)

L ([ [ o)

;@ﬁ)mm% ( / {e—'w'ﬂwﬁ“]qdwf F1

B 1
T o (4)3
= C(VO) P f] gy = Ct2[f]py < O[]y

n

y asi vale (4.2.12) para 1 < p < co. Si p =1 tenemos que

n+A
</|fa:—z )|d)t:n+kdz

V(t) = fll, <
H Tl W=y G (@)dadz
<ct ‘%-V‘“ (15
< Cr[f]p;- OO

El siguiente lema nos da un principio de maximo para soluciones de P(J, f)

LEMA 4.2.6. Sea J que cumple las propiedades de (J1) a (J4). Sea el nimero o =
{ fft< ) < 1} y ¢ tal que o < ¢ < 00. Sea h € C([0,¢); LP(R™)) y acotada en

norma || - ||p que satisface

(4.2.15)

para todo t € (a, c). Entonces

(4.2.16) sup [[A(t)]l, = max [[A®)]], -
t€(0,c) te[0,a

DEMOSTRACION. Tomemos en primera instancia ¢ < oo, y sea ng € N tal que ¢
=10,¢t S = max ||h(t)]|| .
0,4, v ¢ = mix (D),




76 Convergencia a temperaturas de densidades de CTRW

Veamos que Sy, = Syy1 para todo k = 0,...,n9— 1. Asi entonces valdria (4.2.16). Sea

te [tk—lytk]v 1uego,

(4.2.17) Hh(t)Hp:’/t_ J(t — 8) % h(s)ds

p

/tt“ J(t — ) % h(s)ds

—

< +

p

/ t J(t — s) % h(s)ds

tre—1

p

g/t \|J(t—s)*h(s)des+/t 17(t — ) % h(s)||, ds

—Q

< [ W=l s+ [ 1= s el ds

-« th—1

te—1 t
<siu [ G- lds i [ 169l
t

—o th—1

th—1 tk—1
gSk_l/ 17 (t — )|, ds + Si (1—/ HJ(t—s)IlldS)
t t

—Q —Q

173

= Se= (Se=Sc) [ =9l ds

t—a

Luego,
tk—1
[ 1= 9l ds(Si = S < S~ 01,
t—a

Como

/ (=)l ds = [ (s oy
t—a<s<tp_1 t—tg—1<s;<a
z/ 1J(s0)lly dsa > 0
c<si<a

para todo t € [tg_1, x|, entonces

/’ 1T (1)l ds1(Ss — Sp) < Sk — sup (1),
c<si<a

Br\By_1

Supongamos que Sy, > Sy._1, entonces Sy = sup ||, t)|| »(gn), Pero por la desigualdad
Bi\Bg_1

anterior, ya que | |J(s1)]|; ds1 es positivo, tenemos que Sy = S_1, lo que es una

c<s1<a

contradiccién. Por lo tanto vale (4.2.16) en el caso que ¢ < oo.
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Si ahora ¢ = 0o podemos tomar una sucesion creciente de nimeros positivos ¢, tal

que ¢, — o0o. Luego, por el caso anterior, tenemos que

sup [[h(t)ll, = max | ()]

te(0,cn) te[0,a P

para todon = 1,2.... Entonces (4.2.16) vale para ¢ = oc. U
Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema 4.2.1.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.2.1. Del Lema 4.2.4 y el Lema 4.2.5, tenemos que

(4.2.18) hr% sup [|U(m-H, f)(t) =V (@), =0,
Y ¢el0,ar2]

y si f € B)(R"), entonces

(42.19) awp U H, £)(#) — VD), < Clflyr

te[0,ar?]

Como a = sup{~ : ft< (z,t)dt < 1} entonces ar’ = sup{~y : ftq m-H(x, t)dt < 1}.
Como V resuelve V(x,t) — AV (x,t) = 0 en R™ x (0,00) tenemos que, para t > ar? vale

la formula

V(t) = /’/TTH(t —5)x V(s)ds.

Y como U(m,.H, f) resuelve el problema P(7,H, f), también tenemos que para t > ar?

Ulr,H, )(E) = [ 7 (= 5) Ul . £)(s)ds
Asi, aplicando el Lema 4.2.6 a la funcién U, — V tenemos que

sup |[U(mH, f)(t) = V@), < max [[U(m.H, f)(t) = V()]

t€[0,00) tef0,ar?] P

Luego, por (4.2.18) concluimos que vale (4.2.1), y de (4.2.19) obtenemos (4.2.2). O






Parte 11

Laplaciano fraccionario: valores medios y

regularidad Besov de soluciones






Introduccion de la Parte 11

Durante muchos anos las potencias fraccionarias de —/\ han sido objeto de estudio.
El modo mas elemental de introducir el operador no local (—A)® para 0 < s < 1, es el
uso de la transformada de Fourier. De hecho, para una funcién de prueba ¢ de la clase

de Schwartz, (—A)®g esta dada por
(=L)rg = lg]*7,

en términos de la transformada de Fourier. Las propiedades de homogeneidad de la trans-

S

formada de Fourier nos permiten ver que (—A)® es un operador de convolucién con la

distribucién

p [ B9y gy [ )00,

‘x|n+25 =0 |x|>e |x|n+25

Por lo tanto para g una funcién de Schwartz

(—AVM@=ﬂwj4 ﬁgﬁi&ﬂ@

n |z —ylrrs

Por dualidad puede ser definida para funciones en L! (R”, le%)

Para nuestros propdsitos en esta tesis, el mejor enfoque es el que describe a (—A)*

como un operador que manda el dato de Dirichlet, para un problema en el semiespacio
superior, en el dato de Neumann del mismo cuando la solucién se obtiene por convolucion
del dato inicial con un nicleo de Poisson adecuado. Para s = % la idea ya es clasica. En
[10], L. Caffarelli y L. Silvestre muestran cémo cualquier potencia fraccionaria de —A
en R” puede ser obtenida como un operador de tipo Dirichlet to Neumann en el dominio
extendido R = {(z,y) : € R*, y > 0}. Este resultado permite un mejor enfoque
para ecuaciones en derivadas parciales que involucran (—A)®. El operador en el dominio
extendido estd dado por div (y*grad u), donde a € (—1,1), u = u(z,y), x € R*, y € Rt
y div y grad son los operadores de divergencia y gradiente en R"!. El exponente a esté

relacionado con la potencia fraccionaria de (—A)* mediante 2s = 1 — a.



82 Introduccién de la Parte 11

Ya que para a € (—1,1) el peso w(z,y) = |y|* pertenece a la clase de Muckenhoupt
Ay (R™1) se puede aplicar la teoria de regularidad en [24] desarrollada por Fabes, Kenig y
Serapioni. En particular la desigualdad de Harnack y la regularidad Holder de soluciones
son validas.

Cuando a # 0, el peso w(z,y) = |y|* produce un sesgo que nos hace pensar en valores
medios sobre objetos no esféricos en R"*!. Excepto en y = 0, donde la simetria de w
con respecto al hiperplano {y = 0} puede devolver a las esferas su papel cldsico. En [23]
algunas generalizaciones de férmulas de valor medio clasicas son consideradas.

Eligiendo funciones suaves adecuadas probaremos la féormula de valor medio, para
bolas centradas en el hiperplano {y = 0}, para soluciones débiles v de div (|y|*grad v) = 0.

Las consideraciones anteriores sélo nos permitiran valores medios para soluciones con
bolas centradas en conjuntos tan pequefios como el hiperplano {y = 0} de R"*!. Pero
esto serd suficiente para obtener férmulas de valor medio de soluciones de (—A)*f = 0.

Aunque [29] y [33] contienen ciertas férmulas de valor medio, la que obtendremos
aqui por el procedimiento brevemente descrito arriba, es més explicita y por consiguiente
mas apta para probar mejora de regularidad en la escala de Besov para soluciones de
(—=A)*f =0 en el espiritu de [15] (ver también [27]) y [5].

Esta segunda parte de la tesis estd organizada en cuatro capitulos. El Capitulo 5 esta
dedicado a probar la férmula de valor medio para soluciones de div(|y|“grad v) = 0. En
el Capitulo 6 utilizaremos la féormula de valor medio probada en el capitulo anterior y la
visién de Caffarelli y Silvestre del operador (—A)® como un operador Dirichlet to Neu-
mann para demostrar una férmula de valor medio suave para soluciones de (—A)*f = 0.
En el Capitulo 7 probaremos estimaciones de los gradientes de soluciones de (—A)*f =0
utilizando la férmula de valor medio del Capitulo 6. Finalmente, en el Capitulo 8, demos-

tramos el resultado sobre mejora de regularidad en la escala de Besov para soluciones de

() f =0,



Capitulo 5

Una férmula de valor medio para soluciones de

div(|y|‘grad v) =0, —1 <a <1

Sea D un dominio abierto y acotado de R". Sea Q@ = D xR = {(z,y) : x € D,y € R}.
El operador diferencial en Q2 dado por L,u = div(|y|*grad u) para —1 < a < 1, donde
div y grad son los operadores divergencia y gradiente en R"*!, no es eliptico en el sentido
estricto ya que la forma cuadratica (A" inducida por la matriz A = |y|*I es comparable
con [€]? s6lo si y # 0. Claramente la elipticidad se degrada a medida que nos acercamos
al hiperplano {y = 0}.

La ecuaciéon L,u = 0 es la ecuaciéon de Euler-Lagrange asociada al funcional J(u) =
Jfznsn lgrad ul?|y|*dzdy.

La funcién w(z,y) = |y|* tiene la particularidad de ser un peso de Muckenhoupt de la
clase Ay(R™1) cuando —1 < a < 1, y s6lo en ese intervalo de valores de a. Una teorfa de
regularidad Holder para soluciones débiles de ecuaciones elipticas degeneradas, como la
que nos ocupa, fue desarrollada en la década de los ochenta por Fabes, Kenig y Seraponi
en [24]. Fabes y Gardfalo en [23] por su parte, prueban una férmula de valor medio
para ecuaciones elipticas en forma de divergencia que podria aplicarse en nuestro caso
para y # 0. Pero estas férmulas promedian sobre los conjuntos de nivel de la solucién
fundamental. La simetria en el peso |y|* con respecto al hiperplano {y = 0} sugiere que
en los puntos de € que son de la forma (z,0) con x € D las formas geométricas para el
valor medio pueden recuperar la simetria y con ella las bolas euclideas volverian a ser los
objetos naturales para la validez de formulas de valor medio. Una férmula de valor medio
como esta, valida sélo en el subconjunto de medida nula D x {0} de € parece a primera
vista inutil. Notablemente, a partir del método de extension de Caffarelli y Silvestre para
el calculo de potencias fraccionarias de —A en R, la informacién que aporta una formula

de valor medio en D x {0} es relevante para entender las soluciones de (—A)*f = 0 en

D.
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En la Seccion 5.1 introducimos las clases de pesos de Muckenhoupt que en el caso p = 2
proveen formulaciones adecuadas sustitutas de la elipticidad uniforme de un operador en
forma de divergencia. En la Seccién 5.2 se introducen los espacios de Sobolev determinados
por espacios de Lebesgue con medidas definidas por pesos de Muckenhoupt y probamos
un resultado de extension simétrica a través de hiperplanos cuando el peso también es
simétrico. En la Seccién 5.3 repasamos el concepto de solucion de ecuaciones elipticas
degeneradas como se introduce en [24] y enunciamos el teorema de regularidad Holder
de las mismas como consecuencia de la desigualdad de Harnack. La Seccién 5.4 contiene
lo que entendemos es el resultado original de este capitulo una férmula de valor medio

para soluciones del problema div(|y|*grad v) = 0, —1 < a < 1, en puntos del hiperplano

{y =0}

5.1. Pesos de Muckenhoupt

Se dice que una funcién medible w : R* — [0, 0o], positiva en casi todo punto, es un
peso de Muckenhoupt de la clase A,(R*), 1 < p < oo, si y sélo si existe una constante C

tal que para toda bola B vale la desigualdad (de Holder reversa)

(5.1.1) (%/Bw(x)dx) (ﬁ/ﬁzw(m)_?lldx)pl <cC.

En analisis arménico los pesos A,(R*) definen las tnicas medidas para las que la

maximal de Hardy-Littlewood

(5.1.2) Mu(z) = sup !

TR u(y)|dy
r>0 ‘B(.T,T)’ B(x,r)| ( )|

estd acotada en LP(R* wdx). Mas precisamente, el préximo enunciado contiene el resul-

tado més conocido y fundamental de los pesos A,,.

TEOREMA 5.1.1 (Muckenhoupt). Sea w una funcién no negativa definida en R* local-
mente integrable. Sea 1 < p < co. Entonces w € A,(R¥) si y sdlo si existe una constante

C' que solo depende de p y w tal que

||MUHLP(]R",wd:B) <C ||u||LP(Rk,wd:v)
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para toda u € LP(R* wdz).

Como ejemplos de pesos de Muckenhoupt podemos citar algunas potencias de la

funcion distancia al origen.

LEMA 5.1.2. La funcidn |x|7 estd en la clase de pesos A,(R¥) siy sélo si —k <y <

k(p—1).

Una propiedad que usaremos de los pesos de Muckenhoupt es que el producto tensorial

de pesos de A, es también un peso de A,.

LEMA 5.1.3. Siw; € Ap(R¥) y wy € A,(R™) entonces w(z,y) = wi(z)ws(y) estd en
Ap(Rk;—‘rm)_

DEMOSTRACION. Es bien conocido que en la definicién (5.1.1) se pueden sustituir
bolas por cubos y las clases de Muckenhoupt son las mismas. Més generalmente, las

bolas euclideas en (5.1.1) pueden sustituirse por bolas de cualquier otra norma en el
espacio. Sea Q = Q; X Q2 un cubo de R¥*™ con Q; cubo de R*, (), un cubo de R™ y los

tres con lados de la misma longitud. Entonces

(ﬁ /Qw($,y)dxdy) . ( s /Q wm);ldwy)pl
- (|Q_11| o wl(:t)dx) (IQ_11| 5 wl(fE)plldx)pl

1 1 1 p—1
— wo(y)d — wo(y) P—1d
(|Q2| " y)(m oW y)

< 0,0, < C.

Luego, w(z,y) estd en la clase de pesos de Muckenhoupt A,(RF™). d

COROLARIO 5.1.4. i —1 < a < 1 entonces w(z,y) = |y|*, con x € R", y € R es un
peso de Muckenhoupt de Ay(R™1).

DEMOSTRACION. Por el Lema 5.1.2, |y|* es un peso de A3(R). Puesto que wy(z) =1

estd en todas las clases de Muckenhoupt, el Lema 5.1.3 prueba que w(z,y) = w;(z)ws(y)

estd en Ay(R™H). O
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El Corolario 5.1.4 podria verse también como un caso particular de una teoria mas
general de pesos que son funciones de la distancia a un cerrado como en [21] pero nuestra

demostracién es elemental.

5.2. Espacios de Sobolev con pesos

Para 1 < p < oo y w una funcién en la clase A,(R¥), el espacio LP(Q2, wdz) se define
como el conjunto de funciones u : Q — R medibles tales que [, |u(z)|” w(x)dz es finita.

En este espacio se puede definir la norma

1/p
il o ey = ( / |u<x>|pw<m>da:)

con la que resulta ser de Banach y separable.

Hasta donde sabemos las primeras consideraciones de espacios de Sobolev con medidas
ponderadas por pesos singulares se deben a Fabes, Kenig y Serapioni en [24]. Sea 1 < p <
oo fijo y sea w € A,(R*) un peso dado. En general los espacios de Lebesgue L4(R* wdz)
no estén contenidos en L. (R¥, dz). Tomar por ejemplo k = 1, w(x) = |z|2 que estd en
A>(R), u(z) = X_11)(x)|z| ™" que no es localmente integrable con respecto a la medida de
Lebesgue en R, sin embargo u € L2~<(R, |z|2dx) para e positivo chico. Este hecho muestra
que una funcién u € LI(R* wdz) con w € A,(R*) ni siquiera define generalmente una
distribucién de Schwartz en el sentido clasico. Sin embargo, cuando p y ¢ coinciden la

situacion es otra.

LEMA 52.1. Sean 1 < p < oo y w € A,(R*) dados. Entonces LP(R* wdz) C

Li (R* dz).

loc

DEMOSTRACION. Sea K un compacto de R¥ y sea p' tal que %—l—i = 1. Tomemos v €
LP(RF, wdx). Como w € A,(RF) tenemos que W € L'(K). Luego, por la desigualdad
de Holder
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Por consiguiente [, [v(x)|dz es finita. O

Cuando w € A,(R*), el Lema 5.2.1 permite calcular el gradiente de cualquier u €
LP(RF, wdx) como distribucién de Schwartz. Estamos en condiciones de definir los espacios
de Sobolev con pesos de Muckenhoupt en dominios de R*. Sea Q un dominio abierto
de R*. Sean 1 < p < oo y w € A,(R*) un peso dado. El espacio W?(Q, wdzx) es el
subespacio de Banach del espacio de funciones u de LP(2, wdz) cuyo gradiente, grad wu,
en el sentido de las distribuciones es un vector cuyas k componentes son funciones en el
espacio LP(Q, wdz). La norma en el espacio W'P(Q, wdx) estd dada por

k
(5.2.1) ||u||W1,p(Q,wd$) = ||u||LP(Q,wda:) + Z

=1

ou
afEi

Lr(Q,wdzx)

La prueba de que (5.2.1) define una estructura de espacio de Banach en W?(Q2, wdz) se
obtiene por argumentos estandar.

Llamaremos W,-? (€, wdz) al conjunto de funciones que estén en W'?(, wdx) para
todo Q' cuya clausura estd contenida en Q. Cuando p = 2 denotaremos H'(Q, wdz) al
espacio W'2(Q, wdz) y HL.(Q, wdz) al espacio WL2(Q, wdz).

Con el objeto de probar nuestro resultado de extensién por simetria sera importante

la caracterizacion de espacios de Sobolev con peso a través de aproximaciéon por funciones

suave, contenido en el préximo enunciado.

TEOREMA 5.2.2. Sean Q abierto y acotado, w € A,(R*), 1 < p < oo yu € LP(Q, wdz)
dada. Entonces u € W'P(Q, wdzx) si y sdlo si existe una sucesion {pm tmen de funciones
de clase C* en §) que converge a u en LP(Q,wdz) y tal que la sucesion {grad om,}men
de los gradientes cldsicos de @, es de Cauchy en LP(Q,wdzx). Mds ain, el limite en

LP(Q, wdx) de la sucesion {grad @, }men €s el gradiente débil grad u de la funcion u.
Antes de demostrar el teorema, enunciaremos otros resultados.

LEMA 5.2.3. Sea 1 < p < oo yw € A,(RF). Sea Q un abierto de R¥. Si denotamos

con C(Q) el conjunto de funciones continuas en Q, entonces C(2) N LP(Q, wdx) es denso

en LP(Q, wdx).

La prueba de este lema sigue las lineas del caso en que w = 1 ya que la medida wdx

es regular.
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LEMA 5.2.4. Sea n: R¥ — R una funcion infinitamente diferenciable, con soporte en
la bola unitaria y tal que [ n(x)dx = 1. Supongamos ademds que n es radial y decreciente

a lo largo de rayos. Entonces
|(n*u)(@)] < C|Mu(z)]

para todo x € R* vy toda funcién u localmente integrable en R*, donde C' es una constante
que solo depende de n, p y w, y con M la mazximal de Hardy-Littlewood definida en
(5.1.2).

Para una prueba de este resultado ver por ejemplo [34].

LEMA 5.2.5. Sea 1 < p < oo yw € A,(R¥). Sea n como en el Lema 5.2.4 y n,(z) =
rikn (%) Sea Q2 un abierto acotado de R* y u € LP(Q,wdx). Entonces, para todo ' con
clausura compacta contenida en € tenemos que nxu — u en LP(Y, wdz) y puntualmente,

cuando r tiende a cero.

d(Q,00)

DEMOSTRACION. Sea €' con clausura compacta contenida en Q y sea 1y = ===

Supongamos primero que u es continua y que estd en LP(Q,wdz). Sea Q,, = {z € Q :
d(x,00) > ro}, luego la clausura de Q' estd contenida en Q,, y para x € Q' y r < rg

tenemos que

(e w)(2) = u(z)| =

/ =) - u(w))dy1

[, )t =) =ty
<l [ lule = ry) = u(w)]dy
B(0,1)

y el tltimo término tiende a cero cuando r tiende a cero por la continuidad supuesta
en u. Ademas la convergencia es uniforme ya que v es uniformemente continua en §2,, y
x—ry € Q, paray € B(0,1) y r < rg. Luego, 1, * u = u en ', cuando r tiende a 0.
Como w es integrable en ¥ la convergencia también se da en LP(QY, wdzx).

Sea ahora u € LP(Q, wdz). Observemos que para r menor que rq, la funcién 7, * u €

LP(Y,wdz). Por el Lema 5.2.4 y el Teorema 5.1.1, si @ es la extensién de u que vale cero
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fuera de €2, entonces

||777’ * U’HLP(Q’,wdm) < Hnr * ﬂHLP(R’V,wdm) < ¢ ||H“LP(R’9,wdm) =C HUHLP(Q,wdx)

donde la constante C' s6lo depende de p y w. Luego n, x u € LP(Q, wdx) uniformemente
en r.
Probemos ahora la convergencia. Sea ¢ > 0, por el Lema 5.2.3 existe una funcién

uy € C(2) tal que [[u — w1l 1o (g ar) < € Luego,

7 * u — uHLP(Q’,wdac)
< |[mrxu —n, % Ul”Lp(Q/,wdx) + ||me # ur — ulHLP(Q’,wda:) + flur — UHLP(Q/,wda:)
= ||n7" * (’LL - ul)“LP(Q’,wdac) + ||n7" *Up — ulHLP(Q’,wdac) + ||u1 - UHLP(Q,de:)

<(C+1u — u”LP(Q,wdx) + 7 % wa — ulHLP(QOde’) ’

donde la constante C' es la misma que en la estimacion anterior. Eligiendo r suficientemen-
te pequeno, como la funcién u; es continua, podemos lograr que ||7, * u; — uy ||LP(Q, wdz) <

€. Luego

|77+ u — U’HLP(Q’,wdx) < (C+2)e

Por lo tanto 7, * u converge a u en LP({Y, wdx). La convergencia puntual sigue de argu-

mentos estandar de analisis armonico. Il
Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 5.2.2.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.2.2. La demostracién de este teorema sigue las
lineas cldsicas expuestas por ejemplo en [22]. Sea W'P(Q, wdz) el conjunto de funciones
u € LP(Q), wdx) para las cuales existe una sucesion de funciones {¢,, }men que tienden a
wen LP(Q,wdz) y {grad ¢, }men es una sucesién de Cauchy en LP(2, wdzx). Veamos que
WP (Q, wdz) = WP(Q, wdz).

Probemos primero la inclusion WHP(Q, wdz) € WP(Q, wdz). Como la sucesién de
funciones {grad ¢,, }men es de Cauchy tenemos que existe un vector v € LP(Q, wdzx) tal
que la sucesion {grad ¢, }men converge a v en dicho espacio. Veamos que v = grad u.
Razonando como en el Lema 5.2.1 podemos ver que las funciones ¢,, convergen a u y

grad ¢, convergen a v en L'(£)) para todo Q' de clausura compacta en 2. Sea ahora
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1 € C(R), entonces

/£[u<x>grad¢wa»-— (—o(@)b(a))] da

Kﬂw@—@mmymwww4QM¢mm—wwwwmm

< méx |grad 9| lu(z) — pm(x)|dx + max || |v — grad ¢, (x)|d.
sopy) sopy

Como ¢, converge a u en L'(sopty,dr) y grad ¢, converge a v en el mismo espacio,

entonces

/Q fu(a)grad ¥(z) — (—o(2)d(@))] dr = 0.

Luego, v = grad u. Y asf queda demostrado que W'P(Q, wdz) C WHP(Q, wdz).

Probemos ahora que W'P(Q, wdz) C W'P(Q,wdzx). Tomemos n como en el Lema
5.2.4,y parar > 0sean,(z) = %n (£). Del Lema 5.2.5 y el hecho que siu € W'?(Q, wdx)
entonces grad (n,xu) = n,xgrad u. Luego, tenemos que para todo ' de clausura compacta
en (2, las funciones u, = n, * u convergen, cuando r — 0, a la funcién u en el espacio
WP (Q, wdz). Para i € N definimos Q; = {z € Q : d(z,0Q) > 1}. Consideremos
A; = Qs — Qi y sea Ay un abierto contenido en €2 tal que Q = Uiz Ai- Sea {&}22,
una particién suave de la unidad asociada a los conjuntos {4;}3°,. Aplicando la regla de
Leibniz tenemos que &u € WP (Q, wdz) y sop&u C A; para todo i = 0,1,2,... Fijado
ahora un € > 0, usando el Lema 5.2.5, elegimos r; > 0 suficientemente chico tal que
u; = 1y, * (§u) tiene soporte contenido en G; = €214 — Q. y

€
i = Gullyrouany = 1w — EllwioG wan < Y

para todoi=10,1,2,...

Sea u = Y 2 u;. Ya que para todo ' compactamente contenido en  sélo una

cantidad finita de sumandos es distinta de cero entonces u esta en C*°(€2). Ademés

1
9i+1

[M]8

oo
lu— u”WLp(Q/,wdx) < Z [Ju; — fiUHWLp(Q,wdx) <e =€

=0 %

Il
=)

Tomando supremo sobre todos los abiertos ' con clausura compacta contenida en
Q tenemos que [[u — ullyy1p(q par < € Luego, concluimos que las funciones C*°(€2) son

densas en W'P(Q, wdx). Y entonces WP(Q, wdz) C W'P(Q, wdx). O
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El siguiente resultado de extensién a través de hiperplanos de simetria del peso es
elemental y sera de utilidad en la Seccién 6.1. Antes de enunciar y demostrar el lema
precisaremos la notacién que usaremos en él, para x € R" e y € R denotaremos X = (x,y)

el elemento de R,

LEMA 5.2.6. Sea w un peso de A,(R"™) simétrico con respecto al hiperplano {y = 0},
es decir w(zx,y) = w(x, —y) para todo x € R"™ y para todo y € R. Sea D un abierto de R"
y R>0. Siue W (D x (0, R),wdX), entonces la funcién

u(z,y) y>0

u(r,y) ==
u(z,—y) y <0
pertenece al espacio W' (D x (=R, R), wdX).

DEMOSTRACION. Sea ¢ € C*°(D x (0, R)) entonces la funcién

o(r,y)  ye(0,R)

Pz, y) =
o(r,—y) y e (=R,0)

estd en el espacio W'P(D x (=R, R), wdX). Claramente las derivadas parciales de p en
la variable x de R™ son las mismas que las correspondientes derivadas de ¢. Calculemos

la derivada parcial débil en la direccién de y. Para ¢ € C°(D x (—R, R)) tenemos que

// xy@%xde-hm/ Bz, y)y(z,y)dX
ly[>e€
Como

//wbe B, y)by (z, y)dX

_(af Y)y(z,y)dydz

,\
ﬂ’\
m

(@) (o 0)dy + | @(w,ym(x,y)dy) da

o
€

/
/ oz, —y)vy(z y)dy+/eoo go(:c,y)%(x,y)dy) dr
/.

o

Il
e T
M~~~

oy(x, =y)(z, y)dy + o, (z, €)1 (x, —€)
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- [ aenute - e 0vte0) ) e
= / ) ( / o [y (2, =) Xiyoy (2, y) — @y (z, y) Xpyz0y (7, )] ¢(w7y)dy) dx
+ [ oot =0 = (e 00 oo
= //|y - [0y (2, =) Xpy<oy (2, ) — oy (2, ) Xyyzo0y (x,9)] P (, y)dX

+ /n oy (T, €)Y (x, —€) — p,(z, )b(z, €)da,

tomando limite cuando € tiende a cero, tenemos que

[P itaix = [[ T -0 o) - o,w0) Ym0 00)] vln)dx.

y asi

ey(z,y)  ye(0,R)

PN sy e CRo)

Luego, como @, € LP(D x (0, R), wdX) y w es simétrico respecto del hiperplano {y = 0}
tenemos que @, estd en LP(D x (=R, R),wdX). La tesis del lema sigue del Teorema
5.2.2. En efecto para funciones u tales que v € WP(D x (0, R),wdX) existen fun-
ciones ¢, € C*(D x (0,R)) tales que [[¢m — ullyro(px(0,r)wax) tiende a cero cuan-
do m tiende a infinito. Luego, las funciones p,, forman una sucesién de Cauchy en

WY (D x (—R, R), wdX), pues, por un lado

H@ml — Py HLP(Dx(fR,R),de)

B (//Dx(—R,R) ’@m (z,y) — [ <x7y)|pw(x,y)dX)

1

N <2//D><(O R) o (2,) = wmQ(z’y)lpw(x’y)dX> '

= C |lom;, — SOmQHLp(Dx(o,R),de) )

D=

y el dltimo término tiende a cero cuando my y mo tienden a infinito. Por otro lado,
teniendo en cuenta que las derivadas parciales con respecto a las primeras n variables

xz; € R de §,, son una reflexion par de las derivadas parciales de ¢,,, y en la caso de
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la variable y € R la derivada parcial de @, es la reflexion impar de la derivada parcial
de ¢,, para todo m = 1,2,..., razonando como lo hicimos en la cadena de igualdades

anterior tenemos que

H aaml - a@ﬂ’@ — C H 8@’”’1/1 o agme
oz, Ox; LP(Dx(—R,R)wdX) O; I LP(Dx(0,R),wdX)
y
H@% B, _c Ha% _ 9om,
dy dy Lr(Dx(—R,R),wdX) Ay Oy Lr(Dx(0,R),wdX)

Como los términos de la derecha de ambas igualdades tienden a cero cuando my y mso
tienden a infinito, los gradientes de @, forman una sucesién de Cauchy en LP(D x
(—R, R), wdX). Luego, las funciones p,, forman una sucesién de Cauchy en W?(Q, wdX).
Como WP(D x (=R, R),wdX) es un espacio de Banach, tenemos que las funciones @,,
convergen a alguna funcién v en W'?(D x (=R, R),wdX), y puesto que la convergencia

también se da en casi todo punto entonces u = v. O

En el resto de esta seccion mostraremos céomo los resultados anteriores se pueden
aplicar a una familia de funciones u, definidas en el semiespacio superior ]RTI, que se
obtienen convolucionando un ntcleo de tipo Poisson Py(r), —1 < a < 1, con una funcién
f : R* — R. Veremos mas adelante que estas funciones u resultan ser soluciones de un
problema eliptico degenerado en el semiespacio superior. Ademas, bajo ciertas condiciones
sobre f, estardn en H' de un conjunto Q* contenido en R’}r“. Los resultados probados
en este capitulo nos permitiran luego extender soluciones de forma par y obtener una
funcién v definida en R™"! la cual seguird estando en H' pero ahora de un conjunto €
contenido en R™*! y que atraviesa el hiperplano {y = 0}. Con hipétesis adicionales sobre
f, veremos que v resuelve una ecuacién eliptica degenerada en 2. Estos dos hechos nos
permitiran luego obtener una férmula de valor medio para v en puntos del hiperplano
{y =0}

Empezaremos definiendo los nicleos P;(x) y probaremos algunas propiedades de los
mismos. Cuando a = 0 recuperamos el nticleo de Poisson clésico.

Para a € (—1,1) definimos
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ylfa
P;(I) =Cna ) EESE:
(lel + %) 2

para (z,y) € R y donde la constante C,, , es tal que [ Pi(z)dz = 1.

PROPOSICION 5.2.7. El niicleo Pg(x) satisface las siguientes propiedades

a) div(y®grad Pj(z)) = 0, donde la divergencia y el gradiente se toman en las dos
variables (x,y) € R

b) Para todo y > 0 se tiene que P} (r) = yinPla (5) Mds aiin, [ Pg(x)dr = 1 para
todo y € R,..

c) Hm+ Py = 0o en el sentido de las distribuciones de S'(R").
y—0
oPg

d) |5 (=, 1)‘ |z|" 1= < C para alguna constante C' y para todo x € R™.

DEMOSTRACION. Demostremos primero a). Calculemos div(y“grad Py (z)). Tomando

las derivadas primeras de Py (z) tenemos que

OP%(x qyl—a
y( ) = _Cn,a(n +1- CL) i ni3—a
ot (ol +42)
parai=1,...,n,y
OP%(x —a 2-a
y( ) = C’ma (1 - a) y n+l—a - (TL + 1 - a’) y n+3—a .
Oy (lz? +y2) 2 (lzl +92) =
Luego,

n+3— n+5—a

~Cray(n+ 1= a) |22 +2)7 5 = (n+ 3 = a)ad(|af? +y?) "5

0 a@P;(:E)

a LOP(x)
oy 4 oy

n+

—GWMn+1—aﬂu—amw?+fr 4o + )

_n+3—a
2

__n+b5—a
~ Pt 3= a)(ef 42
Si calculamos ahora div(y®grad Py(r)) tenemos que

div(y“grad P)(z))

n
n+3—a

= ~Cuay(n-+1=0) 3 | (o +7) 75 = (3 = a)ad(of? +43)

i=1




5.5.2 Espacios de Sobolev con pesos 95

n+ _n+4+3—a

22|z y?)

—QWMn+1—aﬂu—ame+f>

3= el +12)

= ~Coay(n+1=a) [nllal? +y2) "5 = (n+ 3 a)(al? +y2) "5

n+

_nt3-a _nt3-a
- mwm+1—aﬂu—aMWP+f> 2 o(22 4 4?) 2]

__n+3—a

= —Cray(n+1—a)(lz"+5*)" 2 [n—(n+3—a)+(1-a)+2

=0.

La propiedad b) se obtiene por un cambio de variables y ¢) sigue de b) de la manera

que es usual para el nicleo de Poisson clasico que corresponde al caso a = 0. La propiedad

d) sale de la forma explicita de a(%l (x,1). O

A continuacién enunciaremos y demostraremos una proposicion, que referiremos mas
adelante, y que da condiciones suficientes para f : R" — R de modo que la funcién
u(z,y) = (P f) () esté en el espacio de Sobolev H'(A x (0, R),y*dX), =1 < a < 1,
para algin abierto A y R un nimero real positivo.

Dado un conjunto abierto D contenido en R”, m € Ny y 0 < v < 1 se define el espacio
C™7(D) como el conjunto formado por todas las funciones m-veces diferenciables en D
tales que sus derivadas de orden m son Holder ~.

Para 8 > 0y D un abierto de R" definimos el espacio Fj; de la siguiente manera

(5.2.2) Fy={f:R">R: fe LR )YNCP*P(D)},

donde [] denota la parte entera 5. Una propiedad que cumplen de estos espacios es que

si 81 < B2 entonces Fj, C Fpg,.

PROPOSICION 5.2.8. Sea —1 < a <1 y D un conjunto abierto de R™. Si f € Fz para
l—a< fyulz,y) = (Py“ x f)(z) entonces para todo abierto A de clausura compacta

contenida en D y todo R > 0 se tiene que u € H' (A x (0, R),y*dX).

DEMOSTRACION. Dado que f € L>*(R") y [ P¢(x)dx = 1 para todo y > 0, tenemos
que u € L¥(A x (0,R)) y por lo tanto u € L*(A x (0, R),y"dX). Observemos ahora
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que % € L*(A x (0,R),y*dX) para todo j = 1,...,n. Para demostrarlo nos basta
J

probar que %;f;y) < Cy *+ C para (z,y) € A x (0, R). Veamos que esta estimacién
puntual se cumple. Sea r = d(A,9D) > 0. Ya que u(z,y) = (P; * f)(r) entonces % =
J

<?9:f * f) (x), donde

opPa L
L) = —Caln +1—a)—2
03 (jaf2 +y2) ™

Sea (z,y) € A x (0, R). Supongamos primero que a > 0. En este caso podemos suponer

sin pérdida de generalidad que < 1. Luego,

ou(z,y)| / oP]
o, ‘— o D, (x —2)f(2)dz
opPy

(x = 2)(f(2) = f(x))dz

R™ 8$]~

<C

/ (@ =2V () — fa))d
B(x.5) (|v — 22 +y?) 2

+C

/ (5 =2V ()~ fa))d
Beg) (|o =22 +y%) 2

‘l—a

Scyl—a/ ’$_Z"$_Zn+37adz
B(3) (|o — 22 +y?) 2

—a T —z
+ O2 || 1l poo gy ¥ / | | ws=a 4%
Be@y) (|z — 2 +9%) 2

2—a

O flmian B [ ds
) Be03) (|22 +42) "

—12—a
= Oy_a/ ’Z‘ n+3—a dg
BO.3) (|2 +1) °

rr
)2y

Ol / ERERTE
B<(0

<Cy“*+C.
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Sia < 0 entonces > 1. Asi f resulta ser Lipschitz en B = J,., B(z, 5) cuya clausura

(xy

< C paratodo (z,y) €

estd contenida en D. Razonando como arriba tenemos que

A x (0, R). En efecto, sea (z,y) € A x (0, R), entonces

u(x oP¢
Oulz,y) 8(1:;3/>‘ = /Rn 8?; (x — 2)f(2)dz
@ a
-| [ G- a0 - e

<C

/ (@5 =28 (5(2) = f(a))dz
) (o= o2 1 )

+C

/ (@ =2V (1)~ f(a))d
Bea.f) (|z — 2> +¢2) 2

_ 2
S Cyl_a/( ( |x Z’ n+3—a d’Z
B(z 2

|z — 22 +y?)
—a |LU - Z’
+02”fHLoo(]Rn) yl / n+3—a dZ
Be(g) (v — 2> +y?) 2
2
37(1 rT—z
Yy Yy
ot / g
= yn+3—a B(x,%) . 9 +§
i
2 Ri-a 12 iz
+ C2| f|| oo (n) ——dz
(122 +y?) >

—12
:0/ LI
B(0,35) (]z\ + 1) Sz

Ol [
Be(0,3)

2

<C.

Observemos ahora que la acotacién puntual que vale para las derivadas en las variables
Ou(z,y)
Oy

—a

x; de u también vale en la derivada respecto de y, es decir

8—; también estd en el espacio L*(A x (0, R),y*dX). Supongamos en primera instancia

que a > 0. Como 8“("” Y — (88—? * f) (x), con

apa y—a y2—a
a . = On,a ((1 - a’) ntl—a (n + 1 - a) n+3—a ) ’
y (|2 +y2) 2 (lz* +92) 2
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si ahora tomamos (z,y) € A x (0, R) entonces

8u(a:,y) _ 8P; _ — aP; —Z zZ) — X z
a_y’ = | =@ =| [ B =2)E) - f@)

aP; aP; xr— z Z)— X z
< /B@,;) 5y (7~ ) = fl@)dz| + /Bc@,;) gy & A = f@)d

<C v . d
= A% (u—zP+wVU”U@) Jlelldz

e / () — flo)]
(@.5) x—zP+y)2
yfa
+C2||f||Loo(Rn / 9 ntl—a dz
“@p) (|lv— 22 +y?) 2
y2 a
+ 2 e [ e
Beay) (v — 2 +¢?) 2

=1+ 1T+ 11T+ 1V.

Estimemos I,

_ |8
I S Cyia |x Z| ntl—a dz
Bag) (|o —z[* +y?) 2

—a |ZE - Z|B
<Cy / — = d%
B(3) |7 — 2|

— Cyfa / ‘2’7n71+a+,8d2
B(0

= Oy_a'
Acotemos ahora I1,
_ S|1-a
IT < C?J?_a/ ki w47
@3 (v — 2> +¢?) 2
1—a
3—2a o2
_ Y y
yn+3 a /;(m ntd—a dz
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Estimemos I11,

11 =C AT
Be03) ([2]> +y?) 2

< Cya/ |2|7n71+ad2
B<(0,5%)

’2

=Cy “

Por dltimo acotemos IV

yQ—a
IV =C / S—
w0 (|22 + )

S CRZfa / |Z’7n73+ad2
B(0,3)

(NIl

<C.

Si a < 0 entonces 8 > 1, y asi f es Lipschitz en B = J,., B(z, §) cuya clausura esta

contenida en D. Luego, con un razonamiento similar al del caso anterior podemos ver
Ou(x,y)

< Cy=*+C'. Asi vale la acotacion puntual que queriamos probar para %Z’y)

que
y por lo tanto esta funcién resulta estar en L?(A x (0, R),y*dX). De este modo queda

demostrada la Proposicién. Il

COROLARIO 5.2.9. Sea D un abierto de R™ y sean f yu como en la Proposicion 5.2.8.
St

v\T,Y) =
u(r, —y) y <0,

entonces v € HY(A x (=R, R), |y|*dX).

DEMOSTRACION. La tesis del corolario es consecuencia directa del Lema 5.2.6 y la

Proposicién 5.2.8. U
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5.3. Regularidad Holder de soluciones de ecuaciones elipticas degeneradas

Un operador de segundo orden L sobre funciones en un dominio 2 de R* est4 en forma

de divergencia, si su acciéon en una funcion u se escribe

Lu = —div(Agrad u) Z e (aw o )
7 )

ij=1
con A(z) = a;j(z). El operador L es eliptico si A\[£]* < 'A(2)6 < Al€]? para todo
zy &en R" donde 0 < A < A < oco. Asumiendo la hipétesis adicional de que los
coeficientes a;; son medibles y acotados, para este tipo de operadores E. De Giorgi y
J. Nash probaron que soluciones débiles de la ecuacion Lu = 0 resultan ser localmente
Holder continuas, con exponente Holder que no depende de la solucién u. Posteriormente,
J. Moser prueba la desigualdad de Harnack para dichas soluciones y, como consecuencia,
también la regularidad Holder.

E. Fabes, C. Kenig y R. Serapioni prueban en [24] que el mismo resultado que de-
mostré Moser vale si se considera la matriz A(z) eliptica degenerada, es decir si existen

constantes 0 < A < A < oo tales que

w(z)E* < A=) < Aw()lg]”

para todo z € Q y para todo & € R¥, donde w es un peso de Muckenhoupt de A,(RF).
En este caso se dice que el operador L es eliptico degenerado.

En esta seccién daremos primero la definicién de solucion débil para la ecuacién
Lu = 0 donde L es un operador eliptico degenerado con un peso w que esta en la clase de
Muckenhoupt A, (IR¥). Teniendo en cuenta que en la Seccién 5.2 vimos que si w € Ay(RF)
entonces toda funcién de H'(Q2, wdz) y su gradiente estan en L} (2), el espacio natural
para definir dichas soluciones serd H'(Q, wdx).

Para nuestras aplicaciones posteriores enunciaremos el resultado de Fabes, Kenig y
Serapioni de regularidad Hoélder para soluciones de Lu = 0.

Sea 2 un abierto de R*. Una funcién u € H} (9, wdx) es solucién débil de la ecuacién

div(A(z)grad u) = 0 si cumple que

8g0 B
/Zm o 2) g @)z =0

ij=1
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para toda funcién ¢ € C°(92).

Notemos que en la igualdad anterior la integral esta bien definida ya que, como vimos
en el Lema 5.2.1, el gradiente débil de u, grad u, estd en L;,.(Q).

Para probar la desigualdad de Harnack y posterior regularidad Holder para soluciones
de Lu = 0, Fabes, Kenig y Serapioni [24] se basaron en el método de iteraciéon de Moser.
Las desigualdades de Sobolev con pesos como asi también desigualdades de Poincaré

con pesos fueron probadas en [24]. Una condicién suficiente para que estos resultados se

cumplan es la hipétesis w € A, (RF).

TEOREMA 5.3.1. a) Sea v > 0 una funcion en H} (Q,wdz) solucion débil de la
ecuacion div(A(x)grad u) = 0 en Q. Entonces existe una constante C' tal que la

desigualdad de Harnack
supu < C'infu
B B

vale para toda bola B tal que 2B estd contenida en €.
b) Siu € H} . (Q,wdzx) es solucion débil de div(A(x)grad u) =0 en Q entonces u es

localmente Holder o en € para algin o > 0.

5.4. Férmula de valor medio para soluciones de div(|y|grad v) =0 en el

hiperplano {y = 0}

Esta seccién contiene dos resultados. El primero de ellos es una formula de valor medio
suave para soluciones débiles de div(|y|*grad v) = 0 en puntos del hiperplano {y = 0}.
El segundo consiste en aplicar el primero al caso particular de soluciones que se obtienen
por convolucién con nicleos de tipo Poisson P' con adecuadas funciones definidas en R".
Este ultimo resultado sera de suma importancia en el capitulo siguiente para demostrar
una férmula de valor medio para soluciones de (—A)*f = 0.

La idea de la demostracion del primer resultado es similar a otras pruebas para obtener
férmulas de valor medio, por ejemplo para funciones armonicas y temperaturas, ver [22],
aunque nosotros partiremos de la formulacion débil del problema y por lo tanto no es
necesario suponer previamente regularidad de la solucién v. Denotaremos las variables de
R"*! con mayisculas X = (z,y), Z = (2,y) y X = (2,0), donde z € R*, z € R* e y € R.

La funcién 6(z) denotard la distancia de x al borde de D.
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TEOREMA 5.4.1. Sea v solucion débil del problema div(|y|®grad v) =0 en Q = D xR,
donde D es un abierto de R™. Sea o(X) = n(|X|), n € CZ(R™) soportada en el intervalo

[3,3] y tal que ([ @(X)|y|?dX =1. Siz € D y 0 <r < d(z), entonces

2,0 = [ onlo =z —potelydsdy

donde

1 X
or(X) = rira? (7) :

DEMOSTRACION. Sea A = [ pn(p)dp y ((t) = f(f on(p)dp—A. Notemos que ((t) = 0
para t > 2 y ((t) = —A para 0 < t < 1. Entonces, la funcién (X) = ((|X]) es de clase
C>*(R"™) y tiene soporte compacto en la bola unitaria S((0,0),1) de R** . Es f4cil
ver que grad ¥(X) = ¢(X)X = n(|X|)X. Tomemos ahora x € Dy 0 < r < §(z). Sea
0 (Z) = r " 17p(r=1Z), y definamos

2.() = | (X = 2u(D)yaz.

donde v es solucién débil de div(|y|*grad v) = 0 en Q. Probaremos que la funcién de r

®,(r) es constante y que ademés h’n% ®,(r) = v(X). Del Teorema 5.3.1, tenemos que v es
r—

Holder continua sobre cada compacto contenido en 2. Luego, la convergencia ®,(r) —

v(X) = v(x,0) cuando r — 0, se sigue del hecho que

aiy 1 z Yy a B
//%(Z)Im dZ = m//s@(;,;) ly|*dzdy = 1.

Como queremos probar que ®,(r) es constante como funcién de r calculemos su

derivada con respecto a r para x fijo. Notemos primero que

O,.(r) = // gp(Z)v()_( —rZ)|y|*dzdy.
S((0,0),1)

Ya que grad v € L*(, |y|*dX) para todo Q' con clausura compacta en €2, tenemos que

d

—P,(r)=— // o(Z)grad v(X —rZ) - Z|y|*dZ
dr 5((0,0),1)
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=— // grad v(X —r7Z) - grad Y(Z)|y|*dZ
S((0,0),1

X-Z u
= Ta+1+n //grad v(Z) - grad w( . ) ly|*dZ
1 X-Z
= // grad v(Z) - grad [ — zp( )] ly|*dZ.
Q rnTae T

Y (X —Z >, como funcién de Z, es una funcion de prueba con soporte contenido

Ya’ que rn+a r

en  y ademds v resuelve débilmente div(|y|®grad v) = 0 en , entonces L, (r) = 0

para todo 0 < r < é(x). Como por otra parte HH(I] ®,(r) = v(X), tenemos que
r—
= [ ex - 20211z

A continuacién enunciamos y demostramos el segundo teorema de esta seccion.

TEOREMA 5.4.2. Sea D un dominio abierto de R™ y sea f tal que f (\'Tc(ﬁdm’ <

0o y u(z,y) = (Py=f)(z) € H'(A % (0,R),y"dX) para todo A abierto con clausura

compacta contenida en D y todo R positivo. Si

(5.4.1) lim y* gu( ,Y)p(z)de =0

y—>0+ Rn
para toda @ € C°(D) entonces

a) la funcion

u(z,y) en D xRT

v(z,y) =
u(z,—y) en D xR~

estd en el espacio H}

(D X R |y|*dX) y resuelve débilmente div(|y|®grad v) =0
en D x R.
b) Para la funcién v del item a) vale la formula de valor medio del Teorema 5.4.1

en puntos (z,0), con x € D.

Para citas posteriores diremos que una funcién f definida en R" satisface la propie-
dad M%, o brevemente f € MY, si satisface las hipdtesis del Teorema 5.4.2. Es decir,

Jon — L8 < 00 y ulw,y) = (Py+ f) (2) € H'(A x (0, R),y*dX) para todo A

(1+]z[?)
abierto con Clausura compacta contenida en D y todo R positivo.
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DEMOSTRACION. Por el Teorema 5.4.1 sélo es necesario demostrar el item a). Del

Lema 5.2.6 tenemos que v € H}

L.(D xR, |y|*). Probemos ahora que v resuelve débilmente

div(Jy|?grad v) =0 en D x R. Sea ¢ € C°(D x R), entonces

// grad v(z,y)grad ¢(z,y)|y|*dX
sopep
= // grad v(z,y)grad ¢(z,y)|y|"dX
soppN{|y|>e}
+ // grad v(z,y)grad p(z,y)|y|*dX
soppN{ly|<e}
= // grad u(z,y)grad p(z,y)y"dX
soppN{y>e}
+ // grad (u(z, —y))grad ¢(z,y)(—y)*dX
soppN{y<—e}
+ // grad v(z,y)grad o(x,y)|y|"dX
soppN{ly|<e}
= // grad u(z,y)grad ¢(v,y)y"dX
soppN{y>e}
+ // grad u(x, y)grad <P(913> —y)y“dX
soppN{y>e}

+ // grad v(z,y)grad o(z,y)ly|"dX
sopen{|y|<e}
=1(e)+ 1I(e)+ III(e).

Luego, para demostrar el lema nos basta ver que I(€), I1(e), I11(¢) tienden a 0 cuan-
do € tiende a cero. El término I1I(e) tiende a cero cuando e tiende a cero ya que
grad v(z, y)|y|* € L?*(sopy). Veamos que I(¢) tiende a cero. Ya que para todo € > 0, la fun-
cién u = Py x f es infinitamente diferenciable en R" X (¢,00) y ademéds div(y“grad u) = 0

en R”™ tenemos que

191 = ‘ J[ e ) et
soppN{y>e}

- / o(x, €)e’grad u(x,€) - (0,...,0,—1)do(X)
soppN{y=e}
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/ (p(m,e)e“uy(w,e)da(X)‘
soppN{y=c}

/ o (P69 0) = (2,00 €y 7, ) dor(X)

+ / [o(x,0) 4+ ¢y (z,0)€] € uy(x, G)dO'(X)‘
soppN{y=e}

<

+

/ o) [p(x,0) + @y (z, 0)€] € uy(z, e)da(X)‘ ‘

Por (5.4.1) el segundo sumando tiende a cero cuando € tiende a cero. Veamos ahora que

el primer sumando tiende a cero cuando € tiende a cero. Sea R tal que D C B(0,

entonces

[ e~ ele.0) - e, 00 o, do(X)
soppN{y=e}
P
n Oy

~ [ etw.) -~ plo0) ~ o0 e [
oP,

= [ et = 0.0 = @00 GE o - a1

(x — z,€) f(z)dz} dz

—e [ et = ote0) gyt 00 G = | 21

ver [ e = ot =m0 G = 2 e a1

= i(€) + ii(e).

Puesto que f € L}, (R") y por la homogeneidad de %, tenemos que

[i(e)]
@ OP® (1 —
- €§+1 /B(oﬁ) {/Rn [o(z,€) —(x,0) — @, (x,0)e] 8yy (x - Z, 1) dx} f(2)dz
= [ev! . /Rn [o(z + €z, €) — (2 + €2,0) — @, (2 + €z, 0)e] 8537 (Z,1)dzf(z)d=

2)
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oPe
-{/ (= + €8, €) — plz + €3,0) — iy (= + e, 0)el | =L (3, 1)| dal £(2)|dz
B(0,R) JR" dy
et | / vl € |2 (2,1)| ()
B(0,R) dy
1+a a ;
= ||90yy||Loo(Rn+1) 'ay (1) @) ||f||L1 B(0,R))
L n

Luego, i(e) tiende a cero cuando e tiende a cero. Estimemos ii(e). Cémo sopp C D C

B(0, R) tenemos que existe una constante C' tal que |z| < Clz — 2| para todo x € sopp
y z ¢ B(0, R). Luego,

|ii(e)]
¢ aP; r—=z n+l—a f(Z)
entl /0(071:2) /sopcp [QO(I7 6) - SO(CL', 0) - pr(xv O>€] 8y ( e 1) |Z| dx |Z|n+1—a
T -z 1f(z)]
<of [ ptre - o0 - w06 (EE ) ar LB
¢(0,R) J sopy € |

z|n+1—a

donde G(2) = |5 (222,1)

e )

‘ T—z ’n+1—a
€

. Por el item d) de la Proposicién 5.2.7 G(z) < C

para todo z € R", ademas f es tal que fBC(OR )T |‘£f1)|adz < 00, luego por el Teorema de

la Convergencia Dominada tenemos que

gl < [ iy [ et — o00) = gy 000l ar HEg

B<(0,R) =0 sopp ’ ‘z|n+lfa
1f(2)]
< c/ i [ loullmrnn 2de—2 g
Be0.7) 20 Joops yyll Loo (Rn+1) 2[ntia

Asiii(e) — 0, y queda demostrado que I(e) — 0 cuando € tiende a cero. Que I1(e) — 0 se

deduce de la convergencia a cero de I(€) cambiando ¢(x,y) por ¢(z,y) = ¢(z,—y). O

Notemos que la funcién v del teorema anterior se puede escribir de la forma v(x,y)

(B * ().



Capitulo 6

Férmulas de valor medio para soluciones de (—A)*f =0,

O<s<l1

Dedicaremos este capitulo a probar una férmula de valor medio no local, suave, y con
un nucleo explicito para soluciones de (—A)° f = 0. Antes formularemos, en el sentido de
las distribuciones, con cierto detalle la teoria desarrollada por Caffarelli y Silvestre que
permite ver al operador (—A)* como un operador que aplica la condicién de Dirichlet en
una condicion de Neumann de un problema eliptico degenerado en el semiespacio superior
R”™. Esta teorfa junto con la férmula de valor medio para soluciones de div(|y|*grad v) =
0, obtenida en el capitulo anterior, nos posibilitaran luego probar las férmulas de valor
medio para soluciones de potencias fraccionarias del laplaciano.

En la Seccion 6.1 presentaremos a modo de repaso tres formulaciones de la construc-
cién de potencias fraccionarias del operador de Laplace. Luego, con més detalle precisa-
remos la formulacion débil del laplaciano fraccionario, como derivada normal extendida,
que es precisamente la formulacién de Caffarelli y Silvestre de las potencias fraccionarias
de —/\ escrita en términos de la teoria de distribuciones de Schwartz. Finalmente pro-
baremos la desigualdad de Harnack para soluciones no negativas de (—A)®*f = 0. Por
ultimo, en la Seccién 6.2, demostraremos la férmula de valor medio suave para soluciones
de (—A)*f = 0 que contiene el principal aporte original de este capitulo y que constituye

el insumo esencial de los dos capitulos finales.

6.1. Potencias fraccionarias del operador —A

Sea 0 < s < 1, el operador (—A)* puede ser definido de varias maneras. En el
sentido Fourier por la accién del multiplicador |£|%*, o puede ser expresado como una
integral “super” singular. Existe otro modo de entender al laplaciano fraccionario: como
un operador que manda la condiciéon de Dirichlet en una condicién de tipo Neumann
para un problema de Dirichlet en el semiespacio superior. Esta tltima sera fundamental

para nuestros propositos. Para s # % fue introducida por Caffarelli y Silvestre en [10].
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En esta seccion describiremos brevemente las primeras dos definiciones y expondremos
con detalle la tercer definicion.

En el sentido de Fourier (—A)* puede ser definido como el operador tal que

F((=A)9)(&) = [€]*&(¢)

para toda ¢ € S(R").
Antitransformando, el operador (—A)*® es una integral “super” singular. M4s precisa-
mente, para ¢ € S(R") el operador (—A)* es el valor principal
p(x) — ¢(2)
—A)* = C).5v. " ldz,
(=A)°p(z) ,”p/w |z — z[nt2s o
donde C), s es una constante que sélo depende de la dimensién y de s. Notar que cuando

0 < s < 1/2la funcién de z

p(r) — ¢(2)
|l' — Z‘n+2s

es absolutamente integrable y no se necesita tomar valor principal. Cuando 1/2 < s < 1

el operador (—A)* se puede escribir como

—¢(2) + Vp(z) - (x — 2)Xpo(z — 2)
|z — z|nt2s

dz.

(07§ =y, [ A2

Observemos que la expresién de (—A)* dada por el valor principal se puede escribir como
la convolucién de una distribucién 7' € S'(R™) con la funcién ¢, donde T' esté definida

Ccomo

U(x) —0(0)

|I|n+25 Z,

<T7 ¢> - Cn,sv-p

Rn
con ¢ € S(R™).

Cualquiera de esas formulas permite ver inmediatamente la naturaleza no local del
operador. Esto quiere decir que, para saber cuanto vale (—A)® f(z) para cualquier z € R",
se necesita conocer la funcion f en todo el espacio R™, y no sélo en cualquier entorno de
x, como sucede para operadores diferenciales con derivadas de orden entero.

Un modo més amplio de ver el operador (—A)* es en el sentido de las distribuciones.
Definamos primero el espacio M formado por todas las funciones f € C*(R") tales que

(14 |z|"*2$)D7 f(x) estd acotada para todo v € Nj. La topologfa de M estd dada por la
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familia de seminormas p,,(n) =  sup  [(1 4 |z|""?*)D7n(x)|, que da a M, una estruc-
z€R™,|y|<m

tura de espacio de Frechet. A continuacién veremos que la accién del operador (—A)*
sobre S(R™) tiene como imagenes funciones de M. Ademas esta accién es continua. Este
resultado estd esencialmente contenido en la tesis de Luis Silvestre [33] y lo incluimos
porque su demostracién nos servird para obtener en el sentido de las distribuciones una
formulacién débil del operador Dirichlet to Neumann.

Una herramienta de uso recurrente en esta seccién sera la desigualdad de Peetre. La
enunciamos a continuacion.

Desigualdad de Peetre: Seat € Ry x y z vectores de R" entonces

2\ t
(1+|3I7| ) §2‘t|(1—|—‘l’—z|2)|t|.

L+ [2[?

LEMA 6.1.1. Sean 0 < s <1 y ¢, € S(R"™). Entonces

a) (=A) ¢ € C*(R");

b) (=) conmuta con derivaciones, es decir (—A)*D7p = DY (—=A)*p para todo
multiindice v € Njj;

c) (—A)p e My;

d) (—A)S es continuo como opemdor de S(R™) en My;

e) [(— W(z)de = [ o(x)(=A)*¢(z)d.

DEMOSTRACION. Probemos primero los ftemes a) y b). Como [ |¢|M]¢]%@(€)d€é < oo
para todo multifndice v € N tenemos que F~(|€]**¢(€))(z) = (—A)*p(x) es infinita-
mente diferenciable. Ademas

DN (=A)p(x) = D7 (]:_1(|5|2595(§))($))
= F~ ((=2mig)[g[*$(¢)) ()
(€ (=2mig) (6)) (x)
) F
)*D

(=)' FH((—2mi€) p(€)) ()
(—A

().
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Para demostrar el {tem ¢) necesitamos probar que para todo muntiindice v € Nf se

cumple que

(6.1.1) sup |(1 + |x|"+2$)DW(—A)Sg0(x)’ <,
T€ER™
para alguna constante C,. Por b) sélo necesitamos demostrar el caso v = (0,...,0). Sea

r € R", entonces

|1+ [2"*2) (= L) ()]

(1+ ]x|"+25) /n o(x) —p(z) + Vo(z) - (2 — $)XB(0,1)(Z _ x)dz

‘iL‘ _ Z|n+2$

= On,s

< Cns(1+ |x|"+23)/ lo(x) — @(2) + Vo(z) - (2 — $>|dz

B(z,1) |z — z|nt2s

+ Cn,s(l + |ZL’|”+28)/ |90(I)|

Be(w) |7 — 2|28

£(2)
+ CoalL o) [
Be(z,1) |aj - Z|n+2S

Probaremos ahora que Ay, Ay y Az estan uniformemente acotados.

(=) Hol&ar) (= 2)]

Ay(z) = Coa(1 1 |2 /

B(x,1) |z — 2|t
Y A e W L SN
" By (14 ez |"T29) |z — z|nt2s ’

donde &, estd en el segmento que une = con z. Como &,, € B(z,1) entonces el factor

(1 + || ™) (1 + |&.|""2) 7! estd acotado por una constante C' que no depende de x ni

z, luego
(6 1 2) A (.CL') < C’/ (1 + ’5 ’n+25) s 82<P(fzz) |$ — 2‘2
. 1 >~ 1) Tz z’j:l}:.).,n 81’281’] |LB _ Z’n+2s
920(- _ 42
<0 sup [ e / Al Z|+2 dz
ij=1,...n O0x;0x; Loo () J B(e,1) |z — z|nt2s
() 1
=C sup |(L+]-|""™)—"—= / 4z
ij=1,...n 0x;0x; Lo (&) BO,D) | z|n+2s—2
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0?p(-
=C sup |[(1+]- |”+2s)ﬂ .
ij=1,...,n axzax] Lo (R™)
Acotemos ahora Ay. Como ¢ € S(R™) tenemos que
o ()]
6.1.3 Ay(z) = C’M/ 1+ |2 ———=_d
(613 (@) R
1
S CTLS 1+ : n+2s (p : oo m / —dz
) H( ‘ | ) ()HL (R™) Be(a,1) |ZE _ Z|n+25
1
= Cns IL+]- s ‘2% oo (R™ / o 42
M+ O iy e

<C H(l + ‘ ’ |n+2s)€0(_)HLoo(Rn) .
Veamos por iltimo que As estda uniformemente acotado. Aplicando la desigualdad de
Peetre, tenemos que

Aole) = o1t lafrey [ e

Be(w) |T — 2|72

L+ | o (2)]
—C,, 1t [o — 2n2) 1220

|.T _ z‘n+2s

1 + |I’ _ Z|n+2$

0/ 14 22 |o(2)] d.
Be(x,1) |z — 2|2

<cf el - a8,
Be(z,1)
(

Como z € B%(w, 1) entonces (1+ |z — 2|"2%)|z — 2|~("*29) estd acotado por una constante

que no depende de x ni z, luego

(6.1.4) As(x) < C’/ (14 | 2" |o(2)] dz
Be(z,1)
1
:C'/ 14+ 2["2)2 |p(2)| ————dz
R e e

1
<N+ 2P0 g [

——az
Be(w1) L+ |2["T28

< Y+ 1200

De las estimaciones de A;(x), As(z) y As(z) concluimos que vale (6.1.1).
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Las estimaciones (6.1.2), (6.1.3) y (6.1.4) nos permiten probar también el item d). De
hecho, si ¢, = 0 cuando m — oo en la topologfa de S(R"), es decir sup ||z[¥ D¢y, ()]
tiende a cero cuando m tiende a infinito para todo £ € Ny y todox’GanG N§, entonces
suﬂg |(1 + |z|"™2%)(—=A)* DV, ()| tiende a cero cuando m tiende a infinito para todo
z€Rn

v € N, lo que implica que (—A)°p,, — 0 en M. Por ultimo el item e sale como

consecuancia de que la transformada de Fourier es una isometria de L*(R™) en L*(R"). [

Un funcional lineal T" con valores complejos, definido sobre M es continuo si y sélo si
(T, 4y) — 0 cuando k — oo para pp, () — 0, k — oo para cada m. El espacio dual M,
es entonces un buen ambiente para definir el operador (—A)*. En efecto, dada T € M,
definimos (—A)*T como la distribucién en S'(R™) dada por ((—A)*T, ) = (T, (—A)%p),
con ¢ € S(R™). Del Lema 6.1.1 se deduce que (—A)*T € S'(R"). El espacio M, contiene
en particular el espacio £’ de las distribuciones de soporte compacto. Pero cuando estamos
interesados en subespacios funcionales de M/, es conveniente considerar como se hace en

[33] un espacio de tipo L! pesado en el infinito por potencias de |z|~"~2%. Precisamente

Es::LllocﬂM;:{f:R”%R:/ M<oo}
R

o1+ [a]rres

En este contexto la solucién fundamental de (—A)® tiene la extensién natural para

0 < s < 1 del potencial de Newton.

LEMA 6.1.2. La solucion fundamental del operador (—A)* es la funcion T'(z) =
|z| 725, Es decir (—A)*T = &y en el sentido de las distribuciones de S'(R").

En la formulacién Dirichlet to Neumann de Caffarelli y Silvestre [10] juega un papel
muy importante la familia de nucleos P, de Poisson, introducida en el capitulo anterior,
si los miramos desde el analisis cldsico, o de Cauchy desde el punto de vista probabilistico.
Justamente esta familia vista desde los procesos estocasticos es la que pone en el centro
de la escena a los procesos de Lévy no gaussianos.

En la siguiente proposicion enunciamos dos propiedades que cumplen los nucleos P

y que seran de mucha utilidad para probar la formulacién Dirichlet to Neumann de
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Caffarelli y Silvestre para el operador (—A)*, donde 1 — a = 2s. Recordemos que

yl—a
Py(r) = Chq —.
(Jz[* +y?) >

PROPOSICION 6.1.3. El naicleo Pg(x) satisface las siguientes propiedades

a) Sip € S(R™) yu(z,y) = (P +¢)(x) para (z,y) € R entonces y“au(:x y) € M
para todo y € R, .

b) Si f € L, entonces la convolucion (Pex f)(x) estd bien definida para (x,y) € R}
Mas ain (8§y ) (z) define una distribucién en S (R™) para todo y > 0.

DEMOSTRACION. Veamos primero que vale a). Como aaij? (x) € C*(R") para todo

y > 0 entonces y* d“(m y) € C*°(R"™) como funcién de la variable z. Luego, para probar

aau(

que y x,y) € M, para todo y € R, basta ver que

(6.1.5) sup |(1+ |2["**) D) (y uy (2, y))| < Cy(y)

para todo v € Nj y todo y € R,
Como y*2(z,y) = y* (%52 * ) (x) entonces DY (y*3%(z,y)) = y*(5L * D}y)(x) para

todo multiindice ~. Probaremos entonces (6.1.5) sélo para el caso en que v = (0,...,0).
Puesto que
OP%(x —a 2-a
y( ) :Cn7a (]‘_a) y n+l—a _<n+]‘_a’) y n+3 a 9
0y (lzf* +92) > (lz* +9?)
y teniendo en cuenta que 861; () esradial y fRn 5 v@) e — 0 para todo y positivo, tenemos
que
ou
1 n+2s\,a~" "
(Ul )y 5 )
oP¢
= (@ fa | [ G 2l

8 a
=l | [ B e~ ) e(e) — pla))i

8 a
= (14 |z["")y" / 4 (= 2)(p(2) — ¢(x) = Vop(z) - (2 = 2)Xpo) (2 — 7))d=

oprs
< 1+xn+25ya/‘ yiE—Z
R

|o(2) = ¢(x) = V() - (2 — 2)Xpo) (2 — )| d2
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wt2s [p(2) — (@) = V() - (= = )Xo (= — 7))
< 1 xr Cna 1 —Qa S dz
< (14 [2™2)C, \/ A e
+ (14 [2]")Cha(n + 1 — a)y? / [(2) — o) = V() - (2 = EB(OJ)('Z —o)| .
(|l‘ — Z|2 + y2) 2

= Bl(llf) —|— Bz(l’)

Teniendo en cuenta que a = 1 — 2s los denominadores de los integrandos en cada una de

las integrales anteriores son del orden de Iw\"1+25 Y G J}QS — en el infinito. Luego, razonando
como lo hicimos en el Lema 6.1.1, para obtener las estimaciones (6.1.2), (6.1.3) y (6.1.4)
podemos acotar uniformemente By (z) y Ba(z).

Probemos b). Sea f € L,. Aplicando la desigualdad de Peetre veremos que la convo-

lucién (P * f)(z) esta bien definida. Recordemos que 1 —a = 2s.

|(Py * )(@)] =

y2s
aw/’ L f(2)d
w (|7 — 22 + g?)">

< Cn,ain/ |f(2)] -
v IR ( +1>T

T—z
Yy

o

n+2s

2 2
1
¥ ) 1

n+2s n+2s
z

n’aﬁ Rn 2 2 2 3
( + 1) ( + 1)
Y
n+2s

2 2
S Cn,aic < z + 1) / ‘f(Z)‘ n+2s dZ
y" ) n T2

2 2
(1)
n+2s

y
2 2

< Cn,alnC < z + 1) C(y)/ %dz < 00.

Yy Rn (!z\Q + 1) 2

z

Y

f(2)ldz

r—z

Y

Luego, (P2« f)(z,y) estd bien definida para (z,y) € R}
Veamos ahora que (83—25 * f) es una distribucién de S'(R") para todo y > 0. Ya que

oPg oPg : ,
5 (1,y) = ynlﬂ - (2, 1) es suficiente hacer solo el caso y = 1. Recordando que 1—a = 2s
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tenemos que

oPr 1 1
y(xvl):Cn,a 25—7123_(n+28) n+2+2s .
0y ( (Jol> + 1) (Jo)> + 1)

W*f) () = Cpa(n +2s) <(| . ’2+1)# *f) ().

)_ n<;25

Veremos solamente que (|z|> + 1 x f € §'(R™), el otro caso sale de forma andloga.

Sea ¢ € S(R™), por la desigualdad de Peetre

1
— % x)p(x)dr
VQVHW Omw>
1
= - f(2)dzp(x)d
/JW%W1Wﬂ>w>

2+1 223 1
:// it S o f () dzp(e)da

fC—ZP ) (2 +1) >

g nE28
<C’/ / T |2 Sd (1+|x!) 2 |p(z)|d
nJRe (|2

’f( )’ 2\ n+2s 1
AWﬁm“ [ ey el

n+42s 1
<C H(l +] ) @(')HLOO(RH) /n Wdf

n+2s

—c||@+1-B)" o)

HLOO(R") '

Esta estimacién muestra que la integral de (|z]2+1)~"%" % f contra una funcién de S(R")
estd bien definida y ademds es continua como funcién de S(R") en R, como ademads la

« f € S'(R"). O

. ., . 2 _ n+2s
integral es una operacién lineal tenemos que (|z|* + 1)~ "2

El descubrimiento clave de Caffarelli y Silvestre es que aunque s no sea igual a 1/2,

lo mismo el operador (—A)* puede verse desde una perspectiva Dirichlet to Neumann,
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que involucra por un lado una generalizacion del operador de Laplace en Rf”fl y una
redefinicién de la condicion de Neumann por otro. A continuacién precisaremos esto para
un dato ¢ en la clase de funciones de Schwartz S(R™).

Analicemos formalmente el siguiente problema de Dirichlet con dato de borde ¢ €

S(Rn)7

Au(z,y) =0, (z,y) € R" x [0, 00)

u(,0) = p(x), reR"
Si se considera el operador 7T definido de la forma (T¢)(z) = —giy‘(x,O), ya que —uy,
resuelve también el problema anterior, se tiene que
ou 0%u
T =T (=5 ) (0) = (- 55(0.0) = ~B.u(2,0) = ~Loplo).

Luego, T = (—A)'2, y esto muestra que el operador (—A)'/?2

es el operador que manda
la condicién de Dirichlet en una condicién de Neumann para el problema considerado
anteriormente.

Para ilustrar la generalizacién de Caffarelli y Silvestre consideramos primero el si-

guiente problema de Dirichlet en el semiespacio superior

div(y®grad u(x,y)) =0, (z,y) € RT™

6.1.6
( ) u(x, O) = 90(1‘)7 r € R",

donde a € (—1,1).
Para la solucién u(zx,y) que se obtiene convolucionando el niicleo de tipo Poisson

Pyg(x) con el dato de borde ¢, vale la siguiente igualdad

(6.0.7) tim —y* 2% (2, ) = C(—A) g ()

y—0+ oy

Ch,a2s
Cn,s

donde s es tal que 1 —a = 2s y C = , donde C,, y O, son las constantes de
las definiciones del nticleo P y (—A)* como un valor principal. La ventaja de tener este
resultado es que ahora aquellos problemas no locales, debido a la naturaleza no local
del operador (—A)*, pueden analizarse localmente en una dimensién més y asi aplicar
las técnicas y resultados ya conocidos para el andlisis de ecuaciones diferenciales locales

aunque degeneradas.
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El préximo lema es el que nos habilita a extender (6.1.7) a funciones de L, puesto

que probamos que para ¢ € S(R") el limite es en el sentido fuerte de M.

LEMA 6.1.4. Sea ¢ € S(R") y u(z,y) = (P * p)(x), entonces

ou ~
6.1.8 lim —y*—(- =C(=A)°
(6.1.8) My, (y) = C(=8)
donde el limite se entiende en la topologia de My, con C = %

DEMOSTRACION. Para probar que

, aau ~ s
lim —y 6_y("y) =C(=4)%

y—0+

en la topologia de M necesitamos ver que para todo v multiindice se cumple que

sup [(1-+ )07 (< Gl o) = O pla) )| 0

z€R™

cuando y tiende a cero. Como g—Z(x,y) = (88—];5 * gp) () y el operador (—A)* conmuta

con las derivaciones tenemos que probar que

a

(bl (T« D) B2 Do) ) o

sup
z€R™

cuando y tiende a cero. Es suficiente entonces probar solamente el caso en que v =

(0,...,0). Recordando que 1 — a = 2s, tenemos que

O P 25—1 1+2s
. (‘T) - Cn,a 2s Y nt2s (n + 28) Y nt2st2 | *
Ay (Jz|? +y?) = (Jz|2 +y2) >

Por otro lado

ou s oP?
—y“a—y(aﬁ,y) =y ( . *90) (x)
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’ v (o = 22 +92) =T

— A,(z) + B,(2)

Veamos ahora que la funcién A,(z) — C(—A)*p(x) tiende a cero cuando y tiende a cero,

en la topologia de M.

(1+ |2]"72%) (A () = C(=L)*¢(x))

= (14 |2|""%%) | Ch.a2s Sp(w)_gp(z)nﬁsdz—é—As x]
1+ [22) | C., /n(|x_z|2+y2)2 N

= (1+[a"™)

n+2s

(lr =2 +9%) 2

Croa25 / @) = ¢(2) + Viplw) - (: = D) Xpon(z =) ) C(—0) p(z)

= (14 |z[""*)C, 25

n+2s

(lz =2 +47) >

[ )= P+ 9e0): = itz ),

-/ p(1) = (=) + Viple) - (2 = )Xo (2 = ) dz]

’[B _ Z’n+23
= Cha2s [I,(x) + IL,(x) + 111,(2)],
donde

I

Y

1,a) = 1+ 1al2)| ) [ P
| Bz (o — 2|2 +y?) 2 Be(a,) [T — 2]

—p(2) —p(2)
[11,(x) = (1 + [2]"*2) / _ Sdz—/ TP g,
v(@) =1+ 1zl | JBe@) ( 7 Be(w1) [T — 2|72

Definamos

1 1
G(z,y) = - .
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Aplicando las mismas estrategias que usamos para probar las estimaciones (6.1.2),(6.1.3)
y (6.1.4) del Lema 6.1.1 probaremos que cuando y tiende a cero, I,(x) — 0, II,(z) — 0

y I11,(x) — 0 uniformemente en x € R".

n+2s

[y ()] = (1 + |=f*) %

z

[ eoel) Vel =),
B(z,1)

n+2s

(lz = 2> +y?)
B / plr) —p(2) + Vo(z) - (2 —2)
B(z,1)

|$ _ Z|n+2$

n+2s

= (1 [af?)"

/B( 1>(¢<x) —¢(2) + Vo(z) - (2 — 2))G(z - z,y)dz

/B< 1)“ +[a]?) 5 (2 — 2) Holn) (2 — 2)G(x — 2,y)dz

n+2s

1 + e 2 2 n+2s
< / ( | | 3 nt2s (1 + |§xz|2) 2
B(z,1) (1 + |§xz| ) 2

(2 — @) Ho(&:) (2 — @) |G(z = 2,y)| dz,

donde &, estd en el segmento que une x con z. Luego, como (1+]-|?) = sup

estd acotada uniformemente, tenemos que

(6.1.9) 11, (z)] < c/

B(z,1)

o= 2P (Gl — )l d: =C [ (5P [G(zy)]d2
B(0,1)

y él dltimo término de la derecha tiende a cero cuando y tiende a cero, ademas la con-
vergencia es uniforme en x € R".

Ahora
(6.1.10) I1,(z)| < C/

Be(z,1)

|G<x—z,y>|dy—c/ G(z,y)|dz — 0

B(0,1)
cuando y tiende a cero.
Veamos ahora que I1I,(x) — 0 cuando y tiende a cero. Usando la desigualdad de

Peetre, tenemos que
(6.1.11)

(11T, ()] = (1+ ||

— z — z
/ () _ dz_/ w(n)HSdz
Be@) (|z — 2|2 + y2) 2 Be(z1) | — 2]

<[ el
Be(x,1)

PG (x = z,y)| dz
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n+2s

1—|—ac n+2s
/( =) o (L = 2)F

(14 |x—2z?) =

/ 1+‘Z| n+s
Be(x,1)

p()G(x = 2,y)| d=

0(2)| (1 + |z — 2|35 |Gz — z,y)|dz

1 25
<Co) [ e (e ) G - )iz
Be(z,1) (14 |2]2) 2
n+25 n+25
oo N L R o R (R T Ol P
- n+2s n+2s )
Be@) (L+ [22)"5° | (o — 22 + 42) ™ |z — 2|72
+2s
como |z — z| > 1, si viéramos que las funciones g,(R) = % convergen unifor-
nt2s
memente a g(R) = % para R en [1,00) cuando y tiende a cero, tendriamos que
|I11,(x)] — 0 uniformemente en z. Sea y < 1, como R > 1 tenemos que (14 R2)"2" (2 +
R*)~ B < C, donde C no depende de y. Luego,
(1 _|_ R2)n+25 (1 + R2)n+25 ) n+2g RTL+28 . (R2 + y2)n~§25
9 9 n+2s Rn+25 ( R ) 2 9 n+2
(R? +y?) 2 (R? +y?) 2
( + R2)n+25 Rn+25 . <R2 + y2)n;23
TRt s
n+2s
- C Rn+25 _ (R2 +y2) 2
- Rn+2s
n s n+2s
_ | @0 (R )
o Rn+25
n s n+2s 2
_ o 2R 4 €,) y?
- Rnt2s

yQ

cuando y se va a cero y la convergencia es uniforme en R.

De las estimaciones (6.1.9), (6.1.10) y (6.1.11) concluimos que A,(x) — C(—=A)*¢(z)
tiende a cero cuando y tiende a cero, en la topologia de M.

Razonando andlogamente como lo hicimos para A,(z), se puede demostrar que B, (z)
tiende a cero cuando y tiende a cero, en la topologia de M. 0

Veamos ahora, que para f € L,, —y* gy( y) tiende a un multiplo de (—A)*f en el

sentido de las distribuciones en S'(R™).



6.6.1 Potencias fraccionarias del operador —A 121

LEMA 6.1.5. Sea f € L,, 0 < s < 1, yu(x,y) = (P * f)(x), entonces para toda
v € S(R™) se tiene que

1im(—y“g—z, o) = (C(=L) )

y—0
DEMOSTRACION. Para ¢ € S(R™) tenemos que

ou 8P; 8P; ov

<—y“a—y,90> = —y*( By « f,0) = (f, —y* o x ) = (f, —y“a—y>

donde v(z,y) = (P** ¢)(x). Del Lema 6.1.4 y el hecho que f € L, C M., se tiene que

ou ov
i e — i P R
Jim (G5 = Jim (v

) = (£,C(=D)*0) = (C(=L)f, ).
O

Antes de terminar esta seccion mencionamos que la técnica de reflexion de Caffarelli

y Silvestre permite probar la desigualdad de Harnack para soluciones no negativas de la

ecuaciéon (—A)*f = 0.

TEOREMA 6.1.6. Dado D un conjunto abierto de R™ entonces existe una constante
C > 0 tal que para toda f € My, %, no negativa que cumple que (—A)*f =0 en D, y
toda bola B(xg,r) tal que B(xg,2r) estd contenida en D, se cumple que

sup f(z) < C inf f(z).

x€B(zo,T) z€B(zo,7)

DEMOSTRACION. Sea z € D y r > 0 tal que B(x,2r) C D. Por el Teorema 5.4.2
tenemos que v(z,y) = (B * f)(z) resuelve débil div (|y|*grad v) =0 en D x R.'Y por el
Teorema 5.3.1, como v es no negativa (ya que f > 0), tenemos que existe una constante
C' > 0 que sélo depende de la dimensién n + 1 y del peso w(z,y) = |y|* tal que

su v(x,y) < C inf v(z,y).
(x,y)EB(I():E,O),r) (z:9) (z,y)€B((2,0),7) (@y)

Por el Teorema 5.3.1 sabemos también que v es Holder continua en D x R. Entonces

f(z) = v(x,0) para todo = € D. Luego,

sup xr) < sup v(r,y) < C inf v(r,y) < C inf x).
xEB(m,r)f< ) (z,y)€B((2,0),r) (@9) (z,y)€B((2,0),7) (z.9) reB(w)ﬂ )
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6.2. Férmula de valor medio suave para soluciones de (—A)°f =0

Esta seccién contiene el resultado principal de este capitulo. Una férmula de valor
medio para una funcién f y puntos de un dominio D en el cual se cumple que (—A)*f =
0, 0 < s < 1. Obtendremos esta formula combinando la férmula de valor medio para
soluciones de div(|y|*grad v) = 0, a = 1 — 25, en puntos de la forma D x {0} obtenida en
la Seccién 5.4 con la visién de Caffarelli y Silvestre del operador (—A)* como un operador
del tipo Dirichlet to Neumann.

Como ya mencionamos férmulas de valor medio en este contexto se pueden encontrar
en [29] y [33]. La que probamos aqui provee una forma explicita para el ntcleo. Esta
formulacién sera util al momento de estimar el V f como lo veremos en el Capitulo 7.

En esta seccion usaremos fuertemente los resultados de la Secciéon 6.1. Sea D un abierto
de R, tomemos f € M}, > y tal que (=A)*f = 0 en D. Luego, si u(z,y) = (P« f) (x),
donde Py (z) = Cpay" (2> + yQ)_%H, entonces la funcién

u(z,y) en D xRT
v(z,y) = f(x) siy=0
u(z,—y) en D x R~

es una solucién débil de div(]y|“grad v) = 0 en D x R. En particular, por el Teorema
5.3.1, v es localmente Holder continua en D x R. El Teorema 5.4.1 nos garantiza que,

para 0 <r <d(z)yz € D,

(6.2.1) f(z) = u(z,0) = v(x,0) = //ng()_( — Z)o(2)|y|*dZ
donde X = (x,0) y Z = (z,y). Por otro lado, las definiciones de v y u, nos dan la férmula
(6.2.2) v(Z) = v(z,y) = (Py * [) (2).

Reemplazando (6.2.2) en (6.2.1) obtenemos el principal resultado de esta seccidn.

TEOREMA 6.2.1. Sea 0 < s < 1. Sea D un abierto de R™. Sea f € M tal que

(—=A)*f = 0 en D. Entonces, para todo x € D y 0 < r < §(x) tenemos que f(x) =
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(®,  f) (), donde ®,(z) = r="® (%),

// By (x = 2)|y|*d=dy,

or(z,y) = r- Mg (28) o es una funcidn C(R"*) radial, soportada en la bola

rlr

unitaria de R™ y que cumple [[o. o2, y)|y|*dedy = 1.

DEMOSTRACION. Reemplazando (6.2.2) en (6.2.1) tenemos que

F(z) = v(z,0) // or(w — 2, —y)0(z,y) [y|dzdy

://‘PT — 2,9) (P * [)(2)|y|"dzdy
- /yeR /zeRn erl@=2-y) (/ZeRn By (z=2)f(2) d ) ly|*d=dy
B /zelR" (/yeR /zeRn (& =2, —y) Py (2 — 5)‘y|ad2dy> f(z)dz

- [ w@are
ZER™
con P, ( = [[or(x — —y) By (z — 2) ly|* dzdy. La tltima igualdad de la férmula
de arriba se sigue del hecho que |f(2)](1 + |_|2)_%1_a es integrable en R" y ®,(z,z) <
Cla,r) (141217

| a C
(z,Z2) //|<px—z |P| (z = 2)|y|*dzdy < n+1 -
(1+12%)

. Esta tultima desigualdad se cumple ya que

para alguna constante positiva C'. De hecho, por un lado
(623) J[ 10t = 2 —)1Py = = Dlylvazdy

1
< [ lele =l 7= 2l ol dy < €

y por otro lado, para |z — z| > 2 tenemos que

(6.2.4) // —y)| Py (z — 2)|y|*dzdy

// |y| n—l—l adZdy
S@OD (y2 4|z —z2*) 2

C

e =2

n+l—a"



124 Férmulas de valor medio para soluciones de (—A)°f =0

Luego, ®,(r,2) < (H‘xif‘r))nﬂ,a < (1+|C(|)n+)1 - Y asi [ ®,(x,2)f(Z)dz es absolutamen-

te convergente. Ahora sélo nos queda probar que ®,(z,z) = £®(£2) con ®(z) =

[ ¢(= y) By, (z — z)|y|*dzdy. Calculemos entonces ®(* 2), haciendo primero el cam-

bio de variable en R" v = x — rz, y luego en R con t = ry, tenemos que

(x_z) // —y) Py %)\yl“dzdy
//r" x—v _y) |y\< )!y\“dudy
://rnﬂﬂ*”(x_” (5
// r(x = v, =) Py (v — 2)|t]"dvdt

=r"®,(x,2),

>|t| dvdt

que es lo que queriamos probar. O



Capitulo 7

Estimaciones del gradiente de soluciones de (—A)°f =0

El objetivo de este capitulo es probar que, para funciones f que estan en un espacio

de Besov BI;\(R”), con)<A<lyl<p<oo, talesque (—A)°f=0enD,0<s<1,su
1-A

OV | oy

estd acotado por la norma Besov || f|| BA(rn) Para 1 < p < co. Observemos que el cardcter
p

gradiente pesado por una potencia de la funcién distancia al borde de D,

no local del operador (—A)® otra vez se pone en evidencia, ahora en que la norma de
Lebesgue en D esta acotada por la norma de Besov en todo el espacio. En el caso eliptico
local y el parabdlico local, ([27] [15] [5]) la norma de Besov a la derecha se toma sélo
sobre D. Este resultado sera usado para probar la mejora de regularidad en la escala de
espacios de Besov para soluciones de (—A)*f = 0 que abordaremos en el Capitulo 8.

La férmula de valor medio obtenida en el Capitulo 6 para soluciones de (—A)°f =0
junto con la estimacion de DeVore y Sharpley de la maximal sharp de Calderén, seran
de vital importancia para demostrar la estimacion.

En la seccién 7.1 probaremos algunas propiedades del nicleo del valor medio para
soluciones de (—A)*f = 0. En la Seccién 7.2 definimos la maximal de Calderén y enun-
ciamos un resultado que la relaciona con los espacios de Besov, finalmente obtenemos la

acotacion de la norma LP ponderada del gradiente.

7.1. Propiedades del nicleo del valor medio no local

Como vimos en el la Seccién 6.2, si f € M, > es una funcién tal que (—A)*f = 0 en
D, 0<s<l,zeDy0<r<di(z),siendo 6(x) la distancia de = al borde de D, vale la

formula de valor medio

f(@) = (@ x f)(2),

y
(7.1.1) B(z) = // oz, —y) P (& — 2)\y|*dzdy
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con P|Z|( x) = C’n,a#, a =1—2s,y ¢ una funcién infinitamente diferenciable,
T|*+|y
radial, con soporte en la bola unitaria S((0,0),1) de R tal que [[ ¢(x,y)ly|* = 1.

En esta seccion nos ocuparemos de probar varias propiedades del nticleo ® de la

férmula de valor medio para soluciones de (—A)*f = 0.

PROPOSICION 7.1.1. La funcién ® satisface las siguientes propiedades.

a) ®(x) es radial;

b) (1+ |z))" ™= |®(z)| estd acotada;

¢) Jon ®(x)de =1;

d) sup,-q (D, * f)(x)] < cM f(x), donde M es el operador mazimal de Hardy-Littlewood
en R™ y ¢ es una constante que no depende de f ni x;

e) si Ui(x) := g—i(x) entonces |x|"* " |Wi(x)| estd acotada para |x| > 2 y para
1=1,...,n;

f) wi0) =0, ¥ € LY(R™) y [ ¥ (z)dx =0 para todo i =1,...,n;

g) |[VUi(z)| estd acotada en R™ para todoi=1,...,n.

DEMOSTRACION. Sea p una rotacién de R", entonces usando el cardcter radial de ¢

y de P y luego cambiando las variables tenemos

B(px) // )P (o — 2)|y|*dzdy
= [ etz 0P o 2yl
// Y)PE (z — pL2)ly|"d=dy
- // )P (& — 2)|y|dzdy

lo que prueba a). El item b) sale de las desigualdades (6.2.3) y (6.2.4) de la demostracién
del Teorema 6.2.1. Para probar c¢) basta con tomar f = 1 en el Teorema 6.2.1 y aplicarle
la férmula de valor medio a dicha funcién. De a) y ¢) la estimacién del operador maximal
es un resultado clésico (ver [34]). Veamos ahora que |z|" 7>~ |Wi(z)| < C para |z| > 2,

en efecto
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GP“
2,y) 5 (2 — z)y"dzdy
zeB(0 1) axi

Y
< C’/ / (z,y)|—————dzdy
2€B(0,1) |z — z[nt2e

< z, dzd
—<rx\—1>n+2a/o /ZeBm,l)'S”( y)lydzdy

S e

|V (=

(7.1.2)

Veamos que vale f). En efecto, para todo = € R" tenemos que

= 2/ / (z,y) P, yidzdy
. 8% (z —2)

e

gq/a@ga
0

Fas )Hfﬁ<x->HLquzﬂdy

OO

Luego, de la estimacién anterior y (7.1.2), ¥ € L(R") y asf el ftem f) se sigue del hecho

que ¢ es radial y de ¢). Para probar g) procediendo como antes se tiene que

ov’ ! 0% “ o
oz, (z) = 2/0 /ZeRn m(%y)Py (z — 2)y"dzdy

i 25—
< 2/ (y) P (@ = )| 1 gy ¥y
0 al‘il'j L (R") Y LY (R™)
1
<c [ yay<c
0
para todo 7 =1,...,n. Il

7.2. Estimaciones maximales de gradientes de soluciones de (—A)°f =0 en

dominios abiertos

En esta seccién nos dedicaremos a demostrar el resultado principal de este capitulo,
la acotacién de la norma LP(D), 1 < p < oo, de los gradientes de las soluciones de
(=A)*f = 0, multiplicados por potencias de la funcién distancia al borde de D, por la

norma Besov B)(R") de f.
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A. P. Calderén introdujo en [12] un operador maximal que es capaz de medir regu-
laridad de funciones. Sea f : R® — R , para A > 0 y un cubo ) de R" se considera la
oscilacién de f alrededor de un polinomio Py f que se obtiene proyectando (en L'(Q)) f
en el conjunto de polinomios definidos en () de grado menor o igual que A y, en vez de
promediar como en BMO cuando no se espera regularidad de f se toma una media de

tipo fraccionario

1
QI+

La maximal de Calderén de f es el supremo sobre todos los cubos () de esas expresiones:

/Q F) — Pof(w)ldy.

1
QI+
Se puede demostrar que si f es suave dicho polinomio Pyf es el polinomio de Taylor
P(y) = Z|'y|<)\ Dﬂ{f(x)(y;—f)y

Un resultado muy importante que relaciona los espacios de Besov con la maximal de

(7.2.1) M* f(x) := ng

/Q 1 (w) — Pof(w)ldy.

Calderon es el siguiente.

TEOREMA 7.2.1. Si f € BZ/,\(R”), 0<A<1lyl<p<oo, entonces
(7.2.2) 13 1 s < €I e
donde la constante C' no depende de f.

Ver [19] para una demostracién de esta desigualdad.
El siguiente es el resultado principal de esta secciéon y es una consecuencia de la

acotacién puntual del gradiente de f en términos del operador maximal de Calderdn.

TEOREMA 7.2.2. Sea D un abierto de R", 0 < A < 1yl < p < o0. Sea f €
BX)R™) N My solucién de (=A)*f =0 en D, 6 la funcidn distancia a la frontera de
D. Entonces existe una constante C' que solo depende de n, A y ¥ tal que

4)
Vf(z)| < Cr7IM* f(x)

para todo 0 < r < é(x) yx € D;
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B)

([ 1oy vslan) < Clfllygen

La diferencia principal del resultado en el Teorema 7.2.2 con el caso local en [15] y
nuestra estimacién no local esta en el hecho de que nuestra férmula de valor medio no
estd localizada en D y asi el operador maximal de Calderén necesita ser evaluado en todo

R™, no sélo en D.

DEMOSTRACION. Probemos A). Aplicando la férmula de valor medio para f, obte-

o f )| = | (@5 ) (@)
— % Rnf(x—z)\p;;(z)dz
|5 [ -2 - s v
- 1/ (F(2) = F(@) Wi(x — 2)dz
<o [ 1@ - f@Ie-2ld T [ 156 - f@lwe - 2
:I+II.) o

Para estimar I, de f) en la Proposicién 7.1.1 tenemos que ¥¥(0) = 0, y de g) en la misma

proposicién obtenemos que

(7.2.3) ()] = [ W (2) = T(0)] < !wlgseuRg V(&) <

— pn+l |£IZ",
por consiguiente

=t ) @I 2

C
< / INECRVCIERETE

O o
e ; /{2:211§'zgf<2j} ) = )l = #ld=
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C <« / :
< f(z) — f(x)]277  rdz
77 2 ooy VO )

C - i i n+A 1
= 27]+1 27]+17" —/ Z)— x)|dz
et 2T T GTS T Sy T 1@
< COr*! (2_j+1)n+/\+1 M* f(x)

j=0

= Cr’* M f ().

Ahora, de e) en la Proposicién 7.1.1, obtenemos

1 .
SRy RV CIERETTE
& r2—a
: " jgo /{Zi 2i<lzzl coit1} e f(m)\mdz

B 00 1
=or Z—; [{z:zjgz—zl<2j+1} e - f($)|mdz

C - ; —n—2+a (T2j+2)n+)\/
< 27+t — — d
< e 2 ) G [y, ) S

J=0

< o (f: (2j+2)*2+a> M f(z)

J=0

= OP MR f (a),

lo que prueba A).
Finalmente demostremos B). De A) y el Teorema 7.2.1 podemos concluir que para

0 < A < 1 se tiene que que

0f
1-X
g 0

< C 1 fllgyqam
L»(D)

i

paratodoi=1,...,n. O



Capitulo 8

Regularidad Besov de soluciones de (—A)°f =0

En este capitulo nos proponemos extender a soluciones de potencias fraccionarias del
laplaciano el resultado de mejora de regularidad en la escala de Besov que, para funciones
armoénicas, prueban S. Dahlke y R. DeVore en [15]. Las estimaciones del gradiente de f
que probamos en el Capitulo 7 seran fundamentales para demostrar dicho resultado.

Este capitulo se divide en cuatro secciones. En la Seccién 8.1 introducimos los dominios
abiertos y acotados donde probaremos la mejora de regularidad en la escala de Besov.
La Seccion 8.2 contiene los enunciados de los resultados bésicos de la caracterizacion de
espacios de Lebesgue y de Besov usando wavelets de Daubechies de soporte compacto
y suficientemente regulares. En la Seccién 8.3 se presenta brevemente el problema de
aproximaciéon no lineal en LP para expansiones en bases de wavelets en su relaciéon con
las normas Besov como indicadores de la velocidad de convergencia. Por tultimo, en la
Seccién 8.4 demostramos el resultado principal del capitulo, la mejora de regularidad en

la escala de Besov para soluciones de (—A)®f = 0 en dominios con frontera poco regular.

8.1. Descomposicion diadica y dominios Lipschitz de R"

Sea [0, 1]™ el cubo unitario en el primer cuadrante de R™. Un cubo diddico I = I% se
; —
obtiene por un reescalamiento diadico de la forma 27 y una traslacién entera k& € Z". En

otras palabras, un cubo diadico tiene la forma

[=1=27[0,1]"+27 k.

Es claro que cada cubo diddico I identifica univocamente su escala 2’ y su posicién k.

Para N € Ny @Q = [N, N]" definimos
QU =279Q +277 K

donde I = I%. Para cada j € Z definimos D; = {I:I%: k GZ”} y Q(D;) =

{Q(I) : I € D;}. Los elementos de D; se llaman cubos diddicos correspondientes al nivel
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7. Luego D = UjEZ D; es la familia de todos los cubos diddicos en R". En lo que sigue
de esta monografia generalmente trabajaremos solo con la familia de cubos diadicos cuyo
volumen no exceda a uno, y la denotaremos con D*. En otras palabras
= Jp;
j=0
LEMA 8.1.1. El solapamiento de cada familia Q(D;) es uniformemente acotado. Mds
precisamente, para todo x € R",

IEDj

DEMOSTRACION. Notemos que como f;(2'z) = f;1i(x) basta probar la acotacién para

el caso j = 0. Ya que Iy = [0,1]" y Q(ly) = [N, N|" tenemos que

Q)= | o+ 1),
7

€L

con L ={(ly,...,l,) €Z": =N <l; < N}. Luego

ZXQ(I) Z X, 10)+k Z ZXI(H— +7)

1€Do Fezn Tezn \TeL

=Y Z Xy (@) | S27(L) = 2"(2N)" = 4"N".

TerL \Kezn

O

Sea D un abierto acotado de R". Sea N € N fijo. Para j € Z con j > 0 consideramos los

cubos diddicos I de D; tales que Q(I) interseca a la clausura del dominio D. Precisamente
Aj={Ie€D;:QU)ND #0}.

En el siguiente lema daremos una acotacién superior para la cantidad de elementos de
A;j.
LEMA 8.1.2. Sea D un conjunto abierto y acotado de R™. Entonces

1(Ay) < C2v

para alguna constante C' que solo depende de D y N.
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DEMOSTRACION. Como D es acotado existe un R > 0 tal que D C [—R, R]". Luego,
si I € D; entonces I C Q(I) C [-R— N, R+ N|". Como para cada j fijo los cubos I € D;
no se solapan tenemos que

2(R+ N)|" =vol [FR— N, R+ N]"> Y vol I =27"4(A,).

I E’Dj

g

En la demostracion del Teorema 8.4.1 necesitaremos una estimacion superior del
nimero de elementos de las “capas de Whitney” cercanas a la frontera que necesaria-
mente se relacionan con cierta regularidad del dominio D abierto y acotado. Sea d una
métrica en R®. Para j € Z, 5 > 0y k = 0,1,2,... consideramos la familia de cubos

diadicos de nivel j asociada a d, dada por
d i .
AL ={Ten; k27 <5y < (k+1)27},

donde 5%(1) =mnf{d(z,2) 12 € Q(I),z ¢ D}.

Con el objeto de dar el marco mas general posible para los dominios en los cuales
probar la mejora de regularidad en la escala de Besov de soluciones de (—A)*f = 0,
introducimos la siguiente definicién. Notemos que, como nuestro argumento no local no
necesita usar el teorema de extension de espacios de Besov, la regularidad en la frontera

de nuestros dominios puede ser mas general que Lipschitz, siempre que haya alguna

estabilidad en el cardinal de las capas interiores de Whitney cercanas a la frontera.

DEFINICION 8.1.3. Sea D un conjunto abierto y acotado de R™. Sea 0 < 8 < 1.
Decimos que D satisface la propiedad Rgs o, brevemente, que D € Ry si existen una
métrica d en D equivalente a la euclidea y dos constantes positivas y finitas v y C' tales

que
(8.1.1) #(AL)) < 20
para todo j > 0 y k tal que k277 < v.

A continuacién mostraremos que la propiedad R; se satisface para dominios que
son subgraficos de funciones Lipschitz. En lo que sigue denotaremos con B’ a las bolas

euclideas de R"~! y con B a las bolas euclideas de R".
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Decimos que un conjunto abierto D de R™ es un subgrafico Lipschitz, si existe una

bola abierta B' := B’(0, R) en R"! tal que

D={x=(2",z,): 2" € B,0<x, <)}
donde ¢ : B’ — R* es una funcién de clase Lipschitz. Precisamente existe M > 0 tal que
(8.1.2) o(z') = ()] < M |a" — 2|

para todo z’ y para todo 2’ en B'.

Un subconjunto compacto K de R™ de dimensién de Hausdorff n — 3 se dice (n — f3)-
Ahlfors regular si para cada z € K se tiene que o(KNB(z,7)) ~ r"~# para r chico y donde
o es la medida de area n — 3 dimensional. Mas precisamente, si existen 0 < v; < 75 < 00
y 3 tales que y17"# < o(KNB(x,7)) < 4or"# para 0 < r < 3. Una propiedad de estos
conjuntos es que, para [ fijo, la unién finita de conjuntos (n — )-Ahlfors es también un

conjunto (n — 3)-Ahlfors.

LEMA 8.1.4. Sean Ky, Ks,. .., K, conjuntos (n — ()-Ahlfors. Entonces K = J*, K;
es (n — B)-Ahlfors.

DEMOSTRACION. Como los conjuntos K; son (n — (3)-Ahlfors regulares, para i =

1,2,...,m existen constantes v}, 75 y 74 tales que si z € K;
P <o (Blx,r) N K;) < qpr” 7,

para todo 0 <7 < ~i Seay; =min{+i :i=1,2,...,m}, o =méx{1s:i=1,2,...,m}
Yy 3 = min{%‘% i =1,2,...,m}. Entonces, si x € K, como este pertenece a algin Kj,

para ig € {1,2,...,m}, tenemos que
o (Ba,r) N EK) > 0 (Blr,r) 0 Kyp) > 4008 > 3",

para todo 0 < r < 73. Por otro lado, si B(z,r) N K; # () para j € {1,2,...,m} tenemos
que existe z; € B(z,r) N K, y tal que B(x,r) C B(z;,2r). Sea J C {1,2,...,m} tal que
j € Jsiysélosi B(x,r) N K; # 0. Luego, para todo 0 < r < 3,

o(B(x,r)NK) <o <(U B(z, 27")) n K) < 32" B PY(T) < 42" P Pm.

jedJ
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g

En la siguiente proposicion demostraremos algunas propiedades de los dominios que
son subgraficos Lipschitz, entre ellas la propiedad R,. Precisemos la notaciéon antes de
enunciar el resultado. Las letras x y z denotardan puntos de R™ de la forma = = (2/, z,,)

yz=(2,2,) cona, 2 e R yux, z, €R

PROPOSICION 8.1.5. Sea D un subgrdfico Lipschitz en R™, M la constante de la de-
sigualdad (8.1.2) y R el radio de la bola B'. Sea d = d(x,z) := M|z' — 2| + |z, — 2,] ¥y
D.={z € D :d(z,0D) > €} para 0 < e < R, entonces

i) D, es un subgrdfico Lipschitz para todo 0 < € < R;

i) 0(0D) > o(0D,) para 0 < e < R;

iii) si 0 < €1 < ea < R entonces d(OD.,,0D.,) > €3 — €;;

iv) 0D, es (n — 1)-Ahlfors reqular para todo 0 < € < R, y con las mismas constantes,

es decir
Nt <o (0D, N B(z,7)) < yor™?

para todo 0 < r <3, x € 0D, y todo 0 < € < R;
v) D € Ry. Mds precisamente ﬂ(Agdg) < 027N para todo k = 0,1,... y todo j > 0.

DEMOSTRACION. Probemos primero ). Para ello nos bastaria demostrar que los con-

juntos

D.={x € D:d(x,0D) > €}

ﬁgz{meD:|x'l<R—%, e<xn<<,0(;v’)—e}
son iguales.

Observemos primero que D, C 156, es decir veamos que si x € Dy d(xz,0D) > €
entonces [2'| < R — ;v € < z, < ¢(2') — e. Hagamos la prueba por el absurdo.
Supongamos en primera instancia que |2'| > R — {7, entonces existe 2’ € B'(0, R) tal que
(#/,2,) € 0D y |2’ — 2| < 57, luego d(z, (¢, z,)) = M|2" — 2’| < ¢, lo que es un absurdo

pues d(z,0D) > e. Asumamos ahora que 0 < z,, < ¢, entonces d(z, (z/,0)) = |z,| <€, lo
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cual nuevamente es un absurdo ya que (2’,0) € dD. Si ahora suponemos que p(z')—e < x,
entonces d(z, (¢/, p(2'))) = |z, — p(2')] < €, en este caso también tenemos un absurdo
pues (o', ¢(x')) € ID.

Veamos ahora que D, C D,, es decir si |#/| < R — 17 V€<, < (@) — e entonces

d(x,0D) > €. Notemos primero que

0D ={(a',2n) : |2'| < Ry xn = (z')}
u{(@,z,) :|2'| < Ry z, =0}
U{(a,2n) x| =Ry 0 < @n < (a')}

= [LUFRUTFL,

donde las uniones son disjuntas. Sea = = (2/, 2,,) € D.. Para demostrar que d(z,0D) > ¢
vamos a ver que d(z, F;) > € para i = 1,2,3. Hagamos primero el caso i = 1. Sea
w € Fi, es decir w = (w', p(w')) con w' € B'(0, R). Si p(z') = ¢p(w') entonces d(z,w) =
M|z — | + |z, — ()] = M|z —w'| + |z, — o(2)| > |z, — @(2')] > €, si ahora

o(z") # p(w') entonces

d(z,w) = Mla' = 2'| + |z, — @(w)]

2" — w'l

= M|p(x") — o(w')] lo(a’) — p(w')]

> Jp(2') = ()] + 2 — p(w')]

> lp(a') — zn| > €

Luego, d(z,w) > € para todo w € F;. Como € < x, entonces para todo w’ € B'(0, R)

tenemos que d(z, (w,0)) = M|z’ — w'| + x, > €, con lo cual d(x, F3) > e. Por tltimo,

como |2'| < R — 57, entonces para todo w = (w',w,) € F3 tenemos que d(z,w) =
M|z — w'| + |z, — wy| > €+ |z, — wy| > €, con lo cual d(x, F5) > e. Asi concluimos que
136 C D.. Por lo tanto vale 7).

Notemos que

oD, = {:B 2| < R— %, T, = () —6}

U{x:|x']<R—%, xn:e}
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U{:z::]x’|:R—%, e<xn<go(:c’)—e}.

Luego ¢(0D) > o(0D,) para todo 0 < e < R, y asi probamos ii).

Observemos ahora que se cumple 7). Razonemos por el absurdo. Supongamos que
0<é¢ <e < RyddD.,JdD,.,) < € — €, entonces existen x € 0D, y w € dD,, tales
que d(z,w) < €3 —€1. Luego, para todo z € 0D tenemos que d(z,2) < d(z,w)+d(w, z) <
€9 — €1 + d(w, z). Tomando infimo en z € 9D vemos que €3 = d(z,0D) < €3 — €1 + € = €9,
lo cual es un absurdo.

Probemos iv). Para demostrar este item usaremos que D, es un subgrifico Lips-
chitz. Sélo basta analizar el caso € = 0 (notar que Dy = D). Recordemos que D =

{(@',z,) 2| < R, 0 <z, <p(a')} y su borde
OD = {(2,2,) : |7'| < Ry x, = p(2')}
ui{(@,z,): |7'| < Ry z, =0}
U{(@,z,) : |zl =Ry 0<x, <o)}
- F1 U F2 U F3.

Veamos que F; es (n — 1)-Ahlfors para ¢ = 1,2,3. Luego, por el Lema 8.1.4, 9D es
(n—1)-Ahlfors. Probemos primero que F es (n — 1)-Ahlfors. Dado p > 0 la medida n—1
dimensional de Lebesgue de una bola de radio p estd dada por w,_;p" !, donde w,_; es

la medida n — 1 dimensional de la bola unitaria R™~!. Resulta claro que dada una bola

B’ de radio R > 0 en R™ ! y dado 2’ € B’ se tiene que

2
(8.1.3) o(B'NnB'(zr) > 2—na(B’(z',7’)) =20, " =t
si0 <r < R. Como

|F1NB(z,7)| = /

B’'(z,r)NB’'(0,R

V1 [Ve(a)Pda,
)

tenemos que

|Fy N B(z,1)| > / lde' = o(B'(¢',r)N B'(0, R)) > ¢,r"*

B/(z',r)NB’(0,R)
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y como |Vp| < M,
[F1NB(z7)| < / V14 M2dz' <1+ M2o(B'(2,r)) = agr™ ™.
B/(z',r)NB’(0,R)
Luego F es (n—1)-Ahlfors. Es facil probar que F; es (n—1)-Ahlfors, de hecho por (8.1.3)

tenemos que
[B(z.7) N Bl = [B(z,7) N (B0, R) N {0})] = o(B'(',7) N B'(0, R)) = e.r" ",
por otra parte
|B(z,1) N | = o(B'(,r) N B'(0, R)) < o(B'(<,r)) = o(B'(0,1))r" .

Para ver que Fj es (n—1)-Ahlfors podemos cubrir a este conjunto con cartas locales que
pueden verse como graficos de funciones Lipschitz. Luego, sobre cada carta procedemos
de modo similar a como lo hicimos en el caso de F} y obtenemos que cada una de ellas
es (n — 1)-Ahlfors. Luego, del Lema 8.1.4 tenemos que F3 es (n — 1)-Ahlfors.

Veamos ahora que vale v), es decir ﬁ(AEd,z) < 0291 Probemos que si I € A§.7dk)
entonces (/) interseca al menos uno de los conjuntos 9Dy, D 11)2-5. De hecho, si
suponemos que Q(I) no interseca ninguno de estos conjuntos entonces k277 < d(z,0D) <
(k + 1)277 para todo z € Q(I). Luego, si z,z € Q(I) tenemos que d(z,z) < d(x,0D) —
d(z,0D) < (k+1)277 —k277 = 277, Tomando supremo sobre x y z en Q(I) obtenemos que
diamg(Q(I)) < 277, lo que es un absurdo, pues si T = (2, ,,) es el centro de Q(I) entonces
diamg(Q(I)) > d(z,T +277(N,...,N,N)) = M|z’ — 277(N,...,N)| + |[N277| > 2.
Dadoi = 0,1y I € Agiik), si existe z;; € OD(142-i (\Q(I) entonces B(x;r,277) C
Q(I) := 3Q(I). Los cubos Q(I) tienen solapamiento acotado, sea L una cota superior
para este solapamiento. Definiendo ahora Agd,gz = {[ € A;fl,z : @([) N OD yi)2-i 7 @} por

i) tenemos que

20(0D) > 0(0Dy2-i) + 0(0D11)2-7)
1 ~ 1 3
> 7 > 0(0D- N Q) + 7 (0D j11y2-5 NQI))
1eAd) | 1eA\ |
1 . 1 i
> Z Z 0(0Dk2—j N B(xi,b 2_J)) + Z Z O'(aD(k+1)2—j N B(IL‘Z',L 2_J))

() (@
real® real®
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1 A 1 .
- —j(n=1) 4 = —j(n—-1)
> 7 § m2™’ + 7 § 7277 .

(d) (d)
IeAM’0 IEAj,k,l

Ya que cada I € Af,z pertenece a algin Agdlzl (1 =0,1) tenemos que

fy —7(n—
0(D) = FHAGH2I Y.

Como o(dD) < co entonces ﬂ(Agd,z) < 2=V donde C = o(0D)L. O

m

El resultado principal de esta segunda parte de la tesis es el Teorema 8.4.1, en el cual
probaremos la mejora de regularidad en la escala de Besov para soluciones de (—A)*f =
0 en dominios que pertenecen a la familia Rz, 0 < f < 1. Como corolario de este
resultado, también obtendremos la mejora de regularidad sobre dominios Lipschitz que

sean acotados. A continuacién definimos estos dominios.

DEFINICION 8.1.6. Sea D un conjunto abierto contenido en R™ y sea 0D su respectivo
borde. Diremos que D es un dominio Lipschitz, si existen un € > 0, un natural L, un
numero real M > 0, y una sucesion de conjuntos abiertos Uy, Us, ..., U;, ... tal que

i) Six € dD, entonces B(x,€) C U; para algin i € N.
i) No existen puntos en R™ contenidos en mds de L conjuntos de la familia {U;},,.
i11) Para todo i € N, existe un dominio D; que es subgrdfico Lipschitz de la forma
D;={x = (2/,z,) : |2| < Ri, 0<¢; <, < i)}, donde R; >0, ¢; >0 la

constante Lipschitz de ¢; no excede M y tal que

8.2. [Espacios de Besov y wavelets en R"

El éxito del andlisis de Fourier cldsico en R™ asociado a la teoria de ecuaciones diferen-
ciales, se debe en esencia a que las funciones exponenciales complejas son autofunciones
de los operadores elipticos. Las ondiculas o wavelets, que son mejores, en sus propiedades
de localizacién y de caracterizacién de espacios funcionales no hilbertianos, no se han
usado mucho en analisis de ecuaciones en derivadas parciales.

Entre los espacios que las wavelets de Daubechies, suaves y de soporte compacto,
describen de una manera concisa a través del tamano y la sumabilidad de los coeficientes

de una funcién, se encuentran en particular los de Lebesgue y los Besov. Una fuente ya
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clasica para obtener una imagen completa de los espacios funcionales que se caracterizan
por sus coeficientes de wavelets es [26]. En la proxima seccién veremos cémo los espacios
de Besov sirven para medir velocidad de convergencia de aproximacion en espacios de
Lebesgue en métodos no lineales.

Uno de los pocos momentos de interaccion entre las teorias de wavelets y la de ecua-
ciones en derivadas parciales es precisamente el contexto que Dahlke y DeVore exploran
al probar que el caracter armoénico de una funcién de dominio Lipschitz, automaticamente
garantiza un exponente de regularidad mejorado en la escala de Besov.

En esta seccién introducimos brevemente las wavelets de Daubechies, escribimos en
la manera clasica expuesta en [26] la caracterizacién de espacios de Lebesgue y de Besov
y finalmente reescribimos la caracterizacién de espacios de Besov (diagonales p = ¢) de
la forma en que lo hacen Dahlke y DeVore, que se adapta de manera muy natural para
facilitar la prueba del resultado principal en la Seccién 8.4.

Un analisis multiresolucién en L*(R) (MRA por su sigla en inglés) es una sucesiéon

{V; : j € Z} de subespacios de Hilbert de L*(R) tal que

a) V1 C V; para todo j € Z;

b) la clausura en L*(R) de la unién de los V; es L*(R);

¢) (1 V; = {0}, no hay funciones no triviales que pertenezcan a todos los Vj;
d) jfEZG V; siy sélo si f(27x) € Vj, los espacios V; son autosimilares;

e) feVysiysolosi f(x— k) € Vp para todo k € Z;

f) para alguna funcién ¢ € V;, la sucesion {¢(z —k) : k € Z} es una base ortonormal

de V4.

A la funcién ¢ del item f) se la denomina funcién de escala.

La técnica para la construccion de una wavelet asociada a un MRA consiste en en-
contrar una funcién 7 tal que la sucesién {n(- — k) : k € Z} sea una base ortonormal
del espacio Wy que es el complemento ortogonal de V en Vj, considerados todos co-
mo subespacios de Hilbert de L?(R). Las propiedades de autosimilaridad de los V; se
heredan en los espacios de detalles W, (V; & W; = Vj41) de manera que las funciones
ni(z) = 2in(2kx—k), I = 279[0,1)+277k, para j fijo y k € Z forman una base ortonormal

de W;. Asf la sucesion {n; : I € D} es una base ortonormal de L*(R) si D es la familia de
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todos los intervalos diadicos de R. La notable construccién de Daubechies es la que per-
mite obtener una 7 suave con soporte compacto y suficientes momentos nulos. El grado de
suavidad es proporcional al necesario tamano del soporte. Para la construccion que sigue
serd importante destacar las propiedades elementales de una funcién n de Daubechies que
procederemos a enunciar en el caso que usaremos que es de baja regularidad.

En lo que sigue 1 serd una funcién de clase C*(R) con soporte en el intervalo [—N, N],
con media nula ( [, n(z)dz = 0) y tal que la sucesién {n; : I € D} es una base ortonormal
de L*(R). La funcién 7 se obtiene de un MRA con funcién de escala ¢ (ver f)) que también
es de clase C! y con soporte en [—N, N].

Una vez construida la wavelet para L?(R) se puede construir a partir de ella una base
de wavelets para L?(R™). Sea V el conjunto de 2" — 1 vértices no nulos del cubo unitario
[0,1]" en R". Cada v € V' es una secuencia de longitud n no trivial de ceros y unos. Si

definimos n' := 1 y n° = ¢, entonces el conjunto ¥, formado por las 2" — 1 funciones

n

VU(z) = Hn”i(wi), = (T1,...,Tp)

i=1
donde v = (vy,...,v,) € V, es una base de wavelets de L*(R™). Mds precisamente el
conjunto de funciones generado por dilataciones diddicas y traslaciones enteras de las
funciones ¢ € ¥ es una base ortonormal de L*(R™). Es decir, si ahora I denota un cubo
diddico de R™ de la forma I = 279[0,1]" + 21 % con jJEZLY x € Z™, escribiendo, para
eV, Py = 2%1#(2% - ?) resulta que

{r: 1Dy eV}

es una base ortonormal de L?*(R"™) si D es la familia de todos los cubos diddicos de R".
De las propiedades de ¢ y 1 como funciones en R tenemos que cada ¢ € U esta
soportada en [-N,N|"y [p, (x)dz = 0.

El hecho que ¥ sea una base de wavelet de L*(R™) nos dice que si f € L?*(R™) entonces

(8.2.1) F=2) (funr

I€D YeT
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%
Sea Vj el espacio generado por traslaciones enteras ¢(z — k) de p(z) =[], ¢(z;). Si

consideramos Py el proyector ortogonal de L*(R™) en Vj, se tiene que

(8.2.2) f=PRf+ ) D> (frnr

IeDt+ ypev

Observemos que Pof(x) = 3 3. (f, 3 )¢7 (), donde p2(z) = p(z — ?)

Las descomposiciones (8.2.1) y (8.2.2) convergen en la norma L*(R") y, bajo las
actuales hipdtesis también lo hacen puntualmente [28]. La capacidad del soporte y la
acotacion de cada ¢ y de ¢ permiten obtener el analisis (la lista {(f, 1), (f, ¢3)}) para
funciones en LP(R™) y aun para ciertas distribuciones como medidas localmente finitas.
Cuando f € LP(R") y 1 < p < o0, no sélo es posible probar la convergencia en LP(R")
sino que el andlisis caracteriza a las funciones del espacio LP. El siguiente teorema es el

resultado cldsico en este sentido y puede encontrarse en [40].

TEOREMA 8.2.1. Sea 1 < p < oco. Entonces existen constantes ¢ y C tales que las

desigualdades

¢ ||f||Lp(R") < (Z Z [/, 77Z)I>|22jn‘/YQ(I) ([E)) <C ||f||LP(R"7‘)

I1€D Yew Lo(@®™)

valen para toda f € LP(R™). Aqui, como antes, Q(I) denota el N entorno de I € D. Es
, —
decir Q(I) =277[-N,N|" 4+ 277 k .

Para finalizar esta seccion veremos como los espacios de Besov pueden caracterizarse
11
por sus coeficientes de la descomposicién de wavelets. Sea vy, = |I|2”»1);, luego podemos

reescribir la igualdad (8.2.2) de la siguiente manera

(823) f = P[)f_'_ Z Z(f? wl,p/>w17}77

IeD+ yev

donde p’ es el conjugado de Holder de p.

El siguiente resultado caracteriza por medio de wavelets a funciones en el espacio de
Besov BI’)\(R”), 0<A<1lyl<p<oo,ylousaremos en la prueba del teorema final de
esta seccion en el que demostramos la mejora de regularidad en la escala de Besov para

soluciones de (—A)*f = 0.
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TEOREMA 8.2.2. Seal <p <oo, 0 <A <1ysi(f)=mf{||f—gllg, g€V}
el error de la mejor aproximacion de f por elementos de V;. Entonces, las siguientes

condiciones sobre f son equivalentes:
i) [ € B)(R"); 1
1) | Pofllngany + (X0 [2$5()]") " < o0
1
i) (S |(f0@ =T )"+ (Sieps Zoew DL 0n)P) < o0
) 1Pofllpocany + (Srepr Lew 17 (£ 0,)) < o0.

RS

8.3. Regularidad Besov y aproximacion no lineal

Es muy poco probable que alguna vez exista una exposicion mejor que la de Ronald
DeVore en “Nonlinear Approximation” [17] sobre el tema y sobre el profundo papel de
los espacios funcionales de Besov en este contexto. Y, ciertamente, no sera esta tesis el
trabajo en el que aquella exposicién se mejore. No obstante, resumiremos en esta seccion
en forma breve, la idea mas basica que refleja claramente la utilidad del conocimiento
de regularidad Besov para soluciones de (—A)°f = 0 en dominios, cuando se intente
aproximarlas por métodos no lineales.

En la teoria de aproximacién el problema fundamental es estimar una funcién f
(funcién objetivo) por otras (funciones aproximantes) que sean mds simples y sencillas
de computar.

Sea (X, |||l) un espacio de Banach separable en el cual queremos estimar f. Sea
{m,m2, ..M, ...} una base de Schauder de X. Si definimos los subespacios de X, E,, =
span {ny, M2, ..., Nm}, el error &, (f) de aproximar f por elementos de F,, esta dado por

¢ (f) = mf |If =gl

g€eE,

Cuando este infimo es un minimo, un elemento g € E,, tal que &, (f) = ||f —g] se
denomina aproximacion lineal de f en F,,.

Una manera menos clasica de aproximar f € X es la siguiente. Consideremos para m
fijo en N el conjunto F},, de todas las combinaciones lineales de a lo sumo m elementos de
la base {n : k € N}. Es decir F},, = {g = iesan;:J CNyg(J) < m} Notar que F,
es cerrado por multiplicaciéon por escalares, pero es claro que la suma de dos elementos

de F}, no esta en general en F,,. Asi los conjuntos F}, no son subespacios vectoriales
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de X aunque al menos heuristicamente resultan aproximaciones de X. De aqui deriva la
expresién de aproximacién no lineal (en este caso particular). Denotaremos con §,,(f) el
error de aproximacién de f por elementos de F},. Precisamente,

Sm(f) = mf [[f =gl

gEFm,

Cualquier funcién g € F,, tal que ||f — g|| = $n(f) se llama aproximacién no lineal a
feX
Una pregunta que surge en la teoria de aproximacién lineal es: dado un niimero o > 0,

,qué elementos de X cumplen que
(8.3.1) En(f) < Mm@

param = 1,2,...y M una constante fija? El conjunto de elementos f de X que cumplen
(8.3.1) es un subespacio vectorial de X que se lo denomina espacio de aproximacién

A*({E,.}). La correspondiente pregunta no lineal es: ;qué elementos de X satisfacen que
(8.3.2) Fm(f) < Mm™

para m = 1,2... y M fijo? Luego A*({F..}) es el conjunto de elementos que cumplen
(8.3.2).

Poder caracterizar las clases A*({E,,}) y A*({Fin}), es decir saber que propiedades de
f garantizan que pertenezca a estos conjuntos, es de suma importancia ya que de lograrlo
se podria saber con qué eficiencia esperar aproximar f, o qué método de aproximacién
requiere propiedades mas débiles sobre la funcién objetivo para lograr una velocidad de
aproximacién prefijada, la velocidad de aproximaciéon estd dada por el parametro a. En
distintos métodos de aproximacion de funciones la pertenencia a espacios definidos por la
velocidad con la que el método converge esté caracterizada por la regularidad de la funcion
objetivo f en espacios de Lipschitz, de Sobolev, de Besov o espacios de interpolacion entre
los mismos.

En vez de definir clases de aproximacién a través del decaimiento monétono (casi)
de los errores, al crecer el niimero de parametros, un método méas robusto estda dado por
la sumabilidad de ciertas series. Para unificar los dos enfoques, lineal y no lineal, en lo

que sigue X,, denota a E,, ¢ F,, segun sea el caso, supondremos que X,,, C X,,+1 para
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todo m y que la unién de todos los X, es denso en X. En este caso el error (lineal o no
lineal) es X,,,(f) = fI)l(f ||f — gl|. Para ay ¢ positivos definimos la clase de aproximacion
gE m

AZ({Xm}) como el conjunto de todos los elementos f € X tales que

> m X () — < oo,

Cuando X = LP(R") (1 < p < 00) y {nx} es una base de wavelets de Daubechies
que resulta incondicional en X = LP(R™), en [18], R. DeVore, B. Jawerth y V. Popov,
muestran su descubrimiento: las clases de aproximacién .,47% coinciden con el espacio de
Besov B2(R™) cuando 0 < v < 1y £ = %+]l). Por consiguiente si una funcién f pertenece

al espacio de Besov B¢(R") tendremos que la aproximacién no lineal es tan rapida como

para que la serie

m

Z [m%Sm(f)} — < .

m=1
Por esta razon, conseguir aumento en el indice o de Besov, sobre la funciéon que se quiere
aproximar redundard en una mayor velocidad de convergencia.
En la ultima seccién probamos que las soluciones de (—A)*f = 0 comparten con las
funciones armonicas y temperaturas clasicas la propiedad de “mejora de regularidad Be-
" o . . . . .
sov” con la consiguiente interpretacion sobre la velocidad de convergencia al aproximarla

por métodos no lineales.

8.4. Mejora de la regularidad Besov de soluciones de (—A)*f =0 en

dominios no suaves

Como antecedentes de resultados que establecen mejora de regularidad en la escala de
Besov para soluciones de ecuaciones diferenciales elipticas y parabdlicas podemos citar
los trabajos de S. Dalhke y R. DeVore [15] y H. Aimar e I. Gémez [5].

En [15] los autores prueban que si una funcién u esta en el espacio BI’,\(D), l<p<oo
con A > 0, y resuelve Au = 0 sobre en un dominio D Lipschitz de R™ entonces, por ser
arménica, u € B(D), 1 =2+ 1y 0 <a <Al

Para el caso parabdlico, en [5] se demuestra que si una temperatura u sobre un dominio

Q=Dx(0,7T), donde D es un dominio Lipschitz y T' > 0, que inicialmente se encuentra
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en el espacio LP((0,7); B;(D)) entonces, por satisfacer la ecuacién del calor, se tiene que
uwe L7((0,T); BX(D)), + =2 + % y 0 < o < min{l,\-";} donde I es el mayor entero
menor o igual que A + n.

En ambos casos la hipdtesis de la pertenencia de la solucion v a una clase de Besov
inicial By (D) en el caso eliptico y a LP((0,T); By(D)) en el caso parabdlico, estd ga-
rantizada cuando u resuelve el problema de Dirichlet con datos de borde (o inicial) en
adecuadas clases de Besov. Ver [27] para el caso eliptico y [2] para el caso parabdlico.

En esos trabajos una de las herramientas centrales para probar la mejora de regulari-
dad en la escala de Besov son las férmulas de valor medio suave para funciones arménicas
y temperaturas, que permiten estimar puntualmente los gradientes de las soluciones por
la maximal sharp de Calderén y luego acotar la norma LP de los gradientes de éstas
pesados por potencias de la distancia al borde por la norma de Besov de las mismas.
Este resultado permite probar después la mejora de regularidad en la escala de espacios
de Besov. Teniendo en cuenta las estimaciones en norma LP de los gradientes pesados
por potencias de la distancia al borde que probamos en el Capitulo 7 estamos en con-
diciones de demostrar el resultado de mejora de regularidad en la escala de Besov para
funciones que satisfacen (—A)* f = 0 en un dominio D. Es preciso mencionar que, puesto
que en nuestro argumento no usaremos teoremas de extension de funciones de Besov, la

regularidad de la frontera de D puede ser ain menor que la necesaria en los casos locales.

TEOREMA 84.1. Sea 0 < 8 <1y D € Rg. Sean 0 < s < 1,1 < p < 00y

0< A< 11;65' Sea f € B)(R") NM} 2 tal que (—=AN)*f =0 en D, entonces f € B(D)

11
con;—5+°‘y0<a<)\#.

n

Es importante notar que, en contraste con el caso local asociado a las funciones
armoénicas en [15], ahora la regularidad B; es requerida en todo el espacio R" y la mejora
es so6lo en D donde f es solucion.

El siguiente lema, que caracteriza a funciones de B®(R™) en términos de las funciones

Yrp ¥ Y1, serd usado en la demostracion del Teorema 8.4.1.
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LEMA 84.2. Sil<p<oo,0<a<ly % ==+ %, entonces f € B*(R™), si y sélo

St,

(8.4.1) f = PO(f) + Z Z(f’1/}l,p’>¢1,p

IeDt pev
Y
(8.4.2) 1Pof Il - ey + (Z >N ¢1,p'>|T> < 00
IeDt pevw

PRUEBA DEL TEOREMA 8.4.1. Como D € Rz tenemos que existe una métrica d

equivalente a la usual y un 6 > 0 tal que
(8.4.3) #(ALY) < Cotn=A

si k < 027. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que Dy = {z € D : d(z,0D) >
6} # ). Observemos primero que sélo basta probar la mejora de regularidad en DgND, por
simplicidad denotaremos este conjunto como Dj teniendo en cuenta que el complemento
es tomado sélo en D. En efecto si tenemos que f € B (D) entonces existe fy € BS(R")
tal que fg|p; = f. Por otro lado, ya que f € C”(TDg) (pues en m vale la
férmula de valor medio para f), si & € C°(Dy) entonces {f € C°(Dy). Luego, &f €
B2(R™). Consideremos dos conjuntos abiertos y acotados U y V tales que D\ Dy C U
y Dy C V y sean & y & dos funciones infinitamente diferenciables con soporte en U y
V' respectivamente y tales que &(z) + £(z) = 1 para todo z € D. Luego, la funcién
Sofo+&f € BYR") y &ofo+&f[p = f conlo cual f € BY(D).

Para probar que f € B%(Dj) seguiremos las lineas de la demostraciéon de Dahlke y
DeVore de mejora de regularidad Besov para funciones arménicas.

Sean ¢ € W las funciones de la base de wavelets de Daubechies y ¢ la funcion de
escala todas de clase C''(R™). Ya que las funciones ¢ € W tienen soporte compacto, existe
un cubo @Q = [—N, N|" que contiene sus soportes. Luego, los cubos Q(I) = Q*jQ%—Q*j?,
I=27700,1]" + Q*j? contienen a los soportes de vy, para todo I € D. Consideremos I'
el conjunto formado por los cubos Q(I) tales que, I € Dt y Q(I) N Dy # (. Luego, si

definimos
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g:=DPof+ fo, fo=D_ > {f.vn)r,

Iel eV

donde F; es el proyector sobre Vj, tenemos que g = f en Dj. Notemos primero que la

funcion P, f Ds estd en C!(Dj), tiene derivadas acotadas y soporte compacto, pues, en D§
es combinacién lineal y finita de funciones de V. Luego, para completar la demostracion
del teorema necesitamos probar que f; € BY(R"). Asi g € B*(R"), lo que implica que
f € B2(Dy).

Por el Lema 8.4.2, s6lo nos queda mostrar que

(8.4.4) SOST I )l <

IeT e

Para demostrar (8.4.4) separaremos la consideracion de los cubos estrictamente conte-
nidos en D (y que intersecan a D) de los cubos restantes en I'. Para las primeras usaremos
la desigualdad de Poincaré y la propiedad Rg y para la segunda la regularidad de la fron-
tera. Mds precisamente, para j = 0,1,2,...,sil; ={I € I': [I| =277} y T =T} \A;fg,
probaremos que I =3 72 Zlerg D pew [ rp)|"y 1T =377 ZleA;{o > pew [ )|
son finitas.

Desigualdad de Poincaré: Sea 1 < p < 0o, y ¢ un cubo de R"™. Entonces existe una

constante C' que s6lo depende de p tal que la desigualdad

v — C(Q7v)||LP(Q) <cer ||vv||Lp(Q)

vale para alguna constante C'(Q),v), para todo cubo @) de R™ y para toda funcién v para
la cual el lado derecho de la desigualdad es finito.
Luego, ya que f € C*(D), pues en D vale la férmula de valor medio, tenemos que

existe una constante C'(1, f) tal que

1= CU oy < CLRUDIT IV fll oy < CHI= IV fll o) »

para todo Q(I) C D. Como 1, tiene integral nula, entonces

(8.4.5) (s 1) < F = CW 1), el < W = CW Dl oy 110l ey
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1
< C|I|n» ||Vf||Lp(Q(I))

< C|I» 522(; </Q(I) |6(2)' PV f () ypdx)

< v (58" 1(/QU)|5< 2)V £ () |pdx) ,

donde 5(‘3( 1) denota la distancia de Q(I) al borde de D en términos de la métrica d en la
definicién de Rg.
Probemos la finitud de I = >3, ro > ycq [(f, ¥rp)]". De (8.4.5) tenemos que

S Sl <03 Y2 @) ([ (st v )

Ierg pevw Jerg pevw

Aplicando la desigualdad de Hélder discreta, con exponentes 2 y ]ﬁ obtenemos que

YD Wl

Ierg? Pew
(A , 5 »
T —)PT
|2 ) ) (XX e s
Ier) yev Ier) yev

Como los cubos Q(I) tienen solapamiento acotado, usando el Teorema 7.2.2 tenemos que

()" 'V f(2)]" da <C< |6(2)' PV f (=) |d:c)
22 Lo )

< Cllflsy@ny < C

027
Luego, para j fijo, descomponiendo la suma » rero e > i1 D rea® (notemos que como
ik

los cubos Q(I) fueron elegidos de tal forma que intersecan Dj entonces la suma en k es

hasta 0#27) y aplicando la desigualdad (8.4.3), tenemos que

627

(8.4.6) SN e <o [ YN S ()

Ier) yev k=1 IeAf,z Yew

627

<C|X0 3 27 ()

k=1 ;A (@
reAl?)
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p—T

027 p

<o} 2i(n=0)955% (k) 5
k=1

p—T

27 P
< ¢ | 9(e-n-2%) S~ 552
k=1
(A=Dpt
p—T

Por las relaciones entre 7, @ y A tenemos que < —1 (o equivalentemente (1—\)7 >

1 — 7). De hecho

T P a 1
1-Nr>1l—-—- —— | —+ -] <1,
(=2 p p(l—A)Jrl(n p)
y por las hipdtesis en a y A tenemos que

it () < s ) )

n—p3
14+n—p

Como )\ <

resulta que 1 — X\ > ﬁ y entonces p(1—1>\)+1 (p <ﬁ> + 1> < 1. Luego,
627

Z e ZkQ <.

k=1 k=1
Entonces de la cadena de desigualdades (8.4.6) obtenemos que
Z Z |<f7 wl,p’>|7— S C <2j((n—ﬂ)—%)>7 C’2J(( =7) )\7')
IeTy Yev

Sumando ahora sobre 7 = 0,1, ...

i SO ) < ciyw—ﬂy—ﬂm.

7=0 IeF? Yew 7=0

Esta serie es sumable si

(n—=B8)p—r1) <o,

o equivalentemente si

p(n — )

(8.4.7) > m.
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Pero (8.4.7) es consecuencia de las hip6tesis sobre o y 7,

a1 ! An 1 _1_ p(n —B)
T‘(Eﬂ?) >(n(n—6)+5) A tn—f

Para terminar la demostracién probaremos que 11 = >3 Ao > wew [y )| es

finita. Usando la desigualdad de Holder discreta y (8.4.3) tenemos que

Z ZKf,%,p')r: Z ZH(fawl,p/HT

d U d v
IeAgﬁg Ye IeAg,g pe

p=7 T

P P

E E E § p
< 1 | <f7 wI,P/> ’
d U d v
IeAE.’g Ye IeAgig Ye

< 2i(n=B)(5F) Z Z |(f, r )P

d 4
reald e

SR

— 0In=B) (5 )g—iAT Z ZQWW )P

(d) Yew
reA(y v

— (i ((n=B)(*57)=A7) Z ZQAijf? )P

TeAlq vey
Sumando sobre j y usando nuevamente la desigualdad de Holder discreta obtenemos que

r
p=T p

S Y () <0 (z zﬂ"-ﬁ-?v) S S ) P
=0

I=0 1enly) ve I=0 1enl ¥

Por el Teorema 8.2.2, el segundo término de la derecha es finito. El primer término es
finito si el exponente de 2/ es negativo, o equivalentemente si
p(n —p)
pA+n—pf’
que es la misma condicién que pedimos en (8.4.7). O
COROLARIO 8.4.3. Sea D un dominio acotado de R™ con frontera Lipschitz. Sean

0<s<l,l<p<ooyO<A<2t Seafe B)R")NMp? tal que (~A)f =0 en

o 1 _ 1 a n
D, entonces f € BY(D) con £ =+ 5 y0 <a <At






Conclusiones generales

v’ Las difusiones clésicas pueden verse como limite de CTRW con reescalamientos

parabdlicos.
v' Los CTRW tienen solucién si se interpreta adecuadamente el dato inicial.

v No sélo los operadores asociados a CTRW convergen a la ecuacion del calor sino
también las soluciones de los correspondientes problemas convergen en las normas

adecuadas.

v’ Las soluciones de ciertos operadores elipticos degenerados satisfacen férmulas de
valor medio clasicas en subconjuntos de dimensiéon menor con respecto a bolas

euclideas.

v’ Las soluciones de potencias fraccionarias de —A satisfacen férmulas de valor me-

dio explicitas en términos de funciones conocidas.

v Los gradientes de soluciones de potencias fraccionarias de —/A se pueden acotar

por maximales de Calderén como en el caso de las funciones armonicas.

v’ Las funciones en una clase de Besov de R™ que son soluciones en un dominio D
con poca regularidad de potencias fraccionarias de —/\, son necesariamente mas

suaves en la escala de los espacios de Besov de D.
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