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2.2. Promedios de Cesàro en espacios producto 35
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3.1. Integrales singulares en el sentido Cesàro en Rn 45
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Caṕıtulo 4. Aplicaciones a la Teoŕıa Ergódica 61
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Resumen

En esta tesis estudiaremos la convergencia en el sentido de Cesàro de ciertos operadores

cuando los mismos están definidos en espacios producto. Concretamente, en el contexto de

estos espacios, estudiamos la convergencia de los promedios de tipo Cesàro y la existencia de

integrales singulares en el sentido de Cesàro. El contexto en el que trabajamos es el siguiente.

Dado L ∈ N, consideramos a Rn compuesto por L bloques de la siguiente manera

Rn = Rn1 × · · · × RnL .

Si Di := {j ∈ N : n1 + · · ·+ ni−1 + 1 ≤ j ≤ n2 + · · ·+ ni}, con

xi := (xj : j ∈ Di) ∈ Rni , i = 1, · · · , L,

representamos las coordenadas del bloque ni. Luego, si Qi = Q(xi, εi), con i = 1, · · · , L, defini-

mos los promedios como

P n̄ε̄ f(x) =
1∏L

i=1 |Qi|

∫
Q1

· · ·
∫
QL

f(y1, · · · , yL) dyL · · · dy1,

donde n̄ = (n1, · · · , nL) y ε̄ = (ε1, · · · , εL).

Dados ᾱ = (α1, · · · , αL) con 0 < αi ≤ 1, ε̄ = (ε1, · · · , εL), con εi > 0 para todo i = 1, · · · , L
y x ∈ Rn, definimos la función

Φᾱ
ε̄ (x) = ϕα1

ε1 (x1) · · ·ϕαLεL (xL)

donde

ϕαiεi (xi) =
1

εnii
ϕαi

(
xi

εi

)
y ϕαi : Rni → R es la función

(0.0.1) ϕα(x) = c(α, n)(1− |x|∞)α−1χQ(0,1)(x),

con |x|∞ = máx
1≤i≤n

|xi| y donde c(α, n) es la constante, dependiente de α y n, tal que
∫
ϕα(x) dx =

1.

Llamamos promedios de Cesàro en espacio producto o simplemente promedios de Cesàro gene-

ralizados a los promedios

(0.0.2) P ᾱε̄ f(x) = f ∗ Φᾱ
ε̄ (x).
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Asociado a los promedios de Cesàro P ᾱε̄ tenemos el operador maximal

(0.0.3) Mᾱf(x) = sup
ε̄>0
P ᾱε̄ |f |(x),

donde ε̄ > 0 significa εi > 0 para todo i = 1, · · · , L. En el caso usual en que Rn se considera

como un sólo bloque, es decir, L = 1, la convergencia de los promedios de Cesàro fue estudiada

por W. Jourkat y J. Troutman en [28]. El resultado de convergencia obtenido para los promedios

P ᾱε̄ f es el siguiente.

Teorema 0.0.1. Dado ᾱ = (α1, · · · , αL), sea α∗ = mı́n
1≤i≤L

αi y supongamos que existen

exactamente k números αi, con 1 ≤ k ≤ L, tales que α∗ = αi. Luego,

ĺım
ε̄→0
P ᾱε̄ f(x) = f(x),

para casi todo x ∈ Rn, para toda f ∈ Lp(Rn) con p > 1/α∗ y para toda f en el espacio de

Orlicz-Lorentz Λ(1/α∗, ϕk−1) donde ϕk(t) = t(1 + log+ t)k.

El espacio Λ(p, ϕ) se define de la siguiente manera:

Λ(p, ϕ) := {f : Ψp,ϕ(cf) <∞ para algún c > 0},

donde

Ψp,ϕ(f) =

∫ ∞
0

ϕ(f∗(t))t
1
p
−1
dt.

Posteriormente estudiamos los promedios P ᾱε̄ f cuando restringimos los valores de εi, i =

1, · · · , L a sucesiones lacunares. El restringirnos a estas sucesiones nos permitió, por un lado,

obtener resultados de convergencia para una clase más amplia de funciones y por otro, probar

resultados sobre la velocidad de convergencia de estos promedios. Como antecedentes en el caso

L = 1 tenemos [27], [2], [6].

En otra etapa del trabajo investigamos las integrales singulares en el sentido Cesàro en

espacios producto. Las integrales singulares en el sentido Cesàro fueron estudiados en [3]. En

dicho trabajo, dado un núcleo de Calderón-Zygmund K, se estudia la existencia del siguiente

ĺımite

(0.0.4) ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε

f(y)K(x, y)

(
1− ε

|x− y|

)β
dy,

donde −1 < β ≤ 0.

Nuestro propósito en esta parte es estudiar los espacios de funciones para los cuales existe

la integral singular en el sentido Cesàro en el contexto de espacios producto. Consideremos los

núcleos de Calderón Zygmund Ki definidos sobre Rni × Rni \ ∆, donde ∆ es la diagonal de

Rni × Rni . Sea

Ki,δ,β(x, y) = Ki(x, y)

(
1− δ

|x− y|

)β
, δ > 0 y − 1 < β ≤ 0.



v

Dados ε̄ = (ε1, · · · , εL) ∈ RL+ y β̄ = (β1, · · · , βL) con −1 < βi ≤ 0, i = 1, · · · , L definimos los

núcleos

Kε̄,β̄(x, y) =

L∏
i=1

Ki,εi,βi(x
i, yi).

Con estos núcleos definimos las truncaciones

Tε̄,β̄f(x) =

∫
|x1−y1|>ε1

· · ·
∫
|xL−yL|>εL

f(y)Kε̄,β̄(x, y) dyL · · · dy1

y el operador maximal asociado

T ∗β̄ f(x) = sup
ε̄∈RL+

|Tε̄,β̄f(x)|.

Como en el caso clásico, para estudiar la existencia del ĺımite ĺım
ε̄→0
Tε̄,β̄f(x) estudiamos el opera-

dor maximal T ∗
β̄

estimándolo puntualmente por una suma de composición de operadores.

A continuación se aplican algunos de los resultados obtenidos en la primera parte del trabajo

al contexto de Teoŕıa Ergódica multiparamétrica. Nos planteamos, para T1, · · · , Tk operadores

lineales y positivos, los promedios de tipo Cesàro ergódicos múltiples definidos como

Rn̄,ᾱf(x) = Rn1,α1 ◦ · · ·Rnk,αkf(x) =
1∏k

j=1A
αj
nj

n1∑
i1=0

· · ·
nk∑
ik=0

k∏
j=1

A
αj−1
nj−ijT

ik
k · · ·T

i1
1 f(x)

donde Aαn = (α+1)···(α+n)
n! , n 6= 0 y Aα0 = 1.

En el caso uniparamétrico estos promedios fueron estudiados en [26], [12], [9], [34] y [7]

entre otros.

También abordamos el estudio de la Transformada de Hilbert ergódica multiparamétrica. En

este sentido generalizamos al caso biparamétrico un resultado de R. Sato [37] y posteriormen-

te abordamos el estudio de la existencia de la Transformada de Hilbert ergódica biparamétrica

en el sentido de Cesàro (ver [7] para resultados de este operador en el contexto uniparamétrico).

La última parte de este trabajo está dedicado a estudiar las acotaciones con pesos del ope-

rador maximal Mᾱ. El operador maximal Mα definido en Rn (considerando Rn como un sólo

bloque) en el contexto de los espacios Lp con pesos fue estudiado en [5]. En dicho trabajo se

caracterizan los pesos w para los cuales el operador Mα resulta ser de tipo fuerte y de tipo débil

(p, p) con respecto a la medida w(x)dx.

El trabajo de generalizar los resultados de [5] al caso de espacios producto comienza ca-

racterizando los pesos para los cuales la versión no centrada Nᾱ del operador Mᾱ satisface

desigualdades de tipo débil y fuerte con respecto a dicho peso.
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Obtener los resultados del teorema anterior para el operador centrado Mᾱ no es trivial.

Mediante la introducción de ciertos operadores maximales no centrados definidos sobre partes

de cada uno de los cubos donde se integra en la definición deMᾱ, es posible probar que la clase

de pesos en uno y otro caso es la misma.

Distribución del material

El contenido de esta tesis se encuentra distribuido de la siguiente manera.

En el Caṕıtulo 1 definimos los espacios en los cuales trabajaremos a lo largo de toda la

tesis. A continuación se presentan resultados donde se ilustra el comportamiento de la compo-

sición de operadores cuando se conoce alguna acotación de los mismos.

Aplicando los resultados obtenidos en el caṕıtulo anterior estudiamos, en el Caṕıtulo 2, la

convergencia de los Promedios de Cesàro en espacios producto como aśı también la velocidad

de convergencia de estos promedios. También analizamos cómo mejoran los resultados de con-

vergencia, ampliando los espacios de funciones donde se obtiene dicha convergencia cuando nos

restringimos a tomar promedios sobre sucesiones lacunares.

El objetivo del Caṕıtulo 3 es estudiar la existencia de la integral singular en el sentido

Cesàro en el contexto de espacios producto.

El Caṕıtulo 4 está dedicado a mostrar aplicaciones de los resultados obtenidos al contexto

de Teoŕıa Ergódica. Se comienza analizando los promedios de Cesàro ergódicos multiparamétri-

cos. Luego, se estudia La Transformada de Hilbert doble y a continuación, se plantea el estudio

de la Transformada de Hilbert ergódica doble Cesàro.

Finalmente, en el Caṕıtulo 5 se caracterizan los pesos w para los cuales el operador maximal

de Cesàro definido en el contexto de espacios producto resulta ser de tipo fuerte y de tipo débil

(p, p) con respecto a la medida w(x)dx.
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Una función f : Rn → R se dice continua en promedio o, equivalentemente, que es Cesàro-1

continua en x ∈ Rn si los promedios

P 1
ε f(x) =

1

|Q(x, ε)|

∫
Q(x,ε)

f(y)dy

convergen a f(x) cuando ε tiende a cero, donde Q(x, ε) = [x − ε, x + ε]n y |E| es la medida de

Lebesgue del conjunto E. Usando la notación

ψε(x) =
1

εn
ψ
(x
ε

)
,

podemos escribir a los promedios P 1
ε f(x) como

P 1
ε f(x) = f ∗ ϕ1

ε (x),

donde ϕ1(x) = 2−nχQ(0,1)(x) y χE es la función caracteŕıstica del conjunto E.

De manera similar a la definición de continuidad Cesàro-1, se define la continuidad Cesàro-α

para cualquier α > 0. Se dice que una función f es Cesàro-α continua en x si los promedios

(0.0.5) Pαε f(x) = f ∗ ϕαε (x)

convergen a f(x) cuando ε tiende a cero, donde

(0.0.6) ϕα(x) = c(α, n)(1− |x|∞)α−1χQ(0,1)(x),

con |x|∞ = máx
1≤i≤n

|xi| y donde c(α, n) es la constante, dependiente de α y n, tal que
∫
ϕα(x) dx =

1.

Notemos que los promedios Pαε son casos especiales de aproximaciones de la identidad con

núcleo ϕα ∈ L1(Rn).

Otra forma de escribir los promedios Pαε es la siguiente

(0.0.7) Pαε f(x) =
c(α, n)

εn+α−1

∫
Q(x,ε)

f(y)d(y, ∂Q(x, ε))α−1 dy,

donde d(y, ∂Q(x, ε)) = mı́n
1≤i≤n

{xi + ε− yi, yi − (xi − ε)} es la distancia en la norma infinito de y

al borde de Q(x, ε).
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El Teorema de Diferenciación de Lebesgue nos dice que si f es una función localmente

integrable entonces es Cesàro-1 continua en casi todo x ∈ Rn y como es bien conocido, este

resultado se obtiene a partir del estudio de la maximal de Hardy-Littlewood M .

El operador maximal asociado a los promedios Pαε f se define como

Mαf(x) = sup
ε>0

Pαε |f |(x)

≈ sup
ε>0

1

εn+α−1

∫
Q(x,ε)

|f(y)|d(y, ∂Q(x, ε))α−1 dy.(0.0.8)

Si α > 1, el operador Mα es puntualmente equivalente al operador maximal de Hardy Little-

wood y los resultados de convergencia de los promedios Pαε f en este caso se siguen del caso α = 1.

Si 0 < α < 1 la situación es diferente, dado que el núcleo en los promedios tiende a infinito

cuando y se acerca al borde del cubo Q(x, ε).

Como consecuencia de un resultado de W. Jourkat y J. Troutman [28] se obtiene que el

operador Mα, 0 < α < 1, es de tipo débil restringido (1/α, 1/α) y, consecuentemente, Mα es

de tipo fuerte (p, p) para p > 1/α. También se sabe que el operador Mα no es de tipo débil

(1/α, 1/α) en el caso 0 < α < 1. Con estos resultados es posible obtener la convergencia puntual

de los promedios de Cesàro Pαε f para funciones de Lp(Rn) para p > 1/α y para funciones en el

espacio de Lorentz L(1/α, 1). En el Caṕıtulo 2 damos los detalles de estos resultados.

Aśı como definimos los promedios Pαε f utilizando cubos, es posible definir promedios simila-

res utilizando rectángulos n dimensionales de lados paralelos a los ejes coordenados y, en general,

podemos definir los promedios en espacios producto. Para definir estos promedios comenzamos

con algo de notación. Sea L ∈ N, consideramos a Rn compuesto por L bloques de la siguiente

manera

Rn = Rn1 × · · · × RnL .

Si Di := {j ∈ N : n1 + · · ·+ ni−1 + 1 ≤ j ≤ n2 + · · ·+ ni}, con

xi := (xj : j ∈ Di) ∈ Rni , i = 1, · · · , L,

representamos las coordenadas del bloque ni. Dados ᾱ = (α1, · · · , αL) con 0 < αi ≤ 1, i =

1, · · · , L y ε̄ = (ε1, · · · , εL), con εi > 0 para todo i, 1 ≤ i ≤ L, definimos la función

Φᾱ
ε̄ (x) = ϕα1

ε1 (x1) · · ·ϕαLεL (xL)

donde

ϕαiεi (xi) =
1

εnii
ϕαi

(
xi

εi

)
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y ϕαi : Rni → R es la función definida en (0.0.6). Notemos que Φᾱ
ε̄ ∈ L1(Rn) y que∫

Rn
Φᾱ
ε̄ (x) dx = 1.

Llamaremos promedios de Cesàro en espacios producto o simplemente promedios de Cesàro

generalizados a los promedios

(0.0.9) P ᾱε̄ f(x) = f ∗ Φᾱ
ε̄ (x).

Si escribimos Qi = Q(xi, εi), los promedios P ᾱε̄ se pueden escribir como

P ᾱε̄ f(x) =
C(n̄, ᾱ)∏L
i=1 ε

ni+αi−1
i

∫
Q1

· · ·
∫
QL

f(y)
L∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
αi−1 dyL · · · dy1.

Asociado a los promedios de Cesàro P ᾱε̄ tenemos el operador maximal

(0.0.10) Mᾱf(x) = sup
ε̄>0
P ᾱε̄ |f |(x),

donde, como antes, ε̄ > 0 significa εi > 0 para todo i = 1, · · · , L. Resulta claro que el operador

Mᾱ verifica la siguiente desigualdad

Mᾱf(x) ≤M1
α1
◦ · · · ◦ML

αL
f(x),(0.0.11)

donde los operadores M i
αi son los operadores maximales Mαi actuando sólo en las variables xi.

Con el propósito de obtener acotaciones para el operador Mᾱ, teniendo en cuenta la de-

sigualdad (0.0.11), en el Caṕıtulo 1 nos planteamos la acotación de operadores T que resultan de

la composición de L operadores Ti, cuando conocemos determinadas acotaciones de los operado-

res Ti. En este caso, obtener desigualdades de tipo fuerte para operadores de tipo composición

a partir de desigualdades de tipo fuerte de cada uno de los operadores que lo componen, resulta

sencillo. Sin embargo, resulta más delicado el obtener para el operador T desigualdades en el

extremo donde deja de ser de tipo fuerte. Como antecedentes podemos citar los trabajos de

C.J. Neugebauer [36] y de B. Bongioanni y E. Harboure [8], donde tratan los casos en que en el

extremo todos los operadores verifican el mismo tipo de desigualdad, de tipo débil en el primer

caso y de tipo débil restringido en el segundo caso. El resultado que probamos en el Caṕıtulo 1

es el siguiente.

Teorema 0.0.2. Sean 1 ≤ p1 ≤ · · · ≤ pL−1 ≤ pL y supongamos que existe k con 0 ≤ k ≤
L − 1 tal que 1 ≤ p1 ≤ · · · ≤ pL−k−1 < pL−k = · · · = pL. Sean Ti, i = 1, · · · , L, operadores

sublineales de tipo fuerte (∞,∞) y donde cada Ti es de tipo débil restringido (pi, pi). Luego,

T = T1 ◦ · · · ◦ TL satisface la siguiente desigualdad

ν({x ∈ X : |Tf(x)| > t}) ≤ C
(
ϕk(1/t)

∫ ∞
0

s
1
pL
−1
ϕk(f

∗(s)) ds

)pL
,

para todo t > 0, donde ϕk(t) = t(1 + log+ t)k y f∗ es la reordenada decreciente de f .
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Aplicando este resultado a la composición M1
α1
◦ · · · ◦ML

αL
en el Caṕıtulo 2 probamos el

siguiente resultado.

Teorema 0.0.3. Dado ᾱ = (α1, · · · , αL), sea α∗ = mı́n
1≤i≤L

αi y supongamos que existen

exactamente k números αi, con 1 ≤ k ≤ L, tales que α∗ = αi. Luego,

ĺım
ε̄→0
P ᾱε̄ f(x) = f(x),

para casi todo x ∈ Rn, para toda f ∈ Lp(Rn) con p > 1/α∗ y para toda f en el espacio de

Orlicz-Lorentz Λ(1/α∗, ϕk), donde ϕk(t) = t(1 + log+ t)k .

El espacio Λ(p, ϕ) está definido por

Λ(p, ϕ) := {f : Ψp,ϕ(cf) <∞ para algún c > 0},

donde

Ψp,ϕ(f) =

∫ ∞
0

ϕ(f∗(t))t
1
p
−1
dt

y con las funciones ϕ que trabajaremos, resulta ser un espacio de Banach con la norma de

Luxemburg definida por

||f ||p,ϕ = ı́nf{c > 0 : Ψp,ϕ(f/c) ≤ 1}.

El estudio de algunas propiedades de estos espacios se encuentra también en el Caṕıtulo 1.

En el Caṕıtulo 2 de este trabajo también estudiamos los promedios P ᾱε̄ f cuando restringimos

los valores de εi, i = 1, · · · , L a sucesiones lacunares. El restringirnos a estas sucesiones tiene

dos propósitos: por un lado, obtener resultados de convergencia para una clase más amplia de

funciones y, por otro, medir de alguna forma la velocidad de dicha convergencia. Al igual que

antes comenzamos considerando el caso n dimensional, es decir, cuando L = 1.

Dado un número real ρ > 1, diremos que una sucesión de números reales positivos {εk}k∈Z
es una sucesión ρ-lacunar si ρ ≤ εk+1

εk
< ρ2 para todo k ∈ Z.

Dada una sucesión ρ-lacunar {εk} definimos los promedios de Cesàro lacunares como

Pαεkf(x) = f ∗ ϕαεk(x),

y el operador maximal de Cesàro lacunar como

Mα,ρf(x) = sup
k∈Z
|Pαεkf(x)|,

donde ϕα es la función definida en (0.0.6).

Claramente el operador maximal Mα,ρ está acotado por el operador maximal Mα, por lo

tanto, Mα,ρ es de tipo fuerte (p, p) para p > 1/α y es de tipo débil restringido (1/α, 1/α). Pero
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el operador Mα,ρ es ”bastante”más chico que el operador Mα, dado que probamos el siguiente

resultado.

Teorema 0.0.4. El operador maximal Mα,ρ es de tipo débil (1, 1) y de tipo fuerte (p, p),

para todo p con 1 < p ≤ ∞.

Este resultado, junto con resultados estándar de densidad nos permiten obtener la conver-

gencia puntual de los promedios Pαεkf para toda función f ∈ Lp(Rn) con p ≥ 1.

Definiremos ahora los promedios de Cesàro generalizados sobre sucesiones lacunares. Sean

{εij}j∈Z, i = 1, · · · , L, L sucesiones ρ-lacunares de números reales. Definimos una sucesión ρ-

lacunar en RL como {ε̄j}j∈Z, donde ε̄j = (ε1j , · · · , εLj ).

Dados ᾱ = (α1, · · · , αL) con 0 < αi ≤ 1, {ε̄j} = {(ε1j , · · · , εLj )} una sucesión ρ-lacunar en

RL y x ∈ Rn definimos los promedios de Cesàro generalizados sobre sucesiones lacunares como

P ᾱε̄jf(x) = f ∗ Φᾱ
ε̄j (x)(0.0.12)

y el operador maximal sobre sucesiones lacunares como

Mᾱ,ρf(x) = sup
j∈Z
|P ᾱε̄jf(x)|(0.0.13)

donde

Φᾱ
ε̄j (x) = ϕα1

ε1j
(x1) · · ·ϕαL

εLj
(xL)

con

ϕαi
εij

(xi) =
1

(εij)
ni ϕ

αi

(
xi

εij

)
y ϕαi : Rni → R es la función definida en (0.0.6).

Como en el caso no lacunar, la siguiente desigualdad puntual

Mᾱ,ρf(x) ≤M1
α1,ρo · · · oM

L
αL,ρ

f(x),

donde los operadores M i
αi,ρ son todos de tipo débil (1, 1) y de tipo fuerte (p, p) para todo p,

1 < p ≤ ∞ y los resultados sobre composición de operadores nos permiten probar el siguiente

resultado.

Teorema 0.0.5. Sean ᾱ = (α1, · · · , αL) con 0 < αi ≤ 1 y {ε̄j} una sucesión ρ-lacunar de

RL. Luego,

P ᾱε̄jf(x)→ f(x)

cuando j →∞ para casi todo x ∈ Rn y para toda f ∈ Lp(Rn), con 1 < p <∞ y para toda f en

el espacio de Orlicz Λ(1, ϕL−1).
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Una vez probada la convergencia puntual de una sucesión {Ukf(x)}, es de interés preguntarse

por la rapidez o velocidad de convergencia. Una forma de medir la velocidad de convergencia

es estudiar la convergencia de la serie de diferencias

∞∑
k=−∞

vk[Ukf(x)− Uk−1f(x)]

donde {vk} es una sucesión acotada de números reales o complejos.

Aśı por ejemplo en [27] Jones y Rosenblatt estudian la serie de arriba para los promedios

Ukf(x) = 2k
∫ 1/2k

0 f(x + t) dt, en [2] prueban resultados similares con promedios asociados a

sucesiones lacunares generales y en espacios con pesos y en [6] se realiza el correspondiente

estudio cuando los Ukf son los promedios de Cesàro unidimensionales.

Nuestro objetivo en esta parte es estudiar la convergencia de la serie de arriba cuando los

Uk están dados por los operadores de Cesàro lacunares n dimensionales y, en general, cuando

tenemos promedios de Cesàro lacunares en espacios producto.

Para cada N ∈ Z2, N = (N1, N2) con N1 < N2 definimos la suma

T ᾱN f(x) =

N2∑
N1

vk[P ᾱε̄kf(x)− P ᾱε̄k−1
f(x)].

Nuestro propósito es probar resultados de convergencia de T ᾱN f(x) en casi todo punto cuan-

do N = (N1, N2) tiende a (−∞,+∞). Para ello, como es usual, estudiamos la acotación del

operador maximal asociado

T ∗f(x) = sup
N
|T ᾱN f(x)|

.

Utilizando un resultado de J. Duandikoetxea y J. L. Rubio de Francia [16] probamos que

el operador T ∗ es de tipo fuerte (p, p) para p > 1. En una primera etapa lo hicimos para el caso

de Rn considerado como un sólo bloque y posteriormente cuando consideramos a Rn compuesto

por dos bloques (Rn = Rn1 × Rn2). En el caso p = 1 ya no es posible aplicar los resultados

de [16]. En este caso sólo pudimos resolver en este trabajo el caso de los promedios de Cesàro

actuando sobre Rn como un bloque completo, obteniendo en este caso que el operador T ∗ (el

operador T ∗ cuando L = 1) es de tipo débil (1, 1). Como consecuencia de estos resultados de

acotación que están probado en el Caṕıtulo 2, logramos probar los siguientes resultados.

(i) T ᾱN f converge en casi todo punto para toda f ∈ Lp(Rn) con 1 < p < ∞ cuando

N = (N1, N2) tiende a (−∞,+∞).
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(ii) TαNf (el operador T ᾱN f cuando L = 1) converge en casi todo punto para toda f ∈ Lp(Rn)

con 1 ≤ p <∞ cuando N = (N1, N2) tiende a (−∞,+∞).

En otra etapa del trabajo investigamos las integrales singulares en el sentido Cesàro en

espacios producto. El Caṕıtulo 3 está dedicado a este tema. Las integrales singulares en el sentido

Cesàro fueron estudiados en [3]. En dicho trabajo, dado un núcleo de Calderón-Zygmund K, se

estudia la existencia del siguiente ĺımite

(0.0.14) ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε

f(y)K(x, y)

(
1− ε

|x− y|

)β
dy

donde −1 < β ≤ 0. Para estudiar la existencia de este ĺımite, los autores de [3] estudian la

acotación del operador maximal asociado T ∗βf = sup
ε>0
|Tε,βf |, donde

Tε,βf(x) =

∫
|x−y|>ε

f(y)K(x, y)

(
1− ε

|x− y|

)β
dy

y obtienen la siguiente desigualdad puntual

(0.0.15) T ∗βf(x) ≤ C[T ∗f(x) + M̃βf(x)],

donde T ∗ = T ∗0 , es decir, es el operador maximal asociado a las truncaciones correspondiente al

caso β = 0 y

M̃βf(x) = sup
ε>0

1

εn+β

∫
ε<|x−y|≤2ε

|f(y)|(|x− y| − ε)β dy

= sup
ε>0

1

εn+β

∫
B(x,2ε)\B(x,ε)

|f(y)|(d(y, ∂B(x, ε))β dy,

donde B(x, ε) es la bola n dimensional con centro en x y radio ε. Notemos que, a diferencia de los

operadores estudiados al principio, en el operador M̃β definido arriba integramos sobre coronas

y el núcleo es una potencia β ≤ 0 de la distancia al borde interior de la corona B(x, 2ε)\B(x, ε),

donde B(x, r) = {y : |x− y| ≤ r}.

Con las mismas técnicas utilizadas para probar los resultados de acotación para el operador

maximal Mα, 0 < α ≤ 1, definido en (0.0.8), es posible probar que el operador M̃β, −1 < β ≤ 0,

es de tipo débil restringido (1/(1 + β), 1/(1 + β)), no es de tipo débil (p, p) para ningún p ≤
1/(1 + β) y es de tipo fuerte (p, p) para todo p > 1/(1 + β). Luego, como T ∗ es de tipo fuerte

(p, p) para todo p > 1 y es de tipo débil (1, 1), de (0.0.15) se tiene que el operador T ∗β verifica

el mismo tipo de desigualdades que el operador M̃β. Como consecuencia de estos resultados se

obtiene en [3] el siguiente resultado.

Teorema 0.0.6. Sea −1 < β ≤ 0 y K un núcleo de Calderón-Zygmund. Si K satisface que

ĺım
ε→0+

∫
ε<|x−y|<1

K(x, y)

(
1− ε

|x− y|

)β
dy,



xiv Introducción

existe para casi todo x, luego el ĺımite en (0.0.14) existe en casi todo punto para cualquier

función f ∈ Lp(Rn), con p > 1/(1 + β) y para cualquier f ∈ L(1/(1 + β), 1).

Nuestro propósito en esta parte es estudiar los espacios de funciones para los cuales existe

la integral singular en el sentido Cesàro en el contexto de espacios producto. Comenzaremos

definiendo los operadores con los que trabajamos. Consideremos nuevamente Rn = Rn1 × · · · ×
RnL y x = (x1, · · · , xL), con xi ∈ Rni . También consideremos los núcleos de Calderón Zygmund

Ki definidos sobre Rni × Rni \∆, donde ∆ es la diagonal de Rni × Rni y definamos el núcleo

producto

K(x, y) =

L∏
i=1

Ki(x
i, yi)

y para ε̄ = (ε1, · · · , εL) ∈ RL+ definimos las truncaciones y el operador maximal asociados al

núcleo K como

Tε̄f(x) =

∫
|x1−y1|>ε1

· · ·
∫
|xL−yL|>εL

K(x, y)f(y) dy

y

T ∗f = sup
ε̄∈RL+

|Tε̄f |.

Las integrales singulares asociadas a estos núcleos producto generalizan a la Transformada de

Hilbert múltiple (ver [19]) y son casos particulares de las integrales singulares estudiadas en

[20]. Aśı, el operador T ∗ resulta ser de tipo fuerte (p, p) para 1 < p <∞.

Procediendo como en [3] definimos las integrales singulares en espacios producto en el sen-

tido Cesàro.

Dados ε̄ = (ε1, · · · , εL) ∈ RL+ y β̄ = (β1, · · · , βL) con −1 < βi ≤ 0, i = 1, · · · , L, sea

Kε̄,β̄(x, y) =
L∏
i=1

Ki,εi,βi(x
i, yi),

donde

Ki,εi,βi(x
i, yi) = Ki(x

i, yi)

(
1− εi
|xi − yi|

)βi
y Ki es un núcleo de Calderón-Zygmund definido en Rni×Rni \∆i. Con estos núcleos definimos

las truncaciones

Tε̄,β̄f(x) =

∫
|x1−y1|>ε1

· · ·
∫
|xL−yL|>εL

f(y)Kε̄,β̄(x, y) dy1 · · · dyL

y el operador maximal asociado

T ∗β̄ f(x) = sup
ε̄∈RL+

|Tε̄,β̄f(x)|.
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Como en el caso clásico, para estudiar la existencia del ĺımite

ĺım
ε̄→0
Tε̄,β̄f(x)

estudiamos el operador maximal T ∗
β̄

. La acotación puntual que obtuvimos, por ejemplo para el

caso más sencillo de dos bloques, es la siguiente

T ∗β̄ ≤ C
[
M̃β̄ + M̃1

β1
◦ T 2,∗ + M̃2

β2
◦ T 1,∗ + T ∗

]
,

donde

M̃ i
βf(x) = sup

ε>0

∫
B(xi,2ε)\B(xi,ε)

|f(x1, · · · , yi, · · · , xL)|
(

1− ε

|xi − yi|

)β
dyi,

T iε,βf(x) =

∫
|xi−yi|>ε

f(x1, · · · , yi, · · · , xL)Ki,ε,β(xi, yi) dyi

y

T i,∗β f(x) = sup
ε>0
|T iε,βf(x)|.

Cuando β = 0 denotamos a T i,∗β simplemente con T i,∗.

Cuando en la primera parte de esta introducción se trató el comportamiento de la com-

posición de operadores, los operadores involucrados en la composición eran todos operadores

maximales de tipo Cesàro y por tanto verifican desigualdades de tipo débil restringido en un

extremo y en el otro (p = ∞) son de tipo fuerte (∞,∞). Esta situación es diferente al tratar

con el operador T ∗
β̄

, puesto que en la suma de operadores que lo acotan puntualmente tenemos

sumandos que resultan ser la composición de operadores donde uno de ellos (el correspondiente

al operador maximal asociado a las truncaciones de integrales singulares) es de tipo fuerte (p, p)

para p > 1, pero no de tipo fuerte (∞,∞). Este hecho nos condujo a estudiar el comportamiento

de este tipo de composición. En el Caṕıtulo 1 demostramos el siguiente teorema que nos permite

obtener la acotación del operador T ∗
β̄

.

Teorema 0.0.7. Dados j ∈ N y p > 1, sea S un operador que verifica la siguiente desigual-

dad: existe C > 0 tal que

(0.0.16) ν({x : |Sf(x)| > t}) ≤
(
C

t

∫ ∞
t

ν({x : |f(x)| > s/C})1/p[log(s/t)]j−1 ds

)p
,

para todo t > 0. Sea T un operador sublineal tal que T es de tipo débil restringido (q, q), para

algún q > p(j + 1) y para q = p. Luego S ◦ T verifica la siguiente desigualdad: existe C > 0 tal

que

(0.0.17) ν({x : |(S ◦ T )f(x)| > t}) ≤
(
Cφj(1/t)

t

∫ ∞
0

ν({x : |f(x)| > s})1/pφj(s) ds

)p
,

donde φj(t) = (1 + log+ t)j.

Luego, como consecuencia de los resultados para la composición de operadores probados en

el caṕıtulo 1, probamos el siguiente resultado.
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Teorema 0.0.8. Dado β̄ = (β1, · · · , βL) con −1 < βi ≤ 0 y supongamos que existen exac-

tamente k números βi, con 1 ≤ k ≤ L tales que β∗ = mı́nβi. Sean Ki núcleos de Calderón-

Zygmund definidos sobre Rni × Rni \∆, donde ∆ es la diagonal de Rni × Rni, 1 ≤ i ≤ L, tales

que existen los ĺımites

ĺım
ε→0+

∫
ε<|xi−yi|<1

Ki(x
i, yi)

(
1− ε

|xi − yi|

)βi
dyi, 1 ≤ i ≤ L,

en casi todo punto. Entonces existe el ĺımite

ĺım
ε̄→0
Tε̄,β̄f(x)

en casi todo punto para cualquier f ∈ Lp(Rn) con p > 1/(1 + β∗) y y para toda f ∈ Λ(1/(1 +

β∗), ϕk−1) donde ϕk(t) = t(1 + log+ t)k.

El Caṕıtulo 4 de esta tesis está dedicado a la aplicación de algunos de los resultados obtenidos

en la primera parte del trabajo al contexto de Teoŕıa Ergódica multiparamétrica. Comenzaremos

describiendo los resultados sobre convergencia de promedios ergódicos de tipo Cesàro multipa-

ramétricos.

Sea (X,F , ν) un espacio de medida σ- finito, 0 < α < 1 y sea T un operador lineal definido

sobre algún Lp(ν), 1 < p < ∞. Los promedios Cesàro-α y el operador maximal asociados al

operador T se definen como

Rn,αf =
1

Aαn

n∑
i=0

Aα−1
n−i T

if

y

Mαf = sup
n∈N
|Rn,αf |,

donde Aαn = (α+1)···(α+n)
n! , n 6= 0 y Aα0 = 1.

En [34] y en [7] se prueba que si 1/α < p < ∞ y T es un operador de Lamperti invertible

sobre Lp(ν) (T es un operador de Lamperti si T es lineal y env́ıa funciones con soportes disjuntos

en funciones del mismo tipo) tal que

(0.0.18) sup
n≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
k=0

|T |kα

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Lpα(ν)

<∞,

donde |T | es tal que |Tf | = |T ||f | y |T |αf = [|T |(fα)]1/α, luego los promedios Rn,αf convergen

en casi todo punto y en Lp(ν) para toda f ∈ Lp(ν).

Por otro lado, en [4] se trata el caso ĺımite p = 1/α considerando operadores de Lamperti

T sobre L1/α invertibles y tales que

(0.0.19) sup
n≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
k=0

|T |kα

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L1(ν)

<∞
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y

(0.0.20) sup
n∈Z
||Tn||∞ <∞.

Estos resultados generalizan resultados previos dados en [26] y [9].

En esta etapa del trabajo nos planteamos, para T1, · · · , Tk operadores lineales, los promedios

de tipo Cesàro ergódicos múltiples definidos como

Rn̄,ᾱf(x) = Rn1,α1 ◦ · · · ◦Rnk,αkf(x) =
1∏k

j=1A
αj
nj

n1∑
i1=0

· · ·
nk∑
ik=0

k∏
j=1

A
αj−1
nj−ijT

ik
k · · ·T

i1
1 f(x)

y su operador maximal ergódico asociado

Mᾱf(x) = sup
n̄>0
|Rn̄,ᾱf(x)|,

donde n̄ = (n1, · · · , nk) > 0 significa que nj > 0 para todo 1 ≤ j ≤ k y ᾱ = (α1, · · · , αk), con

0 < αj ≤ 1, para 1 ≤ j ≤ k.

Dado que

Mᾱf(x) ≤Mα1 ◦ · · · ◦Mαkf(x),

se pueden aplicar los resultados de composición de operadores dados en el Caṕıtulo 1 para

obtener acotaciones para el operador Mᾱ. Esto, junto con la convergencia de los promedios

Rn̄,ᾱf en subconjuntos densos adecuados, nos permite obtener los siguientes resultados.

Teorema 0.0.9. Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito. Sea ᾱ = (α1, · · · , αk), 0 <

αj ≤ 1, para todo i = 1, · · · , k, sea α∗ = mı́n
1≤j≤k

αj y p > 1/α∗. Sean Tj, 1 ≤ j ≤ k, operadores de

Lamperti invertibles sobre Lp(ν) que conmutan entre śı. Supongamos que para cada j = 1, · · · , k

sup
n≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
k=0

|Tj |kαj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
pαj

<∞.

Luego,

(i) el operador Mᾱ es de tipo fuerte (p, p) y

(ii) los promedios Rn̄,ᾱf convergen para casi todo x ∈ X y en la norma Lp(ν) para toda

f ∈ Lp(ν), cuando n̄ tiende a infinito.

Teorema 0.0.10. Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito y ᾱ = (α1, · · · , αk), 0 <

αj ≤ 1, j = 1, · · · , k. Sea α∗ = mı́n
1≤j≤k

αj y supongamos que el mı́nimo α∗ se alcanza en k de los

números αj. Sean Tj, 1 ≤ j ≤ k, operadores de Lamperti invertibles sobre L1/αj que conmutan

entre śı. Supongamos que para cada j = 1, · · · , k

sup
n≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
k=0

|Tj |kαj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
1

<∞
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y

sup
n∈Z
||Tnj ||∞ <∞.

Luego,

(i) el operador Mᾱ verifica la siguiente desigualdad

ν({x ∈ X : Mᾱf(x) > t}) ≤
(
Cϕk−1(1/t)

∫ ∞
0

ϕk−1(f∗)(s)sα∗−1 ds

)1/α∗

,

donde ϕk(t) = t(1 + log+ t)k y

(ii) los promedios Rn̄,ᾱf convergen para casi todo x ∈ X y para toda f ∈ Λ(1/α∗, ϕk−1),

cuando n̄ tiende a infinito.

Posteriormente abordamos el estudio de la Transformada de Hilbert ergódica multipa-

ramétrica. En [10] M. Cotlar estudia la Transformada de Hilbert ergódica asociada a operadores

que vienen dados por una transformación puntual que preserva la medida. El tipo de operador

al que se asocia la Transformada de Hilbert ergódica fue generalizado por distintos autores, por

ejemplo en [37] R. Sato considera operadores positivos, invertibles sobre Lp(ν), 1 < p < ∞,

tales que

sup
n∈Z
||Tn||p <∞.

Bajo estas hipótesis prueba que el ĺımite cuando n→∞ de las truncaciones

Hn =
n∑
k=1

(
T kf − T−kf

k

)
=

∑
1≤|k|≤n

T kf

k

existe en casi todo punto de X y en la norma Lp(ν) para toda f ∈ Lp(ν). En trabajos posteriores

(ver [38] o [7]) se generalizan aún más las hipótesis en el operador T .

Siguiendo la ideas desarrolladas hasta el momento en este trabajo, nos planteamos la exis-

tencia de la transformada de Hilbert ergódica doble. Es decir, dados T1 y T2 dos operadores

lineales e invertibles que conmutan entre śı, nos preguntamos por el ĺımite, cuando n1, n2 →∞
independientemente, de las truncaciones

Hn̄f(x) = Hn1 ◦Hn2f(x)

=
∑

1≤|k1|≤n1

∑
1≤|k2|≤n2

T k1
1 T k2

2 f(x)

k1k2
.

Hasta donde sabemos, este operador no fue estudiado previamente. Por lo tanto, esta etapa

del trabajo comienza con el estudio del operador maximal H∗f = sup
n1,n2≥1

|Hn̄f |. Las hipótesis

que consideramos en esta parte del trabajo son las correspondientes al art́ıculo de R. Sato [37].
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En [7] se estudia la existencia de la transformada de Hilbert ergódica en el sentido Cesàro-β,

con −1 < β < 0, esto es, se estudia la existencia del ĺımite cuando n→∞ de

Hn,β =
1

Aβn

n+1∑
k=1

Aβn+1−k

(
T kf − T−kf

k

)
=

1

Aβn

∑
1≤|k|≤n+1

Aβn+1−|k|
T kf

k
.

Estudiar la existencia del ĺımite de los Hn,βf equivale a estudiar el ĺımite en el sentido Cesàro-β

de las truncaciones ergódicas usuales Hn.

Bajo condiciones similares a las expuestas para el caso de los promedios ergódicos de tipo

Cesàro, en [7] se prueba que para cualquier f ∈ Lp(ν) el ĺımite de las truncaciones Hn,β cuando

n→∞ existe en casi todo punto y en el sentido de Lp(ν) y, en el caso ĺımite p = 1/(1 + β), en

[4] se prueba la existencia de dicho ĺımite en casi todo punto, para cualquier f ∈ L1/β,1(ν).

Con estos resultados nos planteamos la existencia de la transformada de Hilbert ergódica

doble en el sentido Cesàro-β. Es decir, dados T1 y T2 dos operadores lineales e invertibles que

conmutan entre śı y dados −1 < β1, β2 < 0 nos preguntamos por la existencia del ĺımite, cuando

n1, n2 →∞ independientemente, de las truncaciones

Hn̄,β̄f(x) = Hn1,β1 ◦Hn2,β2f(x)

=
1

Aβ1
n1A

β2
n2

∑
1≤|k1|≤n1

∑
1≤|k2|≤n2

Aβ1

n1+1−|k1|A
β2

n2+1−|k2|
T k1

1 T k2
2 f(x)

k1k2
.

Como lo hemos hecho anteriormente, para estudiar el ĺımite puntual de estas truncaciones

probamos que el operador maximal

H∗β̄f(x) = sup
n1≥1,n2≥1

|Hn̄,β̄f(x)|.

está acotado en los espacios correspondientes y que las truncaciones Hn̄,β̄f convergen pun-

tualmente para funciones en un subconjunto denso de dichos espacios. Cabe destacar que la

acotación del operador maximal H∗
β̄

se obtiene como consecuencia de acotar al mismo puntual-

mente por la suma de composición de operadores de los cuales se conocen algunas acotaciones.

Por otra parte, la convergencia puntual de las truncaciones Hn̄,β̄f para funciones en un subcon-

junto denso de dichos espacios también resulta clave en este caso. Concretamente obtuvimos el

siguiente resultado.

Teorema 0.0.11. Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito, β̄ = (β1, β2), −1 < β1, β2 ≤ 0

y p > 1/(1 +β∗), donde β∗ = mı́n{β1, β2}. Sean T1 y T2 operadores lineales positivos invertibles

con inversos positivos sobre Lp que conmutan entre śı y tales que sup{||Tni ||p : n ∈ Z} = M <∞.

Entonces, el ĺımite

Hβ̄f(x) = ĺım
n̄→∞

Hn̄,β̄f(x)

existe en casi todo punto y en la norma de Lp(ν), para toda f ∈ Lp(ν).
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Finalmente, el Caṕıtulo 5 está dedicado a caracterizar los pesos w para los cuales el operador

maximal de Cesàro definido en el contexto de espacios producto resulta de tipo fuerte y de

tipo débil (p, p) con respecto a la medida w(x)dx. El operador maximal Mα definido en Rn

(considerando Rn como un sólo bloque) en el contexto de los espacios Lp con pesos fue estudiado

en [5]. En dicho trabajo se caracterizan los pesos w para los cuales el operador Mα resulta ser

de tipo fuerte, de tipo débil y de tipo débil restringido con respecto a la medida w(x)dx.

La condición que caracteriza el tipo fuerte (p, p) y el tipo débil (p, p) del operador Mα es la

denominada condición Ap,α(Rn) definida de la siguiente manera: w ∈ Ap,α(Rn) si existe una

constante C > 0 tal que para cualquier cubo Q ⊂ Rn,(∫
Q
w

)1/p(∫
Q
w(y)1−p′d(y, ∂Q)(α−1)p′

)1/p

≤ C|Q|1+α−1
n , 0 < α ≤ 1.

El trabajo de generalizar los resultados de [5] al caso de espacios producto comienza ca-

racterizando los pesos para los cuales la versión no centrada Nᾱ del operador Mᾱ satisface

desigualdades de tipo débiles y fuerte con respecto a dicho peso. El operador maximal de Cesàro

no centrado se define como

Nᾱf(x) = sup
R:x∈R

1∏L
i=1 |Qi|

1+
αi−1

ni

∫
Q1

· · ·
∫
QL

|f(y1, · · · , yL)|
L∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
αi−1 dy1 · · · dyL,

donde R = Q1 × · · · × QL y los Qi son cubos de Rni . Con técnicas similares a las empleadas

para probar el correspondiente resultado para el operador maximal fuerte (caso αi = 1 para

todo i), ver por ejemplo [21], podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 0.0.12. Sea ᾱ = (α1, · · · , αL), 0 < αi ≤ 1, i = 1, · · · , L, w ≥ 0 y 1/α∗ < p <∞
donde α∗ = mı́nαi. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) w ∈ A∗p,ᾱ esto es, existe C > 0 tal que para todo rectángulo de la forma R = Q1×· · ·×QL,

con Qi cubos contenidos en Rni se verifica(∫
R
w

)1/p
(∫
R
w1−p′(y)

L∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
αi−1 dy

)1/p′

≤ C
L∏
i=1

|Qi|
1+

αi−1

ni .

(ii) Existe C > 0 tal que para cada i = 1, · · · , L,

wx̃i(·) = w(x1, · · · , xi−1, ·, xi+1, · · · , xL) ∈ Ap,αi(Rni),

para casi todo (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xL) ∈ Rn−ni, es decir, para todo Qi ⊂ Rni y casi

todo (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xL) ∈ Rn−ni, se verifica(∫
Qi

wx̃i(y
i)dyi

)1/p(∫
Qi

w1−p′
x̃i

(yi)d(yi, ∂Qi)
(αi−1)p′dyi

)1/p′

≤ C|Qi|
1+

αi−1

ni .

(iii) Nᾱ es de tipo fuerte (p, p) con respecto a w.

(iv) Nᾱ es de tipo débil (p, p) con respecto a w.



xxi

Obtener los resultados del teorema anterior para el operador centrado Mᾱ no es trivial.

Mediante la introducción de ciertos operadores maximales no centrados definidos sobre partes

de cada uno de los cubos donde se integra en la definición deMᾱ, es posible probar que la clase

de pesos Ap,ᾱ también caracteriza las desigualdades de tipo fuerte y débil para el operadorMᾱ

en el rango p > 1/α∗.





Caṕıtulo 1

Composición de Operadores

Comenzamos este caṕıtulo dando algunas definiciones y notaciones sobre los espacios y las

desigualdades con que se trabajará a lo largo de toda la tesis . Consideramos los espacios de

Lebesgue, Lorentz, Orlicz y Orlicz-Lorentz. Probamos además dos propiedades de los espacios

de Orlicz-Lorentz que serán utilizadas en el resto del trabajo. En la segunda sección presenta-

mos resultados donde se ilustra el comportamiento de la composición de operadores cuando se

conocen determinadas acotaciones de los operadores que lo componen.

1.1. Algunas definiciones y notaciones

Sea (X, ν) un espacio de medida σ- finito y M el espacio de las funciones f : X → R
medibles con respecto a la medida ν. Para f ∈M se definen las normas

‖f‖p =

(∫
X
|f |p dν

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

y

‖f‖∞ = ı́nf{a ≥ 0 : ν({x : |f(x)| > a}) = 0},

con la convención que ı́nf ∅ =∞. Con estas normas se definen los espacios de Lebesgue

Lp(X, ν) = {f : X → R : f es medible y ‖f‖p <∞}.

Abreviaremos algunas veces Lp(X, ν) mediante Lp(ν) o simplemente Lp. Es conocido que los

espacios Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, son espacios de Banach.

Los espacios de Lorentz L(p, q) constituyen una generalización de los espacios de Lebesgue

y se definen como

L(p, q) = L(p, q)(X, ν) = {f : X → R : f es medible y ‖f‖p,q <∞},

donde

‖f‖p,q =



[
q

p

∫ ∞
0

(t1/pf∗(t))q
dt

t

]1/q

si 1 ≤ p <∞ 1 ≤ q <∞,

sup
t>0

t1/pf∗(t) si 1 ≤ p ≤ ∞, q =∞.
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La función f∗ es la función reordenada decreciente de f definida sobre [0,∞] como

f∗(t) = ı́nf{s : λf (s) ≤ t}

y λf es la función de distribución de f , esto es, λf : (0,∞)→ [0,∞] y

λf (s) = ν({x : |f(x)| > s}).

Si bien f∗ y λf dependen de la medida ν, por simplicidad no pondremos la medida en la nota-

ción. En cada Caṕıtulo quedará claro cuál es la medida con la que se está trabajando.

El funcional ‖ · ‖p,q definido recientemente resulta ser una casi-norma, dado que no verifica

la desigualdad triangular. Sin embargo, es posible definir una norma equivalente que hace de los

espacios de Lorentz espacios de Banach. Es conocido que estas casi-normas se pueden definir

también utilizando la función distribución. Concretamente,

‖f‖p,q =



[
p

∫ ∞
0

(
λf (s)1/ps

)q ds
s

]1/q

si 1 ≤ p <∞, 1 ≤ q <∞,

sup
t>0

t (λf (t))1/p si 1 ≤ p ≤ ∞, q =∞.

Las definiciones de ‖ · ‖p,q también tienen sentido cuando 0 < p < 1 y 0 < q < 1, pero trabaja-

remos sólo con los casos p, q ≥ 1.

Otra generalización de los espacios de Lebesgue la constituyen los espacios de Orlicz. Diremos

que una función ϕ : [0,∞) → [0,∞) es una función de Young si ϕ es no decreciente, continua,

convexa, ϕ(0) = 0, ϕ(t) > 0 si t > 0 y ĺım
t→∞

ϕ(t) = ∞. Definimos los espacios de Orlicz

asociados a funciones ϕ de Young como

Lϕ := {f ∈M :

∫
X
ϕ

(
|f |
k

)
dν <∞ para algún k > 0}.

Finalmente, una generalización común a los espacios de Lorentz y de Orlicz son los denomi-

nados espacios de Orlicz-Lorentz. Sea w : (0,∞)→ (0,∞) una función no creciente, localmente

integrable y tal que
∫∞

0 w(t) dt = ∞. Sea ϕ una función de Young. Para cualquier función

medible f definimos

Ψw,ϕ(f) =

∫ ∞
0

ϕ(f∗(t))w(t) dt.

El espacio de Orlicz-Lorentz Λ(w,ϕ) se define como

Λ(w,ϕ) := {f ∈M : Ψw,ϕ(cf) <∞ para algún c > 0}.

Notar que si w es constante, el espacio Λ(w,ϕ) coincide con el espacio de Orlicz Lϕ. Por

otro lado, si ϕ(t) = tp y w(t) = p
q t

q
p
−1

, 1 ≤ q ≤ p <∞, el espacio Λ(w,ϕ) coincide con el espacio
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de Lorentz L(p, q).

A lo largo de este trabajo utilizaremos espacios de Orlicz-Lorentz particulares, concreta-

mente consideraremos funciones w(t) = t
1
p
−1

, con p ≥ 1 y funciones de Young que verifican la

denomina condición ∆2, es decir, existe C > 0 tal que ϕ(2t) ≤ Cϕ(t), para todo t ≥ 0. Deno-

taremos a estos espacios particulares con Λ(p, ϕ). Este espacio con la norma de Luxemburgo

definida por

||f ||p,ϕ = ı́nf{c > 0 : Ψp,ϕ(f/c) ≤ 1}

resulta ser un espacio de Banach. (ver por ejemplo [23], [11]).

Aśı como ocurre con los espacios de Lorentz, cuyas casi normas || · ||p,q se pueden definir

a través de la función reordenada o utilizando la función distribución, cuando w(t) = t
1
p
−1

,

con p ≥ 1, es posible tener un resultado similar para los espacios de Orlicz-Lorentz. Como no

encontramos referencia a este hecho en la bibliograf́ıa, incluimos también su prueba que resulta

ser una generalización directa del resultado para Lorentz.

Lema 1.1.1. Sea ϕ una función de Young y sea φ = ϕ′ en casi todo punto, donde ϕ′ es la

derivada de ϕ. Luego, para cualquier p ≥ 1 se tiene que

p

∫ ∞
0

φ(s)λf (s)1/pds =

∫ ∞
0

s
1
p
−1
ϕ(f∗(s))ds.

Demostración. Sin perder generalidad, podemos probar el lema para funciones no negativas.

Probaremos primero el lema para funciones simples. Sea f una función simple, es decir, f(x) =
N∑
j=1

c∗jχEj (x) donde c∗1, . . . , c
∗
N son distintos, no nulos y E1, . . . , EN son conjuntos medibles y

disjuntos. Siempre podemos suponer que c∗1 ≥ c∗2 ≥ · · · ≥ c∗N > 0. Usando la definición, tenemos

que

λf (s) =



N∑
j=1

ν(Ej) si 0 < s < c∗N

k∑
j=1

ν(Ej) si c∗k+1 ≤ s < c∗k, 1 ≤ k < N

0 si s ≥ c∗1.



4 Composición de Operadores

y

f∗(t) =



c∗1 si 0 < t < ν(E1)

c∗j si

j−1∑
k=1

ν(Ek) ≤ t <
j∑

k=1

ν(Ek), j = 2, 3, . . . , N

0 si t ≥
N∑
j=1

ν(Ej).

Luego,

p

∫ ∞
0

φ(s) (λf (s))1/p ds

= p

∫ c∗N

0
φ(s)

 N∑
j=1

ν(Ej)

1/p

ds+ · · ·+ p

∫ c∗k

c∗k+1

φ(s)

 k∑
j=1

ν(Ej)

1/p

ds+ · · ·

+p

∫ c∗1

c∗2

φ(s) (ν(E1))1/p ds

= p

 N∑
j=1

ν(Ej)

1/p ∫ c∗N

0
φ(s)ds+ · · ·+ p

 k∑
j=1

ν(Ej)

1/p ∫ c∗k

c∗k+1

φ(s)ds+ · · ·

+pν(E1)1/p

∫ c∗1

c∗2

φ(s)ds

= p

 N∑
j=1

ν(Ej)

1/p

(ϕ(c∗N )− ϕ(0)) + p
N−1∑
k=1

 k∑
j=1

ν(Ej)

1/p (
ϕ(c∗k)− ϕ(c∗k+1)

)

= p

 N∑
j=1

ν(Ej)

1/p

ϕ(c∗N )− p

 N∑
j=1

ν(Ej)

1/p

ϕ(0) + p

N−1∑
k=1

 k∑
j=1

ν(Ej)

1/p

ϕ(c∗k)

−p
N−1∑
k=1

 k∑
j=1

ν(Ej)

1/p

ϕ(c∗k+1).

Como ϕ(0) = 0, tenemos que

p

∫ ∞
0

φ(s)λf (s)1/pds(1.1.1)

= p
N∑
k=1

 k∑
j=1

ν(Ej)

1/p

ϕ(c∗k)− p
N−1∑
k=1

 k∑
j=1

ν(Ej)

1/p

ϕ(c∗k+1).
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Por otro lado,∫ ∞
0

t
1
p
−1
ϕ(f∗(t))dt

=

∫ ν(E1)

0
t

1
p
−1
ϕ(c∗1)dt+

N∑
k=2

ϕ(c∗k)

∫ ∑k
j=1 ν(Ej)∑k−1
j=1 ν(Ej)

t
1
p
−1
dt

= p

ϕ(c∗1)ν(E1)
1
p +

N∑
k=2

ϕ(c∗k)


 k∑
j=1

ν(Ej)

1/p

−

k−1∑
j=1

ν(Ej)

1/p



= p

ϕ(c∗1)ν(E1)
1
p +

N∑
k=2

ϕ(c∗k)

 k∑
j=1

ν(Ej)

1/p

−
N∑
k=2

ϕ(c∗k)

k−1∑
j=1

ν(Ej)

1/p


= p
N∑
k=1

ϕ(c∗k)

 k∑
j=1

ν(Ej)

1/p

− p
N−1∑
l=1

ϕ(c∗l+1)

 l∑
j=1

ν(Ej)

1/p

.

Comparando la última expresión con (1.1.1), se obtiene el resultado deseado para funciones

simples.

Si f es una función medible no negativa podemos encontrar una sucesión {fk} de funciones

simples no negativas tal que {fk} es monótona creciente y converge puntualmente a f . Sea λfk

la función distribución de fk y f∗k su reordenada. Dados s, t > 0 se verifica, λfk(s) ↑ λf (s) y

f∗k (t) ↑ f∗(t) (ver por ejemplo [22] o [25]). Como ϕ es no decreciente y continua, ϕ(f∗k (t)) ↑
ϕ(f∗(t)). Por lo demostrado para funciones simples, para cada k tenemos que

p

∫ ∞
0

φ(s)λfk(s)1/pds =

∫ ∞
0

t
1
p
−1
ϕ(f∗k (t))dt.

El resultado deseado es una consecuencia del Teorema de la Convergencia Monótona. �

Los espacios de Orlicz-Lorentz con los que trabajaremos están asociados a funciones de

Young de la forma ϕ(t) = t(1 + log+ t)k, con k ∈ N y donde log+ t = máx{0, log t}. Estas

funciones son submultiplicativas, es decir, ϕ(st) ≤ Cϕ(s)ϕ(t), para cualesquiera s, t ≥ 0. En

particular, verifican la denomina condición ∆2.

Un resultado que necesitaremos en los siguientes caṕıtulos es el de la densidad de las fun-

ciones simples en estos espacios de Orlicz-Lorentz que estamos considerando. Este resultado en

el caso unidimensional está probado por F. Levis en [31] . Nosotros presentamos a continua-

ción una prueba de este resultado utilizando argumentos similares a los correspondientes en el

contexto de los espacios de Lorentz.
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Teorema 1.1.2. Sea ϕ una función de Young que verifica la condición ∆2 y sea p ≥ 1.

Luego, las funciones simples son densas en Λ(p, ϕ).

Para demostrarlo necesitamos del siguiente lema.

Lema 1.1.3. Con las hipótesis del Teorema 1.1.2, sea f ∈ Λ(p, ϕ). Luego,

a) f∗(t)→ 0 cuando t→∞,

b) para todo s > 0, λf (s) <∞.

Demostración. Como ϕ satisface la condición ∆2 y f ∈ Λ(p, ϕ), se tiene que∫ ∞
0

t
1
p
−1
ϕ(f∗(t))dt <∞,

y puesto que f∗ es decreciente, si f∗(t) no converge a 0 cuando t → ∞, será f∗(t) ≥ A > 0,

para todo t > 0, luego como ϕ es una función no decreciente resulta que ϕ(f∗(t)) ≥ ϕ(A).

De esta manera ϕ(A)

∫ ∞
0

t
1
p
−1
dt ≤

∫ ∞
0

t
1
p
−1
ϕ(f∗(t))dt < ∞, lo cual es una contradicción.

Aśı f∗(t)→ 0 cuando t→∞. Esto prueba a).

Por otro lado, para demostrar b) supongamos que λf (s) = ∞ para un cierto s > 0, entonces,

λf (y) = ∞, para 0 < y ≤ s, por lo tanto para todo t > 0 se tiene que f∗(t) = ı́nf{y > 0 :

λf (y) ≤ t} ≥ s, que contradice lo obtenido en a). Luego, λf (s) <∞, para s > 0.�

Demostración del Teorema 1.1.2. Probaremos que para cada función f no negativa en

Λ(p, ϕ) existe una sucesión de funciones simples {fn} tal que∫ ∞
0

t
1
p
−1
ϕ((f − fn)∗(t))dt→ 0 cuando n→∞.

Dada f ∈ Λ(p, ϕ), f ≥ 0 existe una sucesión creciente {Sn}, de funciones simples que convergen

puntualmente a f . Además por el Lema 1.1.3 para cada k ∈ N , se tiene que λf (1/k) <∞.

Si denotamos por Es(f) = {x : |f(x)| > s}. Por el Teorema de Egorof (Ver [44]), dado E1(f)

existe un conjunto A1, con A1 ⊂ E1(f), ν(E1(f)−A1) < 1 y tal que, Sn ↑ f uniformemente en

A1. Luego, existe un ı́ndice n1, tal que 0 ≤ f − Sn1 ≤ 1 en A1.

Análogamente, para E1/2(f), existen un conjunto A2, con A2 ⊂ E1/2(f), ν(E1/2(f)−A2) < 1/2

y un ı́ndice n2 con n2 > n1, tal que 0 ≤ f − Sn2 ≤ 1/2 en A2. Sucesivamente vamos obteniendo

una subsucesión Snk . Sea fk = SnkχE1/k
. {fk} es creciente y verifica: fk(x) = 0 si x /∈ E1/k y

0 ≤ (f − fk)(x) ≤ 1/k si x ∈ Ak con ν(E1/k(f) − Ak) < 1/k. Entonces ν({x : |(f − fk)(x)| >
1/k}) ≤ ν(E1/k(f) − Ak) < 1/k. Para t > 1/k, (f − fk)

∗(t) ≤ (f − fk)
∗(1/k) ≤ 1/k. En

consecuencia dado un t′ fijo, para k grande (k > 1/t′), tenemos que 0 ≤ (f − fk)∗(t′) ≤ 1/k y

tomando ĺımites en k, (f − fk)∗(t′) → 0 cuando k → ∞. Aśı (f − fk)∗ converge puntualmente

a 0, cuando k →∞.

En definitiva, hemos obtenido una sucesión de funciones simples {fk}, y tal que f∗k ↑ f∗ y

(f − fk)∗ → 0 cuando k →∞.
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Para t > 0, tenemos que

(f − fk)∗(t) ≤ f∗(t/2) + f∗k (t/2) ≤ f∗(t/2) + f∗(t/2) = 2f∗(t/2),

y como ϕ es no decreciente y satisface ∆2 resulta que ϕ((f − fk)
∗)(t) ≤ ϕ(2f∗(t/2)) ≤

Cϕ(f∗(t/2)). Si f ∈ Λ(p, ϕ), la función 0 < g(t) = t
1
p
−1
ϕ(f∗(t/2)) ∈ L1, por el Teorema

de la Convergencia Dominada, se sigue que

ĺım
k→∞

∫ ∞
0

t
1
p
−1
ϕ((f − fk)∗(t))dt = 0.

�

A continuación daremos la notación correspondiente a la mayoŕıa de las acotaciones que

verificarán los operadores con los que trabajaremos.

Decimos que un operador T es de tipo fuerte (p, q) (1 ≤ p, q ≤ ∞) si existe una constante

C > 0 tal que

(1.1.2) ‖Tf‖q ≤ C‖f‖p,

para toda f ∈ Lp(ν). Se dice que T es de tipo débil (p, q) (1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q < ∞) si existe

una constante C > 0 tal que

(1.1.3) ν({x : |Tf(x)| > t}) ≤
(
C‖f‖p
t

)q
,

para todo t > 0 y para toda f ∈ Lp(ν). Decimos que T es de tipo débil restringido (p, q)

(1 ≤ p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞) si existe una constante C > 0 tal que

(1.1.4) ||Tf ||q,∞ ≤ C||f ||p,1.

En este trabajo trataremos con operadores sublineales, esto es, |T (f + g)| ≤ |Tf | + |Tg|.
Para este tipo de operadores ser de tipo débil restringido (p, q) equivale a decir que T es de tipo

débil (p, q) sobre funciones caracteŕısticas de conjuntos medibles con medida finita (ver [41] o

[22]).

Algunos de los operadores con los que trabajaremos resultan ser operadores sublineales de

tipo fuerte (∞,∞) y de tipo débil restringido (p, p) para p ≥ 1. Como se afirma en [8], es un

hecho conocido que estas acotaciones se pueden expresar como una única desigualdad:

(1.1.5) λTf (t) ≤

(
C

t

∫ ∞
t/C

λf (s)1/p ds

)p
, para todo t > 0,

donde C es una constante independiente de f y t. Ver también [42] pág. 91 para el caso p = 1.
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Otros operadores en lugar de ser de tipo débil restringido verifican el siguiente tipo de

desigualdad

(1.1.6) λTf (t) ≤
(
Cψ(t)

∫ ∞
0

λf (s)1/pφ(s) ds

)p
, para todo t > 0,

para determinadas funciones no negativas ψ y φ. Con los mismos argumentos que en el caso

anterior se puede probar que un operador sublineal T es de tipo fuerte (∞,∞) y verifica (1.1.6)

si y sólo si verifica la siguiente desigualdad

(1.1.7) λTf (t) ≤

(
Cψ(t)

∫ ∞
t/C

λf (s)1/pφ(s) ds

)p
, para todo t > 0,

con constantes independientes de t y de f .

1.2. Composición de operadores

Consideremos L operadores sublineales T1, · · · , TL, definidos sobre M. En esta sección es-

tamos interesados en obtener acotaciones para el operador T que resulta de la composición de

los operadores T1, · · · , TL, es decir,

T = T1 ◦ · · · ◦ TL,

a partir de las acotaciones de los operadores Ti, 1 ≤ i ≤ L.

Cuando se trabaja con desigualdades de tipo fuerte es sencillo deducir alguna desigualdad

para el operador T a partir de desigualdades de tipo fuertes para los Ti. Sin embargo, cuando

se trabaja con desigualdades de tipo débil o débil restringido, el problema exige más cuidado.

Nuestro propósito será obtener, a partir del conocimiento de determinadas acotaciones en los

operadores Ti, 1 ≤ i ≤ L, información sobre las acotaciones del operador T en el extremo donde

deja de ser de tipo fuerte (p, p) para un determinado valor de p.

En [36] C. J. Neugebauer prueba para el caso en que todos los Ti son un mismo operador

el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1. [36] Si T es un operador sublineal que es de tipo débil (1, 1) y de tipo fuerte

(∞,∞), luego T (j) = T ◦ · · · ◦T , (la composición de j veces el operator T ), satisface la siguiente

desigualdad

(1.2.1) ν({x : |T (j)f(x)| > t}) ≤ Cj

(j − 1)! t

∫ ∞
t/Cj

ν({x : |f(x)| > s})[log(sCj/t)]j−1 ds,

para todo t > 0, donde C depende sólo de las constantes en las desigualdades de tipo débil (1, 1)

y de tipo fuerte (∞,∞) de T .
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Cuando el operador T en lugar de verificar una desigualdad de tipo débil (1, 1) verifica una

desigualdad de tipo débil restringido (p, p) con p ≥ 1, en [8] B. Bongioanni y E. Harboure

prueban el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2. [8] Si T es un operador sublineal que es de tipo débil restringido (p, p),

p ≥ 1, y de tipo fuerte (∞,∞), luego T (j) = T ◦ · · · ◦ T , (la composición de j veces el operator

T ), satisface la siguiente desigualdad

(1.2.2)

ν({x : |T (j)f(x)| > t}) ≤
(

1

(j − 1)! t

∫ ∞
t

ν({x : |f(x)| > s/Cj})1/p[log(s/t)]j−1 ds

)p
,

para todo t > 0, donde C depende sólo de las constantes en las desigualdades que verifica T .

Observación 1.2.3. Es fácil ver que se pueden obtener los mismos resultados de los teore-

mas anteriores si componemos j operadores diferentes T1, · · · , Tj, en lugar de componer j veces

un mismo operador T , siempre que todos esos operadores verifiquen el mismo tipo de desigual-

dades, es decir, todos resulten de tipo débil (1, 1) y de tipo fuerte (∞,∞), en el primer caso, o

todos resulten de tipo débil restringido (p, p) con p ≥ 1 y de tipo fuerte (∞,∞), en el segundo

caso.

Analizaremos a continuación los casos en que tenemos operadores Ti que son todos de tipo

fuerte (∞,∞), pero cada Ti es de tipo débil restringido pi, donde los pi pueden coincidir o no

entre unos y otros. En el siguiente teorema se trata el caso en que tenemos L operadores Ti,

1 ≤ i ≤ L, de tipo débil restringido (pi, pi) donde el mayor de los pi es diferente de todos los

demás.

Teorema 1.2.4. Sean 1 ≤ p1 ≤ · · · ≤ pL−1 < pL y Ti, i = 1, · · · , L, operadores sublineales

que son de tipo fuerte (∞,∞) y cada Ti es de tipo débil restringido (pi, pi). Luego, T = T1◦· · ·◦TL
es de tipo fuerte (∞,∞) y de tipo débil restringido (pL, pL).

Demostración. Por inducción, se puede ver fácilmente que es suficiente probar el teorema para

dos operadores. Sean 1 ≤ p1 < p2 y Ti, i = 1, 2, dos operadores que satisfacen la desigualdad

(1.1.5) con p = pi y supongamos que la constante en esta desigualdad (1.1.5) para ambos

operadores es la misma. Luego, el operador T = T1 ◦ T2 satisface la desigualdad (1.1.5) con

p = p2. En efecto, la desigualdad de Minkowski integral permite obtener que

λT1◦T2f (t) ≤

(
C

t

∫ ∞
t/C

λT2f (s)1/p1 ds

)p1

≤

C
t

∫ ∞
t/C

(
C

s

∫ ∞
s/C

λf (u)1/p2 du

)p2/p1

ds

p1

≤
(
C

t

)p1

∫ ∞
t/C2

λf (u)1/p2

(∫ ∞
t/C

(
C

s

)p2/p1

ds

)p1/p2

du

p2



10 Composición de Operadores

≤ C̃

(
1

t

∫ ∞
t

λf (u/C2)1/p2 du

)p2

≤ C̃

(
C2

t

∫ ∞
t/C2

λf (s)1/p2 ds

)p2

.

�

A continuación consideramos el caso en que el máximo de los pi (tales que los operadores

Ti son de tipo débil restringido (pi, pi)) se alcanza en más de un exponente pi.

Teorema 1.2.5. Sean 1 ≤ p1 ≤ · · · ≤ pL−1 ≤ pL de modo que existe k con 1 ≤ k ≤ L−1 tal

que 1 ≤ p1 ≤ · · · ≤ pL−k−1 < pL−k = · · · = pL y sean Ti, i = 1, · · · , L, operadores sublineales de

tipo fuerte (∞,∞) y donde cada Ti es de tipo débil restringido (pi, pi). Luego, T = T1 ◦ · · · ◦ TL
es de tipo fuerte (∞,∞) y satisface la siguiente desigualdad

(1.2.3) ν({x : |Tf(x)| > t}) ≤
(
C

k! t

∫ ∞
t

ν({x : |f(x)| > s/Ck+1})1/pL [log(s/t)]k ds

)pL
,

para todo t > 0.

Demostración. Sean S = T1◦· · ·◦TL−k−1 y S̃ = TL−k ◦· · ·◦TL. Utilizando interpolación, (ver

por ejemplo Teorema 3.15 en [41]) tenemos que el operador TL−k−1 es de tipo fuerte (p, p) (y

de aqúı de tipo débil restringido (p, p)) para todo p > pL−k−1. Elegimos p = pL−k−1 + εL−k−1 <

pL−k. Aplicando el Teorema 1.2.4 tenemos que el operador S satisface la desigualdad (1.1.5) con

p = pL−k−1 + εL−k−1. Por otro lado, por el Teorema 1.2.2 el operador S̃ satisface la desigualdad

(1.2.2) con p = pL y j = k + 1.

El teorema estará probado como consecuencia de la siguiente observación: si 1 ≤ p1 < p2, S1

es un operador que satisface (1.1.5) con p = p1 y S2 es un operador que satisface (1.2.2) para

cualquier j ≥ 2 y p = p2, luego S = S1 ◦ S2 satisface la misma desigualdad que S2. En efecto,

por la desigualdad integral de Minkowski,

λS1◦S2f (t) ≤

(
C

t

∫ ∞
t/C

λS2f (s)1/p1 ds

)p1

≤

[
C

t

∫ ∞
t/C

(
1

j!s

∫ ∞
s

λf (u/Cj+1)1/p2 [log(u/s)]j du

)p2/p1

ds

]p1

≤
(
C

t

)p1

 1

j!

∫ ∞
t/C

λf (u/Cj+1)1/p2

(∫ ∞
t/C

(
[log(u/s)]j

s

)p2/p1

ds

)p1/p2

du

p2

≤
(
C

t

)p1

 1

j!

∫ ∞
t/C

λf (u/Cj+1)1/p2 [log(uC/t)]j

(∫ ∞
t/C

s−p2/p1 ds

)p1/p2

du

p2

≤ C̃

(
1

j!t

∫ ∞
t

λf (u/Cj+1)1/p2 [log(u/t)]j du

)p2

.

�
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Notemos que si S es un operador que satisface (1.2.2) y recordando que log+(t) = máx{0, log t}
luego

λSf (t) ≤
(

1

(j − 1)! t

∫ ∞
0

λf (s/Cj)1/p[log+(s/t)]j−1 ds

)p
≤

(
1

(j − 1)! t

∫ ∞
0

λf (s/Cj)1/pφj−1(s/t) ds

)p
,

donde φk(t) = (1+log+ t)k con k ∈ N. Como las funciones φk(t), son submultiplicativas podemos

acotar la función distribución de Sf como sigue

λSf (t) ≤ C
(
φj−1(1/t)

t

∫ ∞
0

λf (s)1/pφj−1(s) ds

)p
.

Usando esta observación podemos resumir los Teoremas 1.2.2, 1.2.4 y 1.2.5 en el siguiente

resultado general.

Teorema 1.2.6. Sean 1 ≤ p1 ≤ · · · ≤ pL−1 ≤ pL y supongamos que existe k con 0 ≤ k ≤
L − 1 tal que 1 ≤ p1 ≤ · · · ≤ pL−k−1 < pL−k = · · · = pL. Sean Ti, i = 1, · · · , L, operadores

sublineales de tipo fuerte (∞,∞) y donde cada Ti es de tipo débil restringido (pi, pi). Luego,

T = T1 ◦ · · · ◦ TL satisface la siguiente desigualdad

ν({x : |Tf(x)| > t}) ≤ C
(
φk(1/t)

t

∫ ∞
0

ν({x : |f(x)| > s})1/pLφk(s) ds

)pL
,

para todo t > 0, donde φk(t) = (1 + log+ t)k.

Notemos que si ϕk(t) = t(1 + log+ t)k luego

φk(t) ≤ ϕ′k(t) ≤ (k + 1)φk(t),

para todo t > 0. Luego podemos escribir el teorema anterior de la siguiente manera.

Teorema 1.2.7. Con las mismas hipótesis que en Teorema 1.2.6, el operador T = T1◦· · ·◦TL
satisface la siguiente desigualdad

ν({x ∈ X : |Tf(x)| > t}) ≤ C

(
φk(1/t)

t
Ψ(pL,ϕk)(f)

)pL
= C

(
φk(1/t)

t

∫ ∞
0

s
1
pL
−1
ϕk(f

∗(s)) ds

)pL
,

para todo t > 0, donde φk(t) = (1 + log+ t)k y ϕk(t) = t(1 + log+ t)k.

Observación 1.2.8. Notemos que utilizando la norma de Luxemburgo

||f ||p,ϕ = ı́nf{c > 0 :

∫ ∞
0

ϕ(f∗(t)/c)t1/p−1 ≤ 1},

podemos escribir el resultado del Teorema 1.2.7 como

ν({x ∈ X : |Tf(x)| > t}) ≤ C (ϕk(1/t)ϕk(||f ||pL,ϕk))pL
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= C
(
ϕk(1/t)||f ||pL,ϕk(1 + log+ ||f ||pL,ϕk)k

)pL
.

En efecto, aplicando el resultado del Teorema 1.2.7 a g = f/||f ||pL,ϕk tenemos que

ν({x ∈ X : |Tg(x)| > λ}) ≤ C
(
φk(1/λ)

λ

)pL
.

Luego, como ν({x ∈ X : |Tg(x)| > λ}) = ν({x ∈ X : |Tf(x)| > λ||f ||pL,ϕk}), reemplazando

en la desigualdad de arriba λ por t/||f ||pL,ϕk y usando que ϕk es submultiplicativa, tenemos el

resultado deseado.

Como se puede observar de los resultados de composición de operadores que hemos expuesto,

todos los operadores involucrados en la composición verifican que son de tipo fuerte (∞,∞). Esta

hipótesis se cumple para muchos operadores maximales, sin embargo, existen otros operadores

como por ejemplo las integrales singulares o los operadores maximales asociados a las integrales

singulares que no cumplen con esta propiedad de acotación. En lo que sigue trataremos el caso

de la composición de dos operadores S ◦ T cuando el operador S satisface una desigualdad del

tipo (1.2.3) con exponentes p ≥ 1 y k en el logaritmo, y el operador T satisface desigualdades

de tipo débil restringido (q, q) para q = p y para algún otro valor de q > p que depende de k.

Teorema 1.2.9. Dados j ∈ N y p > 1, sea S un operador que verifica la siguiente desigual-

dad: existe C > 0 tal que

(1.2.4) ν({x : |Sf(x)| > t}) ≤
(
C

t

∫ ∞
t

ν({x : |f(x)| > s/C})1/p[log(s/t)]j−1 ds

)p
,

para todo t > 0. Sea T un operador sublineal tal que T es de tipo débil restringido (q, q), para

algún q > p(j + 1) y para q = p. Luego S ◦ T verifica la siguiente desigualdad: existe C > 0 tal

que

(1.2.5) ν({x : |(S ◦ T )f(x)| > t}) ≤
(
Cφj(1/t)

t

∫ ∞
0

ν({x : |f(x)| > s})1/pφj(s) ds

)p
,

donde φj(t) = (1 + log+ t)j.

La prueba de este teorema sigue la misma idea de la prueba del Teorema de Marcinkiewicz en

espacios de Lorentz (ver [24], [1]), esto es, utiliza como herramienta el teorema de Muckenhoupt

[35] que da la caracterización de los pares de pesos (u, v) para los cuales el operador de Hardy

Hf(x) =
∫ x

0 f(t) dt está acotado de Lp((0,∞), v) en Lp((0,∞), u). A continuación enunciamos

dicho resultado.

Teorema 1.2.10. [35] Sea 1 ≤ p <∞ y sean u y v funciones medibles no negativas. Existe

una constante C tal que(∫ ∞
0

[∫ x

0
f(t) dt

]p
u(x) dx

)1/p

≤ C
(∫ ∞

0
[f(x)]pv(x) dx

)1/p

,(1.2.6)
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para toda f medible no negativa, si y sólo si

B = sup
t>0

(∫ ∞
t

u(x) dx

)1/p(∫ t

0
v(x)1−p′ dx

)1/p′

<∞,(1.2.7)

donde 1/p+ 1/p′ = 1.

En el clásico Teorema de Marcinkiewicz se utiliza como herramienta clave que ciertos pesos

de tipo potencias verifican la condición (1.2.7) y por lo tanto para esos pesos se tiene la acotación

(1.2.6). En el siguiente lema probamos que la condición (1.2.7) se verifica también para otro

tipo de pesos, esto nos permitirá obtener luego el resultado de interpolación que necesitamos.

Lema 1.2.11. Dado j ∈ N, si 1 + j < p < ∞ y φj(t) = (1 + log+ t)j, las funciones

u(s) = s−pφj(s) y v(s) = φj(s) satisfacen la condición (1.2.7), es decir,

sup
t>0

(∫ ∞
t

s−pφj(s) ds

)1/p(∫ t

0
[φj(s)]

1−p′ ds

)1/p′

<∞.

Demostración. Dado δ > 0 tal que −p+ δ + 1 < 0, sea N = N(δ, j) > 1 tal que para alguna

constante C > 0,

(1.2.8) log s ≤ Cs
δ
j y log s ≤ C

√
s

para todo s > N . Dividimos ahora la prueba en dos casos: t ≤ N y t > N .

Caso 1: Supongamos que t ≤ N ,

I =

(∫ ∞
t

s−pφj(s) ds

)1/p

=

(∫ ∞
t

s−p(1 + log+ s)j ds

)1/p

≤
(∫ N

t
s−p(1 + log+ s)j ds

)p
+

(∫ ∞
N

s−p(1 + log+ s)j ds

)1/p

= I1 + I2.

I1 =

(∫ N

t
s−p(1 + log+ s)j ds

)1/p

≤
(
φj(N)

∫ N

t
s−p ds

)1/p

≤ C(p,N)t1/p−1 = C(p,N)t−1/p′

Por la desigualdad (1.2.8) tenemos que

I2 =

(∫ ∞
N

s−p(1 + log+ s)j ds

)1/p

≤ C

(∫ ∞
N

s−p+δ ds

)1/p

≤ C(p,N)
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Luego,

I ≤ C(p,N) máx{1, t−1/p′}.

Por otro lado, como 1− p′ < 0 y φj(s) ≥ 1

II =

(∫ t

0
[φj(s)]

1−p′ ds

)1/p′

≤ t1/p′ .

Por último, como t ≤ N , resulta

I.II ≤ C(N, p) máx{1, t−
1
p′ }.t

1
p′

≤ C(N, p) máx{t
1
p′ , 1} ≤ C̃(N, p).

Caso 2: Supongamos que t > N . Como podemos considerar N suficientemente grande tenemos

que

I = C

(∫ ∞
t

s−pφj(s) ds

)1/p

≤

( ∞∑
k=0

∫ 2k+1t

2kt
s−p(log s)j ds

)1/p

≤ C

( ∞∑
k=0

(2kt)1−p log(2k+1t)j

)1/p

≤ Ct−1+1/p

( ∞∑
k=0

(21−p)k(log(2k+1))j

)1/p

+Ct−1+1/p(log t)j/p

( ∞∑
k=0

(21−p)k

)1/p

≤ Ct−1+1/p(log t)j/p.

Por otro lado,

II =

(∫ t

0
[φj(s)]

1−p′ ds

)1/p′

≤

(
C +

∫ √t
e

(1 + log s)j(1−p
′) ds+

∫ t

√
t
(1 + log s)j(1−p

′) ds

)1/p′

Notemos que como p > j + 1 implica j(1− p′) > −1, luego∫ √t
e

(1 + log s)j(1−p
′) ds ≤

√
t

∫ √t
e

(log s)j(1−p
′) ds

s

≤ Ct1/2(log t)j(1−p
′)+1.

Por otro lado, es claro que∫ t

√
t
(1 + log s)j(1−p

′) ds ≤ C
∫ t

√
t
(log s)j(1−p

′) ds ≤ C(log t)j(1−p
′)t.
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Luego,

II ≤ C(N, p)

(
1 + t

1
2p′ (log t)

j
(

1
p′−1

)
+ 1
p′ + t

1
p′ (log t)

j
(

1
p′−1

))
.

Como log t ≤ C
√
t para todo t > N

II ≤ C(N, p)

(
1 + t

1
2p′ (log t)

j
(

1
p′−1

)
t

1
2p′ + t

1
p′ (log t)

j
(

1
p′−1

))
≤ C(N, p)

(
1 + t

1
p′ (log t)

j
(

1
p′−1

))
.

Por lo tanto, como −p+ δ + 1 < 0 obtenemos que

I.II ≤ C(N, p)

(
t
−1+ 1

p (log t)
j
p

(
1 + t

1
p′ (log t)

j
(

1
p′−1

)))
≤ C(N, p)(t

−1+ 1
p (log t)j/p + 1)

≤ C(N, p)(t
−p+δ+1

p + 1) ≤ C̃(N, p),

donde en la penúltima desigualdad hemos usado la desigualdad (1.2.8). �

Demostración del Teorema 1.2.9. Dado s > 0, sean fs(x) = f(x)χ{x:|f(x)|>s}(x) y fs =

f − fs. Como T es sublineal, |Tf | ≤ |Tfs|+ |Tfs| para cualquier s > 0. Luego,

ν({x : |S ◦ Tf(x)| > t}) ≤
(
C

t

∫ ∞
t

λTfs(s/C)1/p[log(s/t)]j−1 ds

)p
+

(
C

t

∫ ∞
t

λTfs(s/C)1/p[log(s/t)]j−1 ds

)p
= I + II.

Usando que T es de tipo débil restringido (p, p) y la definición de fs tenemos que

I ≤
(
C

t

∫ ∞
t

2Cj

s

∫ ∞
0

λfs(u)1/p du[log(s/t)]j−1 ds

)p
=

(
C

t

∫ ∞
t

1

s

(∫ s

0
λfs(u)1/p du+

∫ ∞
s

λfs(u)1/p du

)
[log(s/t)]j−1 ds

)p
≤

(
C

t

∫ ∞
t

λf (s)1/p[log(s/t)]j−1 ds

)p
+

(
C

t

∫ ∞
t

1

s

(∫ ∞
s

λf (u)1/p du

)
[log(s/t)]j−1 ds

)p
= I1 + I2.

Como φj es submultiplicativa se tiene

I1 =

(
C

t

∫ ∞
t

λf (s)1/p[log(s/t)]j−1 ds

)p
≤

(
C

t

∫ ∞
0

λf (s)1/p[1 + log+(s/t)]j ds

)p
≤

(
Cφj(1/t)

t

∫ ∞
0

λf (s)1/pφj(s) ds

)p
.
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Por el Teorema de Tonelli y procediendo como en I1 resulta que

I2 =

(
C

t

∫ ∞
t

1

s

(∫ ∞
s

λf (u)1/p du

)
[log(s/t)]j−1 ds

)p
=

(
C

t

∫ ∞
t

∫ u

t

1

s
λf (u)1/p [log(s/t)]j−1 ds du

)p
≤

(
C

t

∫ ∞
t

λf (u)1/p [log(u/t)]j du

)p
≤

(
Cφj(1/t)

t

∫ ∞
0

λf (u)1/pφj(u) du

)p
.

Para acotar II usaremos que T es de tipo débil restringido (q, q) para algún q > p(j + 1), el

Lema 1.2.11 y por lo tanto, la desigualdad (1.2.7)

II =

(
C

t

∫ ∞
t

λTfs(s/C)1/p[log(s/t)]j−1 ds

)p
≤

(
C

t

∫ ∞
0

(
C

s

∫ ∞
0

λfs(u)1/q du

)q/p
φj(s/t) ds

)p

≤

(
C
φj(1/t)

t

∫ ∞
0

(∫ s

0
λf (u)1/q du

)q/p
s−q/pφj(s) ds

)p
≤ C

(
φj(1/t)

t

∫ ∞
0

λf (u)1/pφj(u) du

)p
.

�

Para el caso en que el operador S es de tipo débil restringido (p, p) una simple consecuencia

del Teorema de interpolación de Marcinkiewicz en espacios de Lorentz (ver pág.225 en [1]) nos

da el siguiente teorema.

Teorema 1.2.12. Sean S y T dos operadores sublineales tales que S es de tipo débil res-

tringido (p0, p0) y T es un operador de tipo débil restringido (p1, p1) y (p2, p2) con p1 < p0 < p2.

Luego, S ◦ T es de tipo débil restringido (p0, p0).

Demostración. El Teorema de interpolación de Marcinkiewicz y las hipótesis sobre el operador

T permiten decir que ||Tf ||p,r ≤ ||f ||p,r para cualquier p tal que p1 < p < p2 y cualquier r con

1 ≤ r ≤ ∞. Tomando r = 1 y p = p0 y teniendo en cuenta la hipótesis sobre S, resulta que

||S ◦ T (f)||p0,∞ ≤ C||Tf ||p0,1 ≤ C||f ||p0,1. �



Caṕıtulo 2

Promedios de Cesàro en espacios producto

Este Caṕıtulo se divide en dos secciones. En la primera exponemos los resultados sobre los

promedios de Cesàro n dimensionales considerando a Rn como un único bloque y en la segunda

trataremos el caso en el contexto de espacios producto.

2.1. Promedios de Cesàro n dimensionales

Esta sección está dividida en tres partes. Comenzaremos exponiendo en la primera parte

los resultados conocidos sobre los promedios de Cesàro n dimensionales. A continuación vere-

mos cómo mejoran los resultados de convergencia, ampliando los espacios de funciones donde

se obtiene dicha convergencia, cuando nos restringimos a tomar promedios sobre sucesiones la-

cunares. Finalmente, en la tercer subsección estudiamos la velocidad de convergencia de estos

promedios lacunares utilizando el operador transformada de diferencias.

2.1.1. Resultados conocidos sobre los promedios de Cesàro n dimensionales.

Se dice que una función f es Cesàro-α, α > 0 continua en x si los promedios

(2.1.1) Pαε f(x) = f ∗ ϕαε (x)

convergen a f(x) cuando ε tiende a cero, donde

(2.1.2) ϕα(x) = c(α, n)(1− |x|∞)α−1χQ(0,1)(x),

con |x|∞ = máx
1≤i≤n

|xi| y donde c(α, n) es la constante, dependiente de α y n, tal que
∫
ϕα(x) dx =

1.

Notemos que los promedios Pαε son casos especiales de aproximaciones de la identidad con

núcleo ϕα ∈ L1(Rn) (ver por ejemplo [13]).

Otra forma de escribir los promedios Pαε es la siguiente

(2.1.3) Pαε f(x) =
c(α, n)

εn+α−1

∫
Q(x,ε)

f(y)d(y, ∂Q(x, ε))α−1 dy,
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donde d(y, ∂Q(x, ε)) = mı́n
1≤i≤n

{xi + ε− yi, yi − (xi − ε)} es la distancia en la norma infinito de y

al borde de Q(x, ε).

El Teorema de Diferenciación de Lebesgue nos dice que si f es una función localmente

integrable, entonces es Cesàro-1 continua en casi todo x ∈ Rn y como es bien conocido, este

resultado se obtiene a partir del estudio de la maximal de Hardy-Littlewood.

Para estudiar la continuidad Cesàro-α se considera el operador maximal asociado

Mαf(x) = sup
ε>0

Pαε |f |(x)

≈ sup
ε>0

1

εn+α−1

∫
Q(x,ε)

|f(y)|d(y, ∂Q(x, ε))α−1 dy.(2.1.4)

Se puede observar fácilmente que si α ≥ 1, el operador Mα es puntualmente equivalente al

operador maximal de Hardy-Littlewood. Por esta razón consideraremos valores de α tales que

0 < α ≤ 1.

Observemos que las funciones ϕα tienen soporte en el cubo Q(0, 1),
∫
ϕα = 1 y ϕα ∈ Lq(Rn)

para todo q < 1/(1−α). Luego, usando la desigualdad de Hölder con q < 1/(1−α) y p tal que

1/p+ 1/q = 1, tenemos que

Mαf(x) = sup
ε>0
|f | ∗ ϕαε (x)

≤ sup
ε>0

(∫
Q(x,ε)

|f(y)|p dy

)1/p(∫
Q(x,ε)

[ϕαε (x− y)]q dy

)1/q

= ||ϕα||q (M(|f |p))1/p

= ||ϕα||qMp(f)(x).

Esta estimación y el tipo débil (1, 1) del operador maximal de Hardy-Littlewood, nos permi-

te decir que el operador Mα es de tipo débil (p, p) para todo p > 1/α. Además, como claramente

Mα es de tipo fuerte (∞,∞), el teorema de interpolación de Marcinkiewicz nos conduce a con-

cluir que Mα es de tipo fuerte (p, p) para todo p > 1/α.

Estos resultados para el operador maximal Mα y la convergencia de los promedios Pαε en

un conjunto denso, hacen posible la obtención de la continuidad Cesàro-α, 0 < α ≤ 1, en casi

todo punto para toda función de Lp(Rn) con p > 1/α. Este resultado también se puede obtener

como consecuencia del siguiente teorema probado por Felipe Zó en [18].

Teorema 2.1.1. [18] Sea K ∈ Lq(Rn) con 1 < q < ∞, una función con soporte compacto

cuya integral vale uno y sea q′ tal que 1
q + 1

q′ = 1. Entonces para casi todo x ∈ Rn

ĺım
ε→0

Kε ∗ f(x) = f(x),
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para toda f ∈ Lp(Rn) con q′ ≤ p <∞.

A continuación presentamos los resultados conocidos para los operadores Mα en el extremo

p = 1/α, 0 < α < 1. Los operadores Mα no son de tipo débil (1/α, 1/α) para 0 < α < 1 como

lo muestra el siguiente ejemplo unidimensional planteado en [3].

Ejemplo 2.1.2. Sea f = |y|−α| log y|γχ(0,1/2)(y), con −1 ≤ γ < −α. Luego f ∈ L
1
α (R) pero

Mαf(x) =∞ para todo x > 1/2. En efecto,∫
R
|f(y)|1/αdy =

∫ 1/2

0
y−1| log y|γ/αdy =

∫ ∞
log2

uγ/αdu

es finita si γ
α + 1 < 0.

Por otro lado, sea x > 1/2, acotando Mαf(x) por un promedio con Q(x, ε) = [0, 2x] se tiene

que

Mαf(x) ≥ 1

xα

∫ 2x

0
|f(y)|d(y, ∂Q(x, ε))α−1 dy

=
1

xα

∫ 1/2

0
y−α| log y|γyα−1dy

=
1

xα

∫ ∞
log 2

uγdu,

como γ ≥ −1, la integral resulta infinita.

Para obtener información sobre lo que ocurre con el operador Mα, 0 < α < 1, en el caso

p = 1/α, se puede aplicar el siguiente resultado obtenido por Jurkat y Troutmann en [28].

Teorema 2.1.3. [28] Sea ϕ una función medible, no negativa y con soporte en el cubo

Q(0, 1) = [−1, 1]n. Sea ϕε(x) = 1
εnϕ

(
x
ε

)
y Mϕf(x) = sup

ε>0
|f | ∗ ϕε(x). Luego, para cualquier

ξ > 0

(Mϕf)∗(ξ) ≤ A

ξ

∫ ∞
0

ϕ∗(t/ξ)f∗(t) dt,

donde A es una constante absoluta tal que A ∈ [1, 3n] y g∗ es la función reordenada no creciente

de g.

En primer lugar notemos que la función ϕα que define al operador maximal Mα está en

las condiciones del teorema. Por otro lado, no es dif́ıcil probar que (ϕα)∗(s) ≤ Csα−1. Luego,

aplicando el Teorema 2.1.3, se obtiene que

(Mαf)∗(ξ) ≤ C

ξ

∫ ∞
0

(
t

ξ

)α−1

f∗(ξt) dt

≤ C

ξα

∫ ∞
0

tα−1f∗(ξt) dt,
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es decir,

ξα(Mαf)∗(ξ) ≤ C
∫ ∞

0
tα−1f∗(t) dt,

o, equivalentemente, escrito en normas de Lorentz resulta que

||Mαf || 1
α
,∞ ≤ C||f || 1

α
,1,

esto es, el operador Mα es de tipo débil restringido (1/α, 1/α).

Es conocido que el espacio Lp(Rn)∩L(1/α, 1)(Rn) es denso en L(1/α, 1)(Rn) para cualquier

p con 1 < p < ∞, dado que las funciones simples son densas en L(1/α, 1)(Rn). Este resultado

y el hecho que los promedios Pαε f(x) converjan en casi todo punto a f(x) para funciones de

Lp(Rn) con p > 1/α, nos aseguran la convergencia en casi todo punto de dichos promedios para

toda función de L(1/α, 1)(Rn).

Todo esto que se describió para promedios y maximales de Cesàro definidos sobre cubos se

puede hacer con los correspondientes operadores definidos sobre bolas, en este caso la función

ϕα se define como en (2.1.2) pero utilizando la norma eucĺıdea y cambiando Q(0, 1) por la bola

de centro cero y radio uno.

2.1.2. Convergencia de los promedios de Cesàro lacunares n dimensionales.

Comenzaremos esta subsección definiendo lo que entenderemos por una sucesión ρ-lacunar

y daremos algunas propiedades que serán de utilidad en lo que sigue.

Definición 2.1.4. Dado un número real ρ > 1, diremos que una sucesión de números reales

positivos {εk}k∈Z es una sucesión ρ-lacunar si ρ ≤ εk+1

εk
< ρ2 para todo k ∈ Z.

En [2] los autores prueban el siguiente lema que reúne las propiedades básicas de una

sucesión ρ-lacunar.

Lema 2.1.5. Sea {εk} una sucesión ρ-lacunar.

i) Para cualquier m > n, (
1

ρ

)2(m−n)

≤ εn
εm
≤
(

1

ρ

)m−n
.

ii) Dado s > 0,
n∑

k=−∞
εsk ≤ Cεsn y

+∞∑
k=m

1

εsk
≤ C 1

εsm
.

iii) Si β es el menor entero positivo tal que 1/ρ+ (1/ρ)β ≤ 1, luego

εk + εm ≤ εm+1, para todo m ≥ k + β − 1.
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Demostración. El inciso i) se obtiene en forma directa a partir de la definición de sucesión

ρ-lacunar y de la siguiente igualdad

εn
εm

=
εn
εn+1

εn+1

εn+2
· · · εm−1

εm
.

Para probar ii) notemos que usando i)

n∑
k=−∞

εsk = εsn

n∑
k=−∞

(
εk
εn

)s
≤ εsn

n∑
k=−∞

(
1

ρ

)(n−k)s

= εsn

∞∑
j=0

(
1

ρs

)j
.

Como ρ > 1, se obtiene el resultado buscado. De la misma forma se prueba la otra desigualdad.

Finalmente, el item iii) se sigue del item i). Dado que m ≥ k, usando el item i) se tiene que(
εk
εm+1

)
+

εm
εm+1

≤
(

1

ρ

)m+1−k
+

1

ρ
,

luego tomando β = m+ 1− k se obtiene la desigualdad deseada. �

Dada una sucesión ρ-lacunar {εk} y 0 < α ≤ 1 definimos los promedios de Cesàro lacunares

como

Pαεkf(x) = f ∗ ϕαεk(x),

y el operador maximal de Cesàro lacunar como

Mα,ρf(x) = sup
k∈Z
|Pαεkf(x)|,

donde ϕα es la función definida en (2.1.2), es decir,

ϕα(x) = C(α, n)(1− |x|∞)α−1χQ(0,1)(x).

Claramente el operador maximal Mα,ρ está acotado por el operador maximal Mα, por lo

tanto, Mα,ρ es de tipo fuerte (p, p) para p > 1/α y es de tipo débil restringido (1/α, 1/α). Pero

el operador Mα,ρ es ”bastante”más chico que el operador Mα, dado que podemos probar el

siguiente resultado.

Teorema 2.1.6. El operador maximal Mα,ρ es de tipo débil (1, 1) y de tipo fuerte (p, p),

para todo p con 1 < p ≤ ∞.

Para demostrar este teorema será suficiente probar que Mα,ρ es de tipo débil (1, 1), dado que

como Mα,ρ es de tipo fuerte (p, p) para cualquier p > 1/α, usando el Teorema de interpolación de

Marcinkiewicz, obtendremos como consecuencia inmediata el tipo fuerte (p, p) para 1 < p ≤ ∞.

La demostración del tipo débil (1, 1) de Mα,ρ se hará utilizando la descomposición de Calderón-

Zygmund siguiendo las ideas del correspondiente resultado unidimensional en el contexto lateral

probado por los autores en [6]. Comenzaremos probando el siguiente lema.
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Lema 2.1.7. Sea {εk} una ρ−sucesión lacunar, Qi = [−εi, εi]n y Q∗i = [−εi+β, εi+β]n, donde

β es la constante en el Lema 2.1.5. Sea a con soporte en Qi y tal que
∫
Qi
a = 0. Entonces existe

c > 0, independiente de a, tal que∫
z /∈Q∗i

Mα,ρa(z) dz ≤ c
∫
Qi

|a(z)| dz.

Demostración. Escribimos∫
z /∈Q∗

Mα,ρa(z) dz =
∞∑

m=i+β

∫
Cm

Mα,ρa(z) dz.

donde Cm = {z : εm ≤ |z|∞ < εm+1}. Notemos que

Mα,ρa(z) ≤
∞∑

k=−∞

∣∣∣∣∣
∫
Qi

a(u)
(εk − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
k

χ{|z−u|∞≤εk} du

∣∣∣∣∣ .
Si z ∈ Cm y u ∈ Qi, luego εm − εi ≤ |z − u|∞ ≤ εm+1 + εi. Utilizando iii) del Lema 2.1.5 se

tiene que εm−1 ≤ |z − u|∞ ≤ εm+2.

Por lo tanto,

Mα,ρa(z) ≤
∣∣∣∣∫
Qi

(εm − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m

χ{|z−u|∞≤εm}a(u) du

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εm+1 − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m+1

χ{|z−u|∞≤εm+1}(u)a(u) du

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εm+2 − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m+2

a(u) du

∣∣∣∣∣
+

∑
k≥m+3

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εk − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
k

a(u) du

∣∣∣∣∣
=Am(z) +Bm(z) + Cm(z) +Dm(z).

Notemos que∫
z∈Cm

Am(z) dz ≤
∫
z∈Cm

∫
Qi

(εm − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m

χ{εm−εi<|z−u|∞≤εm}(u)|a(u)| du dz.

Además,

∫
z∈Cm

Bm(z) dz ≤
∫
εm+1−2εi<|z|∞≤εm+1

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εm+1 − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m+1

χ{|z−u|∞≤εm+1}(u)a(u) du

∣∣∣∣∣ dz
+

∫
|z|∞≤εm+1−2εi

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εm+1 − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m+1

a(u) du

∣∣∣∣∣ dz
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y∫
z∈Cm

Cm(z) dz ≤
∫
εm+2−2εi<|z|∞≤εm+2

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εm+2 − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m+2

χ{|z−u|∞≤εm+2}(u)a(u) du

∣∣∣∣∣ dz
+

∫
|z|∞≤εm+2−2εi

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εm+2 − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m+2

a(u) du

∣∣∣∣∣ dz.
Luego,∫

z /∈Q∗i
Mα,ρa(z) dz

≤
∞∑

m≥i+β

∫
Cm

(Am(z) +Bm(z) + Cm(z) +Dm(z)) dz

≤
∞∑

m≥i+β

∫
z∈Cm

∫
Qi

(εm − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m

χ{εm−εi<|z−u|∞≤εm}(u)|a(u)| du dz

+ 2

∞∑
m≥i+β

∫
εm+1−2εi<|z|∞≤εm+1

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εm+1 − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m+1

χ{|z−u|∞≤εm+1}(u)a(u) du

∣∣∣∣∣ dz
+ 2

∞∑
m≥i+β

∫
|z|∞≤εm+1−2εi

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εm+1 − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m+1

a(u) du

∣∣∣∣∣ dz
+

∞∑
m≥i+β

∫
z∈Cm

∑
k≥m+3

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εk − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
k

a(u) du

∣∣∣∣∣ dz
=I + II + III + IV.

Queremos probar que cada suma esta dominada por C

∫
Qi

|a|. Notemos en primer lugar que

∫
εm−εi≤|z−u|∞≤εm

(εm − |z − u|∞)α−1 dz =

∫
εm−εi≤|y|∞≤εm

(εm − |y|∞)α−1 dy

≤ C
n∑
j=1

∫
εm−εi≤|y|∞≤εm, |y|∞=|yj |

(εm − |y|∞)α−1 dy

≤ C
n∑
j=1

∫
εm−εi≤|yj |≤εm, |y|∞≤εm

(εm − |yj |)α−1 dy

= C

n∑
j=1

2

(∫ εm

εm−εi
(εm − t)α−1dt

)
(εm)n−1

= Cεn−1
m εαi .

Por el Teorema de Fubini y el Lema 2.1.5 resulta

I ≤
∞∑

m≥i+β

∫
z∈Cm

∫
Qi

(εm − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m

χ{εm−εi≤|z−u|∞≤εm}(u)|a(u)| du dz
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≤
∞∑

m≥i+β

∫
Qi

|a(u)|
εn+α−1
m

(∫
εm−εi≤|z−u|∞≤εm

(εm − |z − u|∞)α−1 dz

)
du

= C

(∫
Qi

|a(u)|du
)
εαi

∞∑
m≥i+β

1

εαm

≤ C

∫
Qi

|a(u)|du.

Por el Teorema de Fubini, el hecho que εm+1 − 3εi ≤ |z − u|∞ ≤ εm+1 pues |z − u|∞ ≥
|z|∞ − |u|∞ ≥ εm+1 − 2εi − εi = εm+1 − 3εi y el Lema 2.1.5 resulta

II ≤ 2

∞∑
m≥i+β

∫
εm+1−2εi<|z|∞≤εm+1

∫
Qi

(εm+1 − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m+1

χ{|z−u|≤εm+1}(u)|a(u)| du dz

≤ 2

∞∑
m≥i+β

∫
Qi

|a(u)|
εn+α−1
m+1

(∫
εm+1−3εi<|z−u|∞≤εm+1

(εm+1 − |z − u|∞)α−1 dz

)
du

≤ C

(∫
Qi

|a(u)| du
)
εαi

∞∑
m≥i+β

1

εαm+1

≤ C

(∫
Qi

|a(u)| du
)
.

Sea lo tal que εm+1 − 2lo+1εi < 0 y εm+1 − 2loεi > 0 de manera que, usando que

∫
Qi

a = 0,

escribimos a III como

III =
∞∑

m≥i+β

∫
|z|∞≤εm+1−2εi

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εm+1 − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
m+1

a(u) du

∣∣∣∣∣ dz
≤ C

∞∑
m≥i+β

lo∑
l=1

∫
εm+1−2l+1εi<|z|∞≤εm+1−2lεi

∫
Qi

|(εm+1 − |z − u|∞)α−1 − (εm+1 − |z|∞)α−1|
εn+α−1
m+1

|a(u)| du dz.

Usando el Teorema del Valor Medio, para εm+1 − 2l+1εi < |z|∞ ≤ εm+1 − 2lεi se tiene que∫
Qi

|(εm+1 − |z − u|∞)α−1 − (εm+1 − |z|∞)α−1|
εn+α−1
m+1

|a(u)| du ≤ c(α)
2l(α−2)εα−1

i

εn+α−1
m+1

∫
Qi

|a(u)| du.

Además,

|{y : εm+1 − 2l+1εi < |y|∞ ≤ εm+1 − 2lεi}| ≤ c(n)2lεi(εm+1)n−1.

Luego, utilizando el Lema 2.1.5 resulta

III ≤ C

(∫
Qi

|a|
) ∞∑
m≥i+β

εαi
εαm+1

lo∑
l=1

2l(α−1)

≤ C

(∫
Qi

|a|
)
εαi

∞∑
m≥i+β

1

εαm+1
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≤ C

(∫
Qi

|a|
)
.

Para acotar IV usamos nuevamente que

∫
Qi

a = 0,

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εk − |z − u|∞)α−1

εn+α−1
k

a(u) du

∣∣∣∣∣
≤

∫
Qi

|(εk − |z − u|∞)α−1 − (εk − |z|∞)α−1|
εn+α−1
k

|a(u)| du

≤
∫
Qi∩{|z−u|∞>|z|∞}

|(εk − |z − u|∞)α−1 − (εk − |z|∞)α−1|
εn+α−1
k

|a(u)| du

+

∫
Qi∩{|z−u|∞≤|z|∞}

|(εk − |z − u|∞)α−1 − (εk − |z|∞)α−1|
εn+α−1
k

|a(u)| du.

Si |z − u|∞ > |z|∞, por el Teorema del Valor Medio,

|(εk − |z − u|∞)α−1 − (εk − |z|∞)α−1|
εn+α−1
k

≤ C (εk − |z − u|∞)α−2

εn+α−1
k

|u|∞ ≤ C(ρ)

(
(εm+1)α−2εi

εn+α−1
k

)
,

pues como |z − u|∞ ≤ |z|∞ + |u|∞ ≤ εm+1 + εi ≤ εm+2 entonces

εk − |z − u|∞ ≥ εk − εm+2 ≥ εm+3 − εm+2 = εm+3

(
1− εm+2

εm+3

)
≥ εm+3

(
1− 1

ρ

)
= c(ρ)εm+3 = c′(ρ)εm+1.

En el caso que |z − u|∞ ≤ |z|∞ el Teorema del Valor Medio permite obtener de forma análoga

que

|(εk − |z − u|∞)α−1 − (εk − |z|∞)α−1|
εn+α−1
k

≤ C(ρ)

(
(εm+1)α−2εi

εn+α−1
k

)
.

Luego, por las acotaciones anteriores y el Lema 2.1.5, se tiene

IV = 2

∞∑
m≥i+β

∫
z∈Cm

∑
k≥m+3

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εk − |z − u|)α−1

εn+α−1
k

a(u) du

∣∣∣∣∣ dz
≤ C

(∫
Qi

|a(u)| du
) ∞∑
m≥i+β

∑
k≥m+3

(εm+1)α−2εi

εn+α−1
k

|Cm|

≤ C

(∫
Qi

|a(u)| du
) ∞∑
m≥i+β

∑
k≥m+3

(εm+1)α−2εi

εn+α−1
k

(εm+1)n

≤ C

(∫
Qi

|a(u)| du
)
εi

∞∑
m≥i+β

(εm+1)n+α−2
∑

k≥m+3

1

εn+α−1
k
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≤ C

(∫
Qi

|a(u)| du
)
εi

∞∑
m≥i+β

1

εm+1

(
εm+1

εm+3

)n+α−1

≤ C

(∫
Qi

|a(u)| du
)
εi

∞∑
m≥i+β

1

εm+1

≤ C

(∫
Qi

|a(u)| du
)
.

�

Corolario 2.1.8. Sea Q = Q(x,R) y Q∗ = Q(x, kR) con k = ρ2(β+1). Sea a con soporte

en Q y tal que
∫
Q a = 0. Entonces existe c > 0, independiente de a, tal que∫

z /∈Q∗
Mα,ρa(z) dz ≤ c

∫
Q
|a(z)| dz.

Demostración. Es claro que es suficiente probar el corolario para x = 0. Sea Q = Q(0, R)

y Q∗ = Q(0, kR) donde k = ρ2(β+1). Sea i tal que εi−1 ≤ R < εi. Denotamos Qi = [−εi, εi]n y

Q∗i = [−εi+β, εi+β]n. Se tiene que εi+β < kR. En efecto, tomando m = i + β y n = i − 1 en el

Lema 2.1.5 resulta que

ρβ+1 ≤
εβ+i

εi−1
< ρ2(β+1),

lo cual implica que

εi−1ρ
β+1 ≤ εi+β < εi−1ρ

2(β+1) ≤ Rρ2(β+1) = kR.

Como a tiene soporte en Q y por lo tanto en Qi, por el Lema 2.1.14 resulta∫
z /∈Q∗

Mα,ρa(z) dz ≤
∫
z /∈Q∗i

Mα,ρa(z) dz

≤ C

∫
Qi

|a(z)| dz = C

∫
Q
|a(z)| dz.

�

Demostración del Teorema 2.1.6. Sea f ∈ L1(Rn) y t > 0. La descomposición de una

función dada por el método de Calderón-Zygmund permite escribir a f como

f = g + b

donde b =
∑
i

bi =
∑
i

(
f − 1

|Qi|

∫
Qi

f dx

)
χQi y g = f − b con {Qi} la familia de cubos

diádicos de Rn.

SeaQ∗i el cubo que tiene mismo centro que el cuboQi y `(Q∗i ) = k`(Qi) donde k = máx{2, ρ2(β+1)}
y l(Qi) indica el lado del cubo Qi. Luego,

|{x : Mα,ρf(x) > t}| ≤ |{x : Mα,ρg(x) > t/2}|+ |{x : Mα,ρb(x) > t/2}|
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≤ |{x : Mα,ρg(x) > t/2}|+
∣∣∣⋃Q∗i

∣∣∣+ |{x /∈
⋃
Q∗i : Mα,ρb(x) > t/2}|

= I + II + III.

Como Qi ⊂ Q∗i , por duplicación de la medida de Lebesgue se tiene que |Q∗i | ≤ C|Qi|. Además,

la descomposición de Calderón-Zygmund del espacio asociado a los cubos diádicos asociado a

una tal f permite decir que

II =
∣∣∣⋃Q∗i

∣∣∣ ≤∑ |Q∗i | ≤ C
∑
|Qi| ≤

C

t
||f ||1.

Además, para cualquier p > 1 se tiene

||g||p ≤ ||g||1/p1 ||g||
1−1/p
∞ ≤ ||f ||1/p1 (2nt)1/p′ ,

entonces

||g||pp ≤ ||f ||1(2nt)p−1.

Luego, como Mα,ρ es acotado en Lp para cualquier p > 1/α, usando cualquiera de esos valores

de p,

I = |{x : Mα,ρg(x) > t/2}|

≤
(

2

t

)p
||g||pp

≤
(

2

t

)p
||f ||1(2nt)p−1

=
C(n, p)

t
||f ||1.

Por la Desigualdad de Chebyshev, el Corolario 2.1.8, el hecho b(x) = bi(x) en cada Qi resulta

III = |{x /∈
⋃
Q∗i : Mα,ρb(x) > t/2}|

≤ 2

t

∫
x/∈
⋃
Q∗i

Mα,ρb(x) dx

≤ 2

t

∑
i

∫
x/∈Q∗i

Mα,ρbi(x) dx

≤ C

t

∑
i

∫
Qi

|bi(x)| dx

≤ C

t

∫
Rn
|b(x)| dx

=
C

t

∫
Rn
|f(x)− g(x)| dx

≤ C

t

∫
Rn
|f(x)| dx+

C

t

∫
Rn
|g(x)| dx

≤ C

t

∫
Rn
|f(x)| dx.

�



28 Promedios de Cesàro en espacios producto

El Teorema 2.1.6 en el caso unidimensional también puede obtenerse a partir de un corolario

probado en el libro de E. Stein (ver Corolario en la página 75 de [40]). Posiblemente también se

pueda obtener el resultado n dimensional también, pero comprobar que la función ϕα verifica

las condiciones que alĺı aparecen resulta más complicado cuando aumentamos la dimensión.

Una vez probada la acotación del operador maximal Mα,ρ podemos probar el siguiente

resultado de convergencia para los promedios Pαεkf .

Teorema 2.1.9. Sea {εk} una ρ−sucesión lacunar y f ∈ Lp(Rn) con p ≥ 1. Luego, los

promedios de Cesàro lacunares Pαεkf convergen puntualmente, y en casi todo punto, a f cuando

k → −∞.

Demostración. Si p > 1/α, como los promedios Pαε f convergen en casi todo punto para

toda f ∈ Lp(Rn) y dado que los promedios lacunares {Pαεkf} son una subsucesión, se tiene la

convergencia de los mismos en casi todo punto para funciones de Lp(Rn) con p > 1/α. En el

caso que 1 ≤ p ≤ 1/α, consideramos el subespacio D = Lp ∩ Lq con q > 1/α. Notemos que

D es denso en Lp(Rn) y para toda función f en D tenemos la convergencia de los promedios

lacunares {Pαεkf} en casi todo punto. Este hecho, junto con las acotaciones probadas para el

operador maximal Mα,ρ, permiten obtener el resultado deseado. �

2.1.3. Velocidad de convergencia para promedios de Cesàro lacunares n dimen-

sionales.

Con el propósito de obtener información sobre cómo ocurre la convergencia de los promedios

Pαεjf , al igual que en los art́ıculos [27], [2] o [6], estudiamos la convergencia de la serie de

diferencias
∞∑

k=−∞
vk[Pαεkf(x)− Pαεk−1

f(x)]

donde {vk} es una sucesión acotada de números reales o complejos.

Para cada N ∈ Z2, N = (N1, N2) con N1 < N2 definimos la suma

TNf(x) =

N2∑
N1

vk[Pαεkf(x)− Pαεk−1
f(x)].

Nuestro objetivo es probar resultados de convergencia de TNf(x) en casi todo punto cuando

N = (N1, N2) tiende a (−∞,+∞) lo cual significa que N1 → −∞ y N2 → +∞. Para ello

estudiamos la acotación del operador maximal asociado

T ∗f(x) = sup
N
|TNf(x)|

en el espacio Lp(Rn). El primer resultado que probaremos se encuentra en el siguiente teorema.
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Teorema 2.1.10. El operador maximal T ∗f(x) es acotado en Lp(Rn), para todo p con

1 < p <∞.

Para demostrar este teorema utilizaremos el siguiente resultado de J. Duoandikoetxea and

J.L. Rubio de Francia (ver Teorema E en [16]).

Teorema 2.1.11. [16] Sea γ > 0 fija y sean σk medidas de Borel soportadas en {x ∈ Rn :

|x| < εk}. Supongamos que ||σk||L1 ≤ 1 y

|σ̂k(ξ)| ≤ C|εkξ|γ(2.1.5)

|σ̂k(ξ)| ≤ C|εk−1ξ|−γ(2.1.6)

para todo k ∈ Z y supongamos también que para todo q > 1

|| sup
k
||σk| ∗ f |||q ≤ C||f ||q(2.1.7)

donde |σk| es la variación total de σk. Luego,

T ∗f = sup
k
|Tkf |

donde Tkf =

∞∑
j=k

σj ∗ f , es acotado en Lp(Rn), 1 < p <∞.

El teorema también se puede enunciar y probar utilizando la norma infinito en Rn en lugar

de la eucĺıdea, es decir, cubos en lugar de bolas.

Comenzaremos probando el siguiente lema sobre la Transformada de Fourier de la función

ϕα.

Lema 2.1.12. Sea 0 < α ≤ 1 y ϕα : Rn → R la función definida como

ϕα(x) = C(α, n)(1− |x|∞)α−1χ{|x|∞<1}(x).

La transformada de Fourier de ϕα, dada por

ϕ̂α(ξ1, · · · , ξn) =

∫
Rn
ϕα(x)e−2πix.ξdx,

verifica las siguientes propiedades:

i) Existe una constante C que depende de α tal que

|ϕ̂α(ξ1, · · · , ξn)| ≤ C

|ξ|α∞
,

para todo ξ tal que |ξ|∞ > 1.

ii)
∣∣∣∇(ϕ̂α)(ξ)

∣∣∣ ≤ C para todo ξ.
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Demostración. Consideremos la siguiente división del cubo Q(0, 1) = {|x|∞ < 1}:

Ui = Ki ∩ {x ∈ Q(0, 1) : xi ≥ 0}

Vi = Ki ∩ {x ∈ Q(0, 1) : xi ≤ 0}

donde Ki = {x ∈ Q(0, 1) : |xj |∞ ≤ |xi|∞, j = 1, · · · , n}

Sea x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn podemos escribir

ϕα(x) =

n∑
i=1

[
(1− xi)α−1χUi(x) + (1 + xi)

α−1χVi(x)
]
.

Luego,

ϕ̂α(ξ1, · · · , ξn) =

∫
Rn
e−2πix.ξϕα(x) dx

=

n∑
i=1

[∫
Ui

e−2πix.ξ(1− xi)α−1 dx+

∫
Vi

e−2πix.ξ(1 + xi)
α−1 dx

]

=
n∑
i=1

(Ai +Bi).

Notemos que

A1 =

∫
U1

e−2πix.ξ(1− x1)α−1 dx

=

∫ 1

0
e−2πix1ξ1(1− x1)α−1

(∫
|x2|≤x1

e−2πix2ξ2 dx2

)
· · ·

(∫
|xn|≤x1

e−2πixnξn dxn

)
dx1

=

∫ 1

0
e−2πix1ξ1(1− x1)α−1

n∏
j=2

sen(2πx1ξj)

πξj
dx1.

B1 =

∫
V1

e−2πix.ξ(1 + x1)α−1 dx

=

∫ 0

−1
e−2πix1ξ1(1 + x1)α−1

(∫
|x2|≤|x1|

e−2πix2ξ2 dx2

)
· · ·

(∫
|xn|≤|x1|

e−2πixnξn dxn

)
dx1

= −
∫ 0

−1
e−2πix1ξ1(1 + x1)α−1

n∏
j=2

sen(2πx1ξj)

πξj
dx1.

Luego,

I1 = A1 +B1 =

∫ 1

0
2(1− x1)α−1 cos(2πx1ξ1)

n∏
j=2

sen(2πx1ξj)

πξj
dx1.

En general se tiene que

Ii = Ai +Bi =

∫ 1

0
2(1− xi)α−1 cos(2πxiξi)

n∏
j=1,j 6=i

sen(2πxiξj)

πξj
dxi.
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Notemos que, usando convenientemente las acotaciones | sen t|, | cos t| ≤ 1 y
∣∣ sen t

t

∣∣ ≤ 1, tenemos

que

Ii ≤
C

|ξj |
,

para cualquier j 6= i. Por otro lado,

Ii =

(∫ 1− 1
|ξ|∞

0
+

∫ 1

1− 1
|ξ|∞

)
2(1− xi)α−1 cos(2πxiξi)

n∏
j=1,j 6=i

sen(2πxiξj)

πξj
dxi

= Ci +Di.

Claramente

|Di| ≤ C
∫ 1

1− 1
|ξ|∞

2(1− xi)α−1xi dxi ≤
C

|ξ|α∞
.

Para acotar Ci integramos por partes con u(xi) = (1 − xi)α−1
n∏

j=1,j 6=i

sen(2πxiξj)

πξj
y v′(xi) =

2 cos(2πxiξi), aśı

Ci =

∫ 1− 1
|ξ|∞

0
2(1− xi)α−1 cos(2πxiξi)

n∏
j=1,j 6=i

sen(2πxiξj)

πξj
dxi

=
1

|ξ|α−1
∞

n∏
j=1,j 6=i

sen
(

2π
(

1− 1
|ξ|∞

)
ξj

)
πξj

2sen
(

2π
(

1− 1
|ξ|∞

)
ξi

)
2πξi

−
∫ 1− 1

|ξ|∞

0

sen(2πxiξi)

πξi
(1− α)(1− xi)α−2

n∏
j=1,j 6=i

sen(2πxiξj)

πξj
dxi

−
∫ 1− 1

|ξ|

0

sen(2πxiξi)

πξi
+ (1− xi)α−1

∑
k=1,k 6=i

n∏
j=1,j 6=i,k

sen(2πxiξj)

πξj
2 cos(2πxiξk) dxi

Usando nuevamente las acotaciones de las funciones trigonométricas y la función sen t
t resulta,

|Ci| ≤
C

|ξ|α−1
∞

1

|ξi|
+

C

|ξi|

∫ 1− 1
|ξ|∞

0
(1− xi)α−2 dxi ≤

C

|ξ|α−1
∞ |ξi|

.

Por lo tanto, para cualquier i = 1, · · · , n, tenemos que concretamente,

(2.1.8) Ii ≤
C

|ξ|α∞
,

si |ξ|∞ > 1 y la parte i) del lema se sigue de este resultado.

De forma inmediata se obtiene ii) pues,∣∣∣∣ ∂∂ξi
(∫

Rn
e−2πix.ξϕα(x) dx

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn
e−2πix.ξ(−2πixi)ϕ

α(x) dx

∣∣∣∣
≤ C

∫
Rn
|xi||ϕα(x)| dx ≤ C.

�
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Demostración del Teorema 2.1.10. Consideremos las funciones σk = ṽk(ϕ
α
εk
−ϕαεk−1

), donde

ṽk = vk
2||vk||∞ . Notemos que las funciones σk están soportadas en {x : |x|∞ < εk} y ||σk||1 ≤ 1.

Veamos que estas funciones verifican la desigualdad (2.1.5). Como |σ̂k(ξ)| ≤ ||σk||1 ≤ 1, la

desigualdad (2.1.5) tiene relevancia cuando |εkξ| ≤ 1. Utilizando el Teorema del Valor Medio y

el Lema 2.1.12, resulta

|σ̂k(ξ)| =

∣∣∣∣∫
Rn
σk(t)e

−2πixξdx

∣∣∣∣
≤ 1

2

∣∣∣∣∫
Rn

[ϕαεk(x)− ϕαεk−1
(x)]e−2πixξdx

∣∣∣∣
=

1

2
|ϕ̂αεk(ξ)− ϕ̂αεk−1

(ξ)|

=
1

2
|ϕ̂α(εkξ)− ϕ̂α(εk−1ξ)|

≤ C|εkξ − εk−1ξ| ≤ C|εkξ|,

y, como |εkξ| ≤ 1, tenemos que |σ̂k(ξ)| ≤ C|εkξ|α.

Veamos que las funciones σk también verifican (2.1.6). Si |εk−1ξ| ≤ 1, la desigualdad es trivial

puesto que |σ̂k(ξ)| ≤ ||σk||1 ≤ 1. Si |εk−1ξ| > 1, la desigualdad deseada se deduce del Lema

2.1.12 puesto que

|σ̂k(ξ)| ≤ C
(
|ϕ̂α(εkξ)|+ |ϕ̂α(εk−1ξ)|

)
≤ C

|εkξ|α
.

Por otro lado, como sup
k
||σk| ∗ f | ≤ Mα,ρf , la acotación (2.1.7) para supk ||σk| ∗ f | se deduce

de la acotación del operador lacunar Mα,ρ estudiada previamente. Luego, aplicando el Teorema

2.1.11 con medidas de Borel absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue con

densidad σk y con γ = α, tenemos probado el resultado deseado. En efecto, notemos que

T ∗f(x) = 2||vk||∞ sup
N∈Z2

∣∣∣∣∣∣
N2∑

k=N1

σk ∗ f(x)

∣∣∣∣∣∣
= sup

N1,N2

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=N1

σk ∗ f(x)−
∞∑

k=N2+1

σk ∗ f(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ 2 sup

N

∣∣∣∣∣
∞∑
k=N

σk ∗ f(x)

∣∣∣∣∣ .
�

En el caso extremo p = 1 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.13. Sea {εk} una ρ-sucesión lacunar y {vk} una sucesión acotada de números

reales o complejos. Luego, T ∗ es de tipo débil (1, 1), es decir, existe C > 0 tal que

|{x ∈ Rn : |T ∗f(x)| > λ}| ≤ C

λ

∫
|f(x)| dx

para todo λ > 0 y para toda f ∈ L1(Rn).
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La demostración de este teorema se sigue de forma completamente similar a la demostración

del correspondiente resultado en el Teorema 2.1.6. Sólo tenemos que verificar que se cumple el

siguiente lema que es la versión correspondiente a T ∗ del Lema 2.1.7.

Lema 2.1.14. Sea {εk} una sucesión ρ-lacunar, Qi = [−εi, εi]n y Q∗i = [−εi+β, εi+β]n. Sea a

con soporte en Qi y tal que
∫
Qi
a = 0. Entonces existe c > 0, independiente de a, tal que∫
z /∈Q∗i

T ∗a(z) dz ≤ c
∫
Qi

|a(z)| dz.

Demostración. Como en la prueba del Lema 2.1.7 escribimos∫
z /∈Q∗

T ∗a(z) dz =

∞∑
m=i+β

∫
Cm

T ∗a(z) dz

donde Cm : εm ≤ ||z||∞ < εm+1. Sea z ∈ Cm. Para N ∈ Z2 fijo se tiene que

|TNa(z)| ≤ C
∞∑

k=−∞

∣∣[ϕαk (z − u)− ϕαk−1(z − u)]a(u) du
∣∣ .

Si z ∈ Cm y u ∈ Qi luego εm − εi ≤ ||z − u||∞ ≤ εm+1 + εi. Además, por el Lema 2.1.5

εi + εm ≤ εm+1 luego se tiene εm−1 ≤ ||z − u||∞ ≤ εm+2. Dado que {u : ϕαk (z − u) 6= 0} ⊂ {u :

||z − u||∞ ≤ εk} resulta que ϕαk (z − u) = 0 para todo k ≤ m− 1. Luego,

|TNa(z)| ≤ C

∣∣∣∣∫
Qi

(εm − ||z − u||∞)α−1

εn+α−1
m

χ{||z−u||∞≤εm}a(u) du

∣∣∣∣
+C

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εm+1 − ||z − u||∞)α−1

εn+α−1
m+1

χ{||z−u||∞≤εm+1}(u)a(u) du

∣∣∣∣∣
+C

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εm+2 − ||z − u||∞)α−1

εn+α−1
m+2

a(u) du

∣∣∣∣∣
+C

∑
k≥m+3

∣∣∣∣∣
∫
Qi

(εk − ||z − u||∞)α−1

εn+α−1
k

a(u) du

∣∣∣∣∣
= Am(z) +Bm(z) + Cm(z) +Dm(z).

Dados que los términos Am, Bm, Cm y Dm son exactamente los mismos términos que aparecen

en la prueba del Lema 2.1.7, la demostración se sigue exactamente como la demostración de

dicho lema. �

Una vez que tenemos las acotaciones del operador maximal T ∗ estamos en condiciones de

probar el siguiente resultado.

Teorema 2.1.15. Sea {εk} una sucesión ρ-lacunar y {vk} una sucesión de números reales

o complejos. Entonces

TNf(x) =

N2∑
N1

vk[Pαεkf(x)− Pαεk−1
f(x)] =

N2∑
N1

σk ∗ f(x)
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converge en casi todo punto cuando N = (N1, N2) → (−∞,+∞) para toda f ∈ Lp(Rn) con

1 ≤ p <∞.

Demostración. Para obtener la convergencia puntual de los operadores truncados TNf(x) solo

tenemos que ver la convergencia de estos operadores en un subespacio denso de Lp(Rn). Para ello

consideramos el espacio S de las funciones de Schwartz. La demostración es similar a la dada en

[6] para el caso unidimensional. En efecto, sea f ∈ S, para estudiar ĺım
N→(−∞,∞)

N2∑
k=−N1

σk ∗ f(x),

es suficiente ver que T−M,0f(x) =
0∑

k=−M
σk ∗ f(x) y T0,Mf(x) =

M∑
k=0

σk ∗ f(x) convergen cuando

M → +∞. Para ello veremos que las sucesiones son de Cauchy. Observemos que

|T−M,0f(x)− T−N,0f(x)|+ |T0,Mf(x)− T0,Nf(x)| = |T−M,−N−1f(x)|+ |TN+1,Mf(x)|,

por lo tanto es suficiente probar que con N < M ,

I = |T−M,−N−1f(x)| II = |TN+1,Mf(x)|

tienden a cero cuando N →∞.

Observando que

∫
Rn

[ϕαεk(x − y) − ϕαεk−1
(x − y)]dx = 0, por el Teorema del Valor Medio y el

Lema 2.1.5 se tiene

I =

∣∣∣∣∣
−N−1∑
k=−M

σk ∗ f(x)

∣∣∣∣∣
≤ ||vk||∞

−N−1∑
k=−M

∫
Rn
|ϕαεk(x− y)− ϕαεk−1

(x− y)||f(y)− f(x)| dy

≤ C||vk||∞
−N−1∑

k=−M−1

∫
Rn
|ϕαεk(x− y)||x− y| dy

≤ C||vk||∞
−N−1∑

k=−M−1

∫
Rn
|ϕαεk(u)||u| du

≤ C||vk||∞
−N−1∑

k=−M−1

∫
|u|∞<εk

(εk − |u|∞)α−1

εn+α−1
k

|u|∞ du

≤ C||vk||∞
−N−1∑

k=−M−1

1

εn+α−2
k

∫
|u|∞<εk

(εk − |u|∞)α−1 du

≤ C||vk||∞
−N−1∑

k=−M−1

1

εn+α−2
k

n∑
j=1

∫
|u|∞<εk,|u|∞=|uj |

(εk − |u|∞)α−1 du

≤ C||vk||∞
−N−1∑

k=−M−1

1

εn+α−2
k

n∑
j=1

∫
|uj |<εk,|u|∞<εk

(εk − |uj |)α−1 du
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≤ C||vk||∞
−N−1∑

k=−M−1

1

εα−1
k

C(n)

(∫ εk

0
(εk − t)α−1 dt

)

= C||vk||∞
−N−1∑

k=−M−1

1

εα−1
k

∫ εk

0
tα−1 dt

≤ C||vk||∞
−N−1∑

k=−M−1

εk

≤ C||vk||∞ε−N−1.

Luego, tomando ĺımite cuando N →∞ resulta que I → 0. Aplicando la desigualdad de Hölder

con s > 1/α se tiene

II = |TN+1,Mf(x)|

=

∣∣∣∣∣
M∑

k=N+1

σk ∗ f(x)

∣∣∣∣∣
≤ 2||vk||∞

M∑
k=N

∫
Rn
ϕαεk(x− y)|f(y)| dy

≤ 2||vk||∞
M∑
k=N

(∫
Rn

(ϕαεk(x− y))s
′
dy

)1/s′

||f ||s

≤ 2||vk||∞||f ||s
M∑
k=N

1

εn+α−1
k

(∫
|u|∞<εk

(εk − |u|∞)(α−1)s′ du

)1/s′

≤ C||vk||∞||f ||s
M∑
k=N

1

εn+α−1
k

ε
α−1+n/s′

k

≤ C||vk||∞||f ||s
M∑
k=N

1

ε
n/s
k

≤ C||f ||s
ε
n/s
N

.

Finalmente, tomando ĺımite cuando N →∞ resulta que II → 0.�

2.2. Promedios de Cesàro en espacios producto

En esta sección, abordamos el estudio de la convergencia de los promedios de Cesàro defi-

nidos sobre espacios producto. Como la primer sección, la misma está dividida en tres partes.

En primer lugar damos la notación necesaria para definir los promedios en espacios producto y

mostramos los resultados obtenidos en este caso. A continuación, exponemos los resultados de

convergencia en este contexto cuando consideramos a los promedios sobre sucesiones lacunares.
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Por último, en la tercera parte de esta sección extendemos los resultados sobre velocidad de

convergencia al contexto de espacios producto.

2.2.1. Convergencia de los promedios de Cesàro en espacios producto.

Comenzaremos esta parte introduciendo la notación que utilizaremos. Dado L ∈ N, consi-

deramos a Rn formado por L bloques de la siguiente manera

Rn = Rn1 × · · · × RnL .

Si Di := {j ∈ N : n1 + · · ·+ ni−1 + 1 ≤ j ≤ n2 + · · ·+ ni}, con

xi := (xj : j ∈ Di) ∈ Rni , i = 1, · · · , L,

representamos las coordenadas del bloque ni.

Dados ᾱ = (α1, · · · , αL) con 0 < αi ≤ 1, i = 1, · · · , L, ε̄ = (ε1, · · · , εL) ∈ RL+ y x ∈ Rn,

definimos la función

Φᾱ
ε̄ (x) = ϕα1

ε1 (x1) · · ·ϕαLεL (xL)

donde

ϕαiεi (xi) =
1

εnii
ϕαi

(
xi

εi

)
y ϕαi : Rni → R es la función definida en (2.1.2).

Llamaremos promedios de Cesàro en espacio producto o simplemente promedios de Cesàro

generalizados a los promedios

(2.2.1) P ᾱε̄ f(x) = f ∗ Φᾱ
ε̄ (x).

Si escribimos C(ᾱ, n̄) =

[
L∏
i=1

C(αi, ni)

]−1

, donde n̄ = (n1, · · · , nL) y C(αi, ni) es la cons-

tante de la función ϕα definida en 2.1.2 y Qi = Q(xi, εi), los promedios P ᾱε̄ se pueden escribir

como

P ᾱε̄ f(x) =
C(ᾱ, n̄)∏L
i=1 ε

ni+αi−1
i

∫
Q1

· · ·
∫
QL

f(y1, · · · , yL)

L∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
αi−1 dy1 · · · dyL.

Dado x ∈ Rn y xi ∈ Rni , sea

x̃i = (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xL).

Para f : Rn → R, sea fx̃i : Rni → R dada por fx̃i(x
i) = f(x1, · · · , xi, · · · , xL). Dados 0 < γ ≤ 1

y δ > 0, definimos los promedios

P i,γδ f(x) = P γδ (fx̃i)(x
i)
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=
C(γ, ni)

δni+γ−1

∫
Q(xi,δ)

|fx̃i(yi)|d(yi, ∂Q(xi, δ))γ−1 dyi.

Asociados a los promedios de Cesàro P i,γδ tenemos los operadores maximales

M i
γf(x) = Mγ(fx̃i)(x

i) = sup
δ>0

P i,γδ |f |(x).

Dado que el operador Mγ es el operador maximal de Cesàro definido en la primera parte

de este caṕıtulo, para cualquier i = 1, · · · , L, los operadores M i
γ son de tipo fuerte (p, p) para

todo p > 1/γ y de tipo débil restringido (1/γ, 1/γ), es decir, existe C > 0 tales que∫
Rn

[M i
γf(x)]p dx ≤ C

∫
Rn
|f(x)|p dx,

y

|{x ∈ Rn : M i
γf(x) > t}| ≤

(
C

t

∫ ∞
0
|{x ∈ Rn : |f(x)| > t}|γ ds

)1/γ

,

para todo t > 0. En efecto,∫
Rn

[M i
γf(x)]p dx =

∫
Rn−ni

∫
Rni

[Mγ(fx̃i)(x
i)]p dxi dx̃i

≤ C

∫
Rn−ni

∫
Rni
|fx̃i(xi)|p dxi dx̃i = C

∫
Rn
|f(x)|p dx.

Por otro lado, usando la desigualdad integral de Minkowski y el tipo débil restringido de Mγ ,

como se muestra en [8], tenemos que

|{x ∈ Rn : M i
γf(x) > t}| =

∫
Rn
χ{y: M i

γf(y)>t}(x) dx

=

∫
Rn−ni

∫
Rni

χ{yi: Mγfx̃i (y
i)>t}(x

i) dxi dx̃i

≤
∫
Rn−ni

(
C

t

∫ ∞
0
|{xi : |fx̃i(xi)| > s}|γ ds

)1/γ

dx̃i

≤
(
C

t

∫ ∞
0

(∫
Rn−ni

|{xi : |f(x)| > s}|dx̃i
)γ

ds

)1/γ

=

(
C

t

∫ ∞
0
|{x ∈ Rn : |f(x)| > t}|γ ds

)1/γ

.

Notemos que

P ᾱε̄ f(x) = P 1,α1
ε1 ◦ · · · ◦ PL,αLεL

f(x).

y que su maximal asociado verifica

Mᾱf(x) = sup
ε̄>0
P ᾱε̄ |f |(x) ≤M1

α1
◦ · · · ◦ML

αL
f(x),(2.2.2)

donde ε̄ > 0 significa εi > 0 para todo i = 1, · · · , L.

Dado que se puede intercambiar el orden en que aparecen los operadores M i
αi en la desigual-

dad de arriba, como una aplicación directa de los resultados de acotación para cada operador
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M i
αi y el Teorema 1.2.7 sobre composición de operadores nos permiten obtener el siguiente

resultado.

Teorema 2.2.1. Dado ᾱ = (α1, · · · , αL), sea α∗ = mı́n
1≤i≤L

αi y supongamos que existen

exactamente k números αi, con 1 ≤ k ≤ L, tales que α∗ = αi. Luego, existe C > 0 tal que el

operador Mᾱ satisface

i) Mᾱ es de tipo fuerte (p, p) para todo p > 1/α∗, es decir existe C > 0 tal que∫
Rn
|Mᾱf(x)|p dx ≤ C

∫
Rn
|f(x)|p dx

para toda f ∈ Lp(Rn).

ii)

|{x : Mᾱf(x) > t}| ≤ C
(
ϕk−1(1/t)

∫ ∞
0

sα∗−1ϕk−1(f∗(s)) ds

)1/α∗

,

para todo t > 0 y para toda f ∈ Λ(1/α∗, ϕk) donde ϕk(t) = t(1 + log+ t)k .

Como consecuencia del teorema anterior obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.2. Dado ᾱ = (α1, · · · , αL), sea α∗ = mı́n
1≤i≤L

αi y supongamos que existen

exactamente k números αi, con 1 ≤ k ≤ L, tales que α∗ = αi. Luego,

ĺım
ε̄→0
P ᾱε̄ f(x) = f(x),

para casi todo x ∈ Rn, para toda f ∈ Lp(Rn) con p > 1/α∗ y para toda f ∈ Λ(1/α∗, ϕk−1) donde

ϕk(t) = t(1 + log+ t)k.

Demostración. Notemos que los promedios P ᾱε̄ f(x) convergen puntualmente cuando tomamos

funciones continuas y de soporte compacto (f ∈ C0). En efecto, dado x ∈ Rn, por las propiedades

de la función Φᾱ
ε̄ tenemos que

|P ᾱε̄ f(x)− f(x)| = |Φᾱ
ε̄ ∗ f(x)− f(x)|

≤
∫
Rn
|f(y)− f(x)|Φᾱ

ε̄ (x− y) dy

≤ sup
y∈R(x,ε̄)

|f(x)− f(y)|,

donde R(x, ε̄) =

L∏
i=1

Q(xi, εi). Luego, si f ∈ C0, el lado derecho de la desigualdad anterior tiende

a cero cuando ε̄ tiende a cero. Ahora bien, dado que el espacio de las funciones continuas con

soporte compacto es denso en Lp, 1 < p < ∞, el resultado anterior junto con la acotación en

los espacios de Lebesgue del operador maximal Mᾱ (Teorema 2.2.1) nos permite obtener el

resultado deseado.

Para probar la convergencia para funciones del espacio Λ(1/α∗, ϕk−1) utilizaremos como denso al

conjunto de las funciones simples (ver Teorema 1.1.2). Como las funciones simples son funciones

de Lp(Rn) para cualquier p > 1/α∗, tenemos que los promedios P ᾱε̄ f convergen en casi todo
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punto para las funciones simples. Finalmente, veamos cómo la acotación del operador Mᾱ

(Teorema 2.2.1) nos permite obtener el resultado de convergencia deseado. En efecto, dada

f ∈ Λ(1/α∗, ϕk−1) basta ver que

{x : ĺım sup
ε̄→0

|Pε̄f(x)− f(x)| > 0}

tiene medida cero. Como

{x : ĺım sup
ε̄→0

|Pε̄f(x)− f(x)| > 0} =
⋃
n∈Z+

{x : ĺım sup
ε̄→0

|Pε̄f(x)− f(x)| > 1/n},

si denotamos por

At(f) = {x : ĺım sup
ε̄→0

|Pε̄f(x)− f(x)| > t}

y probamos que |At(f)| = 0 para cualquier t > 0 y f ∈ Λ(1/α∗, ϕk−1), se obtiene la conclusión

deseada.

Sean f ∈ Λ(1/α∗, ϕk−1) y t > 0 fijos. Sea g una función simple. Luego

|At(f)| ≤ |At/2(f − g)|

≤ 2|{x :Mᾱ(f − g)(x) > t/4}|

≤ 2[ϕk−1(4/t)Ψ1/α∗,ϕk−1
(f − g)]1/α∗ .

Luego, como dado cualquier ε > 0 y cualquier t > 0 podemos elegir una función g simple tal

que
[
ϕk−1(4/t)Ψ1/α∗,ϕk−1

(f − g)
]1/α∗ < ε, tenemos el resultado buscado. �

2.2.2. Convergencia de los promedios de Cesàro lacunares en espacios produc-

to.

En esta parte veremos cómo mejoran los resultados de convergencia de los promedios Pαε̄ f
si reemplazamos los números reales εi > 0 que componen a ε̄ por sucesiones lacunares {εij}j∈Z.

Sean {εij}j∈Z, i = 1, · · · , L, sucesiones ρ-lacunares de números reales. Definimos una sucesión

en RL como {ε̄j}j∈Z, donde ε̄j = (ε1j , · · · , εLj ). Dado ᾱ = (α1, · · · , αL) con 0 < αi ≤ 1, definimos

los promedios de Cesàro sobre sucesiones lacunares como

P ᾱε̄jf(x) = f ∗ Φᾱ
ε̄j (x)(2.2.3)

y el operador maximal asociado como

Mᾱ,ρf(x) = sup
j∈Z
|P ᾱε̄jf(x)|(2.2.4)

donde

Φᾱ
ε̄j (x) = ϕα1

ε1j
(x1) · · ·ϕαL

εLj
(xL)
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con

ϕαi
εij

(xi) =
1

(εij)
ni ϕ

αi

(
xi

εij

)
y ϕαi : Rni → R es la función definida en (2.1.2).

Como en la subsección anterior, notemos que

Mᾱ,ρf(x) ≤M1
α1,ρo · · · oM

L
αL,ρ

f(x),(2.2.5)

donde los operadores M i
αi,ρ son todos de tipo débil (1, 1) y de tipo fuerte (p, p) para todo p,

1 < p ≤ ∞. De estos resultados y el Teorema 1.2.1 tenemos el siguiente resultado para el

operador Mᾱ,ρ.

Teorema 2.2.3. El operador Mᾱ,ρ es de tipo fuerte (p, p) para todo p con 1 < p ≤ ∞, es

decir existe C > 0 tal que ∫
Rn

[Mᾱ,ρf(x)]p dx ≤ C
∫
Rn
|f(x)|p dx(2.2.6)

y en el caso p = 1 verifica la siguiente desigualdad

|{x :Mᾱ,ρf(x) > t} ≤ CϕL−1(1/t)

∫ ∞
0

ϕL−1(f∗(s)) ds,(2.2.7)

donde ϕk(t) = t(1 + log+ t)k.

A partir de este teorema podemos probar el siguiente resultado de convergencia puntual

para los promedios lacunares.

Teorema 2.2.4. Sean ᾱ = (α1, · · · , αL) con 0 < αi ≤ 1 y {ε̄j} una sucesión ρ-lacunar de

RL. Luego,

P ᾱε̄jf(x)→ f(x)

cuando j → −∞ para casi todo x ∈ Rn y para toda f ∈ Lp(Rn), con 1 < p < ∞ y para

f ∈ Λ(1, ϕL−1).

Observación 2.2.5. Notar que el espacio Λ(1, ϕL−1) es el espacio de Orlicz LϕL−1.

Demostración. Sea f una función continua y de soporte compacto, luego f ∈ Lp(Rn) para

cualquier p con 1 ≤ p ≤ ∞. Tenemos convergencia en casi todo punto de los promedios de Cesàro

lacunares P ᾱε̄jf puesto que son una subsucesión de los promedios P ᾱε̄ f . Este hecho, junto con la

acotación del operador maximal lacunar Mᾱ,ρ, permiten obtener el resultado de convergencia

para funciones de Lp(Rn), con 1 < p <∞.

Para probar la convergencia en el extremo p = 1 consideramos como subespacio denso de

Λ(1, ϕL−1) el conjunto de las funciones simples (ver Teorema 1.1.2). Por lo probado anterior-

mente conocemos la convergencia en casi todo punto de los promedios de Cesàro lacunares

P ᾱε̄jf para toda f simple ya que las funciones simples son densas en Lp(Rn), con 1 < p < ∞.
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Nuevamente la convergencia en un subespacio denso y la acotación del operador maximalMᾱ,ρ

(desigualdad (2.2.7)), nos permiten obtener el resultado deseado. �

2.2.3. Velocidad de convergencia para promedios lacunares en espacios pro-

ducto.

El objetivo de esta parte es obtener resultados sobre la velocidad de convergencia de los pro-

medios Cesàro en espacios producto sobre sucesiones lacunares. Como en el caso de los promedios

Cesàro n dimensionales (Rn considerado como un sólo bloque), utilizaremos el correspondiente

resultado de Duoandikoetxea y Rubio de Francia [16]. Trabajaremos considerando a Rn com-

puesto sólo por dos bloques (Rn = Rn1 × Rn2), dado que el resultado probado en [16] y en el

cual nos basamos está en este contexto.

Al igual que lo hicimos en la sección 2.1.3, queremos estudiar la convergencia de la serie

diferencia

(2.2.8)
∞∑

k=−∞
vk[P ᾱε̄kf(x)− P ᾱε̄k−1

f(x)]

donde P ᾱε̄kf(x) = Pα1

ε1k
Pα2

ε2k
f(x) y {vk} es una sucesión de números reales o complejos en `∞.

Para ello escribimos, para cada N ∈ Z2, N = (N1, N2) con N1 < N2, la suma

TNf(x) =

N2∑
N1

vk[P ᾱε̄kf(x)− P ᾱε̄k−1
f(x)](2.2.9)

y el operador maximal asociado

T ∗f(x) = sup
N
|TNf(x)|.

Comenzaremos probando el siguiente resultado.

Teorema 2.2.6. El operador maximal T ∗ es de tipo fuerte (p, p) para todo p, 1 < p <∞.

Como ya mencionamos, para probar este teorema utilizaremos un resultado de Duoandi-

koetxea y Rubio de Francia. En el art́ıculo [16] (ver Teorema E en [16]), los autores consideran

a Rn descompuesto en dos bloques de la forma Rn = Rm ×Rn−m con 1 ≤ m < n. Utilizando la

siguiente notación prueban el teorema que enunciamos a continuación: escriben a todo x ∈ Rn

de la forma x = (x0, x̄), x0 ∈ Rm, x̄ ∈ Rn−m y dada una medida σ en Rn definen otra medida

σ(0) en Rm tal que σ(0)(E) = σ(E × Rn−m) para cualquier conjunto de Borel E ⊂ Rm.

Teorema 2.2.7. Sean {ak}k∈Z una sucesión lacunar y γ > 0. Sean σk medidas de Borel

soportadas en {x ∈ Rn : |x̄| < ak}. Supongamos además que ||σk||L1(Rn) ≤ 1 y que las medidas

{σk}k∈Z satisfacen las siguientes estimaciones

(2.2.10) |σ̂k(ξ0, ξ̄)− σ̂k(ξ0, 0)| ≤ C|akξ̄|γ
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(2.2.11) |σ̂k(ξ0, ξ̄)| ≤ C|ak−1ξ̄|−γ

(2.2.12) |σ̂k(ξ0, 0)| ≤ C|bkξ0|γ

(2.2.13) |σ̂k(ξ0, 0)| ≤ C|bk−1ξ
0|−γ

donde {bk}k∈Z es otra sucesión lacunar de números positivos.

Sean σ∗(f) = sup
k
||σk|∗f | y σ∗(0)(g) = sup

k
||σ(0)

k |∗g| maximales acotados en Lq(Rn) y en Lq(Rm)

respectivamente para todo q > 1. Luego,

T ∗f = sup
k
|Tkf |

donde Tkf =
∞∑
j=k

σj ∗ f , es acotado en Lp(Rn), 1 < p <∞.

Demostración. Notemos que es suficiente estudiar el operador maximal asociado a TN =
N2∑
N1

σk ∗ f(x), con

σk(x
1, x2) = ṽk[ϕ

α1

ε1k
(x1)ϕα2

ε2k
(x2)− ϕα1

ε1k−1
(x1)ϕα2

ε2k−1
(x2)],

donde ṽk = vk
2||vk||∞ . Notemos que ||σk||1 ≤ 1 y las funciones σk están soportadas en {x ∈ Rn :

|x2|∞ < ε2k}. Por otro lado,

σ̂k(ξ1, ξ2) = ṽk[ϕ̂α1(ε1kx
1)ϕ̂α2(ε2kx

2)− (̂ϕα1)(ε1k−1x
1)ϕ̂α2(ε2k−1x

2)].

Luego, aplicando el Lema 2.1.12 se pueden probar fácilmente las condiciones (2.2.10) a (2.2.13)

con {ak} = {ε2k}, {bk} = {ε1k} y γ = α∗ = mı́n{α1, α2}. En efecto, si |εkξ| ≤ 1

|σ̂k(ξ1, ξ2)− σ̂k(ξ1, 0)| ≤ |ϕ̂α1(ε1kx
1)||ϕ̂α2(ε2kx

2)− 1|+ |̂(ϕα1)(ε1k−1x
1)||ϕ̂α2(ε2k−1x

2)− 1|

≤ C|ε2kx2| ≤ C|ε2kx2|α∗ .

En el caso que |εkξ| > 1 la condición se deduce del hecho que |σ̂k(ξ1, ξ2)| ≤ 1, para todo (ξ1, ξ2).

Por otro lado,

|σ̂k(ξ1, ξ2)| ≤ |ϕ̂α1(ε1kξ
1)||ϕ̂α2(ε2kξ

2)|+ |ϕ̂α1(ε1k−1ξ
1)||ϕ̂α2(ε2k−1ξ

2)|

≤ C|ε2kξ2|−α2 ≤ C|ε2kξ2|−α∗

si |ε2kξ2| > 1. Caso contrario, es decir si |ε2kξ2| ≤ 1 la condición (2.2.11) nuevamente sale de la

condición |σ̂k(ξ1, ξ2)| ≤ 1, para todo (ξ1, ξ2). Las condiciones (2.2.12) y (2.2.13) se obtienen de

las siguientes estimaciones:

|σ̂k(ξ1, 0)| ≤ |ϕ̂α1(ε1kξ
1)− ϕ̂α1(ε1k−1ξ

1)| ≤ C|ε1kξ1| ≤ C|ε1kξ1|α∗ ,

si |ε1kξ1| ≤ 1 y

|σ̂k(ξ1, 0)| ≤ |ϕ̂α1(ε1kξ
1)|+ |ϕ̂α1(ε1k−1ξ

1)| ≤ C|ε1k−1ξ
1|−α1 ≤ C|ε1k−1ξ

1|α∗ ,

si |ε1kξ1| > 1.
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Por otro lado, notemos que

σ∗(f)(x) = sup
k
||σk| ∗ f(x)| = C sup

k
|Φᾱ
εk
∗ f(x)| = CMᾱ,ρf(x)

dondeMᾱ,ρf es la maximal definida en (2.2.4). De la desigualdad (2.2.6), conocemos la acotación

de Mᾱ en Lq(Rn) para todo q > 1. Si llamamos

σ(0)(x1) = ṽk[ϕ
α1

ε1k
(x1)− ϕα1

ε1k−1
(x1)],

Luego

σ∗(0)g(x1) = sup
k∈Z
|σ(0)| ∗ g(x1)

está acotado en Lq(Rn1) para todo q > 1, dado que σ∗(0)g(x1) ≤Mα1g(x1).

Finalmente, el resultado deseado es una consecuencia del Teorema 2.2.7 considerando medidas

de Borel absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue y con densidad σk, con

{ak} = {ε2k}, {bk} = {ε1k} y γ = α∗ = mı́n{α1, α2}. �

Como consecuencia del teorema anterior podemos probar el siguiente resultado de conver-

gencia puntual.

Teorema 2.2.8. Sea {ε̄k} una sucesión ρ-lacunar de R2 y {vk} una sucesión de números

reales o complejos. Entonces los promedios

TNf(x) =

N2∑
N1

vk[P ᾱε̄kf(x)− P ᾱε̄k−1
f(x)]

convergen en casi todo punto cuando N = (N1, N2) → (−∞,+∞) para toda f ∈ Lp(Rn) con

1 < p <∞.

Demostración. Dado que tenemos la acotación del operador maximal de los operadores TN ,

probaremos la convergencia puntual del mismo para funciones en un conjunto denso en Lp(Rn).

Sea

D = {f : f(x1, x2) = f1(x1)f2(x2), fi ∈ C∞0 (Rni), i = 1, 2}.

ClaramenteD es denso en Lp(Rn). Sea f(x) = f1(x1)f2(x2) ∈ D. Para estudiar ĺım
N→(−∞,∞)

N2∑
k=−N1

σk∗

f(x), como se hizo en la prueba del Teorema 2.1.15, es suficiente ver que si para N < M escri-

bimos

I =

∣∣∣∣∣
−N−1∑
k=−M

σk ∗ f(x)

∣∣∣∣∣ II =

∣∣∣∣∣
M∑

k=N+1

σk ∗ f(x)

∣∣∣∣∣ ,
luego I y II tienden a cero cuando N tiende a infinito.

Dado que

∫
Rni

[ϕαi
εik

(xi − yi) − ϕαiεik−1

(xi − yi)]dxi = 0, usando el Teorema del Valor Medio, el

hecho que

∫
Rni
|ϕεik | = 1 y el Lema 2.1.5 se tiene
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I ≤ ||vk||∞
−N−1∑
k=−M

∣∣∣∣∫
Rn
ϕα1

ε1k
(x1 − y1)[ϕα2

ε2k
(x2 − y2)− ϕα2

ε2k−1
(x2 − y2)]f1(y1)f2(y2) dy1 dy2

∣∣∣∣
+||vk||∞

−N−1∑
k=−M

∣∣∣∣∫
Rn
ϕα2

ε2k−1
(x2 − y2)[ϕα1

ε1k
(x1 − y1)− ϕα1

ε1k−1
(x1 − y1)]f1(y1)f2(y2) dy1 dy2

∣∣∣∣
≤ ||vk||∞||f1||∞

−N−1∑
k=−M

∫
Rn2

∣∣∣∣[ϕα2

ε2k
(x2 − y2)− ϕα2

ε2k−1
(x2 − y2)][f2(y2)− f2(x2)]

∣∣∣∣ dy2

+||vk||∞||f2||∞
−N−1∑
k=−M

∫
Rn1

∣∣∣∣[ϕα1

ε1k
(x1 − y1)− ϕα1

ε1k−1
(x1 − y1)[f1(y1)− f1(x1)]

∣∣∣∣ dy1

≤ ||vk||∞||f1||∞||∇f2||∞
−N−1∑

k=−M−1

∫
Rn2

ϕα2

ε2k
(x2 − y2)|x2 − y2|dy2

+||vk||∞||f2||∞||∇f1||∞
∑−N−1
k=−M−1

∫
Rn1 ϕ

α1
ε1
k

(x1−y1)|x1−y1|dy1

≤ C||vk||∞||f1||∞||∇f2||∞
−N∑

k=−M−1

ε2k + C||vk||∞||f2||∞||∇f1||∞
−N∑

k=−M−1

ε1k

≤ C||vk||∞||f1||∞||∇f2||∞ε2−N−1 + C||vk||∞||f2||∞||∇f1||∞ε1−N−1,

de donde se concluye que I → 0 cuando N →∞.

Sea s > 1/α1, por la desigualdad de Hölder y el Lema 2.1.5 se tiene,

II =

∣∣∣∣∣
M∑

k=N+1

σk ∗ f(x)

∣∣∣∣∣
≤ 2||vk||∞

M∑
k=N+1

2∏
i=1

(∫
Rni

ϕαi
εik

(xi − yi)|fi(yi)|dyi
)

≤ 2||vk||∞||f1||s||f2||∞
M∑

k=N+1

(∫
Rn1

[ϕα1

ε1k
(x1 − y1)]s

′
dy1

)1/s′

≤ 2||vk||∞||f1||s||f2||∞
M∑

k=N+1

1

(ε1k)
1/s

≤ C||vk||∞||f1||s||f2||∞
(ε1N+1)1/s

.

Luego, tomando ĺımite cuando N →∞ resulta que II → 0. �



Caṕıtulo 3

Integrales singulares en el sentido Cesàro en espacios producto

En este caṕıtulo trataremos la existencia de las integrales singulares en el sentido Cesàro

en espacios producto. Para ello comenzamos, en la primer sección, con los resultados conocidos

sobre el tema en el contexto Rn dimensional considerando a Rn como un único bloque. A

continuación, en la segunda sección, trabajaremos en el contexto de espacios producto. Para

ello, definimos las truncaciones de la integral singular en el sentido Cesàro y probamos la buena

definición las mismas. Además definimos el operador maximal asociado a estas truncaciones

y demostramos que resulta acotado por suma de composición de operadores de los cuales se

conocen ciertas acotaciones. Con todos estos resultados, mediante un argumento de densidad

obtenemos la existencia de las integrales singulares en el sentido Cesàro en espacios producto.

3.1. Integrales singulares en el sentido Cesàro en Rn

En esta sección haremos una breve reseña de las Integrales singulares en el sentido Cesàro

en Rn que fueron introducidas en [3].

Una función localmente integrable K definida sobre Rn×Rn\∆, donde ∆ = {(x, y) : x = y}
es la diagonal, se llamará un núcleo de Calderón-Zygmund si existen constantes C > 0 y

0 < γ ≤ 1, tales que

(3.1.1) |K(x, y)| ≤ C|x− y|−n,

|K(x, y)−K(x′, y)| ≤ C |x− x
′|γ

|x− y|n+γ
, si 2|x− x′| ≤ |x− y|,

|K(x, y)−K(x, y′)| ≤ C |y − y
′|γ

|x− y|n+γ
, si 2|y − y′| ≤ |x− y|,∫

|x−x0|<N
|Iε,N (x)|2 dx ≤ CNn y

∫
|x−x0|<N

|I∗ε,N (x)|2 dx ≤ CNn,

para todo ε,N y x0, donde

Iε,N (x) =

∫
ε<|x−y|<N

K(x, y) dy y I∗ε,N (x) =

∫
ε<|x−y|<N

K∗(x, y) dy,

con K∗(x, y) = K̄(y, x) el adjunto de K.
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Estas condiciones son suficientes para obtener desigualdades de tipo fuerte (p, p), 1 < p <∞,

y de tipo débil (1,1) para los operadores truncados

Tεf(x) =

∫
|x−y|>ε

K(x, y)f(y) dy

y el operador maximal

T ∗f(x) = sup
ε>0
|Tεf(x)|.

Además, si el núcleo K satisface que

existe ĺım
ε→0+

∫
ε<|x−y|<1

K(x, y) dy para casi todo x,

entonces existe la integral
∫
K(x, y)f(y) dy en el sentido del valor principal, es decir, existe la

integral singular

Tf(x) = ĺım
ε→0+

Tεf(x) en casi todo punto.

Es extensa la bibliograf́ıa donde se pueden estudiar estos resultados, como una referencia pode-

mos dar [40].

En [3] se estudia la existencia de la integral singular
∫
K(x, y)f(y) dy en el sentido Cesàro-β,

es decir, la existencia del ĺımite

ĺım
ε→0+

Tεf(x) = ĺım
R→∞

T1/Rf(x)

en el sentido Cesàro-β. Esto significa, para β > 0, estudiar el ĺımite

ĺım
R→∞

β

Rβ

∫ R

0
(R− t)β−1T1/tf(x) dt.

Intercambiando las integrales y volviendo al parámetro ε, el ĺımite de arriba se puede escribir

como

ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε

f(y)K(x, y)

(
1− ε

|x− y|

)β
dy.

Para determinadas clases de funciones, en [3] se prueba que las integrales

Tε,βf(x) =

∫
|x−y|>ε

f(y)K(x, y)

(
1− ε

|x− y|

)β
dy

tienen sentido no sólo para β > 0 sino también para β > −1. Como la existencia de la integral

singular en el sentido Cesàro-0 (es decir, en el sentido del valor principal) implica la existencia

en el sentido Cesàro-β para β > 0, en [3] se considera sólo el caso β < 0. En el caso no pesado

el siguiente teorema reúne los resultados de [3].

Teorema 3.1.1. [3] Sea −1 < β < 0 y sea K un núcleo de Calderón-Zygmund tal que existe

el ĺımite

ĺım
ε→0+

∫
ε<|x−y|<1

K(x, y)

(
1− ε

|x− y|

)β
dy,
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en casi todo punto, luego la integral singular existe en el sentido Cesàro-β, es decir, existe el

ĺımite

ĺım
ε→0+

Tε,βf(x),

en casi todo x ∈ Rn, para toda función f ∈ Lp(Rn) con p > 1/1 + β y para toda función f en

el espacio de Lorentz L(1/(1 + β), 1)(Rn).

Para probar este resultado, los autores de [3] estudian el operador maximal T ∗βf = sup
ε>0
|Tε,βf |

obteniendo la siguiente desigualdad puntual

(3.1.2) T ∗βf(x) ≤ C[T ∗f(x) + M̃βf(x)],

donde T ∗ = T ∗0 , es decir, es el operador maximal de las truncaciones correspondiente al caso

β = 0 y

M̃βf(x) = sup
ε>0

1

εn+β

∫
ε<|x−y|≤2ε

|f(y)|(|x− y| − ε)β dy − 1 < β ≤ 0.

Notemos que, a diferencia de los operadores maximales estudiados en el caṕıtulo anterior,

en el operador M̃β definido arriba integramos sobre coronas y el núcleo es una potencia β ≤ 0

de la distancia al borde interior de la corona B(x, 2ε)\B(x, ε), donde B(x, r) = {y : |x−y| ≤ r}.

Dado α ∈ (0, 1], el operador Mα definido en el caṕıtulo anterior y el operador M̃α−1 definido

arriba no parecen ser puntualmente equivalentes. El resultado no es claro ni siquiera si en los

operadores del tipo de los definidos en el caṕıtulo anterior cambiamos cubos por bolas. Sin

embargo, para los operadores M̃β, β ∈ (−1, 0], tenemos el mismo tipo de acotaciones que para

los correspondientes operadores maximales del Caṕıtulo 2, es decir, M̃β es de tipo fuerte (p, p)

para todo p > 1/(1 +β) y es de tipo débil restringido (1/(1 +β), 1/(1 +β)). La prueba de estos

resultados se puede realizar adaptando las pruebas dadas en el Caṕıtulo 2 para el operador Mβ

o bien ver [3].

A continuación presentamos el detalle de la prueba de la estimación del operador T ∗β porque

será de utilidad en lo que sigue. Si denotamos por

Kε,β(x, y) = K(x, y)

(
1− ε

|x− y|

)β
,

luego,

Tε,βf(x) =

∫
|x−y|>ε

f(y)Kε,β(x, y) dy

=

∫
ε<|x−y|≤2ε

f(y)Kε,β(x, y) dy

+

∫
|x−y|>2ε

f(y)K(x, y) dy
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+

∫
|x−y|>2ε

f(y)[Kε,β(x, y)−K(x, y)] dy

= Uε,βf(x) + T2εf(x) + Vε,βf(x).(3.1.3)

Claramente |T2εf(x)| ≤ T ∗f(x). Usando la estimación (3.1.1) del núcleo K resulta que

|Uε,βf(x)| ≤ C

∫
ε<|x−y|≤2ε

|f(y)||K(x, y)|
(

1− ε

|x− y|

)β
≤ C

εn+β

∫
ε<|x−y|≤2ε

|f(y)| (|x− y| − ε)β dy.

De donde se tiene que, para cualquier ε > 0,

|Uε,βf(x)| ≤ CM̃βf(x).(3.1.4)

Por otro lado, usando nuevamente (3.1.1) y el Teorema del Valor Medio se tiene que

|Vε,βf(x)| ≤
∫
|x−y|>2ε

|f(y)| |Kε,β(x, y)−K(x, y)| dy

≤
∫
|x−y|>2ε

|f(y)| C

|x− y|n

∣∣∣∣∣
(

1− ε

|x− y|

)β
− 1

∣∣∣∣∣ dy
≤ Cε

∫
|x−y|>2ε

|f(y)|
|x− y|n+1

dy

≤ Cε

∞∑
k=1

∫
2kε<|x−y|≤2k+1ε

|f(y)|
|x− y|n+1

dy

≤ Cε
∞∑
k=1

1

(2kε)
n+1

∫
2kε<|x−y|≤2k+1ε

|f(y)| dy

≤ C
∞∑
k=1

1

2k
1

(2kε)n

∫
2kε<|x−y|≤2k+1ε

|f(y)| dy.

De las estimaciones de arriba se tiene que, para cualquier ε > 0,

(3.1.5) |Vε,βf(x)| ≤ CM̃βf(x),

pues el operador maximal de Hardy-Littlewood está acotado por puntualmente por M̃β para

cualquier β, −1 < β ≤ 0.

3.2. Integrales singulares en el sentido Cesàro en espacios producto

Trabajaremos en este caṕıtulo con la notación introducida en el caṕıtulo anterior, es decir,

Rn = Rn1 × · · · × RnL y x = (x1, · · · , xL), con xi ∈ Rni . Partiendo de L núcleos de Calderón



3.3.2 Integrales singulares en el sentido Cesàro en espacios producto 49

Zygmund Ki, i = 1, · · ·L, donde cada Ki está definido sobre Rni ×Rni \∆i, con ∆i la diagonal

de Rni × Rni , en [43] se define el núcleo producto

K(x, y) =
L∏
i=1

Ki(x
i, yi)

y para ε̄ = (ε1, · · · , εL) ∈ RL+ se definen las truncaciones y el operador maximal asociados al

núcleo K como

Tε̄f(x) =

∫
|x1−y1|>ε1

· · ·
∫
|xL−yL|>εL

f(y)K(x, y) dyL · · · dy1

y

T ∗f = sup
ε̄∈RL+

|Tε̄f |.

Las integrales singulares asociadas a estos núcleos producto generalizan a la Transformada de

Hilbert múltiple (ver [19]) y son casos particulares de las integrales singulares estudiadas en

[20]. Aśı, el operador T ∗ resulta ser de tipo fuerte (p, p) para 1 < p <∞.

Definiremos a continuación las integrales singulares en espacios producto en el sentido Cesàro

que consideraremos. Dados ε̄ = (ε1, · · · , εL) ∈ RL+ y β̄ = (β1, · · · , βL) con −1 < βi ≤ 0,

i = 1, · · · , L, sea

Kε̄,β̄(x, y) =
L∏
i=1

Ki,εi,βi(x
i, yi),

donde

Ki,εi,βi(x
i, yi) = Ki(x

i, yi)

(
1− εi
|xi − yi|

)βi

y Ki es un núcleo de Calderón-Zygmund definido en Rni×Rni \∆i. Con estos núcleos definimos

las truncaciones

Tε̄,β̄f(x) =

∫
|x1−y1|>ε1

· · ·
∫
|xL−yL|>εL

f(y)Kε̄,β̄(x, y) dyL · · · dy1.

Como primer resultado veremos en la siguiente proposición para qué conjuntos de funciones

están bien definidas las truncaciones Tε̄,β̄f(x), es decir, para qué funciones f la función y →
f(y)Kε̄,β̄(x, y) pertenece a L1(dy) para todo x.

Proposición 3.2.1. Sea L ∈ N, ε̄ = (ε1, · · · , εL) ∈ RL+, β̄ = (β1, · · · , βL) con −1 < βi ≤ 0,

i = 1, · · · , L, sea β∗ = mı́n
1≤i≤L

βi y supongamos que el mı́nimo β∗ se alcanza en k números βi.

Luego, las truncaciones Tε̄,β̄f(x) están bien definidas para los siguientes conjuntos de funciones:

(i) Lp(Rn) con p > 1/(1 + β∗) y

(ii) Λ(1/(1 + β∗), ϕk−1), donde ϕk(t) = t(1 + log+ t)k.
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Demostración. Comenzamos introduciendo la siguiente notación. Dados L ∈ N y 1 ≤ j ≤ L,

denotemos con ΩL
j a la familia de todos los subconjuntos σ = {σ(1), · · · , σ(j)} de {1, · · · , L} de

j elementos diferentes donde σ(i) < σ(j) cuando i < j. Para σ ∈ ΩL
j , sea γ = {γ(1), · · · , γ(L−

j)} = {1, · · · , L} \ σ. Escribiendo cada integral que compone la truncación como suma de dos

integrales, donde en una de ellas integramos en el conjunto {yi : εi < |xi − yi| ≤ 2εi} y en la

otra integramos en el conjunto {yi : |xi − yi| > 2εi}, tenemos que∫
|x1−y1|>ε1

· · ·
∫
|xL−yL|>εL

|f(y)Kε̄,β̄(x, y)| dy1 · · · dyL

=

∫
Rn1

· · ·
∫
RnL
|f(y1, · · · , yL)|

L∏
i=1

|K(xi, yi)|
(

1− εi
|xi − yi|

)βi
χ{|xi−yi|>2εi}(y

i) dyL · · · dy1

+
L∑
j=1

∑
σ∈ΩLj

∫
Rn1

· · ·
∫
RnL
|f(y1, · · · , yL)|

L∏
i=1

|K(xi, yi)|Φβ̄,ε̄(x
1 − y1, · · · , xL − yL) dyL · · · dy1

= A+B,

donde

Φβ̄,ε̄(x) =

j∏
i=1

ϕβσ(i),εσ(i)
(xσ(i))

L−j∏
i=1

ψβγ(i),εγ(i)
(xγ(i)),

con ϕβk,εk(xk) =
(

1− εk
|xk|

)βk
χ{εk<|xk|≤2εk}(x

k) y ψβk,εk(xk) =
(

1− εk
|xk|

)βk
χ{|xk|>2εk}(x

k).

Demostración de (i). Como |K(xi, yi)| ≤ C|xi − yi|−ni y dado que |xi − yi| > 2εi implica que(
1− εi

|xi−yi|

)βi
≤ 1

2βi
. Luego, por la desigualdad de Hölder resulta que

A ≤ C

2β1+···+βL

∫
Rn1

· · ·
∫
RnL
|f(y1, · · · , yL)|

L∏
i=1

1

|xi − yi|ni
χ{|xi−yi|>2εi}(y

i) dyL · · · dy1

≤ C

(∫
Rn
|f |p

)1/p
(∫

Rn1

· · ·
∫
RnL

L∏
i=1

1

|xi − yi|nip′
χ{|xi−yi|>2εi}(y

i) dyL · · · dy1

)1/p′

< ∞

para toda f ∈ Lp(Rn) con p > 1, ya que −nip′ + ni < 0. Por otro lado, como la función

L∏
i=1

|K(xi, yi)|Φβ̄,ε̄(x
1 − y1, · · · , xL − yL)

pertenece a Lp
′
(Rn) para p′βi + 1 ≥ p′β∗ + 1 > 0, usando la desigualdad de Hölder con p >

1/(1 + β∗) y p′ tenemos que B <∞ si f ∈ Lp(Rn) con p > 1/(1 + β∗).

Demostración de (ii). Notemos que, para cualquier p > 1 y k ∈ N, Λ(p, ϕk) ⊂ L(p, 1) ⊂ Lp.

Luego para f ∈ Λ(1/(1 + β∗), ϕk−1) la acotación de A se sigue como en el caso (i). Para acotar

B notemos que cambiando variables y acotando términos resulta que

B ≤ C
L∑
j=1

∑
σ∈ΩLj

∫
Rn1

· · ·
∫
RnL
|f(y1, · · · , yL)|

L∏
i=1

1

|xi − yi|ni
Φβ̄,ε̄(x

1 − y1, · · · , xL − yL) dyL · · · dy1
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≤ C(ε̄)
L∑
j=1

∑
σ∈ΩLj

∫
Rn1

· · ·
∫
RnL
|f(x1 − ε1zi, · · · , xL − εLzL)|Φβ̃j

(z1, · · · , zL) dyL · · · dy1

donde Φβ̃j
(z) =

j∏
i=1

ϕβσ(i),nσ(i)
(zσ(i))

L−j∏
i=1

ψnγ(i)
(zγ(i)) con ϕβk,nk(zk) =

(|zk| − 1)βk

|zk|nk
χ{1<|zk|≤2}(z

k)

y ψnk(zk) =
1

|zk|nk
χ{|zk|>2}(z

k). Con esta notación β̃j = (βσ(1), · · · , βσ(j)). Luego,

B ≤ C(ε̄)

L∑
j=1

∑
σ∈ΩLj

∫ ∞
0

f∗(cs)
[
Φβ̃j

]∗
(s) ds,

donde c es una constante que depende de ε̄ y de n, mientras que f∗ es la reordenada de f . Para

estimar
[
Φβ̃j

]∗
(s) utilizaremos el siguiente lema.

Lema 3.2.2. Dados 1 ≤ j ≤ L y β̃j = (βσ(1), · · · , βσ(j)), si β = mı́n
1≤i≤j

{βσ(i)} se alcanza en k

de los números βσ(i), luego [
Φβ̃j

]∗
(s) ≤ C̃sβ

[
1 + log+

(
1

s

)]k−1

.

Por el lema anterior notemos que

Bj =

∫ ∞
0

f∗(cs)
[
Φβ̃j

]∗
(s) ds

≤ C̃

∫ ∞
0

f∗(cs)sβ
[
1 + log+

(
1

s

)]k−1

ds

= C̃

∫ 1

0
f∗(cs)sβ

[
1 + log

(
1

s

)]k−1

ds+ C̃

∫ ∞
1

f∗(cs)sβ ds = B1
j +B2

j

Claramente B2
j <∞ si f pertenece al espacio de Lorentz L (1/(1 + β), 1) .

Veamos que si f ∈ Λ(1/(1 + β), ϕk−1) luego B1
j < ∞. Consideremos el conjunto Eδ = {s ∈

(0, 1) : f∗(cs) > s−δ} y sea CEδ = (0, 1) \ Eδ. Eligiendo apropiadamente el número δ tenemos

que ∫
CEδ

f∗(cs)sβ
[
1 + log(

1

s
)

]k−1

ds ≤
∫ 1

0
s−δ+β

[
1 + log(

1

s
)

]k−1

ds <∞.

Por otro lado, como si s ∈ Eδ luego 1+log(1
s ) ≤ C(1+log f∗(cs)), tenemos el resultado deseado.

Finalmente, notemos que el mı́nimo β en el Lema 3.2.2 en realidad depende de j, si llamamos

βj a este mı́nimo para cada j, tenemos que β∗ ≤ βj < 0 para todo j y por tanto 1/(1 + β∗) ≥
1/(1 + βj) para todo j. Siguiendo las cuentas de acotación para cada Bj se puede ver que si

f ∈ Λ(1/(1 + β∗), ϕk−1) luego

B ≤ C(ε̄)

L∑
j=1

∑
σ∈ΩLj

Bj <∞.

�
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Para probar el Lema 3.2.2 comenzaremos estimando la función distribución λΦβ̃j
(t). El

resultado es el siguiente.

Lema 3.2.3. Dados 1 ≤ j ≤ L y β̃j = (βσ(1), · · · , βσ(j)), supongamos que β = mı́n
1≤i≤j

βσ(i) se

alcanza en k (1 ≤ k ≤ j) de los βσ(i), luego

λΦβ̃j
(t) = |{x : Φβ̃j

(x) > t}| ≤ Ctβ
(
1 + log+ t

)k−1
.

Demostración. Sea Φβ̃j
(z) =

L∏
i=1

hi(z
i) donde hi(z

i) = ϕβσ(i),nσ(i)
(zσ(i)) o hi(z

i) = ψnγ(i)
(zγ(i)).

Probaremos el lema por inducción en el número de k de valores βσ(i) donde se alcanza el mı́nimo.

Es decir, probaremos que cualquiera sea L, si el mı́nimo β se alcanza en k de los números βσ(i),

luego

|{z = (z1, · · · , zL) :

L∏
i=1

hi(z
i) > t}| ≤ Ctβ

(
1 + log+ t

)k−1
.

Caso k = 1: Supongamos que el mı́nimo de los βσ(i) se alcanza en un único valor, luego tenemos

que probar que para cualquier L ∈ N,

|{z = (z1, · · · , zn) :
L∏
i=1

hi(z
i) > t}| ≤ Ct1/β.

Probaremos que esto es cierto por inducción en L, donde L la cantidad de bloques o de produc-

tos en la función Φβ̃j
(z).

a) Si L = 1, Φβ̃j
(z) = ϕβ,n(z) =

(|z| − 1)β

|z|n
χ(1,2)(|z|). Luego

λΦβ̃j
(t) ≤ |{z : 1 < |z| < 2 ∧ (|z| − 1)β > t}| = |{z : 1 < |z| < 2 ∧ |z| < 1 + t

1
β }|.

Si 1 + t1/β ≥ 2 (equivalentemente t ≤ 1) entonces λΦβ̃j
(t) = Cn.

Si 1 + t1/β < 2 (equivalentemente t > 1) entonces por el Teorema del Valor Medio se tiene

λΦβ̃j
(t) = Cn[(1 + t1/β)n − 1] ≤ C̃nt1/β.

Luego, como para t ∈ (0, 1), t1/β > 1 (dado que β < 0), existe C > 0 tal que

λΦβ̃j
(t) ≤ Ct1/β, t > 0.

b) Supongamos que la acotación está probada para el caso de k bloques o de factores y probemos

que lo mismo se obtiene cuando tenemos k+1 factores. Luego, por la hipótesis inductiva tenemos

|{z = (z1, · · · , zk+1) :

k+1∏
i=1

hi(z
i) > t}|

=

∣∣∣∣∣
{
z : zk+1 ∈ sop(hk+1) ∧

k∏
i=1

hi(z
i) >

t

hk+1(zk+1)

}∣∣∣∣∣
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=

∫
zk+1∈sop(hk+1)

∣∣∣∣∣
{
z = (z1, · · · , zk) :

k∏
i=1

hi(z
i) >

t

hk+1(zk+1)

}∣∣∣∣∣ dzk+1

≤ C

∫
zk+1∈sop(hk+1)

(
t

hk+1(zk+1)

)1/β

dzk+1

= Ct1/β
∫
zk+1∈sop(hk+1)

[
hk+1(zk+1)

]−1/β
dzk+1

≤ Ct1/β

tanto para hk+1 = ϕβi,ni o bien hk+1 = ψβi,ni . En efecto, si hk+1 = ϕβi,ni ,∫
zk+1∈sop(hk+1)

[
hk+1(zk+1)

]−1/β
dzk+1 =

∫
1<|zi|<2

(
(|zi| − 1)βi

|zi|ni

)−1/β

dzi

≤
∫

1<|zi|<2

(
|zi| − 1

)−βi/β dzi
= Cni

∫ 2

1
(s− 1)−βi/βsni−1 ds

≤ Cni

∫ 2

1
(s− 1)−βi/β ds

= Cni

∫ 1

0
s−βi/β ds <∞,

pues −βi/β > −1 ya que βi > β. En el caso que hk+1 = ψni ,∫
zk+1∈sop(hk+1)

[
hk+1(zk+1)

]−1/β
dzk+1 =

∫
|zi|>2

|zi|ni/β dzi

= Cni

∫ ∞
2

sni/βsni−1 ds <∞,

pues ni/β + ni < 0 ya que −1 < β < 0.

Caso k ⇒ k + 1: Supongamos ahora que el mı́nimo β se alcanza en k de los números βσ(i),

1 ≤ i ≤ j, luego, para cualquier m ≥ k se tiene que

|{z = (z1, · · · , zm) :
m∏
i=1

hi(z
i) > t}| ≤ Ct1/β(1 + log+ t)k−1.

Probaremos que si el mı́nimo β se alcanza en k+1 de los números βσ(i), 1 ≤ i ≤ j, para cualquier

m ≥ k + 1 se tiene que

|{z = (z1, · · · , zm) :

m∏
i=1

hi(z
i) > t}| ≤ Ct1/β(1 + log+ t)k.

Supongamos que h1 es de la forma ϕβi,ni donde βi es uno de los números donde se alcanza el

mı́nimo.

Por la hipótesis inductiva se tiene que

|{z = (z1, · · · , zm) :

m∏
i=1

hi(z
i) > t}|
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= |{z = (z1, · · · , zm) : z1 ∈ sop(h1) ∧
m∏
i=2

hi(z
i) >

t

h1(z1)
}|

=

∫
z1∈sop(h1)

|{(z2, · · · , zm) : z1 ∈ sop(h1) ∧
m∏
i=2

hi(z
i) >

t

h1(z1)
}| dz1

≤ Ct1/β
∫
z1∈sop(h1)

1

h1(z1)1/β

[
1 + log+

(
t

h1(z1)

)]k−1

dz1

= Ct1/β
∫
z1∈sop(h1);t≤h1(z1)

1

h1(z1)1/β
dz1

+Ct1/β
∫
z1∈sop(h1);t>h1(z1)

1

h1(z1)1/β

[
1 + log

(
t

h1(z1)

)]k−1

dz1 = I + II.

Notemos que ya probamos en el Caso k=1 b) que I ≤ Ct1/β. Acotemos ahora II.

II ≤ Cn1t
1/β

∫
1<|z1|<2;1+(2n1 t)1/β<|z1|

1

|z1| − 1

[
1 + log

(
t|z1|n1

(|z1| − 1)β

)]k−1

dz1

= Cn1t
1/β

∫
1<|z1|<2;1+(2n1 t)1/β<|z1|

1

|z1| − 1

[
1 + (−β) log

(
|z1| − 1

(2n1t)1/β

)]k−1

dz1

≤ Cn1t
1/β

∫ 1

(2n1 t)1/β

1

r

[
1 + log

(
r

(2n1t)1/β

)]k−1

dr

= Ct1/β
[
1 + log

(
(2nit)−1/β

)]k
≤ Ct1/β

(
1 + log+ t

)k
.

Luego, existe C > 0 tal que I + II ≤ Ct1/β
(
1 + log+ t

)k
. �

Demostración del Lema 3.2.2. Dado que
[
Φβ̃j

]∗
(s) = ı́nf{t > 0 : λΦβ̃j

(t) ≤ s}, para probar

el lema basta ver que λΦβ̃j
(ts) ≤ s, con ts = C̃sβ

[
1 + log+(1

s )
]k−1

, para alguna constante

adecuada C̃.

Notemos que si s > 1, ts = C̃sβ y

λΦβ̃j
(ts) ≤ CC̃1/β s[1 + log+(C̃sβ)]k−1 ≤ CC̃1/β[1 + log+(C̃)]k−1 s.

Luego, eligiendo apropiadamente la constante C̃ tenemos que λΦβ̃j
(ts) ≤ s en este caso.

Si 0 < s < 1, ts = C̃sβ
[
1 + log(1

s )
]k−1

y

λΦβ̃j
(ts) ≤ CC̃1/β s

(
1 + log

(
1

s

))(k−1)/β
[

1 + log

(
C̃sβ

[
1 + log

(
1

s

)]k−1
)]k−1

≤ CC̃1/β s

[
1 + log C̃ + (−β) log

(
1
s

)
+ (k − 1) log(1 + log(1

s ))

1 + log(1
s )

]k−1

.

Luego, eligiendo apropiadamente la constante C̃, también en este caso podemos probar que

λΦβ̃j
(ts) ≤ s. �
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Nuestro propósito es estudiar la existencia del ĺımite

ĺım
ε̄→0
Tε̄,β̄f(x).

Como resulta natural en este tema, comenzaremos estudiando el operador maximal

T ∗β̄ f(x) = sup
ε̄∈RL+

|Tε̄,β̄f(x)|.

Siguiendo las ideas de [3] probaremos una desigualdad puntual para T ∗
β̄

.

Como ya se hizo en el Caṕıtulo 2, utilizaremos la siguiente notación. Dado x ∈ Rn y xi ∈ Rni

denotamos con x̃i a (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xL) y para f : Rn → R, sea fx̃i : Rni → R dada por

fx̃i(x
i) = f(x1, · · · , xi, · · · , xL).

Para δ > 0 definimos los conjuntos Ai(x, δ) = {y ∈ Rni : δ < |x − y| ≤ 2δ} y para

−1 < βi ≤ 0, el operador maximal

M̃ i
βi
f(x) = M̃βi(fx̃i)(x

i) = sup
δ>0

1

δni+βi

∫
Ai(xi,δ)

|fx̃i(yi)|(|xi − yi| − δ)βi dyi.

También necesitaremos una notación para las truncaciones y el operador maximal asociado

cuando se integra sólo en un bloque de variables, aśı

T iδ,βif(x) = Tδ,βi(fx̃i)(x
i) =

∫
|xi−yi|>δ

fx̃i(y
i)Ki,δ,βi(x

i, yi) dyi

y

T i,∗βi f(x) = sup
δ>0
|T iδ,βif(x)| = sup

δ>0
|Tδ,βi(fx̃i)(x

i)|.

Cuando β = 0 denotaremos a T iδ,β y a T i,∗β simplemente con T iδ y T i,∗. A partir de los

operadores Uδ,β y Vδ,β definidos en la sección anterior definimos los operadores

U iδ,βif(x) = Uδ,βi(fx̃i)(x
i) =

∫
Ai(xi,δ)

fx̃i(y
i)Ki,δ,βi(x

i, yi) dyi

y

V i
δ,βi

f(x) = Vδ,βi(fx̃i)(x
i) =

∫
|xi−yi|>2δ

fx̃i(y
i)[Ki,δ,βi(x

i, yi)−Ki,δ,0(xi, yi)] dyi.

A continuación mostraremos cómo se puede obtener una desigualdad puntual similar a la

obtenida en (3.1.2). Por simplicidad de notación, comenzaremos tratando el caso de dos bloques.

Dados ε̄ = (ε1, ε2), β̄ = (β1, β2) y x = (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 , como

Tε̄,β̄f(x) =

∫
|x1−y1|>ε1

∫
|x2−y2|>ε2

f(y1, y2)K1,ε1,β1(x1, y1)K2,ε2,β2(x2, y2) dy2dy1

=T 1
ε1,β1
◦ T 2

ε2,β2
f(x)

=T 2
ε2,β2
◦ T 1

ε1,β1
f(x),
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usando (3.1.3) en cada operador T iεi,βi , se tiene que

Tε̄,β̄f(x) =T 1
ε1,β1
◦ T 2

ε2,β2
f(x)

=U1
ε1,β1
◦ U2

ε2,β2
f(x) + U1

ε1,β1
◦ T 2

2ε2f(x) + U1
ε1,β1
◦ V 2

ε2,β2
f(x)

+ T 1
2ε1 ◦ U

2
ε2,β2

f(x) + T 1
2ε1 ◦ T

2
2ε2f(x) + T 1

2ε1 ◦ V
2
ε2,β2

f(x)

+ V 1
ε1,β1
◦ U2

ε2,β2
f(x) + V 1

ε1,β1
◦ T 2

2ε2f(x) + V 1
ε1,β1
◦ V 2

ε2,β2
f(x).

Claramente el operador T 1
2ε1
◦ T 2

2ε2
f(x) es el operador T2ε̄f(x), donde 2ε̄ = (2ε1, 2ε2) y este

operador está acotado por el operador maximal T ∗.

Por otro lado, teniendo en cuenta que estos operadores conmutan y usando las estimacio-

nes (3.1.4) y (3.1.5) se tiene que los operadores U1
ε1,β1

◦ U2
ε2,β2

, U1
ε1,β1

◦ V 2
ε2,β2

, V 1
ε1,β1

◦ U2
ε2,β2

y V 1
ε1,β1
◦ V 2

ε2,β2
están acotados por una constante veces el operador maximal M̃1

β1
◦ M̃2

β2
.

Los operadores U1
ε1,β1
◦ T 2

2ε2
, T 1

2ε1
◦ U2

ε2,β2
, T 1

2ε1
◦ V 2

ε2,β2
y V 1

ε1,β1
◦ T 2

2ε2
resultan acotados por una

constante veces la suma de los siguientes operadores M̃1
β1
◦ T 2,∗ y M̃2

β2
◦ T 1,∗. En efecto, por

ejemplo, usando la estimación (3.1.4) tenemos que

|U1
ε1,β1
◦ T 2

2ε2f(x1, x2)| ≤
∫
A1(x1,ε1)

|T 2
2ε2f(y1, x2)|K1,ε1,β1(x1, y1) dy1

≤
∫
A1(x1,ε1)

T 2,∗f(y1, x2)K1,ε1,β1(x1, y1) dy1

≤ CM̃1
β1

(T 2,∗f)(x1, x2).

Luego, reuniendo todas las estimaciones, hemos probado para el caso L = 2 la siguiente esti-

mación puntual

T ∗β̄ ≤ C
[
M̃1
β1
◦ M̃2

β2
+ M̃1

β1
◦ T 2,∗ + M̃2

β2
◦ T 1,∗ + T ∗

]
.

En general cuando L > 2 escribimos al operador Tε̄,β̄ como

Tε̄,β̄ = T 1
ε1,β1
◦ · · · ◦ T Lε,βL ,

donde cada operador T iεi,βi se puede escribir como la siguiente suma de operadores

T iεi,βi = U iεi,βi + T i2εi + V i
εi,βi

.

Procediendo como en el caso L = 2 podemos acotar al operador Tε̄,β̄ como suma de operadores

de 3 tipos:

Operadores de tipo I: operadores que son composición sólo de operadores truncados T i2εi .
Hay un único operador de tipo I, el cual se puede acotar de manera trivial por el operador

maximal T ∗.
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Operadores de tipo II: operadores que son composición de L operadores del tipo U iεi,βi y/o

operadores del tipo V i
εi,βi

.

Procediendo como en el caso de dos bloques se pueden acotar cada uno de los operadores de

tipo II por el operador M̃1
β1
◦ · · · ◦ M̃L

βL
.

Operadores de tipo III: operadores que son composición de operadores del tipo U iεi,βi o

del tipo V i
εi,βi

y operadores truncados del tipo T i2εi . Cambiando el orden de integración si es

necesario, podemos suponer que aplicamos primero los operadores del tipo T i2εi y luego los de

la forma U iεi,βi o V i
εi,βi

.

Para escribir la forma que tienen estos operadores de una forma compacta utilizamos la notación

introducida en la prueba de la Proposición 3.2.1. Dados L ∈ N y 1 ≤ j ≤ L, denotemos con ΩL
j a

la familia de todos los subconjuntos σ = {σ(1), · · · , σ(j)} de {1, · · · , L} de j elementos diferentes

donde σ(i) < σ(j) cuando i < j. Para σ ∈ ΩL
j , sea γ = {γ(1), · · · , γ(L − j)} = {1, · · · , L} \ σ.

Utilizando esta notación, los operadores de tipo III tienen la forma

W
σ(1)
βσ(1)

◦ · · · ◦W σ(j)
βσ(j)

◦ T γ(1)
2εγ(1)

◦ · · · ◦ T γ(L−j)
2εγ(L−j)

,

donde 1 ≤ j ≤ L − 1, σ ∈ ΩL
j y W

σ(i)
βσ(i)

es un operador del tipo U
σ(i)
βσ(i),εσ(i)

o del tipo V
σ(i)
βσ(i),εσ(i)

.

Notar que T γ(1)
2εγ(1)

◦ · · · ◦ T γ(L−j)
2εγ(L−j)

es el mismo operador independientemente de orden en que se

tomen los γ(k) en γ. Si ε̄ = (ε1, · · · εL−j), llamamos

T γ,∗ = sup
ε̄∈RL−j+

|T γ(1)
2ε1
◦ · · · ◦ T γ(L−j)

2εL−j
|.

Luego, reuniendo las estimaciones realizadas tenemos probada la siguiente desigualdad puntual

(3.2.1)

T ∗β̄ f(x) ≤ C

T ∗f(x) + M̃1
β1
◦ · · · ◦ M̃L

βL
f(x) +

L−1∑
j=1

∑
σ∈ΩLj

M̃
σ(1)
βσ(1)

◦ · · · ◦ M̃σ(j)
βσ(j)

◦ T γ,∗f(x)

 .
Como consecuencia de esta desigualdad puntual, de las acotaciones que verifican los opera-

dores que alĺı aparecen y de los teoremas de composición de operadores probados en el Caṕıtulo

1 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.4. Sea β̄ = (β1, · · · , βL) y supongamos que existen exactamente k números

βi, con 1 ≤ k ≤ L tales que β∗ = mı́n
1≤j≤L

βj. Luego,

i) el operador T ∗
β̄

es de tipo fuerte (p, p) para p > 1/(1 + β∗) y

ii) en el extremo p = 1/(1 + β∗), el operador T ∗
β̄

satisface la siguiente desigualdad

(3.2.2) |{x : T ∗β̄ f(x) > t}| ≤ C
(
ϕk−1(1/t)

t

∫ ∞
0

sβ∗ϕk−1(f∗(s)) ds

)1/(1+β∗)

para todo t > 0, donde ϕk(t) = t(1 + log+ t)k.
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Demostración. i) El operador T ∗ es un caso particular de las integrales singulares en espacios

producto tratadas en [20], por lo que este operador resulta ser de tipo fuerte (p, p) para todo

p > 1. Lo mismo ocurre con los operadores T γ,∗. Por otro lado, todos los operadores M̃ i
βi

son

de tipo fuerte (p, p) para todo p > 1/(1 + βi). Luego, dado que 1/(1 + β∗) > 1/(1 + βi) para

todo i (1 ≤ i ≤ L), podemos concluir fácilmente el resultado en i).

ii) Como T ∗ es de tipo fuerte (1/(1 + β∗), 1/(1 + β∗)), es de tipo débil restringido (1/(1 +

β∗), 1/(1 +β∗)) y esto implica que T ∗ verifica (3.2.2). Por otro lado, aplicando el Teorema 1.2.7

a los operadores M̃ i
βi

, 1 ≤ i ≤ L, tenemos (3.2.2) para la composición M̃1
β1
◦ · · · ◦ M̃L

βL
.

Veamos ahora que todos los operadores de la forma M̃
σ(1)
βσ(1)
◦· · ·◦M̃σ(j)

βσ(j)
◦T γ,∗ también satisfacen

(3.2.2). Sin perder generalidad, podemos suponer que βσ(j) es uno de los números donde se

alcanza el mı́nimo β∗. Como los operadores T γ,∗ son de tipo fuerte (p, p) para todo p > 1,

son de tipo débil restringido (p, p) para todo p > 1. Además, como el operador M̃
σ(j)
βσ(j)

es de

tipo débil restringido (q, q) para todo q ≥ 1/(1 + βσ(j)), aplicando el Teorema 1.2.12 tenemos

que la composición M̃
σ(j)
βσ(j)

◦ T γ,∗ también es de tipo débil restringido (q, q) para todo q ≥

1/(1 +βσ(j)). Por otro lado, la composición M̃
σ(1)
βσ(1)
◦ · · · ◦ M̃σ(j−1)

βσ(j−1)
verifica la desigualdad (1.2.4)

del Teorema 1.2.9 donde el exponente del logaritmo en aquella desigualdad es la lo sumo k − 2

y p = 1/(1 + β̃) con β̃ = mı́n{βσ(1), · · · , βσ(j−1)}. Finalmente, aplicando el Teorema 1.2.9 con

S = M̃
σ(1)
βσ(1)

◦ · · · ◦ M̃σ(j−1)
βσ(j−1)

y T = M̃
σ(j)
βσ(j)
◦ T γ,∗ tenemos probada la desigualdad (3.2.2) y por lo

tanto, el resultado deseado para todos los términos que acotan a T ∗
β̄

. �

Finalmente, la existencia de la integral singular en el sentido Cesàro en espacios producto

se obtiene en el siguiente resultado.

Teorema 3.2.5. Dado β̄ = (β1, · · · , βL) con −1 < βi ≤ 0 y supongamos que existen exac-

tamente k números βi, con 1 ≤ k ≤ L tales que β∗ = mı́nβi. Sean Ki núcleos de Calderón-

Zygmund definidos sobre Rni × Rni \∆, donde ∆ es la diagonal de Rni × Rni, 1 ≤ i ≤ L, tales

que existen los ĺımites

ĺım
ε→0+

∫
ε<|xi−yi|<1

Ki(x
i, yi)

(
1− ε

|xi − yi|

)βi
dyi, 1 ≤ i ≤ L,

en casi todo punto. Entonces existe el ĺımite

ĺım
ε̄→0
Tε̄,β̄f(x)

en casi todo punto para cualquier f ∈ Lp(Rn) con p > 1/(1 + β∗) y y para toda f ∈ Λ(1/(1 +

β∗), ϕk−1) donde ϕk(t) = t(1 + log+ t)k.

Demostración. Teniendo en cuenta que a partir del teorema anterior tenemos las acota-

ciones del operador maximal T ∗
β̄

en los espacios correspondientes, el teorema se seguirá si

probamos la convergencia de las truncaciones Tε̄,β̄f en subespacios densos. Comenzaremos
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con el caso del espacio Lp(Rn) con p > 1/(1 + β∗). Dado que las combinaciones lineales fi-

nitas de funciones de variables separadas con factores en Lp(Rni) son densas en Lp(Rn), es

suficiente chequear la existencia del ĺımite de las truncaciones Tε̄,β̄f para funciones del tipo

f(x1, · · · , xn) =
m∑
k=1

ckf
k
1 (x1)fk2 (x2) · · · fkL(xL), con fki ∈ Lp(Rni), 1 ≤ i ≤ L. Notemos que si f

es de esta forma,

Tε̄,β̄f(x) = Tε̄,β̄

(
m∑
k=1

ckf
k
1 (x1)fk2 (x2) · · · fkL(xL)

)

=

m∑
k=1

ckTε̄,β̄(fk1 (x1)fk2 (x2) · · · fkL(xL))

=
m∑
k=1

ck

(
Tε1,β1f

k
1 (x1)Tε2,β2f

k
2 (x2) · · ·TεL,βLf

k
L(xL)

)
Luego, de las hipótesis en los núcleos Ki y en la funciones fi, aplicando el Teorema 3.1.1 a cada

bloque tenemos que el

ĺım
εi→0+

Tεi,βifi(x
i)(3.2.3)

existe para casi todo xi ∈ Rni y p > 1/(1 + βi) con i = 1, · · · , L. Como β∗ ≤ βi para todo

i = 1, · · · , L entonces 1/(1 + βi) ≤ 1/(1 + β∗). Luego, el ĺımite (3.2.3) existe para casi todo

xi ∈ Rni y p > 1/(1 + β∗). Esto nos asegura la existencia del ĺımite de Tε̄,β̄ cuando ε̄ tiende a

cero para casi todo x ∈ Rn y funciones en un subespacio denso de Lp con p > 1/(1 + β∗).

Al igual que hicimos con los promedios de Cesàro en espacios producto, la convergencia para

funciones en el espacio Λ(1/(1 + β∗), ϕk−1) se sigue del hecho que el espacio Lp ∩ Λ(1/(1 +

β∗), ϕk−1) es un subespacio denso de Λ(1/(1 + β∗), ϕk−1). �





Caṕıtulo 4

Aplicaciones a la Teoŕıa Ergódica

En este caṕıtulo aplicaremos algunos de los resultados y técnicas desarrolladas en los caṕıtu-

los anteriores al contexto de Teoŕıa Ergódica. Concretamente, en la primera parte de este caṕıtu-

lo estudiamos resultados de convergencia puntual y en norma de los promedios de Cesàro ergódi-

cos multiparamétricos. Posteriormente abordaremos el estudio de la Transformada de Hilbert

ergódica doble y, a partir de estos resultados, estudiamos la existencia de la Transformada de

Hilbert ergódica doble en el sentido de Cesàro.

4.1. Promedios de Cesàro Ergódicos

Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito y sea T un operador lineal definido sobre algún

Lp(ν), 1 < p <∞. Los promedios ergódicos asociados al operador T se definen como

Rnf =
1

n+ 1

n∑
k=0

T kf,

donde T k = T ◦ · · · ◦ T denota la composición de k veces el operador T .

Existen numerosos trabajos en los cuales se estudia la convergencia puntual y en norma Lp(ν)

de los promedios Rnf . Desde el caso más clásico en el que T viene dado por una transformación

τ : X → X que conserva la medida (Teoremas de Birkoff y Von Neumann, ver por ejemplo [30]),

hasta casos más generales como por ejemplo en [32] donde T es un operador lineal positivo con

inverso positivo en Lp(ν), 1 < p <∞, tal que

sup
n≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
k=0

T k

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

<∞.

Bajo estas condiciones en T se prueba que los promedios ergódicos Rnf convergen en casi todo

punto y en la norma de Lp(ν) para toda f ∈ Lp(ν).

Una generalización de estos promedios son los promedios ergódicos Cesàro−α con 0 < α < 1.

Estos promedios se definen como

Rn,αf =
1

Aαn

n∑
k=0

Aα−1
n−kT

kf,
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donde Aαn = (α+1)···(α+n)
n! , n 6= 0 y Aα0 = 1.

En su tesis, R. Irmisch [26] probó que si αp > 1 y T : Lp(ν) → Lp(ν) es una contracción

lineal y positiva luego el operador maximal

Mαf = sup
n≥0
|Rn,αf |

está acotado en Lp(ν) y los promedios Rn,αf convergen en casi todo punto y en la norma de

Lp(ν) para toda f ∈ Lp(ν).

En el caso ĺımite αp = 1, el resultado no es cierto ni siquiera si T está inducido por una

transformación ergódica que preserva la medida [12]. En este caso ĺımite, Broise, Deniel y De-

rriennic [9] probaron que si Tf = f ◦ τ , donde τ conserva la medida, el operador Mα es de tipo

débil restringido (1/α, 1/α) y los promedios Rn,αf convergen en casi todo punto para toda f

que pertenece al espacio de Lorentz L(1/α, 1)(ν).

En [34] y en [7] se generalizan los resultados de Irmisch. Para describir esta generalización

daremos algunas definiciones.

Diremos que un operador T es un operador de Lamperti sobre Lp(ν) si T es un operador

lineal y acotado sobre Lp(ν) tal que T separa soportes, es decir, env́ıa funciones con soportes

disjuntos en funciones del mismo tipo. Dado un operador de Lamperti sobre Lp(ν), existe un

operador lineal y positivo sobre Lp(ν), el módulo lineal de T y al que denotaremos |T |, tal que

|Tf | = |T ||f |, para toda f ∈ Lp(ν). Finalmente, con |T |α denotaremos al operador lineal dado

por |T |αf = [|T |(fα)]1/α, para f ≥ 0.

Si T es un operador de Lamperti invertible, luego su inverso T−1 y su módulo lineal |T | son

también operadores de Lamperti invertibles (ver [29]).

Teorema 4.1.1. [34],[7] Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito, 0 < α ≤ 1, 1/α <

p <∞ y sea T un operador de Lamperti invertible sobre Lp(ν) tal que

sup
n≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
k=0

|T |kα

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
pα

<∞.

Luego, para cualquier f ∈ Lp(ν), el ĺımite ĺım
n→∞

Rn,αf existe en casi todo punto y en la norma

de Lp(ν).

En [34] se considera T y T−1 positivos y por lo tanto |T | = T en la hipótesis del teo-

rema anterior. Los resultados previos para probar el teorema anterior y que serán utilizados

posteriormente están reunidos en el siguiente teorema.
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Teorema 4.1.2. [34],[7] Dados (X,F, ν), α, p y T como en el Teorema 4.2, luego

(i) el operador maximal Mα está acotado en Lp(ν) y

(ii) el conjunto D = {g + (h − Th) : g, h ∈ Lp(ν) g = Tg y h es una función simple} es

denso en Lp(ν).

Por otro lado, en [4] los autores generalizan los resultados del caso ĺımite p = 1/α por medio

del siguiente teorema.

Teorema 4.1.3. [4] Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito, 0 < α ≤ 1 y sea T un

operador de Lamperti sobre L1/α(ν) invertible y tal que

sup
n≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
k=0

|T |kα

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
1

<∞

y

sup
n∈Z
||Tn||∞ <∞.

Luego existe el ĺımite ĺım
n→∞

Rn,αf en casi todo punto, para cualquier f ∈ L(1/α, 1)(ν).

La demostración del teorema anterior se basa en el siguiente resultado de acotación para el

operador maximal Mα.

Teorema 4.1.4. [4] Dados (X,F, ν), α y T como en el Teorema 4.1.3, luego el operador

maximal Mα es de tipo débil restringido (1/α, 1/α), es decir, existe una constante C > 0 tal que

ν({x : Mαf(x) > λ}) ≤ C

λ1/α
||f ||1/α1/α,1,

para todo λ > 0 y toda f ∈ L(1/α, 1)(ν).

4.2. Promedios de Cesàro múltiples Ergódicos

En esta sección se definen y analizan los promedios ergódicos múltiples. En el libro de

Dunford y Schwartz [14] se consideran los promedios ergódicos

Rn̄f(x) =
1∏k

j=1 nj

n1∑
i1=0

· · ·
nk∑
ik=0

T i11 · · ·T
ik
k f(x)

asociados a k operadores lineales Ti, i = 1, · · · , k, para n̄ = (n1, · · · , nk). En [14] se prueba

que si los operadores Ti son contracciones en L1(ν) y en L∞(ν) luego, para toda f ∈ Lp(ν) con

1 < p <∞ los promedios Rn̄f convergen (cuando n1, · · · , nk →∞ independientemente) en casi

todo punto y en la norma de Lp(ν). En el caso ĺımite p = 1, con las mismas hipótesis en los

Ti, i = 1, · · · , k que en [14] y suponiendo que todos los Ti son positivos, N. Fava demostró en

[17] que los promedios Rn̄f convergen en casi todo punto para toda función f en el espacio de
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Orlicz Lϕk−1 con ϕk(t) = t(1 + log+ t)k.

En lo que sigue se extienden los resultados de [14] y [17] al caso de promedios ergódicos de

tipo Cesàro múltiples.

Dado ᾱ = (α1, · · · , αk), con 0 < αj ≤ 1, para j = 1, · · · , k y k operadores lineales T1, · · · , Tk,
definimos los promedios ergódico Cesàro-ᾱ múltiples como

Rn̄,ᾱf(x) = Rn1,α1 ◦ · · · ◦Rnk,αkf(x) =
1∏k

j=1A
αj
nj

n1∑
i1=0

· · ·
nk∑
ik=0

k∏
j=1

A
αj−1
nj−ijT

i1
1 · · ·T

ik
k f(x)

y el operador maximal asociado

Mᾱf(x) = sup
n̄>0
|Rn̄,ᾱf(x)|,

donde n̄ = (n1, · · · , nk) > 0 significa que nj > 0 para todo 1 ≤ j ≤ k. Claramente se verifica la

siguiente estimación puntual

(4.2.1) Mᾱf(x) ≤Mα1 ◦ · · · ◦Mαkf(x),

donde los operadoresMαi son los operadores maximales correspondientes a los promedios ergódi-

cos Cesàro-αi asociados al operador Ti.

Los principales resultados de esta sección se encuentran en los siguientes dos teoremas.

Teorema 4.2.1. Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito. Sea ᾱ = (α1, · · · , αk), 0 <

αj ≤ 1, para todo i = 1, · · · , k, sea α∗ = mı́n
1≤j≤k

αj y p > 1/α∗. Sean Tj, 1 ≤ j ≤ k, operadores de

Lamperti invertibles sobre Lp(ν) que conmutan entre śı. Supongamos que para cada j = 1, · · · , k

sup
n≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
k=0

|Tj |kαj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
pαj

<∞.

Luego,

(i) el operador Mᾱ es de tipo fuerte (p, p) y

(ii) los promedios Rn̄,ᾱf convergen para casi todo x ∈ X y en la norma Lp(ν) para toda

f ∈ Lp(ν), cuando n̄ tiende a infinito.

Teorema 4.2.2. Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito y ᾱ = (α1, · · · , αk), 0 < αj ≤
1, j = 1, · · · , k. Sea α∗ = mı́n

1≤j≤k
αj y supongamos que el mı́nimo α∗ se alcanza en k de los

números αj. Sean Tj, 1 ≤ j ≤ k, operadores de Lamperti invertibles sobre L1/αj que conmutan

entre śı. Supongamos que para cada j = 1, · · · , k

sup
n≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
k=0

|Tj |kαj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
1

<∞
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y

sup
n∈Z
||Tnj ||∞ <∞.

Luego,

(i) el operador Mᾱ verifica la siguiente desigualdad

ν({x ∈ X : Mᾱf(x) > t}) ≤
(
Cϕk−1(1/t)

∫ ∞
0

ϕk−1(f∗)(s)sα∗−1 ds

)1/α∗

,

donde ϕk(t) = t(1 + log+ t)k y

(ii) los promedios Rn̄,ᾱf convergen para casi todo x ∈ X y para toda f ∈ Λ(1/α∗, ϕk−1),

cuando n̄ tiende a infinito.

Como herramienta para demostrar estos resultados utilizaremos las siguientes proposiciones,

la primera de ellas probada en [33] y la segunda citada en [7] como consecuencia directa de un

resultado probado en [39].

Proposición 4.2.3. [33] Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito y T un operador

invertible tal que T y T−1 son lineales y positivos sobre Lp(ν), 1 < p <∞, y

sup
n≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
k=0

T k

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

<∞

luego, para cualquier r con 1 < r <∞ el operador Qr,T definido por

Qr,T f =

[ ∞∑
k=0

(|k|+ 1)−r|T kf |r
]1/r

está acotado en Lp(ν) con constante independiente de r.

Proposición 4.2.4. [39],[7] Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito y T un operador

invertible de Lamperti sobre Lp(ν), 1 < p <∞, tal que su módulo lineal |T | satisface

sup
n≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
k=0

|T |k
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

<∞.

Luego, para cualquier f ∈ Lp(ν),

(i) ĺım
n→∞

1

n
Tnf = 0 en casi todo punto de X y en la norma de Lp(ν) y

(ii)

∞∑
k=1

1

k2
|T kf | <∞ en casi todo punto de X.

Asimismo utilizaremos las siguientes propiedades de los números de Cesàro Aαn con α > −1

(ver por ejemplo [45]):

(C1) Los números Aαn son positivos, crecientes (como función de n) para α > 0 y decrecientes

(como función de n) para −1 < α < 0.
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(C2) Aαn −Aαn−1 =
α

n
Aαn−1, para todo n ≥ 1.

(C3) Existen constantes positivas C1 y C2 dependientes sólo de α tales que, para todo n ≥ 0

C1(n+ 1)α ≤ Aαn ≤ C2(n+ 1)α.

Demostración del Teorema 4.2.1. (i) Sea p > 1/α∗. Como los operadores Tj satisfacen las

hipótesis del Teorema 4.1.2 con α = αj y p > 1/α∗ ≥ 1/αj , tenemos que cada Mαj está acotado

en Lp(ν). Por lo tanto, a partir de la desigualdad (4.2.1) se tiene que el operadorMᾱ está aco-

tado en Lp(ν).

Para obtener la convergencia puntual de los promedios Rn̄,ᾱ estudiamos la convergencia de

los mismos en un subespacio denso de Lp(ν). Teniendo en cuenta el Teorema 4.1.2 (ii) y las

hipótesis en los operadores Tj , se sabe que los conjuntos

Dj = {g + (h− Tjh) : g, h ∈ Lp, g = Tjg, h simple}

son densos en Lp(ν) para todo j = 1, · · · , k.

Siguiendo las ideas de [14] probaremos la convergencia de los promediosRn̄,ᾱf para toda f ∈ D1,

por inducción en el número de operadores. Si k = 1 el resultado está probado en [7]. Ahora

supongamos que el resultado es válido para k−1 operadores T2, · · · , Tk, es decir, para cualquier

f ∈ D1 existe el ĺımite de Rnk,αk ◦· · ·◦Rn2,α2f(x) para casi todo x ∈ X cuando nk, · · · , n2 →∞.

Por simplicidad de notación sea S = Rnk,αk ◦ · · · ◦ Rn2,α2 y S∗ = Mαk ◦ · · · ◦Mα2 . Debemos

probar que existe el ĺımite ĺım
n̄→∞

S ◦Rn1,α1f(x) para casi todo x ∈ X y para cualquier f ∈ D1.

Sea g ∈ Lp tal que T1g = g, luego

Rn̄,ᾱg(x) = Rnk,αk ◦ · · · ◦Rn2,α2g(x) = Sg(x)

y usando la hipótesis inductiva resulta que Rn̄,ᾱg(x) converge para casi todo x ∈ X cuando

n̄ → ∞. Resta probar que Rn̄,ᾱ(h − T1h)(x), con h simple, converge para casi todo x ∈ X

cuando n̄ → ∞. Notemos que será suficiente estudiar la convergencia de Rn̄,ᾱ(χA − T1χA)(x)

con A un subconjunto medible de X con ν(A) <∞. Al igual que en [7] p.395, reagrupando los

términos y utilizando las propiedades de los números Aαn resulta que

Rn1,α1(χA − T1χA)(x)

=

n1∑
i=0

Aα1−1
n1−i
Aα1
n1

(
T i1χA(x)− T i+1

1 χA(x)
)

=
Aα1−1
n1

Aα1
n1

χA(x)−
Aα1−1
n1

Aα1
n1

T1χA(x) +

n1∑
i=1

Aα1−1
n1−i
Aα1
n1

T i1χA(x)−
n1∑
i=1

Aα1−1
n1−i
Aα1
n1

T i+1
1 χA(x)

=
Aα1−1
n1

Aα1
n1

χA(x)−
Aα1−1
n1

Aα1
n1

T1χA(x) +

n1∑
i=1

Aα1−1
n1−i
Aα1
n1

T i1χA(x)−
n1+1∑
i=2

Aα1−1
n1+1−i
Aα1
n1

T i1χA(x)
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=
Aα1−1
n1

Aα1
n1

χA(x)− 1

Aα1
n1

Tn1+1
1 χA(x) +

1

Aα1
n1

n1∑
i=1

(
Aα1−1
n1−i −A

α1−1
n1+1−i

)
T i1χA(x)

=
α1

α1 + n1
χA(x)− Tn1+1

1 χA(x)

Aα1
n1

+
1− α
Aα1
n1

n1∑
i=1

Aα1−1
n1−i

n1 + 1− i
T i1χA(x).

Como los operadores Tj son lineales y conmutan entre śı, tenemos que

Rn̄,ᾱ(χA − T1χA)(x) = S ◦Rn1,α1(χA − T1χA)(x)

=
α1

α1 + n1
SχA(x)− Tn1+1

1 (SχA)(x)

Aα1
n1

+
1− α1

Aα1
n1

n1∑
i=1

Aα1−1
n1−i

n1 + 1− i
T i1(SχA)(x) = An̄(x)−Bn̄(x) + Cn̄(x).

Dado que

|S(f)| ≤ S∗(f) ≤ S∗(Mf) ≤Mαk ◦ · · · ◦Mα1 ,

se tiene que los operadores S y S∗ están acotados en Lp(ν). Luego es claro que ĺım
n̄→∞

An̄(x) = 0

para casi todo x ∈ X.

Por otro lado, utilizando que
1

Aα1
n1

≤ C

(n1 + 1)α1
y la notación Tαf = (T (fα))1/α, para f ≥ 0 se

obtiene que

|Bn̄(x)| ≤ C |T1|n1+1(|SχA|)(x)

(n1 + 1)α1
≤ C

[
|T1|n1+1

α1
(S∗χA)1/α1(x)

n1 + 1

]α1

.

Por hipótesis, el operador |T1|α1 tiene los promedios uniformemente acotados en Lpα1(ν), luego

por la Proposición 4.2.4 tenemos que, para cualquier f ∈ Lpα1 ,

|T1|n1+1
α1

f

n1 + 1
→ 0,

cuando n1 → ∞. Ahora bien, como S∗χA ∈ Lp(ν) y de aqúı, (S∗χA)1/α1 ∈ Lpα1(ν), tenemos

que Bn̄(x)→ 0 cuando n̄→∞ para casi todo x ∈ X.

Finalmente resta analizar el término Cn̄(x). Como en [7] se definen los conjuntos N1 = {i : 1 ≤
i ≤ n1

2 } y N2 = {i : n1
2 < i ≤ n1}. Luego,

|Cn̄(x)| ≤ 1− α1

Aα1
n1

∑
i∈N1

Aα1−1
n1−i

n1 + 1− i
|T1|i(S∗χA(x))

+
1− α1

Aα1
n1

∑
i∈N2

Aα1−1
n1−i

n1 + 1− i
|T1|i(S∗χA(x)) = I + II.

Para estimar I sea r tal que 1 < r <∞. Por la desigualdad de Hölder se tiene,
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I =
(1− α1)

Aα1
n1

∑
i∈N1

(i+ 1)Aα1−1
n1−i

n1 + 1− i
(i+ 1)−1|T i1|(S∗χA(x))

≤ C

∑
i∈N1

(
(i+ 1)Aα1−1

n1−i
Aα1
n1 (n1 + 1− i)

)r′1/r′ ( ∞∑
i=0

(i+ 1)−r(|T1|i(S∗χA(x)))r

)1/r

.

Dado que para p > 1/α∗ ≥ 1/α1∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n1 + 1

n1∑
i=0

|T1|if

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n1 + 1

n1∑
i=0

(
|T1|i|f |

)1/α1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
α1

pα1

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n1 + 1

n1∑
i=0

|T1|iα1
(|f |)1/α1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
α1

pα1

.

Luego, de la hipótesis en T1 tenemos que

sup
n1≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n1 + 1

n1∑
i=0

|T1|i
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

<∞.

Además, como S∗χA(x) ∈ Lp(ν), por la Proposición 4.2.3 resulta que el segundo término en la

acotación de I tiene norma Lp(ν) finita y por lo tanto es finito en casi todo punto.

Por otro lado, ∑
i∈N1

(
(i+ 1)Aα1−1

n1−i
Aα1
n1 (n1 + 1− i)

)r′1/r′

≤ Cn−1/r
1 .

En efecto, dado que i ∈ N1, utilizando la propiedad (C3) de los números de Cesàro se tiene la

siguiente estimación

(i+ 1)Aα1−1
n1−i

Aα1
n1 (n1 + 1− i)

≤ (n1 + 1)(n1 + 1− i)α1−1

(n1 + 1)α1(n1 + 1− i)
≤ C

n1
.

Por lo tanto,∑
i∈N1

(
(i+ 1)Aα1−1

n1−i
Aα1
n1 (n1 + 1− i)

)r′1/r′

≤ C

∑
i∈N1

(
1

n1

)r′1/r′

≤ C

(
1

nr
′−1

1

)1/r′

= Cn
−1/r
1 .

Tomando ĺımite cuando n̄ tiende a infinito se obtiene que I → 0.

Para analizar II se procede de la siguiente manera utilizando las propiedades de los números

de Cesàro y la notación Tα = (Tfα)1/α, para f ≥ 0,

II =
1− α1

Aα1
n1

∑
i∈N2

Aα1−1
n1−i

n1 + 1− i
|T1|i(S∗χA(x))
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≤ C
∑
i∈N2

Aα1−1
n1−i

(n1 + 1− i)(n1 + 1)α1
|T1|i(S∗χA(x))

≤ Aα1−1
0

(n1 + 1)α1
|T1|n1(S∗χA(x))

+C

n1−1∑
[n1

2 ]+1

Aα1−1
n1−i

(n1 + 1− i)(i1 + 1)α1
|T1|i(S∗χA(x))

≤
(
|T1|n1

α1
(S∗χA(x))1/α1

)α1

(n1 + 1)α1

+C sup
n1∈N ;i>

n1
2

(
|T1|i1α1

(S∗χA(x))1/α1

(i1 + 1)

)α1 n1−1∑
[n1

2 ]+1

Aα1−1
n1−i

n1 + 1− i
= III + IV.

Como en el caso de Bn̄(x) se tiene que III tiende a cero cuando n̄→∞. Por otro lado,

n1−1∑
[n1

2 ]+1

Aα1−1
n1−i

n1 + 1− i
≤ C

n1−1∑
[n1

2 ]+1

(n1 + 1− i)α1−2 ≤ C
∑
j≥1

j(α1−2) <∞.

Luego, aplicando nuevamente la Proposición 4.2.4 (i) al operador |T1|α1 se obtiene que IV → 0

cuando n̄→∞.

Finalmente, usando el Principio de Banach (ver por ejemplo [1], pág. 237) y el Teorema de la

Convergencia Dominada tenemos probado el teorema. �

Demostración del Teorema 4.2.2. (i) De las hipótesis en los operadores Tj tenemos que

cada operador Mαj es de tipo débil restringido (1/αj , 1/αj) y de tipo fuerte (∞,∞). Luego, de

los resultados del Caṕıtulo 1 y la desigualdad puntual (4.2.1) obtenemos la acotación (i) para

el operador Mᾱ.

(ii) En la prueba del Teorema 4.1.3 (pág.235) en [4] se prueba que por ser un operador de Lam-

perti, todo operador T que verifica las hipótesis del Teorema 4.1.4 también satisface las hipótesis

del Teorema . Luego, aplicando este hecho a cada operador Tj tenemos que los operadores que es-

tamos considerando están en las condiciones del Teorema 4.2.1. Sea D = Lp(ν)∩Λ(1/α∗, ϕk−1),

con p > 1/α∗. Claramente D es denso en Λ(1/α∗, ϕk−1). Este hecho, unido al Teorema 4.2.1,

permite obtener la convergencia de los promedios Rn̄,ᾱf para casi todo x ∈ X y para toda

f ∈ D, y aśı lograr el resultado deseado. �
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4.3. Transformada de Hilbert Ergódica en el sentido Cesàro

Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito y sea T un operador lineal invertible, la Trans-

formada de Hilbert ergódica se define como

Hf = ĺım
n→∞

n∑
k=1

(
T kf − T−kf

k

)
.

Usando la notación

Hn,0f =
n∑
k=1

(
T kf − T−kf

k

)
=

∑
1≤|k|≤n

T kf

k
,

el siguiente resultado es debido a R. Sato [37].

Teorema 4.3.1. [37] Sea T un operador invertible positivo sobre Lp(ν), 1 < p <∞ tal que

sup{||Tn||p : −∞ < n <∞} = M <∞. Entonces,

(i) el operador maximal, H∗f(x) = sup
n≥1
|Hn,0f(x)| es acotado en Lp(ν).

(ii) la transformada de Hilbert ergódica ĺım
n→∞

Hn,0f(x) existe para casi todo x ∈ X y en la

norma de Lp(ν).

Posteriormente, R. Sato probó en [38] que el resultado anterior se puede generalizar para T

un operador de Lamperti.

La Transformada de Hilbert ergódica en el sentido Cesàro−β con −1 < β < 0 se define

como

Hβf = ĺım
n→∞

Hn,βf

cuando el ĺımite exista, donde

Hn,βf =
1

Aβn

n+1∑
k=1

Aβn+1−j

(
T kf − T−kf

k

)
=

1

Aβn

∑
1≤|k|≤n+1

Aβn+1−|k|
T kf

k
,

recordando que Aβn = (β+1)···(β+n)
n! y Aβ0 = 1. Observar que esto significa existencia del ĺımite de

los promedios Hn,0f en el sentido Cesaro-β.

En [7], se define la Transformada de Hilbert ergódica en el sentido Cesàro-β y obtienen

condiciones que aseguran la existencia como lo dice el siguiente resultado.

Teorema 4.3.2. [7] Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito, −1 < β < 0, 1/(1 + β) <

p <∞ y T un operador invertible de Lamperti sobre Lp(ν) tal que

(4.3.1) sup
n≥0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

2n+ 1

n∑
k=−n

|T |k1+β

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p(1+β)

<∞.
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Entonces, para toda f ∈ Lp(ν) existe

ĺım
n→∞

Hn,βf

en casi todo punto y en la norma de Lp(ν).

4.4. Transformada de Hilbert doble Ergódica

Dados T1, T2 dos operadores lineales invertibles que conmutan entre śı, definimos la Trans-

formada de Hilbert ergódica doble como

Hf(x) = ĺım
n̄→∞

Hn̄f(x),

donde Hn̄ son las truncaciones definidas como

Hn̄f(x) = Hn1 ◦Hn2f(x) =
∑

1≤|k1|≤n1

∑
1≤|k2|≤n2

T k1
1 T k2

2 f(x)

k1k2
,

y donde n̄→∞ significa que n1, n2 →∞ independientemente.

Hasta donde sabemos este operador no fue estudiado previamente. Dado que los resultados

de existencia del ĺımite en este caso se derivarán de los resultados correspondientes al caso más

general donde el ĺımite se considera en el sentido de Cesàro, en esta sección se plantea sólo el

estudio del operador maximal H∗ definido como

H∗f(x) = sup
n1,n2≥1

|Hn̄f(x)|,

dado que resulta una herramienta necesaria para el estudio del operador maximal en el contexto

de Cesàro. Concretamente probaremos el siguiente teorema.

Teorema 4.4.1. Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito y sean T1, T2 operadores

positivos invertibles sobre Lp(ν), 1 < p < ∞, que conmutan entre śı y tales que sup{||Tni ||p :

n ∈ Z} = M <∞. Entonces, existe C > 0 tal que∫
X
|H∗f |p dν ≤ C

∫
X
|f |p dν,

para toda f ∈ Lp(ν).

Para la prueba de este teorema es necesario hacer uso de algunos operadores que se definen

a continuación y resultados relacionados con ellos.

Sea a : Z2 → R, el operador

h∗a(i1, i2) = sup
N1>0,N2>0

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

a(i1 + j1, i2 + j2)

j1j2

∣∣∣∣∣∣ ,
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es el operador maximal asociado a las truncaciones de la transformada de Hilbert doble discreta.

En el caso continuo, dicho operador se define como

H∗f(x1, x2) = sup
ε1,ε2>0,M1,M2<∞

∣∣∣∣∣
∫
ε1<|x1−y1|<M1

∫
ε2<|x2−y2|<M2

f(y1, y2)

(x1 − y1)(x2 − y2)
dy2 dy1

∣∣∣∣∣ .
Usando la notación de la sección 2 del Caṕıtulo 1, se denotará a los respectivos operadores

maximales actuando sólo en una de las variables como

h∗,1a(i1, i2) = sup
N1>0

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

a(i1 + j1, i2)

j1

∣∣∣∣∣∣ , h∗,2a(i1, i2) = sup
N2>0

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j2|≤N1

a(i1, i2 + j2)

j2

∣∣∣∣∣∣ ,
y, para i = 1, 2

H∗,if(x1, x2) = sup
εi>0,Mi<∞

∣∣∣∣∣
∫
εi<|xi−yi|<Mi

f(y1, y2)

xi − yi
dyi

∣∣∣∣∣ .
Denotaremos con M al operador maximal de Hardy-Littlewood y con m al operador maximal

de Hardy-Littlewood actuando sobre los enteros (discreto), es decir

ma(i1, i2) = sup
N1,N2>0

1

(2N1 + 1)(2N2 + 1)

∑
|j1|≤N1

∑
|j2|≤N2

|a(i1 + j1, i2 + j2)|.

Al igual que se hizo para el operador maximal h∗ y H∗, utilizaremos M i y mi, i = 1, 2, para

denotar a los operadores maximales M y m cuando actúan sólo sobre una de las variables.

La siguiente estimación puntual permitirá obtener la acotación del operador maximal de la

transformada de Hilbert doble en los enteros, esto nos permitirá, v́ıa un argumento de transfe-

rencia, probar el Teorema 4.4.1.

Teorema 4.4.2. Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito. Dado (i1, i2) ∈ Z2, sea Jk =

(ik − 1/4, ik + 1/4), para k = 1, 2. Entonces

h∗a(i1, i2) ≤ C
[
M1 ◦ H∗,2f(x1, x2) +m2 ◦ h∗,1a(i1, i2) +H∗f(x1, x2)

]
,

para todo (x1, x2) ∈ J1×J2, donde f(x1, x2) = a(i1, i2) cuando (x1, x2) ∈ J1×J2 y f(x1, x2) = 0

en el resto.

Demostración. Sea {a(i, j)}(i,j)∈Z2 una sucesión de funciones de Z2 en R y sea (i1, i2) ∈ Z2.

Consideremos una truncación de la transformada de Hilbert discreta doble fija

hN1,N2a(i1, i2) =
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

a(i1 + j1, i2 + j2)

j1j2
,

veamos que está acotada por la suma de operadores que establece el teorema con constante

independiente de N1 y N2. La prueba es una adaptación a este contexto del resultado corres-

pondiente al caso de la transformada de Hilbert en los enteros usual (ver [35]).
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Como f(y1, y2) = a(i1 + j1, i2 + j2) si (y1, y2) ∈ (i1 + j1− 1/4, i1 + j1 + 1/4)× (i2 + j2− 1/4, i2 +

j2 + 1/4), si en cada intervalo Jk = (ik − 1/4, ik + 1/4), k = 1, 2, consideramos ε1 = ε2 = 1/2,

M1 = N1 + 1/2, M2 = N2 + 1/2 y (x1, x2) ∈ J1 × J2 se tiene que la truncación continua se

puede escribir como∫
ε1<|x1−y1|<M1

∫
ε2<|x2−y2|<M2

f(y1, y2)

(x1 − y1)(x2 − y2)
dy2 dy1

=
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

∫ i1+j1+1/4

i1+j1−1/4

∫ i2+j2+1/4

i2+j2−1/4

a(i1 + j1, i2 + j2)

(x1 − y1)(x2 − y2)
dy2 dy1(4.4.1)

La igualdad de verifica ya que f tiene soporte sólo en los cuadrados (i1 − 1/4, i1 + 1/4)× (i2 −
1/4, i2 + 1/4).

A continuación estimaremos la diferencia entre las truncaciones continuas y discretas. A partir de

la igualdad (4.4.1), considerando a I1 = (i1+j1−1/4, i1+j1+1/4) e I2 = (i2+j2−1/4, i2+j2+1/4)

se tiene∫
ε1<|x1−y1|<M1

∫
ε2<|x2−y2|<M2

f(y1, y2)

(x1 − y1)(x2 − y2)
dy2 dy1 −

1

4
hN1,N2a(i1, i2)

=
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

a(i1 + j1, i2 + j2)

∫
I1

∫
I2

[
1

(x1 − y1)(x2 − y2)
− 1

j1j2

]
dy2 dy1.(4.4.2)

Estimemos las integrales con la resta de los núcleos de la siguiente manera,∫
I1

∫
I2

[
1

(x1 − y1)(x2 − y2)
− 1

j1j2

]
dy2 dy1

=

∫
I1

∫
I2

[
1

(x1 − y1)(x2 − y2)
− 1

j1(x2 − y2)
+

1

j1(x2 − y2)
− 1

j1j2

]
dy2 dy1

=

∫
I1

∫
I2

1

x2 − y2

[
1

x1 − y1
− 1

j1

]
dy2 dy1 +

∫
I1

∫
I2

1

j1

[
1

x2 − y2
− 1

j2

]
dy2 dy1

=

(∫
I2

dy2

x2 − y2

)(∫
I1

(
1

x1 − y1
− 1

j1

)
dy1

)
+

(∫
I1

dy1

j1

)(∫
I2

(
1

x2 − y2
− 1

j2

)
dy2

)

Reemplazando la igualdad anterior en la igualdad (4.4.2) se tiene∣∣∣∣∣
∫
ε1<|x1−y1|<M1

∫
ε2<|x2−y2|<M2

f(y1, y2)

(x1 − y1)(x2 − y2)
dy2 dy1 −

1

4
hN1,N2a(i1, i2)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

a(i1 + j1, i2 + j2)

(∫
I1

(
1

x1 − y1
− 1

j1

)
dy1

)(∫
I2

dy2

x2 − y2

)∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

a(i1 + j1, i2 + j2)
1

2j1

(∫
I2

(
1

x2 − y2
− 1

j2

)
dy2

)∣∣∣∣∣∣
= I + II.
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Sea k = 1, 2 notemos que como ik + jk − 1/4 < yk < ik + jk + 1/4 y ik − 1/4 < xk < ik + 1/4

entonces multiplicando por (−1) la desigualdad que involucra a xk y luego sumando miembro

a miembro ambas desigualdades resulta que jk − 1/2 < yk − xk < jk + 1/2 con lo cual se tiene

que

(4.4.3) |(yk − xk)− jk| < 1/2.

Además, dado que |jk| ≥ 1, k = 1, 2 resulta que

|jk|
2

< |xk − yk| < 2|jk|.(4.4.4)

En efecto, la primer desigualdad se obtiene del hecho que

|jk| ≤ |jk − (xk − yk)|+ |xk − yk| < 1/2 + |xk − yk| <
|jk|
2

+ |xk − yk|

mientras que la segunda desigualdad se tiene ya que

|yk − xk| ≤ |(xk − yk)− jk|+ |jk| < 1/2 + |jk| < 3/2|jk| < 2|jk|.

Para acotar I veamos primero que para y1 ∈ I1 y x1 ∈ J1∣∣∣∣ 1

(x1 − y1)
− 1

j1

∣∣∣∣ ≤ 1

(x1 − y1)2
.(4.4.5)

En efecto, a partir de las desigualdades (4.4.3) y (4.4.4) con k = 1, se tiene que∣∣∣∣ 1

x1 − y1
− 1

j1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(y1 − x1)− j1
(y1 − x1)j1

∣∣∣∣ ≤ 1

2|x1 − y1||j1|
≤ 1

(x1 − y1)2
.

A partir de la estimación (4.4.5) se tiene que,

I =

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

a(i1 + j1, i2 + j2)

(∫
I1

(
1

x1 − y1
− 1

j1

)
dy1

)(∫
I2

dy2

y2 − x2

)∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

∫
I1

(
1

x1 − y1
− 1

j1

)∫
I2

a(i1 + j1, i2 + j2)

y2 − x2
dy2 dy1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

∫
I1

(
1

x1 − y1
− 1

j1

) ∑
1≤|j2|≤N2

∫
I2

f(y1, y2)

y2 − x2
dy2 dy1

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
1≤|j1|≤N1

∫
I1

∣∣∣∣ 1

x1 − y1
− 1

j1

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∫
ε2<|x2−y2|<M2

f(y1, y2)

y2 − x2
dy2

∣∣∣∣∣ dy1

≤
∑

1≤|j1|≤N1

∫
I1

∣∣∣∣ 1

x1 − y1
− 1

j1

∣∣∣∣H∗,2f(y1, x2) dy1

≤
∫
ε1<|x1−y1|<M1

1

(x1 − y1)2
H∗,2f(y1, x2) dy1

=

∞∑
k=0

∫
2kε1<|x1−y1|<2k+1M1

H∗,2f(y1, x2)

(x1 − y1)2
dy1
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≤
∞∑
k=0

1

(2kε1)2

∫
|x1−y1|<2k+1ε1

H∗,2f(y1, x2) dy1

≤
∞∑
k=0

1

2kε1
M1 ◦ H∗,2f(x1, x2)

= CM1 ◦ H∗,2f(x1, x2).

Para acotar II notemos primero que para x2 ∈ J2 y y2 ∈ I2,∫
I2

∣∣∣∣ 1

y2 − x2
− 1

j2

∣∣∣∣ dy2 ≤
1

j2
2

.

En efecto, considerando k = 2 en las desigualdades (4.4.3) y (4.4.4) se tiene que∣∣∣∣ 1

y2 − x2
− 1

j2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣j2 − (y2 − x2)

(y2 − x2)j2

∣∣∣∣ < 1

2|y2 − x2||j2|
<

1

j2
2

.

Luego,

II =

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

a(i1 + j1, i2 + j2)
1

j1

(∫
I2

(
1

x2 − y2
− 1

j2

)
dy2

)∣∣∣∣∣∣
≤

∑
1≤|j2|≤N2

(∫
I2

∣∣∣∣ 1

x2 − y2
− 1

j2

∣∣∣∣ dy2

) ∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

a(i1 + j1, i2 + j2)

j1

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
1≤|j2|≤N2

∫
I2

∣∣∣∣ 1

x2 − y2
− 1

j2

∣∣∣∣ dy2 h∗,1a(i1, i2 + j2)

≤
∑

1≤|j2|≤N2

h∗,1a(i1, i2 + j2)

j2
2

=
∞∑
k=0

∑
2k≤|j2|<2k+1

h∗,1a(i1, i2 + j2)

j2
2

≤
∞∑
k=0

1

2k

 1

2k+1

∑
|j2|<2k+1

h∗,1a(i1, i2 + j2)


≤

∞∑
k=0

1

2k
(
m2 ◦ h∗,1a(i1, i2)

)
= C m2 ◦ h∗,1a(i1, i2).

Entonces,∣∣∣∣∣
∫
ε1<|x1−y1|<M1

∫
ε2<|x2−y2|<M2

f(y1, y2)

(x1 − y1)(x2 − y2)
dy2 dy1 −

1

4
hN1,N2a(i1, i2)

∣∣∣∣∣
≤ C

(
M1 ◦ H∗,2f(x1, x2) +m2 ◦ h∗,1a(i1, i2)

)
.

Por lo tanto,

|hN1,N2a(i1, i2)| ≤ C
(
M1 ◦ H∗,2f(x1, x2) +m2 ◦ h∗,1a(i1, i2))
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+C

∣∣∣∣∣
∫
ε1<|x1−y1|<M1

∫
ε2<|x2−y2|<M2

f(y1, y2)

(x1 − y1)(x2 − y2)
dy2 dy1

∣∣∣∣∣
≤ C

(
M1 ◦ H∗,2f(x1, x2) +m2 ◦ h∗,1a(i1, i2) +H∗f(x1, x2)

)
.

Finalmente, tomando supremo sobre N1, N2 > 0 obtenemos la desigualdad deseada. �

Esta desigualdad puntual permite conclúır el siguiente resultado.

Teorema 4.4.3. El operador maximal h∗ es de tipo fuerte (p, p) con 1 < p < ∞, es decir,

existe una constante C > 0 tal que

||h∗a||lp(Z2) ≤ C||a||lp(Z2).

Demostración. Por el Teorema 4.4.2 resulta que

∞∑
i1=−∞

∞∑
i2=−∞

|h∗a(i1, i2)|p ≤ C
∞∑

i1=−∞

∞∑
i2=−∞

|m2 ◦ h∗,1a(i1, i2)|p

+C

∞∑
i1=−∞

∞∑
i2=−∞

∫
J1

∫
J2

(M1 ◦ H∗,2f(x1, x2) +H∗f(x1, x2))p dx2 dx1

donde J1 = (i1 − 1/4, i1 + 1/4) e J2 = (i2 − 1/4, i2 + 1/4). Es conocido que tanto el operador

maximal de Hardy-Littlewood, como el operador maximal asociado a las truncaciones de la

Transformada de Hilbert, ambos en sus versiones continuas y discretas son operadores de tipo

fuerte (p, p), para 1 < p < ∞. También se sabe que las versiones de estos operadores corres-

pondientes a tomar una función de dos variables (reales o enteras) y hacer actuar cualquiera de

estos operadores en sólo una de esas variables, también resultan ser operadores de tipo fuerte

(p, p), para 1 < p < ∞. Usando además que f(x1, x2) = a(i1, i2) cuando (x1, x2) ∈ J1 × J2 y

f(x1, x2) = 0 en el resto se tiene,

∞∑
i1=−∞

∞∑
i2=−∞

|h∗a(i1, i2)|p ≤ C||m2 ◦ h∗,1a||p
lp(Z2)

+ C

∫
R2

|M1 ◦ H∗,2f(x)|p dx+ C

∫
R2

|H∗f(x)|p dx

= C||a||p
lp(Z2)

+ C||f ||p
Lp(R2)

≤ C||a||p
lp(Z2)

,

donde la última desigualdad se verifica pues

||f ||p
Lp(R2)

=

∫ ∫
R2

|f(x1, x2)|p dx1 dx2 =
∑
i1∈Z

∑
i2∈Z

1

4
|a(i1, i2)|p =

1

4
||a||p

lp(Z2)
.

�

La acotación del operador maximal de la Trasformada de Hilbert discreta y el clásico método

de transferencia permitirá obtener el correspondiente resultado de acotación para el operador

maximal asociado a la transformada de Hilbert ergódica doble.
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Demostración del Teorema 4.4.1. Sea L̄ = (L1, L2) con L1, L2 enteros y L1, L2 ≥ 1

definimos el operador maximal truncado H∗
L̄

como

H∗L̄f(x) = H∗L1,L2
f(x) = sup

1≤Ni≤Li,i=1,2

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

T j11 T j22 f(x)

j1j2

∣∣∣∣∣∣ .
Dado que los operadores T1 y T2 son positivos y conmutan entre resulta que

H∗L̄(T i11 T
i2
2 f(x)) ≤ T i11 T

i2
2 (H∗L̄f(x)).

Si reemplazamos f por T−i11 T−i22 f se tiene que

H∗L̄f(x) ≤ T i11 T
i2
2 (H∗L̄(T−i11 T−i22 f(x))).

Luego, de la hipótesis de acotación para los operadores T1 y T2, se tiene∫
X
|H∗L̄f |

p dν ≤ 1

M1M2

M1∑
i1=1

M2∑
i2=1

∫
X
|T i11 T

i2
2 (H∗L̄(T−i11 T−i22 f))|p dν

≤ C

M1M2

M1∑
i1=1

M2∑
i2=1

∫
X
|H∗L̄(T−i11 T−i22 f)|p dν.(4.4.6)

Por otro lado, sea x = (x1, x2) fijo, fx(i, j) = T i1T
j
2 f(x) y R = [−L −M1, L] × [−L −M2, L].

Luego,

H∗L̄(T−i11 T−i22 f)(x)

= sup
1≤Ni≤Li,i=1,2

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

T j11 T j22 (T−i11 T−i22 f)(x)

j1j2

∣∣∣∣∣∣
= sup

1≤Ni≤Li,i=1,2

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

T j1−i11 T j2−i22 f(x)

j1j2

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

1≤Ni≤Li,i=1,2

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|j1|≤N1

∑
1≤|j2|≤N2

fx(j1 − i1, j2 − i2)

j1j2
χR(j1 − i1, j2 − i2)

∣∣∣∣∣∣
≤ h∗(fxχR)(−i1,−i2).

Reemplazando la desigualdad de arriba en (4.4.6) y el usando el hecho que h∗ es de tipo fuerte

(p, p), resulta∫
X
|H∗Lf(x)|p dν ≤ C

M1M2

M1∑
i1=0

M2∑
i2=0

∫
X
|H∗L(T−i1T−i2f(x))|p dν(x)

≤ C

M1M2

M1∑
i1=0

M2∑
i2=0

∫
X
|h∗(fxχR)(−i1,−i2)|p dν(x)

≤ C

M1M2

∫
X

∞∑
i1=−∞

∞∑
i2=−∞

|h∗(fxχR)(−i1,−i2)|p dν(x)
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≤ C

M1M2

∫
X

∞∑
i1=−∞

∞∑
i2=−∞

|fxχR)(i1, i2)|p dν(x)

=
C

M1M2

∫
X

L∑
i1=−L−M1

L∑
i2=−L−M2

|T i11 T
i2
2 f(x)|p dν(x)

≤ C(M1 + 2L+ 1)(M2 + 2L+ 1)

M1M2

∫
X
|f(x)|p dν(x).

Tomando ĺımite cuando (M1,M2)→ (∞,∞) resulta∫
X
|H∗Lf(x)|p dν(x) ≤ C

∫
X
|f(x)|p dν(x).

Finalmente, aplicando el Teorema de la Convergencia Monótona se obtiene el resultado deseado.

�

4.5. Transformada de Hilbert doble Ergódica en el sentido Cesàro

Sean T1 y T2 operadores lineales e invertibles que conmutan entre śı y dados −1 < β1, β2 < 0

se define la transformada de Hilbert ergódica doble en el sentido Cesàro como

Hβ̄f(x) = ĺım
n̄→∞

Hn̄β̄f(x)

donde Hn̄,β̄ son las truncaciones definidas como

Hn̄,β̄f(x) = Hn1,β1 ◦Hn2,β2f(x) =
1∏2

i=1A
βi
ni

∑
1≤|k1|≤n1+1

∑
1≤|k2|≤n2+1

2∏
i=1

Aβini+1−|ki|
T k1

1 ◦ T
k2
2 f(x)

k1k2
.

Para enunciar el siguiente lema, que nos permitirá obtener la acotación del operador maxi-

mal ergódico H∗β̄ = sup
n1,n2≥1

|Hn̄,β̄|, utilizaremos la siguiente notación: M1+β,S será el operador

maximal ergódico Cesàro-(1 + β) asociado al operador S, es decir,

M1+β,Sf(x) = sup
n≥0

∣∣∣∣∣ 1

A1+β
n

n∑
k=0

Aβn−kS
kf(x)

∣∣∣∣∣ .
Además H∗S denotará el operador maximal de la transformada de Hilbert ergódica asociada al

operador S, mientras que H∗
0̄

es el operador maximal de la transformada de Hilbert ergódica

doble asociada a los operadores T1 y T2.

Lema 4.5.1. Dado β̄ = (β1, β2) con −1 < β1, β2 < 0, sean T1 y T2 operadores lineales

positivos invertibles con inversos positivos sobre Lp que conmutan entre śı, existe una constante

C tal que

H∗β̄f(x) ≤ C
[
M1+β1,T1 ◦M1+β2,T2 |f |f(x) +M1+β1,T1 ◦M1+β2,T

−1
2
|f |(x)

+M1+β1,T
−1
1
◦M1+β2,T2 |f |(x) +M1+β1,T

−1
1
◦M1+β2,T

−1
2
|f |(x)

+H∗0̄f(x) +M1+β2,T2 ◦H∗T1
f(x) +M1+β2,T

−1
2
◦H∗T1

f(x)
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+M1+β1,T1 ◦H∗T2
f(x) +M1+β1,T

−1
1
◦H∗T2

f(x)
]
.

Demostración. Para el caso de un único operador T , en [7] escriben a la truncación asociada

a la transformada de Hilbert en el sentido Cesàro-β de la siguiente manera: si N1 = {k ∈ N :

1 ≤ k ≤ n/2} y N2 = {k ∈ N : n/2 < k ≤ n+ 1},

HT
n,βf(x) =

1

Aβn

∑
1≤|k|≤n+1

Aβn+1−k
T kf(x)

k

=
1

Aβn

n+1∑
k=1

Aβn+1−k

(
T kf(x)− T−kf(x)

k

)

=
∑
k∈N1

(
Aβn+1−k

Aβn
− 1

)(
T kf(x)− T−kf(x)

k

)
+
∑
k∈N1

T kf(x)− T−kf(x)

k

+
∑
k∈N2

Aβn+1−k

Aβn

(
T kf(x)− T−kf(x)

k

)
= ATnf(x) +BT

n f(x) + CTn f(x).

Claramente, BT
n f(x) = H[n/2],T f(x). Por otro lado, en [7] los autores prueban que

|ATnf(x)| ≤ C
[
M|T |(|f |)(x) +M|T |−1(|f |)(x)

]
,(4.5.1)

donde |T | es el módulo lineal de T y

|CTn f(x)| ≤ C
[
M1+β,|T |(|f |)(x) +M1+β,|T |−1(|f |)(x)

]
.(4.5.2)

Notemos que separando de la misma forma las sumas en Hβ̄,n̄, utilizando conjuntos del tipo N1

y N2 y dado que los operadores T1 y T2 conmutan entre śı, tenemos que

Hn̄,β̄f(x) = HT1
n1,β1

◦HT2
n2,β2

f(x)

= HT1
n1,β1

(AT2
n2
f(x) +BT2

n2
f(x) + CT2

n2
f(x))

= AT1
n1
◦AT2

n2
f(x) +AT1

n1
◦BT2

n2
f(x) +AT1

n1
◦ CT2

n2
f(x)

+AT2
n2
◦BT1

n1
f(x) +BT1

n1
◦BT2

n2
f(x) + CT2

n2
◦BT1

n1
f(x)

+CT1
n1
◦AT2

n2
f(x) + CT1

n1
◦BT2

n2
+ CT1

n1
◦ CT2

n2
f(x).

Claramente

BT1
n1
◦BT2

n2
f(x) = H[n1/2],T1

◦H[n2/2],T2
f(x) ≤ H∗0̄f(x).

Por otro lado, aplicando la estimación (4.5.1) y dado que los operadores son positivos, se tiene

que

|AT1
n1
◦AT2

n2
f(x)| ≤ C[MT1(|An2f |(x)) +MT−1

1
(|An2f |(x))]

≤ C[MT1 ◦MT2(|f |)(x) +MT1 ◦MT−1
2

(|f |)(x)

+MT−1
1
◦MT2(|f |)(x) +MT−1

1
◦MT−1

2
(|f |)(x).
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Como MS(|f |) ≤ CM1+β,S(|f |) para cualquier −1 < β < 0 (ver [7]) tenemos acotado el valor

absoluto del sumando AT1
n1
◦ AT2

n2
f(x) por la suma de los cuatro términos del tipo M1+β1,S1 ◦

M1+β2,S2(|f |)(x) considerando todos las posibilidades de Si = Ti, T
−1
i , i = 1, 2. Análogamente,

los términos AT1
n1
◦CT2

n2
f(x), CT1

n1
◦AT2

n2
f(x) y CT1

n1
◦CT2

n2
f(x) resultan acotados por la misma suma

de operadores. Finalmente,

|AT1
n1
◦BT2

n2
f(x)| = |AT1

n1
(H[n2/2],T2

f)(x)|

≤ C
(
MT1 ◦H∗T2

f(x) +MT−1
1
◦H∗T2

f(x)
)

≤ C
(
M1+β1,T1 ◦H∗T2

f(x) +M1+β1,T
−1
1
◦H∗T2

f(x)
)
,

y de forma similar se acotan los términos CT1
n1
◦BT2

n2
f(x), AT2

n2
◦BT1

n1
f(x) y CT2

n2
◦BT1

n1
f(x). �

Como una consecuencia de este último resultado tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.5.2. Dado β̄ = (β1, β2) con −1 < β1, β2 < 0, 1/(1 + β∗) < p < ∞ donde

β∗ = mı́n{β1, β2} y sean T1, T2 operadores lineales positivos invertibles con inversos positivos

sobre Lp que conmutan entre śı y tales que sup{||Tni ||p : n ∈ Z} = M < ∞, i = 1, 2. Luego,

existe una constante C tal que ∫
X
|H∗β̄f |

p dν ≤ C
∫
X
|f |p dν

para toda f ∈ Lp(ν).

Demostración. Es fácil ver que la hipótesis de acotación uniforme de las normas en Lp para

las potencias de los operadores T1, T2 y sus inversos, implica la hipótesis en el Teorema 4.2.1

para cada Ti y sus inversos con αi = 1 + βi. En efecto, por ejemplo para T1 tenemos que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
i=0

|T1|i1+β1
f

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p(1+β1)

≤ 1

n+ 1

n∑
i=0

||T i1(|f |1+β1)||1/(1+β1)
p ≤M1/(1+β1)||f ||p(1+β1).

Luego, los operadores M1+βi,Ti y M1+βi,T
−1
i

, i = 1, 2, están acotados en Lp(ν) para p > 1/β∗.

Por otro lado, el Teorema 4.3.1 dice que los operadores H∗T1
y H∗T2

están acotados en Lp(ν).

Finalmente, el Teorema 4.4.1 provee la acotación de H∗
0̄
. Por lo tanto, como consecuencia de

estas observaciones y del Lema 4.5.1 se obtiene el resultado deseado. �

El siguiente resultado nos da un espacio de funciones para el cual existe la Transformada

de Hilbert ergódica doble en el sentido de Cesàro y como caso particular (caso β1 = β2 = 0)

obtenemos la existencia de la Transformada de Hilbert ergódica doble.

Teorema 4.5.3. Sea (X,F, ν) un espacio de medida σ- finito, β̄ = (β1, β2), −1 < β1, β2 ≤ 0

y p > 1/(1 +β∗), donde β∗ = mı́n{β1, β2}. Sean T1 y T2 operadores lineales positivos invertibles

con inversos positivos sobre Lp que conmutan entre śı y tales que sup{||Tni ||p : n ∈ Z} = M <∞.

Entonces, el ĺımite

Hβ̄f(x) = ĺım
n̄→∞

Hn̄,β̄f(x)
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existe en casi todo punto y en la norma de Lp(ν), para toda f ∈ Lp(ν).

Demostración. Para probar este resultado es suficiente demostrar la acotación en Lp(ν) para

p > 1/(1 + β∗) del operador maximal H∗
β̄

y la convergencia en un subconjunto denso de Lp(ν).

Teniendo en cuenta lo probado en el Teorema 4.5.2, resta ver la convergencia de las truncaciones

Hn̄,β̄f en un conjunto denso de Lp(ν). El conjunto denso a utilizar será

D1 = {g + (h− T1h) : g, h ∈ Lp, g = T1g, h simple}.

Para g tal que g = T1g, es claro que Hn̄,β̄g(x) = 0, pues Hn1,β1g(x) = 0. Por otra parte sea h

simple luego h ∈ Lp ∩ L∞, como los operadores T1 y T2 conmutan, tenemos que

Hn̄,β̄(h− T1h)(x) = Hn2,β2 ◦Hn1,β1(h− T1h)(x)

= Hn1,β1(Hn2,β2h(x)− T1Hn2,β2h(x))

=
1

Aβ1
n1

∑
1≤|k1|≤n1+1

Aβ1

n1+1−|k1|
T k1

1 (Hn2,β2h− T1Hn2,β2h)(x)

k1

=
1

Aβ1
n1

n1+1∑
k1=1

Aβ1

n1+1−k1

k1
[T k1

1 (Hn2,β2h(x)− T1Hn2,β2h(x))

−T−k1
1 (Hn2,β2h(x)− T1Hn2,β2h(x))]

=
1

Aβ1
n1

n1+1∑
k1=1

Aβ1

n1+1−k1

k1
(T k1

1 Hn2,β2h(x) + T−k1+1
1 Hn2,β2h(x))

− 1

Aβ1
n1

n1+1∑
k1=1

Aβ1

n1+1−k1

k1
(T k1+1

1 Hn2,β2h(x) + T−k1
1 Hn2,β2h(x)).

Notemos que

1

Aβ1
n1

n1+1∑
k1=1

Aβ1

n1+1−k1

k1
(T k1

1 Hn2,β2h(x) + T−k1+1
1 Hn2,β2h(x))

= T k1
1 Hn2,β2h(x) +Hn2,β2h(x) +

1

Aβ1
n1

n1+1∑
k1=2

Aβ1

n1+1−k1

k1
(T k1

1 Hn2,β2h(x) + T−k1+1
1 Hn2,β2h(x))

= T k1
1 Hn2,β2h(x) +Hn2,β2h(x) +

1

Aβ1
n1

n1∑
j1=1

Aβ1
n1−j1
j1 + 1

(T j1+1
1 Hn2,β2h(x) + T−j11 Hn2,β2h(x)).

Luego, usando la igualdad anterior resulta que

Hn̄,β̄(h− T1h)(x) = Hn2,β2h(x) + T1Hn2,β2h(x)

− 1

Aβ1
n1(n1 + 1)

(
Tn1+2

1 Hn2,β2h(x) + T−n1−1
1 Hn2,β2h(x)

)
+

1

Aβ1
n1

n1∑
k1=1

(
Aβ1

n1−k1

k1 + 1
−
Aβ1

n1−k1+1

k1

)(
T k1+1

1 Hn2,β2h(x)− T−k1
1 Hn2,β2h(x)

)
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= Hn2,β2h(x) +Hn2,β2T1h(x)− B̃n̄(x) + C̃n̄(x).

Como se hizo en la demostración del Teorema 4.5.2 es fácil ver que la hipótesis de acotación

uniforme de las normas en Lp(ν) para las potencias de T1, T2 y sus inversos implica la hipótesis

(4.3.1) del Teorema 4.3.2 para cada Ti y sus inversos con β = βi. Luego, como h y T1h pertenecen

a Lp(ν), el Teorema 4.3.2 garantiza la existencia de los ĺımites

ĺım
n2→∞

Hn2,β2h(x) y ĺım
n2→∞

Hn2,β2T1h(x)

para casi todo x ∈ X. Por otro lado, dado que T1 es positivo, de la propiedad (C3) de los

números Aβn tenemos que

|B̃n̄(x)| ≤ C

[
Tn1+2

1 (H∗β2
h)(x)

(n1 + 1)1+β1
+
T−n1−1

1 (H∗β2
h)(x)

(n1 + 1)1+β1

]
.

De las hipótesis en T2 sabemos que ||H∗β2
h||p ≤ C||h||p. Siguiendo las ideas de [37] y usando las

hipótesis en T1 y T−1
1 tenemos que para p > 1/(1 + β∗)∥∥∥∥∥
∞∑

n1=1

1

(n1 + 1)(1+β1)p

(
[Tn1+2

1 (H∗β2
h)]p + [T−n1−1

1 (H∗β2
h)]p

)∥∥∥∥∥
1

≤ CMp||h||pp
∞∑

n1=1

1

(n1 + 1)(1+β1)p
<∞.

Luego,
∞∑

n1=1

1

(n1 + 1)(1+β1)p

(
[Tn1+2

1 (H∗β2
h)(x)]p + [T−n1−1

1 (H∗β2
h)(x)]p

)
<∞

para casi todo x ∈ X y, consecuentemente,

ĺım
n1→∞

1

(n1 + 1)(1+β1)

(
[Tn1+2

1 (H∗β2
h)(x)] + [T−n1−1

1 (H∗β2
h)(x)]

)
= 0

para casi todo x ∈ X y de aqúı ĺım
n̄→∞

B̃n̄(x) = 0 para casi todo x ∈ X.

Para estudiar el término C̃n̄, como en [7], sean N1 = {k ∈ N : 1 ≤ k ≤ n1/2} y N2 = {k ∈ N :

n1/2 < k ≤ n1 + 1}. Luego

C̃n̄(x) =
∑
k1∈N1

[
1

Aβ1
n1

(
Aβ1

n1−k1

k1 + 1
−
Aβ1

n1−k1+1

k1

)
+

1

k1(k1 + 1)

](
T k1+1

1 (Hn2,β2h(x))− T−k1
1 (Hn2,β2h(x))

)
−
∑
k1∈N1

1

k1(k1 + 1)

(
T k1+1

1 (Hn2,β2h(x))− T−k1
1 (Hn2,β2h(x))

)

+
1

Aβ1
n1

∑
k1∈N2,k1≤n1

(
Aβ1

n1−k1

k1 + 1
−
Aβ1

n1−k1+1

k1

)(
T k1+1

1 (Hn2,β2h(x))− T−k1
1 (Hn2,β2h(x))

)
= I − II + III.
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De la propiedad (C2) de los números Aβn tenemos que

Aβ1

n1−k1

k1 + 1
−
Aβ1

n1−k1+1

k1
= Aβ1

n1−k1

(
1

k1 + 1
− 1

k1

)
+

1

k1

(
Aβ1

n1−k1
−Aβ1

n1−k1+1

)
= −

Aβ1

n1−k1

k1(k1 + 1)
−

β1A
β1

n1−k1

k1(n1 − k1 + 1)
.(4.5.3)

Ahora, usando (4.5.3), escribimos∣∣∣∣∣ 1

Aβ1
n1

(
Aβ1

n1−k1

k1 + 1
−
Aβ1

n1−k1+1

k1

)
+

1

k1(k1 + 1)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

1−
Aβ1

n1−k1

Aβ1
n1

)
1

k1(k1 + 1)
−

β1A
β1

n1−k1

k1(n1 − k1 + 1)Aβ1
n1

∣∣∣∣∣ ,
y usando nuevamente la propiedad (C2) de los números Aβn resulta que∣∣∣∣∣

(
1−

Aβ1

n1−k1

Aβ1
n1

)
1

k1(k1 + 1)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1

Aβ1
n1k1(k1 + 1)

n1∑
i=n1+1−k1

(
Aβ1
i −A

β1
i−1

)∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 1

Aβ1
n1k1(k1 + 1)

n1∑
i=n1+1−k1

β1A
β1
i−1

i

∣∣∣∣∣∣
≤

|β1|Aβ1

n1−k1

Aβ1
n1(k1 + 1)(n1 − k1 + 1)

.

Luego,

|I| ≤ C
∑
k1∈N1

Aβ1

n1−k1

Aβ1
n1(k1 + 1)(n1 − k1 + 1)

T k1+1
1 (H∗β2

h(x))

+C
∑
k1∈N1

Aβ1

n1−k1

Aβ1
n1(k1 + 1)(n1 − k1 + 1)

T−k1
1 (H∗β2

h(x)) = Ia + Ib.

Sea r tal que 1 < r <∞, utilizando la desigualdad de Hölder se tiene que

|Ia| ≤ C

 ∑
k1∈N1

(
Aβ1

n1−k1

Aβ1
n1(n1 − k1 + 1)

)r′1/r′ ( ∞∑
i=0

(i+ 1)−r(T i1(H∗β2
h(x))r

)1/r

.

Al igual que se hizo en la prueba del Teorema 4.2.1, utilizando la Proposición 4.2.3 y el hecho

que  ∑
k1∈N1

(
Aβ1

n1−k1

Aβ1
n1(n1 − k1 + 1)

)r′1/r′

≤ Cn−1/r
1 ,

se tiene que, para casi todo x ∈ X, ĺım
n̄→0

Ia = 0. De la misma forma se prueba que ĺım
n̄→0

Ib = 0,

para casi todo x ∈ X.
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Para acotar II, escribimos

II =
∑
k1∈N1

1

k1(k1 + 1)
T k1+1

1 (Hn2,β2h(x)−Hβ2h(x))−
∑
k1∈N1

1

k1(k1 + 1)
T−k1

1 (Hn2,β2h(x)−Hβ2h(x))

+
∑
k1∈N1

1

k1(k1 + 1)

(
T k1+1

1 (Hβ2h(x))− T−k1
1 (Hβ2h(x))

)
= IIa + IIb + IIc.

De las hipótesis en T1 y T2, siguiendo las ideas de [37] tenemos que para p > 1/(1 + β∗)∥∥∥∥∥∥
∞∑
k1=1

1

k1(k1 + 1)
(T k1+1

1 (Hβ2h)− T−k1
1 (Hβ2h))

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C
∞∑
k1=1

1

k1(k1 + 1)
||Hβ2h||p ≤ C||h||p

∞∑
k1=1

1

k2
1

<∞.

Luego
∞∑
k1=1

∣∣∣∣ 1

k1(k1 + 1)

(
T k1+1

1 (Hβ2h(x))− T−k1
1 (Hβ2h(x))

)∣∣∣∣ <∞,
para casi todo x ∈ X y de aqúı existe ĺım

n̄→∞
IIc para casi todo x ∈ X.Veamos que ĺım

n̄→∞
IIa = 0.

Notemos que IIa ≤ PT1(|Hn2,β2h(x)−Hβ2h(x)|), donde

PT1f(x) =

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
T k+1

1 f(x).

De las hipótesis en T1, el operador PT1 resulta lineal, positivo y acotado en Lp. Por otro lado,

de las hipótesis en T2, las truncaciones Hn2,β2h convergen puntualmente a Hβ2h en casi todo

punto. Sea Kn = sup
n2≥n

|Hn2,β2h −Hβ2h|, luego Kn ↘ 0 en casi todo punto y 0 ≤ Kn ≤ 2H∗β2
.

Como PT1 es positivo, PT1Kn ↘ ı́nf
m≥1

PT1Km. Dado que PT1 está acotado en Lp, tenemos que∫
X

[ ı́nf
m≥1

PT1Kmf ]p ≤
∫
X

[Knf ]p,

para cualquier n. Luego, por el Teorema de la Convergencia Dominada, tenemos que ı́nf
m≥1

PT1Kmf =

0 en casi todo punto y esto nos da el resultado buscado. De forma similar se prueba que ĺım
n̄→∞

IIb

para casi todo x ∈ X.

Finalmente, en virtud de (4.5.3) notemos que∣∣∣∣∣A
β1

n1−k1

k1 + 1
−
Aβ1

n1−k1+1

k1

∣∣∣∣∣ ≤ CAβ1

n1−k1

n1(n1 − k1 + 1)

para todo k1 ∈ N2. Entonces,

|III| ≤ C

Aβ1
n1

∑
k1∈N2,k1≤n1

Aβ1

n1−k1

n1(n1 − k1 + 1)

[
T k1+1

1 (H∗β2
h(x)) + T−k1

1 (H∗β2
h(x))

]

≤ C

n1∑
k1=[n1/2]+1

(n1 − k1 + 1)β1−1 1

k1+β1
1

[
T k1+1

1 (H∗β2
h(x)) + T−k1

1 (H∗β2
h(x))

]

≤ C sup
n1∈N,k1≥n1/2

T k1+1
1 (H∗β2

h(x))

k1+β
1

∑
j≥1

jβ1−1
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+ sup
n1∈N,k1≥n1/2

T−k1
1 (H∗β2

h(x))

k1+β
1

∑
j≥1

jβ1−1.

Como
∑
j≥1

jβ1−1 < ∞, usando el argumento empleado para ver que ĺım
n̄→0

B̃n̄(x) = 0, se prueba

que ĺım
n̄→0

III = 0. �





Caṕıtulo 5

Acotaciones con pesos de operadores maximales de Cesàro en

espacios producto

Este caṕıtulo está dedicado a caracterizar los pesos w para los cuales el operador maximal

de Cesàro definido en el contexto de espacios producto resulta de tipo fuerte y de tipo débil

(p, p) con respecto a la medida w(x)dx. Para ello describimos brevemente en la primer sección

los resultados conocidos para el operador maximal definido en Rn. A diferencia del operador ma-

ximal de Hardy-Littlewood, no es claro que las versiones centradas y no centradas del operador

maximal de Cesàro resulten puntualmente equivalente. Por esta razón, en la segunda sección

caracterizamos los pesos para el operador maximal de Cesàro no centrado Nᾱ y posteriormente,

en la Sección 3, lo hacemos para el operador centrado Mᾱ.

5.1. Resultados conocidos del operador maximal de Cesàro n dimensional

En [5] los autores se plantean las acotaciones con pesos para el operador Mα definido en el

Caṕıtulo 2, es decir,

Mαf(x) = sup
R>0

1

Rn+α−1

∫
Q(x,R)

|f(y)|d(y, ∂Q(x,R))α−1 dy, 0 < α ≤ 1,

donde d(y, ∂Q(x,R)) denota la distancia de y al borde del cubo Q(x,R) considerando la dis-

tancia con la norma infinito, es decir, d(y, ∂Q(x,R)) = mı́n
1≤i≤n

{xi + R − yi, yi − (xi − R)}. Los

principales resultados en [5] están resumidos en el siguiente teorema.

Teorema 5.1.1. [5] Sea 0 < α ≤ 1 y 1/α < p <∞. Sea w una función medible, no negativa

sobre Rn. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Mα es de tipo débil (p, p) con respecto a w, es decir

w({x : Mαf(x) > λ}) ≤ Cλ−p
∫
|f(x)|pw(x) dx.

(ii) Mα es de tipo fuerte (p, p) con respecto a w, es decir existe una constante C tal que∫
Rn
|Mαf(x)|pw(x) dx ≤ C

∫
Rn
|f(x)|pw(x) dx,

para toda f ∈ Lp(Rn).
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(iii) w ∈ Ap,α, es decir existe una constante C tal que para cualquier cubo Q,(∫
Q
w

)1/p(∫
Q
w(y)1−p′d(y, ∂Q)(α−1)p′ dy

)1/p′

≤ C|Q|1+α−1
n .

Dado que para y ∈ Q, d(y, ∂Q) ≤ c(n)|Q|1/n y (α− 1)p′ ≤ 0, es claro que Ap,α ⊂ Ap, donde

Ap es la conocida clase de pesos definida por Muckenhoupt. Consecuentemente, si w ∈ Ap,α,

luego la medida w(x)dx duplica. Otra propiedad importante de las clases Ap,α demostrada en

[5] es la siguiente.

Lema 5.1.2. [5] Sea 0 < α < 1, 1 < p < ∞ y w ∈ Ap,α. Luego existe ε > 0, 0 < ε < p− 1,

tal que w ∈ Ap−ε,α.

El operador Mα es un operador centrado dado que Mαf(x) se define a través de promedios

sobre cubos centrados en x. Como ya mencionamos, cuando 0 < α < 1 y debido a la forma que

tiene el núcleo, no se conoce una equivalencia puntual entre el operador Mα y su versión no

centrada Nα definida de la siguiente manera

Nαf(x) = sup
x∈Q

1

|Q|1+(α−1)/n

∫
Q
|f(y)|d(y, ∂Q)α−1 dy, 0 < α ≤ 1.

Aunque no está expĺıcitamente enunciado en [5] es posible obtener los mismos resultados

que en el Teorema 5.1.1 para el operador no centrado Nα.

Teorema 5.1.3. Sea 0 < α ≤ 1 y 1/α < p < ∞. Sea w una función medible, no negativa

sobre Rn. Son equivalentes:

(i) Nα es de tipo débil (p, p) con respecto a w.

(ii) Nα es de tipo fuerte (p, p) con respecto a w.

(iii) w ∈ Ap,α.

Aunque la prueba del Teorema 5.1.3 se deduce fácilmente de los resultados probados en [5],

a continuación describimos brevemente dicha prueba.

Demostración. Claramente (ii)⇒ (i). La implicación (i)⇒ (iii) se prueba de forma estándar.

En efecto, dado un cubo Q y k ∈ N, sea

fk(y) = (w(y) + 1/k)1−p′d(y, ∂Q)(α−1)(p′−1)χQ(y).

Luego, para todo x ∈ Q

Nαfk(x) ≥ 1

|Q|1+(α−1)/n

∫
Q
|fk(y)|d(y, ∂Q)α−1 dy

=
1

|Q|1+(α−1)/n

∫
Q

(w(y) + 1/k)1−p′d(y, ∂Q)(α−1)p′ dy.
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Llamando

λk =
1

|Q|1+(α−1)/n

∫
Q

(w(y) + 1/k)1−p′d(y, ∂Q)(α−1)p′ dy

tenemos que w(Q) ≤ w({x : Nαfk(x) ≥ λk}). Aplicando la desigualdad de tipo débil (p, p)

para Nα a esta última desigualdad y tomando luego ĺımite cuando k →∞ tenemos probado (iii).

(iii)⇒ (i). De la desigualdad de Hölder y la condición Ap,α tenemos que

∫
Q
|f(y)|d(y, ∂Q)α−1 dy ≤

(∫
Q
|f |pw

)1/p(∫
Q
w1−p′(y)d(y, ∂Q)(α−1)p′ dy

)1/p′

≤ C

(∫
Q
|f |pw

)1/p(∫
Q
w

)−1/p

|Q|1+(α−1)/n.

Por lo tanto, Nαf(x) ≤ C[Nw(|f |p)]1/p(x), donde

Nwg(x) = sup
x∈Q

[
1

w(Q)

∫
Q
|g|w

]
.

Como w ∈ Ap,α implica que la medida w(x)dx duplica, sabemos que el operador Nw es de ti-

po débil (1, 1) con respecto a w(x)dx. De esto y de la desigualdad puntual con Nα se obtiene (i).

Finalmente (iii)⇒ (ii) se sigue de la equivalencia (iii)⇔ (i) y del Lema 5.1.2, v́ıa el Teorema

de interpolación de Marcinkiewicz. �

En el resto del caṕıtulo utilizaremos la siguiente notación que fue introducida en [5]. Para

cada i fijo, i = 1, · · · , L, escribimos a cada cubo Q(zi, εi) = [zi − εi, zi + εi]
ni como

Q(zi, εi) =

ni⋃
k=1

Ki
k(z

i, εi),

donde Ki
k(z

i, εi) = {yi ∈ Q(zi, εi) : |yij − zij | ≤ |yik − zik|, j = 1, · · · , ni}. A partir de estos con-

juntos Ki
k(z

i, εi) hacemos una división más fina de Q(zi, εi) definiendo los siguientes conjuntos:

U ik(z
i, εi) = Ki

k(z
i, εi) ∩ {yi : yik ≥ zik}

y

V i
k (zi, εi) = Ki

k(z
i, εi) ∩ {yi : yik ≤ zik}

para k = 1, 2, · · · , ni. Para i fijo, en el caso que ni = 2 tenemos los conjuntos U i1, V
i

1 , U
i
2 y V i

2

como se indica en la siguiente figura (Figura 1).
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zi

U i
2

U i
1

V i
2

V i
1

Q(zi, εi)

zi

xi

Q(zi, εi)

Q(xi, Ri)

1

Figura 1.

Por simplicidad de notación, algunas veces llamaremos simplemente Sik(z
i, εi), k = 1, · · · , 2ni,

a los conjuntos definidos arriba, es decir, Sik(z
i, εi) será U in(zi, εi) o V i

m(zi, εi), para algún n o

m, con n,m = 1, · · · , ni. Con S̃ik(z
i, εi) denotaremos al complemento de Sik(z

i, εi) respecto de

Ki
k(z

i, εi), es decir, S̃ik(z
i, εi) = Ki

k(z
i, εi) \ Sik(zi, εi). Luego,

Q(zi, εi) =

2ni⋃
k=1

Sik(z
i, εi) =

ni⋃
k=1

(
U ik(z

i, εi) ∪ V i
k (zi, εi)

)
.

5.2. Maximal de Cesàro en espacios producto con pesos: caso no centrado

En esta sección caracterizaremos los pesos para el operador maximal de Cesàro no centrado

Nᾱf(x) = sup
R:x∈R

1∏L
i=1 |Qi|

1+
αi−1

ni

∫
Q1

· · ·
∫
QL

|f(y1, · · · , yL)|
L∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
αi−1 dy1 · · · dyL,

donde R = Q1 × · · · × QL y los Qi son cubos de Rni . Con técnicas similares a las empleadas

para probar el correspondiente resultado para el operador maximal fuerte (caso αi = 1 para

todo i), ver por ejemplo [21], podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 5.2.1. Sea ᾱ = (α1, · · · , αL), 0 < αi ≤ 1, i = 1, · · · , L, w ≥ 0 y 1/α∗ < p < ∞
donde α∗ = mı́nαi. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) w ∈ A∗p,ᾱ esto es, existe C > 0 tal que para todo rectángulo de la forma R = Q1×· · ·×QL,

con Qi cubos contenidos en Rni se verifica

(∫
R
w

)1/p
(∫
R
w1−p′(y)

L∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
αi−1 dy

)1/p′

≤ C
L∏
i=1

|Qi|
1+

αi−1

ni .
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(ii) Existe C > 0 tal que para cada i = 1, · · · , L,

wx̃i(·) = w(x1, · · · , xi−1, ·, xi+1, · · · , xL) ∈ Ap,αi(Rni),

para casi todo (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xL) ∈ Rn−ni, es decir, para todo Qi ⊂ Rni y casi

todo (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xL) ∈ Rn−ni, se verifica(∫
Qi

wx̃i(y
i)dyi

)1/p(∫
Qi

w1−p′
x̃i

(yi)d(yi, ∂Qi)
(αi−1)p′dyi

)1/p′

≤ C|Qi|
1+

αi−1

ni .

(iii) Nᾱ es de tipo fuerte (p, p) con respecto a w.

(iv) Nᾱ es de tipo débil (p, p) con respecto a w.

Demostración. Para simplificar notación, probaremos el teorema considerando a Rn compues-

to por dos bloques, es decir L = 2 y Rn = Rn1 × Rn2 ya que este caso presenta las dificultades

esenciales del caso general.

(i)⇒ (ii). Sea w ∈ A∗p,ᾱ y sea Q2 un cubo de Rn2 . Definimos

mQ2(y1) =

(
1

|Q2|

∫
Q2

w(y1, y2)dy2

)1/p
 1

|Q2|
1+

(α2−1)p′
n2

∫
Q2

w1−p′(y1, y2)d(y2, ∂Q2)(α2−1)p′dy2

1/p′

.

Sea Q1 un cubo en Rn1 centrado en x1 y R = Q1 ×Q2. Dado que para y1 ∈ Q1, d(y1, ∂Q1) ≤
c(n1)|Q1|1/n1 , aplicando la desigualdad de Hölder y la hipótesis, se tiene

1

|Q1|

∫
Q1

mQ2(y1)dy1 ≤ c(α1, n1)

|Q1|

∫
Q1

(
1

|Q2|

∫
Q2

w(y1, y2)dy2

)1/p

×

 1

|Q2|
∏2
i=1 |Qi|

(αi−1)p′
ni

∫
Q2

w1−p′(y1, y2)
2∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
(αi−1)p′dy2

1/p′

dy1

≤ c(α1, n1)

|Q1|

(∫
Q1

1

|Q2|

∫
Q2

w(y1, y2)dy2dy1

)1/p

×

∫
Q1

1

|Q2|
∏2
i=1 |Qi|

(αi−1)p′
ni

∫
Q2

w1−p′(y1, y2)
2∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
(αi−1)p′dy2 dy1

1/p′

≤ c(α1, n1)
1∏2

i=1 |Qi|
1+

(αi−1)

ni

(∫
R
w(y)dy

)1/p
(∫
R
w1−p′(y)

2∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
(αi−1)p′dy

)1/p′

≤ C.

Por el Teorema de Diferenciación de Lebesgue tenemos que mQ2(x1) ≤ C para casi todo

x1 ∈ Rn1 . Por lo tanto, para cada cubo Q2 existirá un conjunto de medida nula donde no

se cumpla la desigualdad mQ2(x1) ≤ C. Luego, mQr(x
1) ≤ C en casi todo x1 ∈ Rn1 , para
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cualquier cubo Qr con centro y radio racional.

Dado un cubo Q2 cualquiera, con la notación introducida en la sección anterior tenemos que

mQ2(x1) =

(
1

|Q2|

∫
Q2

w(x1, y2)dy2

)1/p
 1

|Q2|
1+

(α2−1)p′
n2

∫
Q2

w1−p′(x1, y2)d(y2, ∂Q2)(α2−1)p′dy2

1/p′

≤
2ni∑
i=1

(
1

|Q2|

∫
Q2

w(x1, y2)dy2

)1/p
 1

|Q2|
1+

(α2−1)p′
n2

∫
Sik

w1−p′(x1, y2)d(y2, ∂Q2)(α2−1)p′dy2

1/p′

.

Para i fijo, sea Sik un conjunto cualquiera asociado a Q2 del tipo U ik o V i
k . Consideremos un cubo

Qir con centro y radio racional tal que (Sik)r, un conjunto del mismo tipo que Sik pero asociado

a Qir, verifica que (Sik)r ⊂ Sik. Dado que para y2 ∈ (Sik)r se tiene que d(y2, ∂Q2) ≥ d(y2, ∂Qir),(
1

|Qir|

∫
Qir

w(x1, y2)dy2

)1/p
 1

|Qir|
1+

(α2−1)p′
n2

∫
(Sik)r

w1−p′(x1, y2)d(y2, ∂Q2)(α2−1)p′dy2

1/p′

≤ C.

Luego, aproximando en cada sumando que acota a mQ2(x1) a Q2 por cubos Qir tales que

(Sik)r ⊂ Sik tendremos probado (ii) con i = 2. Análogamente se obtiene el caso i = 1.

(ii) ⇒ (iii). Dada f : Rn1 × Rn2 → R, sea f(x2) : Rn1 → R tal que f(x2)(x
1) = f(x1, x2),

definamos

N1
α1
f(x) = Nα1(f(x2))(x

1) = sup
x1∈Q1

1

|Q1|
1+

α1−1
n1

∫
Q1

|f(y1, x2)|d(y1, ∂Q1)α1−1 dy1.

Aplicando el Teorema 5.1.3 tenemos que si p > 1/α1, para casi todo x2 ∈ Rn2 ,∫
Rn1

[N1
α1
f(x1, x2)]pw(x1, x2) dx1 ≤ C

∫
Rn1

|f(x1, x2)|pw(x1, x2) dx1.

Integrando ambos miembros de la desigualdad de arriba con respecto a x2 ∈ Rn2 tenemos que

el operador N1
α1

está acotado en Lp(w). Procediendo de la misma forma cambiando los roles de

x1 y x2 tenemos el mismo resultado para el operador N2
α2
f(x) = Nα2(f(x1))(x

2), para p > 1/α2.

Esto junto con la desigualdad puntual

Nᾱf(x) ≤ N1
α1
oN2

α2
f(x)

nos da el resultado deseado cuando p > 1/α∗.

Como claramente (iii)⇒ (iv), sólo nos resta probar (iv)⇒ (i). La prueba de esta implicación

se sigue en forma similar a la demostración de (i) ⇒ (iii) en el Teorema 5.1.3. En efecto, sea

R = Q1 ×Q2 fijo, wk(y) = w(y) + 1/k, k ∈ N y

fk(y) = w1−p′
k (y)

2∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
(α1−1)(p′−1)χR(y).
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Afirmamos que existe λk tal que R ⊂ {Nᾱfk > λk}. En efecto, sea x ∈ R. Por la definición del

operador maximal no centrado y de la función fk resulta que

Nᾱfk(x) ≥ 1∏2
i=1 |Qi|

1+
αi−1

ni

∫
R
|fk(y)|

2∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
(α1−1)dy

=
1∏2

i=1 |Qi|
1+

αi−1

ni

∫
R
w1−p′
k (y)

2∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
(α1−1)p′dy

Luego, tomando

λk =
1∏2

i=1 |Qi|
1+

αi−1

ni

∫
R
w1−p′
k (y)

2∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
(α1−1)p′dy

se obtiene la inclusión deseada y se asegura que λk es finito para cada k. Como Nᾱ es de tipo

débil (p, p) con respecto a w, resulta

w(R) ≤ w({Nᾱfk > λk})

≤ C

λpk

∫
|fk(y)|pw(y)dy.

Luego, reemplazando la función fk y λk por su expresión, se obtiene que(∫
R
w

)(∫
R
w1−p′
k (y)

2∏
i=1

d(yi, ∂Qi)
(α1−1)p′dy

)p−1

≤ C
2∏
i=1

|Qi|
1+

αi−1

ni ,

y tomando ĺımite cuando k →∞ tenemos que w ∈ A∗p,ᾱ. �

5.3. Maximal de Cesàro en espacios producto con pesos: caso centrado

A continuación probaremos que la clase A∗p,ᾱ también caracteriza las desigualdades con pesos

del operador maximal centrado

Mᾱf(x) = sup
ε̄>0

C(ᾱ, n̄)∏L
i=1 ε

ni+αi−1
i

∫
Q(x1,ε1)

· · ·
∫
Q(xL,εL)

|f(y1, · · · , yL)|
L∏
i=1

d(yi, ∂Q(xi, εi) dy
L · · · dy1

En efecto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.1. Sea ᾱ = (α1, · · · , αL), 0 < αi ≤ 1, i = 1, · · · , L, w ≥ 0 y 1/α∗ < p < ∞
donde α∗ = mı́nαi. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Mᾱ es de tipo débil (p, p) con respecto a w.

(ii) Mᾱ es de tipo fuerte (p, p) con respecto a w.

(iii) w ∈ A∗p,ᾱ.
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Para probar este teorema utilizaremos las técnicas empleadas en [5] para probar el resultado

cuando no estamos en el contexto de espacios producto. Siguiendo con la notación introducida

en la primer sección, sea K = {k̄ = (k1, · · · , kL), ki ∈ {1, · · · , 2ni}, i = 1, · · · , L} y

Sk̄(z, ε̄) = S1
k1

(z1, ε1)× · · · × SLkL(zL, εL).

Dados ᾱ = (α1, · · · , αL), con 0 < αi < 1, y k̄ ∈ K, definimos el operador maximal de Cesàro no

centrado en el espacio producto Rn = Rn1 × · · · × RnL como

Nᾱ,k̄f(x) = sup
x∈Sk̄(z,ε̄)

1∏L
i=1 ε

ni+αi−1
i

∫
S̃1
k1

· · ·
∫
S̃LkL

|f(y1, · · · , yL)|
L∏
i=1

(
d(yi, ∂Q(zi, εi)

)αi−1
dyL · · · dy1,

donde S̃jkj = S̃jkj (z
j , εj). Notemos que podemos definir 2Ln1.n2 · · ·nL operadores maximales no

centrados diferentes. Los siguientes resultados relacionados con los operadores Nᾱ,k̄ serán la

herramienta clave para demostrar el Teorema 5.3.1.

Lema 5.3.2. Para cualquier k̄ ∈ K, existe C > 0 tal que Nᾱ,k̄f(x) ≤ CMᾱf(x).

Demostración. Notemos que podemos escribir el borde de Q(zi, εi) como

∂Q(zi, εi) =

2ni⋃
k=1

∂Sik
Q(zi, εi),

donde ∂Sik
Q(zi, εi) = ∂Q(zi, εi) ∩ Sik(zi, εi). Luego, dado xi ∈ Siki(z

i, εi) definimos

Ri = d(xi, ∂S̃ik
Q(zi, εi)),

donde la distancia se define utilizando la norma infinito. Para i fijo, ni = 2 se tiene la siguiente

situación (Figura 2).

zi

U i
2

U i
1

V i
2

V i
1

Q(zi, εi)

zi

xi

Q(zi, εi)

Q(xi, Ri)

1

Figura 2.

Resulta claro que εi ≤ Ri ≤ 2εi. A continuación veremos que además se verifican las siguientes

afirmaciones:
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(i) S̃iki(z
i, εi) ⊂ S̃iki(x

i, Ri) y

(ii) d(yi, ∂Q(zi, εi)) = d(yi, ∂Q(xi, Ri)) para todo yi ∈ S̃iki(z
i, εi).

Supongamos que Siki(z
i, εi) = U in(zi, εi) para algún n = 1, · · · , ni y por lo tanto S̃iki(z

i, εi) =

V i
n(zi, εi). Comenzaremos probando (i), es decir, veamos que V i

n(zi, εi) ⊂ V i
n(xi, Ri). Sea yi ∈

V i
n(zi, εi), luego para cualquier j = 1, · · · , ni

|yij − zij | ≤ |yin − zin| y yin ≤ zin.(5.3.1)

Además, como xi ∈ U in, para cualquier j = 1, · · · , ni se tiene

|xij − zij | ≤ |xin − zin| y xin ≥ zin.(5.3.2)

De las desigualdades (5.3.1) y (5.3.2) resulta que yin ≤ xin y, para cualquier j = 1, · · · , ni, que

|yij − xij | ≤ |yij − zij |+ |zij − xij | ≤ |yin − zin|+ |xin − zin| = xin − yin = |xin − yin|.

Por otro lado, como ||yi−xi||∞ = xin−yin ≤ d(xi, ∂V inQ(zi, εi)) = Ri, tenemos que yi ∈ V i
n(xi, Ri).

Para probar (ii) notemos que si yi ∈ V i
n(xi, Ri), luego d(yi, ∂Q(zi, εi)) = εi − zin + yin y

d(yi, ∂Q(xi, Ri)) = Ri − xin + yin. Luego (ii) se sigue dado que en este caso Ri = εi − zin + xin.

Con el mismo razonamiento se prueban (i) y (ii) en el caso en que Siki(z
i, εi) = V i

m(zi, εi) para

algún m = 1, · · · , ni.

Ahora bien, dado x ∈ Sk̄, de las afirmaciones demostradas anteriormente resulta que∫
S̃1
k1

(z1,ε1)
· · ·
∫
S̃LkL

(zL,εL)
|f(y)|

L∏
i=1

(
d(yi, ∂Qi(z

i, εi)
)αi−1

dyL · · · dy1

=

∫
S̃1
k1

(z1,ε1)
· · ·
∫
S̃LkL

(zL,εL)
|f(y)|

L∏
i=1

(
d(yi, ∂Qi(x

i, Ri)
)αi−1

dyL · · · dy1

≤
∫
S̃1
k1

(x1,R1)
· · ·
∫
S̃LkL

(xL,RL)
|f(y)|

L∏
i=1

(
d(yi, ∂Qi(x

i, Ri)
)αi−1

dyL · · · dy1

≤
∫
Q1(x1,R1)

· · ·
∫
QL(xL,RL)

|f(y)|
L∏
i=1

(
d(yi, ∂Qi(x

i, Ri)
)αi−1

dyL · · · dy1.

Finalmente, multiplicando las desigualdades de arriba por 1∏L
i=1 ε

ni+αi−1
i

, usando que εi ≤ Ri ≤
2εi y tomando supremos se obtiene la acotación deseada. �

Lema 5.3.3. Sea ᾱ = (α1, · · · , αL), 0 < αi ≤ 1, i = 1, · · · , L y 1/α∗ < p < ∞ donde

α∗ = mı́nαi. Sea k̄ ∈ K y Nᾱ,k̄ de tipo débil (p, p) con respecto a w entonces w satisface
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la siguiente condición: existe C > 0 tal que para cualquier rectángulo de la forma R(z, ε) =

Q(z1, ε1)× · · · ×Q(zL, εL) se tiene que(∫
Sk̄(z,ε̄)

w

)1/p(∫
S̃k̄(z,ε̄)

w1−p′(y)

L∏
i=1

(
d(yi, ∂Qi(z

i, εi)
)(αi−1)p′

dy

)1/p′

≤ C
L∏
i=1

εni+αi−1
i ,

donde S̃k̄(z, ε̄) = S̃1
k1

(z1, ε1)×· · ·×S̃LkL(zL, εL), Sk̄(z, ε̄) = S1
k1

(z1, ε1)×· · ·SLkL(zL, εL) y S̃iki(z
i, εi) =

Ki
ki

(zi, εi) \ Siki(z
i, εi).

Demostración. La demostración de este lema es similar a la demostración de la implicación

(iv) ⇒ (i) en el Teorema 5.2.1. En efecto, sea R(z, ε) = Q1(z1, ε1) × · · · × QL(zL, εL) y k̄ =

(k1, · · · , kL) ∈ K fijos. Sea wm(y) = w(y) + 1/m, m ∈ N y

fm(y) = w1−p′
m (y)

L∏
i=1

(
d(yi, ∂Qi(z

i, εi)
)(αi−1)(p′−1)

χS̃k̄(z,ε̄)
(y).

Si x ∈ Sk̄(z, ε̄) luego Nᾱ,k̄fm(x) se acota por debajo por

1∏L
i=1 ε

ni+αi−1
i

∫
S̃1
k1

(z1,ε1)
· · ·
∫
S̃LkL

(zL,εL)
w1−p′
m (y)

L∏
i=1

d(yi, ∂Q(zi, εi))
(αi−1)p′ dyL · · · dy1 = λm.

Luego Sk̄(z, ε̄) ⊂ {Nᾱ,k̄fm(x) > λm}. Finalmente, usando que Nᾱ,k̄ es de tipo débil (p, p) con

respecto a w y siguiendo los pasos de la prueba mencionada al principio tenemos que w satisface

la desigualdad deseada.�

Demostración del Teorema 5.3.1. Notemos que la implicación (ii)⇒ (i) es trivial, mientras

que (iii) ⇒ (ii) es una consecuencia inmediata del Teorema 5.2.1 y del hecho que Mᾱ ≤ Nᾱ.

Sólo debemos probar (i) ⇒ (iii). Notemos que Mᾱ ≥ M1̄, donde M1̄ es el operador maximal

de Cesàro correspondiente a ᾱ = (1, · · · , 1). El operador M1̄ ya no tiene a las potencias de la

distancia al borde del rectángulo donde se integra, por lo tanto sus versiones centradas y no

centradas son puntualmente equivalentes. Luego de (i) y aplicando el Teorema 5.2.1 al operador

M1̄ ≈ N1̄ tenemos que w ∈ A∗
p,1̄

, es decir, existe C > 0 tal que para cualquier rectángulo R de

la forma R = Q1 × · · · ×QL, (∫
R
w

)1/p(∫
R
w1−p′

)1/p′

≤ C|R|.

Entonces, sea R = R(x, ε̄) = Q1×· · ·×QL por la desigualdad de Hölder y siguiendo la notación

del Lema 5.3.3, se tiene que para cualquier k̄ = (k1, · · · , kL) ∈ K,(∫
R
w

)1/p(∫
R
w1−p′

)1/p′

≤ C|R| = C|Q1| · · · |QL|

≤ C̃|S1
k1
| · · · |SLkL |

= C̃

∫
S1
k1

· · ·
∫
SLkL

dyL · · · dy1
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≤ C̃

(∫
S1
k1

· · ·
∫
SLkL

w

)1/p(∫
S1
k1

· · ·
∫
SLkL

w1−p′
)1/p′

≤ C̃

(∫
Sk̄
w

)1/p(∫
R
w1−p′

)1/p′

.

Luego, para cualquier k̄ = (k1, · · · , kL) ∈ K, tenemos que w(R) ≤ Cw(Sk̄).

Por otro lado, notemos que

R = Q1 × · · · ×QL =

2n1⋃
j1=1

· · ·
2nL⋃
jL=1

S1
j1 × · · · × S

L
jL
,

donde Siji es un conjunto del tipo U in o V i
m para algún n o m con n,m = 1, · · · , L, correspon-

dientes al cubo Qi. Luego,

∫
R
w1−p′(y)

L∏
i=1

(
d(yi, ∂Qi(z

i, εi)
)(αi−1)p′

dy ≤
2n1∑
j1=1

· · ·
2nL∑
jL=1

∫
Sj̄
w1−p′(y)

L∏
i=1

(
d(yi, ∂Qi(z

i, εi)
)(αi−1)p′

dy,

donde Sj̄ = Sj̄(z, ε̄) = S1
j1

(z1, ε1)× · · · × SLjL(zL, εL). Notemos que dado j̄ = (j1, · · · , jL), existe

¯̀ = (`1, · · · , `L) tal que Siji(z
i, εi) = S̃i`i(z

i, εi). Ahora bien, usando que Mᾱ es de tipo débil

(p, p) con respecto a w, del Lema 5.3.2 resulta que los operadores Nᾱ,k̄ son de tipo débil (p, p)

con respecto a w para todo k̄ ∈ K. Finalmente, de las observaciones anteriores y el Lema 5.3.3

resulta que(∫
R
w

)1/p
(∫
R
w1−p′(y)

L∏
i=1

(
d(yi, ∂Qi(z

i, εi)
)(αi−1)p′

dy

)1/p′

≤
2n1∑
`1=1

· · ·
2nL∑
`L=1

(∫
R
w

)1/p
(∫
S̃¯̀

w1−p′(y)
L∏
i=1

(
d(yi, ∂Qi(z

i, εi)
)(αi−1)p′

dy

)1/p′

≤ C̃

2n1∑
`1=1

· · ·
2nL∑
`L=1

(∫
S¯̀

w

)1/p(∫
S̃¯̀

w1−p′(y)

L∏
i=1

(
d(yi, ∂Qi(z

i, εi)
)(αi−1)p′

dy

)1/p′

≤ C(n̄)

L∏
i=1

εni+αi−1
i .

Es decir, w ∈ A∗p,ᾱ. �





Conclusiones generales

• Se extienden los resultados sobre el comportamiento de la composición de operadores

cuando cada uno de los operadores involucrados en la composición verifican que son de

tipo fuerte (∞,∞) y de tipo débil restrindigo (pi, pi) como aśı también para el caso en

que los operadores involucrados no satisfacen la acotación de tipo fuerte (∞,∞).

• Se muestra, por un lado, cómo mejoran los resultados de convergencia, ampliando los

espacios de funciones donde se obtiene dicha convergencia cuando nos restringimos a

tomar promedios sobre sucesiones lacunares y se obtienen resultados sobre la velocidad

de convergencia de estos promedios. Por otro lado, en el contexto de espacio producto

se obtienen resultados sobre la convergencia de los promedios de Cesàro y se extienden

los resultados sobre velocidad de convergencia.

• Se obtiene la existencia de la integral singular en el sentido Cesàro en el contexto de

espacios producto.

• Se obtienen resultados sobre la convergencia de los promedios ergódicos Cesàro−α mul-

tiparamétricos.

• Se obtiene la existencia de la Transformada de Hilbert ergódica doble en el sentido

Cesàro.

• Se caracterizan los pesos w para los cuales el operador maximal de Cesàro en el contexto

de espacios producto es de tipo fuerte y de tipo débil.
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Analysis and Applications. Vol 6, Issue 2, 2000.

[4] Bernardis, A. L.; Mart́ın-Reyes, F. J. The limit case of the Cesàro-α convergence of the ergodic
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