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Resumen

En esta tesis estudiaremos la convergencia en el sentido de Cesaro de ciertos operadores
cuando los mismos estan definidos en espacios producto. Concretamente, en el contexto de
estos espacios, estudiamos la convergencia de los promedios de tipo Cesaro y la existencia de
integrales singulares en el sentido de Cesaro. El contexto en el que trabajamos es el siguiente.

Dado L € N, consideramos a R™ compuesto por L bloques de la siguiente manera
R*"=R™ x -.. x R",
SiDi:={jeN:ni+---+ni1+1<j<mng+---+n;}, con
gt = (v;:jE€D) ERMi=1,--- L,

representamos las coordenadas del bloque n;. Luego, si Q; = Q(z%,¢;), con i =1,--- | L, defini-

mos los promedios como

~ 1
7’e"f(ﬂﬁ)Z/ Sy dyt - dy'
HszllQZ‘ Q1 QL
donde 7 = (ny, -+ ,ng) y €= (€1, ,€p).
Dados & = (a1, ,ar) con 0 < a; <1, €= (e1,--- ,€r), con ¢ >0 paratodot=1,--- L

y ¢ € R™ definimos la funcién

donde

y % : R™ — R es la funcién

(0.0.1) p%(@) = c(o,n) (1 = |2]0)* " xQuo) (@),

con |z|oo = m;i<x || y donde ¢(a, n) es la constante, dependiente de a y n, tal que [ ¢®(z)dx =
i<n
1.

Llamamos promedios de Cesaro en espacio producto o simplemente promedios de Cesdro gene-

ralizados a los promedios

(0.0.2) Pef(x) = f* ().



v Resumen

Asociado a los promedios de Cesaro P& tenemos el operador maximal
(0.0.3) Maf(x) = sup PE|f| (),

&0
donde € > 0 significa ¢; > 0 para todo ¢ = 1,--- , L. En el caso usual en que R" se considera
como un solo bloque, es decir, L = 1, la convergencia de los promedios de Cesaro fue estudiada
por W. Jourkat y J. Troutman en [28]. El resultado de convergencia obtenido para los promedios

PEf es el siguiente.

1<i<L
exactamente k ndmeros «;, con 1 < k < L, tales que o, = ;. Luego,

lim P2 f(2) = f(a),

para casi todo x € R™, para toda f € LP(R™) con p > 1/a y para toda f en el espacio de
Orlicz-Lorentz A(1/ax, pr_1) donde @ (t) = t(1 + log™ t)*.

TEOREMA 0.0.1. Dado & = (ay, -+ ,ar), sea a, = min «; y supongamos que existen
<i<

El espacio A(p, ¢) se define de la siguiente manera:
A(p, @) :={f: ¥,e(cf) < oo para algin c > 0},

donde N
Vpo(f) = /0 @(f*(t))ﬁ_l dt.

Posteriormente estudiamos los promedios P? f cuando restringimos los valores de €;, i =
1,---, L a sucesiones lacunares. El restringirnos a estas sucesiones nos permitié, por un lado,
obtener resultados de convergencia para una clase méds amplia de funciones y por otro, probar
resultados sobre la velocidad de convergencia de estos promedios. Como antecedentes en el caso
L =1 tenemos [27], [2], [6].

En otra etapa del trabajo investigamos las integrales singulares en el sentido Cesaro en
espacios producto. Las integrales singulares en el sentido Cesaro fueron estudiados en [3]. En
dicho trabajo, dado un nicleo de Calderén-Zygmund K, se estudia la existencia del siguiente
limite

€ B
(0.0.4) lim fly)K(z,y) <1 s y|> dy,

e—0t lz—y|>e

donde —1 < 5 <0.

Nuestro propésito en esta parte es estudiar los espacios de funciones para los cuales existe
la integral singular en el sentido Cesaro en el contexto de espacios producto. Consideremos los
nicleos de Calderén Zygmund K; definidos sobre R™ x R™ \ A, donde A es la diagonal de
R™ x R™. Sea

)
|z -yl

8
Kisp(z,y) = Ki(z,y) (1 > : §>0 y —1<pB<0.



\Y%

Dados € = (€1, ,€1) € Ri y B= (B, - ,Br) con —1 < B; <0,i=1,---, L definimos los

nucleos
L

ICEvB($7 y) = H Ki76i7/8i (xl’ yl)'

i=1
Con estos nucleos definimos las truncaciones

T3/ (x) = / - / F)Ke 5, ) dy* - dy’
|zl —yl[>er |zl —yL|>ep,

y el operador maximal asociado

Como en el caso clésico, para estudiar la existencia del limite liII(l) T5f (x) estudiamos el opera-
€e— )

dor maximal 75* estimandolo puntualmente por una suma de composicién de operadores.

A continuacién se aplican algunos de los resultados obtenidos en la primera parte del trabajo
al contexto de Teoria Ergddica multiparamétrica. Nos planteamos, para 711, --- , T} operadores

lineales y positivos, los promedios de tipo Cesaro ergédicos multiples definidos como

a;j—1 v 7
Rﬁ’af(x) = Rnl,al O--- Rnk,akf( ) Aaﬂ Z Z H Anjf’LJT k. Tllf(ZC)

Hjlnjzl[) ix=0j=1

1)
dondeAﬁz(aJr)nil(aJrn),n#OyAg‘:
En el caso uniparamétrico estos promedios fueron estudiados en [26], [12], [9], [34] v [7]

entre otros.

También abordamos el estudio de la Transformada de Hilbert ergédica multiparamétrica. En
este sentido generalizamos al caso biparamétrico un resultado de R. Sato [37] y posteriormen-
te abordamos el estudio de la existencia de la Transformada de Hilbert ergédica biparamétrica

en el sentido de Cesaro (ver [7] para resultados de este operador en el contexto uniparamétrico).

La tultima parte de este trabajo estd dedicado a estudiar las acotaciones con pesos del ope-
rador maximal M. El operador maximal M, definido en R"™ (considerando R™ como un sélo
bloque) en el contexto de los espacios LP con pesos fue estudiado en [5]. En dicho trabajo se
caracterizan los pesos w para los cuales el operador M, resulta ser de tipo fuerte y de tipo débil

(p,p) con respecto a la medida w(z)dx.

El trabajo de generalizar los resultados de [5] al caso de espacios producto comienza ca-
racterizando los pesos para los cuales la versién no centrada N del operador Mg satisface

desigualdades de tipo débil y fuerte con respecto a dicho peso.



VI Resumen

Obtener los resultados del teorema anterior para el operador centrado Mg no es trivial.
Mediante la introduccién de ciertos operadores maximales no centrados definidos sobre partes
de cada uno de los cubos donde se integra en la definicion de Mg, es posible probar que la clase

de pesos en uno y otro caso es la misma.

Distribucién del material

El contenido de esta tesis se encuentra distribuido de la siguiente manera.

En el Capitulo 1 definimos los espacios en los cuales trabajaremos a lo largo de toda la
tesis. A continuacién se presentan resultados donde se ilustra el comportamiento de la compo-

sicién de operadores cuando se conoce alguna acotacién de los mismos.

Aplicando los resultados obtenidos en el capitulo anterior estudiamos, en el Capitulo 2, la
convergencia de los Promedios de Cesaro en espacios producto como asi también la velocidad
de convergencia de estos promedios. También analizamos cémo mejoran los resultados de con-
vergencia, ampliando los espacios de funciones donde se obtiene dicha convergencia cuando nos

restringimos a tomar promedios sobre sucesiones lacunares.

El objetivo del Capitulo 3 es estudiar la existencia de la integral singular en el sentido

Cesaro en el contexto de espacios producto.

El Capitulo 4 estd dedicado a mostrar aplicaciones de los resultados obtenidos al contexto
de Teoria Ergddica. Se comienza analizando los promedios de Cesaro ergédicos multiparamétri-
cos. Luego, se estudia La Transformada de Hilbert doble y a continuacién, se plantea el estudio

de la Transformada de Hilbert ergédica doble Cesaro.

Finalmente, en el Capitulo 5 se caracterizan los pesos w para los cuales el operador maximal
de Cesaro definido en el contexto de espacios producto resulta ser de tipo fuerte y de tipo débil

(p,p) con respecto a la medida w(z)dx.
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Una funcién f : R™ — R se dice continua en promedio o, equivalentemente, que es Cesaro-1

continua en € R" si los promedios

L) = — 1
PU@ = oy | S

convergen a f(z) cuando € tiende a cero, donde Q(z,€) = [z — €,z + €]" y |E| es la medida de

Lebesgue del conjunto E. Usando la notacién
1 x
wela) = 0 ().
podemos escribir a los promedios P f(x) como

Plf(z) = f*pl(x),

donde ¢!(z) = 27"Xq(,1)(7) ¥y xE es la funcién caracteristica del conjunto E.

De manera similar a la definicion de continuidad Cesaro-1, se define la continuidad Cesaro-«

para cualquier o > 0. Se dice que una funcién f es Cesaro-a continua en «x si los promedios

(0.0.5) P f(x) = f*o&(x)
convergen a f(x) cuando € tiende a cero, donde
(0.0.6) () = c(a,n) (1 = [x])* xoq1) (2),

con || = 1rélgi<>< |z;| y donde ¢(a, n) es la constante, dependiente de a y n, tal que [ ¢®(z)dz =
<i<n
1.

Notemos que los promedios P& son casos especiales de aproximaciones de la identidad con
nticleo ¢ € L1(R").

Otra forma de escribir los promedios P es la siguiente

c(a,n)

007) PrS@) = G0 [ w09 )

donde d(y, 0Q(x,€)) = 1r<nl£1 {zi+e€—vi,yi — (x; — €)} es la distancia en la norma infinito de y
<i<n
al borde de Q(z,€).
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El Teorema de Diferenciacién de Lebesgue nos dice que si f es una funcién localmente
integrable entonces es Cesaro-1 continua en casi todo x € R™ y como es bien conocido, este

resultado se obtiene a partir del estudio de la maximal de Hardy-Littlewood M.

El operador maximal asociado a los promedios P* f se define como

Mo f(z) sup P&| f|(x)
>0

1
sup Tnda—1 |f(y)|d(y7 aQ(.I, 6))a_1 dy
T S

e>0

(0.0.8)

Q

Sia > 1, el operador M, es puntualmente equivalente al operador maximal de Hardy Little-

wood y los resultados de convergencia de los promedios P® f en este caso se siguen del caso o = 1.

Si 0 < a < 1 la situacién es diferente, dado que el nucleo en los promedios tiende a infinito

cuando y se acerca al borde del cubo Q(z,€).

Como consecuencia de un resultado de W. Jourkat y J. Troutman [28] se obtiene que el
operador M,, 0 < a < 1, es de tipo débil restringido (1/a,1/«) y, consecuentemente, M, es
de tipo fuerte (p,p) para p > 1/a. También se sabe que el operador M, no es de tipo débil
(1/a,1/a) enel caso 0 < a < 1. Con estos resultados es posible obtener la convergencia puntual
de los promedios de Cesaro P® f para funciones de LP(R™) para p > 1/« y para funciones en el

espacio de Lorentz L(1/c,1). En el Capitulo 2 damos los detalles de estos resultados.

Asi como definimos los promedios P® f utilizando cubos, es posible definir promedios simila-
res utilizando rectangulos n dimensionales de lados paralelos a los ejes coordenados y, en general,
podemos definir los promedios en espacios producto. Para definir estos promedios comenzamos
con algo de notacién. Sea L € N, consideramos a R™ compuesto por L bloques de la siguiente

manera

R*"=R™ x ... x R,
SiDi={jeN:in+ - +ni1+1<j<no+-+n}, con

ot = (zj:jeED;)ERMi=1,- L,

representamos las coordenadas del bloque n;. Dados & = (a1, -+ ,ar) con 0 < a; < 1,14 =
1,---,Lyé= (e, - ,€er), con ¢ > 0 para todo i, 1 <i < L, definimos la funcién
& L
o (x) = @l(at) - plF(ah)
donde




IX

y % : R% — R es la funcién definida en (0.0.6). Notemos que ®¢ € L(R") y que

/n ®%(x)dr = 1.

Llamaremos promedios de Cesdaro en espacios producto o simplemente promedios de Cesaro

generalizados a los promedios
(0.0.9) PEf(z) = f* ®%(x).

Si escribimos @Q; = Q(z', €;), los promedios P& se pueden escribir como

L

_ C(n, a , .
Pef(z) = L(Hll/ o [ f) [T AW 0Qi) dy* - dy
| 1 QL i=1
Asociado a los promedios de Cesaro P& tenemos el operador maximal
(0.0.10) Maf(x) = sup P2 f| (@),
&0
donde, como antes, € > 0 significa ¢; > 0 para todo ¢ = 1,--- , L. Resulta claro que el operador

Mg verifica la siguiente desigualdad

donde los operadores Mg, son los operadores maximales M, actuando sélo en las variables z*.

Con el proposito de obtener acotaciones para el operador Mg, teniendo en cuenta la de-
sigualdad (0.0.11), en el Capitulo 1 nos planteamos la acotaciéon de operadores T' que resultan de
la composicion de L operadores T;, cuando conocemos determinadas acotaciones de los operado-
res T;. En este caso, obtener desigualdades de tipo fuerte para operadores de tipo composicién
a partir de desigualdades de tipo fuerte de cada uno de los operadores que lo componen, resulta
sencillo. Sin embargo, resulta mas delicado el obtener para el operador T' desigualdades en el
extremo donde deja de ser de tipo fuerte. Como antecedentes podemos citar los trabajos de
C.J. Neugebauer [36] y de B. Bongioanni y E. Harboure [8], donde tratan los casos en que en el
extremo todos los operadores verifican el mismo tipo de desigualdad, de tipo débil en el primer
caso y de tipo débil restringido en el segundo caso. El resultado que probamos en el Capitulo 1

es el siguiente.

TEOREMA 0.0.2. Sean 1 < p; < --- < pr_1 < pr y supongamos que existe k con 0 < k <
L—1talquel <p1 < -+ <pr_p1<pr_p=--=p. SeanT;, i = 1,---, L, operadores
sublineales de tipo fuerte (co,00) y donde cada T; es de tipo débil restringido (pi,p;). Luego,

T =1Tjo0-- 0Ty satisface la siguiente desigualdad

1

v({a € X [TI(@)] > 1)) < C (soku/t) [ e ds) "

para todo t > 0, donde oi(t) = t(1+log™ t)* y f* es la reordenada decreciente de f.
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Aplicando este resultado a la composicién M(}q 0---0 M£L en el Capitulo 2 probamos el

siguiente resultado.

TEOREMA 0.0.3. Dado & = (a1, ,ar), sea a, = m1'<nLai Y supongamos que existen
1<i<

exactamente k numeros o;, con 1 < k < L, tales que a, = ;. Luego,

lim P¢ f(z) = f(x),

e—0
para casi todo x € R™, para toda f € LP(R™) con p > 1/au y para toda f en el espacio de
Orlicz-Lorentz A(1/aw, 1), donde pi(t) = t(1 +log™ t)F .

El espacio A(p, ¢) estd definido por

Alp, @) :={f: ¥,,(cf) < oo para algin c > 0},
donde N
\Ijzw(f) = / W(f*(t))tifl dt
0

y con las funciones ¢ que trabajaremos, resulta ser un espacio de Banach con la norma de

Luxemburg definida por
[fllpe = f{c>0: Vpo(f/c) <1}

El estudio de algunas propiedades de estos espacios se encuentra también en el Capitulo 1.

En el Capitulo 2 de este trabajo también estudiamos los promedios PZ f cuando restringimos
los valores de ¢;, ¢ = 1,--- , L a sucesiones lacunares. El restringirnos a estas sucesiones tiene
dos propésitos: por un lado, obtener resultados de convergencia para una clase mas amplia de
funciones y, por otro, medir de alguna forma la velocidad de dicha convergencia. Al igual que

antes comenzamos considerando el caso n dimensional, es decir, cuando L = 1.

Dado un niimero real p > 1, diremos que una sucesién de nimeros reales positivos {ex }rez

es una sucesion p-lacunar si p < E’Z—Zl < p? para todo k € Z.

Dada una sucesion p-lacunar {ex} definimos los promedios de Cesaro lacunares como

P f(x) =[x ¢g, (x),

y el operador maximal de Cesaro lacunar como

Ma,pf(x) = sup [P, f(z)],
kez

donde ¢* es la funcién definida en (0.0.6).

Claramente el operador maximal M, , estd acotado por el operador maximal M,, por lo

tanto, M, , es de tipo fuerte (p,p) para p > 1/a y es de tipo débil restringido (1/a, 1/c). Pero
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el operador M, , es "bastante”méds chico que el operador M,, dado que probamos el siguiente

resultado.

TEOREMA 0.0.4. El operador mazimal M, , es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p),
para todo p con 1 < p < oco.

Este resultado, junto con resultados estandar de densidad nos permiten obtener la conver-

gencia puntual de los promedios Pg f para toda funcién f € LP(R"™) con p > 1.

Definiremos ahora los promedios de Cesaro generalizados sobre sucesiones lacunares. Sean

{ez}jez, i =1,---,L, L sucesiones p-lacunares de nimeros reales. Definimos una sucesién p-
L - -1 L
lacunar en R™ como {€;};ez, donde €; = (ej, -, €;).
Dados & = (a1, -+ ,ar) con 0 < a; < 1, {&} = {(ejl, ,EJ[")} una sucesiéon p-lacunar en

RE y 2 € R™ definimos los promedios de Cesaro generalizados sobre sucesiones lacunares como
(0.0.12) PEf(x) = f * PE (z)

y el operador maximal sobre sucesiones lacunares como

(0.0.13) Ma,pf(x) = sup|PEf(z)|
JEL
donde
2 (x) = o (a)-- (")
J J
con

y % : R™ — R es la funcién definida en (0.0.6).

Como en el caso no lacunar, la siguiente desigualdad puntual

Mapf (@) < ML, jo---oME, ,f(a),

a1,p ' oL,p

donde los operadores Méi,p son todos de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p) para todo p,
1 < p < 00 y los resultados sobre composicion de operadores nos permiten probar el siguiente

resultado.
TEOREMA 0.0.5. Sean & = (aq, -+ ,ar) con 0 < oy <1 y {€} una sucesion p-lacunar de
RE. Luego,
PEf(a) = f(=)

cuando j — oo para casi todo x € R™ y para toda f € LP(R™), con 1 < p < oo y para toda f en
el espacio de Orlicz A(1,pr—1).
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Una vez probada la convergencia puntual de una sucesién {Uy f(z)}, es de interés preguntarse
por la rapidez o velocidad de convergencia. Una forma de medir la velocidad de convergencia
es estudiar la convergencia de la serie de diferencias

[e.9]

Z Vp[Ukf(x) — Ug—1 f(x)]

k=—o00

donde {v} es una sucesién acotada de nimeros reales o complejos.

Asi por ejemplo en [27] Jones y Rosenblatt estudian la serie de arriba para los promedios

k
Upf(z) = 2F 01/ > f (z + t)dt, en [2] prueban resultados similares con promedios asociados a
sucesiones lacunares generales y en espacios con pesos y en [6] se realiza el correspondiente

estudio cuando los Uy f son los promedios de Cesaro unidimensionales.

Nuestro objetivo en esta parte es estudiar la convergencia de la serie de arriba cuando los
U} estan dados por los operadores de Cesaro lacunares n dimensionales y, en general, cuando

tenemos promedios de Cesaro lacunares en espacios producto.

Para cada N € Z?, N = (N1, Na) con Ny < Nj definimos la suma

N2
TI(@) = > wlPEf(x) —~ PE_, £(a)].
Ny
Nuestro propdsito es probar resultados de convergencia de T f(x) en casi todo punto cuan-
do N = (Ny, Ns) tiende a (—o0,400). Para ello, como es usual, estudiamos la acotacién del

operador maximal asociado

T f(z) = Sup TN f (@)

Utilizando un resultado de J. Duandikoetxea y J. L. Rubio de Francia [16] probamos que
el operador T* es de tipo fuerte (p,p) para p > 1. En una primera etapa lo hicimos para el caso
de R™ considerado como un sélo bloque y posteriormente cuando consideramos a R™ compuesto
por dos bloques (R™ = R™ x R"). En el caso p = 1 ya no es posible aplicar los resultados
de [16]. En este caso sélo pudimos resolver en este trabajo el caso de los promedios de Cesaro
actuando sobre R™ como un bloque completo, obteniendo en este caso que el operador T% (el
operador 7* cuando L = 1) es de tipo débil (1,1). Como consecuencia de estos resultados de

acotacion que estan probado en el Capitulo 2, logramos probar los siguientes resultados.

(i) T f converge en casi todo punto para toda f € LP(R") con 1 < p < oo cuando
N = (N1, Ny) tiende a (—o0, 4+00).
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(ii) TS f (el operador T f cuando L = 1) converge en casi todo punto para toda f € LP(R™)
con 1 < p < oo cuando N = (Ny, Na) tiende a (—o0, +00).

En otra etapa del trabajo investigamos las integrales singulares en el sentido Cesaro en
espacios producto. El Capitulo 3 esta dedicado a este tema. Las integrales singulares en el sentido
Cesaro fueron estudiados en [3]. En dicho trabajo, dado un nticleo de Calderén-Zygmund K, se

estudia la existencia del siguiente limite

€ B
(0.0.14) lim f)K(z,y) (1 - ) dy

e—07t |z—y|>e ‘.’E - y‘
donde —1 < B < 0. Para estudiar la existencia de este limite, los autores de [3] estudian la

acotacién del operador maximal asociado T} f = sup |T¢ g f|, donde
e>0

Tof@)= [ sk (1- )

y obtienen la siguiente desigualdad puntual

(0.0.15) T5f(z) < O[T* f(x) + Mg f(x)],
donde T™ = T{, es decir, es el operador maximal asociado a las truncaciones correspondiente al
caso 5 =0y
~ 1
Sy f() =swp s [ F@)I(z — yl — & dy
e>0 € e<|z—y|<2€
1
—sup s [ |F(9)|(d(y, 0B (z, €))" dy,
e>0 € B(z,2¢)\B(z,€)

donde B(z, €) es la bola n dimensional con centro en x y radio €. Notemos que, a diferencia de los
operadores estudiados al principio, en el operador M, 3 definido arriba integramos sobre coronas
y el niicleo es una potencia 5 < 0 de la distancia al borde interior de la corona B(x, 2¢)\ B(z, €),
donde B(z,7)={y: |z —y| <r}.

Con las mismas técnicas utilizadas para probar los resultados de acotacién para el operador
maximal M,, 0 < a < 1, definido en (0.0.8), es posible probar que el operador ]\;[g, -1 < p <o,
es de tipo débil restringido (1/(1 4 3),1/(1 + f8)), no es de tipo débil (p,p) para ningtin p <
1/(1 4 B) y es de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1/(1 + (). Luego, como T™ es de tipo fuerte
(p,p) para todo p > 1y es de tipo débil (1,1), de (0.0.15) se tiene que el operador T} verifica
el mismo tipo de desigualdades que el operador Mg. Como consecuencia de estos resultados se

obtiene en [3] el siguiente resultado.

TEOREMA 0.0.6. Sea —1 < 8 <0 y K un nicleo de Calderén-Zygmund. Si K satisface que

¢ B
lim K(z,y) (1 - > dy,
|z =yl

=0t Jec|z—y|<1
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existe para casi todo x, luego el limite en (0.0.14) existe en casi todo punto para cualquier
funcion f € LP(R™), con p > 1/(1+ B) y para cualquier f € L(1/(1+ B),1).

Nuestro propdsito en esta parte es estudiar los espacios de funciones para los cuales existe
la integral singular en el sentido Cesaro en el contexto de espacios producto. Comenzaremos
definiendo los operadores con los que trabajamos. Consideremos nuevamente R™ = R™ x --- X
R y z = (z!,--- ,2"), con 2! € R™. También consideremos los niicleos de Calderén Zygmund
K; definidos sobre R™ x R™ \ A/ donde A es la diagonal de R™ x R™ y definamos el nicleo

producto

L
’C(‘T7 y) = H Ki(l‘za yZ)
i=1
y para € = (€1, ,€1) € ]RJLr definimos las truncaciones y el operador maximal asociados al

nucleo I como

7'€ — K , d
f() /| /|| (2.9)F () dy

T"f = sup |Tef].

eerR%
Las integrales singulares asociadas a estos nicleos producto generalizan a la Transformada de
Hilbert multiple (ver [19]) y son casos particulares de las integrales singulares estudiadas en

[20]. Asi, el operador T* resulta ser de tipo fuerte (p,p) para 1 < p < co.

Procediendo como en [3] definimos las integrales singulares en espacios producto en el sen-

tido Cesaro.

DadosEz(q,---,eL)ERJLryB:(ﬁl,-'-,ﬁL) con —1<8;<0,i=1,---,L, sea

L
K:E’B(x’ y) = HKl}Eiﬁi (xza yz)’
i=1
donde
AN i d €; Bi
Kiepi(2'y") = Ki(a',y') (1 - & =5

y K es un niicleo de Calderén-Zygmund definido en R™ x R™ \ A;. Con estos ntcleos definimos

las truncaciones

Tat@=[ FW)Ke (e, y) dy' - dy”
|zt —y!|>e ol —yL[>er

y el operador maximal asociado
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Como en el caso clasico, para estudiar la existencia del limite

1 7 5 ()
estudiamos el operador maximal TB* La acotaciéon puntual que obtuvimos, por ejemplo para el

caso mas sencillo de dos bloques, es la siguiente

Ty SO [Wta+ M), 0T + N, 0 TV 4 7]

donde
- o N
Méf(m)zsup/ ) . |f($a"‘,3/27"‘755 )|<1_l2) dyl7
>0 J B(ai 20\ B(ai ) |zt — o]
Tel,ﬁf(x) = / ) ] f(wla o 7yi7 e 7mL)Ki,6,ﬁ(xi7yi) dyl
|zt —yt|>e
y

Ty f(z) = sup IT: 5 f ()

Cuando 8 = 0 denotamos a T é* simplemente con T%*.

Cuando en la primera parte de esta introduccion se traté el comportamiento de la com-
posicion de operadores, los operadores involucrados en la composicién eran todos operadores
maximales de tipo Cesaro y por tanto verifican desigualdades de tipo débil restringido en un
extremo y en el otro (p = 0o0) son de tipo fuerte (0o, 00). Esta situacién es diferente al tratar
con el operador T, puesto que en la suma de operadores que lo acotan puntualmente tenemos
sumandos que resultan ser la composicién de operadores donde uno de ellos (el correspondiente
al operador maximal asociado a las truncaciones de integrales singulares) es de tipo fuerte (p, p)
para p > 1, pero no de tipo fuerte (0o, 00). Este hecho nos condujo a estudiar el comportamiento
de este tipo de composicién. En el Capitulo 1 demostramos el siguiente teorema que nos permite

obtener la acotacién del operador 75"

TEOREMA 0.0.7. Dados j € N yp > 1, sea S un operador que verifica la siguiente desigual-
dad: existe C > 0 tal que
C [e¢) ) p
0.0.16)  v({z:|SF@) > 1) < (t / v({o | f(@)] > 5/CHVPllog(s/t) " ds> ,
para todo t > 0. Sea T un operador sublineal tal que T es de tipo débil restringido (q,q), para
algin q > p(j + 1) y para ¢ = p. Luego S o T wverifica la siguiente desigualdad: existe C' > 0 tal

que

0017)  v({a: |(SoT) /()] > 1)) < (W [t 5@ sn s ds) ,
donde ¢;(t) = (1 +log™ t)7.

Luego, como consecuencia de los resultados para la composiciéon de operadores probados en

el capitulo 1, probamos el siguiente resultado.
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TEOREMA 0.0.8. Dado 3 = (B1,---,B1) con —1 < 3; < 0 y supongamos que existen exac-
tamente k numeros B;, con 1 < k < L tales que B, = minS;. Sean K; nicleos de Calderon-
Zygmund definidos sobre R™ x R™ \ A, donde A es la diagonal de R™ x R™ 1 <4 < L, tales

que existen los limites

e—0t

o B
lim K;(2', ) (1 ~ 6) dy', 1<i<L,
<|zt—yi<1 ’(IJ —Z/|
en casi todo punto. Entonces existe el limite

lim 7z 5f ()

e—0

en casi todo punto para cualquier f € LP(R™) con p > 1/(1+ B«) y y para toda f € A(1/(1 +
Bi)s pr—1) donde @ (t) = t(1 +log™ t)*.

El Capitulo 4 de esta tesis estd dedicado a la aplicacion de algunos de los resultados obtenidos
en la primera parte del trabajo al contexto de Teoria Ergdédica multiparamétrica. Comenzaremos
describiendo los resultados sobre convergencia de promedios ergédicos de tipo Cesaro multipa-

ramétricos.

Sea (X, F,v) un espacio de medida o- finito, 0 < a < 1 y sea T' un operador lineal definido
sobre algin LP(v), 1 < p < oo. Los promedios Cesaro-« y el operador maximal asociados al

operador T se definen como

naf_AaZAa 1T7,

Maf = sup |Rn,af‘a
neN

donde Ag = Hllmlodn) by o gy Ag = 1.
En [34] y en [7] se prueba que si 1/a < p < 0o y T es un operador de Lamperti invertible
sobre LP(v) (T es un operador de Lamperti si T es lineal y envia funciones con soportes disjuntos

en funciones del mismo tipo) tal que

(0.0.18) sup
n>0

< 00,
Lre(v)

n
S
k=0

donde |T| es tal que [T'f| = |T||f] v |T|af = [T](f*)]"/%, luego los promedios R, «f convergen
en casi todo punto y en LP(v) para toda f € LP(v).

Por otro lado, en [4] se trata el caso limite p = 1/« considerando operadores de Lamperti

T sobre LY invertibles y tales que

(0.0.19) sup
n>0

< 0
L'(v)

1 n
Z k
n+1 ITla
k=0
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y

(0.0.20) sup ||7"||co < 00.
nez

Estos resultados generalizan resultados previos dados en [26] y [9].

En esta etapa del trabajo nos planteamos, para 171, - - - , T}, operadores lineales, los promedios

de tipo Cesaro ergddicos multiples definidos como

1 ni ng k 1 : ;
Raaf(®) = Rnja; 00 Ry f (@) = Tk 4% Z Z H ATk I7 f(2)

Hj:l Ag; i1=0  i,=0j=1 T
y su operador maximal ergdédico asociado
Maf(x) = sup |Raaf(z)],
7>0
donde 7 = (n1,--- ,ni) > 0 significa que n; > 0 para todo 1 < j <ky a = (a1, - ,0), con
0<a; <1, paral<j<k.

Dado que
Maf(z) < Mg, 0---0 akf(x)7
se pueden aplicar los resultados de composicién de operadores dados en el Capitulo 1 para

obtener acotaciones para el operador M. Esto, junto con la convergencia de los promedios

Ra,af en subconjuntos densos adecuados, nos permite obtener los siguientes resultados.

TEOREMA 0.0.9. Sea (X,F,v) un espacio de medida o- finito. Sea & = (v, -+ , ), 0 <
aj <1, para todoi=1,--- ,k, sea oy = 1gl'i£lkaj yp>1/a. Sean T, 1 < j < k, operadores de
<<
Lamperti invertibles sobre LP(v) que conmutan entre si. Supongamos que para cada j = 1,--- |k
Lyms| <
sup ||—— 1 0.
n>13 n+1 e
2 k=0 per;

Luego,
(i) el operador Mg es de tipo fuerte (p,p) y

(11) los promedios Rpaf convergen para casi todo v € X y en la norma LP(v) para toda

f € LP(v), cuando n tiende a infinito.

TEOREMA 0.0.10. Sea (X,F,v) un espacio de medida o- finito y & = (a1, ,ax), 0 <
a; <1,j=1,--- k. Sea o, = 1r<1f11£1/7C o Yy supongamos que el minimo oy se alcanza en k de los
<<

numeros aij. Sean T, 1 < j < k, operadores de Lamperti invertibles sobre LY que conmutan

entre si. Supongamos que para cada j =1,--- k

1 & .
S 75 T:\% < 00
up n+1k:0| ]|aj

n>0

1
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sup |7} [|oo < 00.
neZ
Luego,

(i) el operador Mg verifica la siguiente desigualdad

1/

v{z e X Maf(x)>1t}) < <Ccpk1(1/t) /000 or_1(f*)(s)s¥ 1 ds) ,

donde ¢ (t) = t(1 +logt t)* y
(it) los promedios Rypaf convergen para casi todo x € X y para toda f € A(1/ow, r—1),

cuando 1 tiende a infinito.

Posteriormente abordamos el estudio de la Transformada de Hilbert ergddica multipa-
ramétrica. En [10] M. Cotlar estudia la Transformada de Hilbert ergédica asociada a operadores
que vienen dados por una transformacion puntual que preserva la medida. El tipo de operador
al que se asocia la Transformada de Hilbert ergddica fue generalizado por distintos autores, por
ejemplo en [37] R. Sato considera operadores positivos, invertibles sobre LP(v), 1 < p < oo,

tales que

sup ||T"|, < oc.

nez
Bajo estas hipdtesis prueba que el limite cuando n — oo de las truncaciones

n k —k k
P -=T7"f f
m-y () - > T
k=1 1<|k|<n

existe en casi todo punto de X y en la norma LP(v) para toda f € LP(v). En trabajos posteriores

(ver [38] o [7]) se generalizan ain mas las hipétesis en el operador T'.

Siguiendo la ideas desarrolladas hasta el momento en este trabajo, nos planteamos la exis-
tencia de la transformada de Hilbert ergddica doble. Es decir, dados T} y T5 dos operadores
lineales e invertibles que conmutan entre si, nos preguntamos por el limite, cuando ny,ne — co

independientemente, de las truncaciones
Hﬁf(l') = Hy o ngf(x)
k1 ik
- Y ¥ VT2 f(x)
kiko
1<]k1|<ny 1<|k2|<no

Hasta donde sabemos, este operador no fue estudiado previamente. Por lo tanto, esta etapa

del trabajo comienza con el estudio del operador maximal H*f = sup |H5f|. Las hipdtesis
ny,n2>1

que consideramos en esta parte del trabajo son las correspondientes al articulo de R. Sato [37].
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En [7] se estudia la existencia de la transformada de Hilbert ergddica en el sentido Cesaro-£3,

con —1 < B < 0, esto es, se estudia la existencia del limite cuando n — oo de

1 T+f —Tkf 1 T+ f
Hyp= 1347 (): S
) [E; n+l—k B n+1—|k|
An 3 k An 1<|k|<n+1 k
Estudiar la existencia del limite de los H), g f equivale a estudiar el limite en el sentido Cesaro-f3

de las truncaciones ergddicas usuales H,,.

Bajo condiciones similares a las expuestas para el caso de los promedios ergddicos de tipo
Cesaro, en [7] se prueba que para cualquier f € LP(v) el limite de las truncaciones H,, g cuando
n — oo existe en casi todo punto y en el sentido de LP(v) y, en el caso limite p = 1/(1+ ), en

[4] se prueba la existencia de dicho limite en casi todo punto, para cualquier f € L; /571(y).

Con estos resultados nos planteamos la existencia de la transformada de Hilbert ergddica
doble en el sentido Cesaro-5. Es decir, dados T y T3 dos operadores lineales e invertibles que
conmutan entre si y dados —1 < 1, B2 < 0 nos preguntamos por la existencia del limite, cuando

n1,ny — 0o independientemente, de las truncaciones
Hﬁﬁf(m) = Hpyp, 0 Hpyp, f(2)

_ ! 2 B T f)
o A%Aﬁz Z Z An1+1*|k1\An2+1*|k2| kyko )

"2 1<[k1]<ny 1< k2|<ng
Como lo hemos hecho anteriormente, para estudiar el limite puntual de estas truncaciones
probamos que el operador maximal

Hif(z) = sup  |H5f(2)|.

ni=lnz>1

estda acotado en los espacios correspondientes y que las truncaciones H; 3 f convergen pun-
tualmente para funciones en un subconjunto denso de dichos espacios. Cabe destacar que la
acotacién del operador maximal HE se obtiene como consecuencia de acotar al mismo puntual-
mente por la suma de composicién de operadores de los cuales se conocen algunas acotaciones.
Por otra parte, la convergencia puntual de las truncaciones Hj, 5f para funciones en un subcon-
junto denso de dichos espacios también resulta clave en este caso. Concretamente obtuvimos el

siguiente resultado.

TEOREMA 0.0.11. Sea (X, F,v) un espacio de medida o- finito, 5 = (81, 52), —1 < 1,82 <0
yp>1/(1+pB.), donde B = min{S, f2}. Sean T y T operadores lineales positivos invertibles
con inversos positivos sobre LP que conmutan entre sty tales que sup{||T}*||, : n € Z} = M < oo.

Entonces, el limite
Haf (@) = lim Hy 5f(x)

existe en casi todo punto y en la norma de LP(v), para toda f € LP(v).
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Finalmente, el Capitulo 5 estd dedicado a caracterizar los pesos w para los cuales el operador
maximal de Cesaro definido en el contexto de espacios producto resulta de tipo fuerte y de
tipo débil (p,p) con respecto a la medida w(x)dz. El operador maximal M, definido en R"
(considerando R™ como un s6lo bloque) en el contexto de los espacios LP con pesos fue estudiado
en [5]. En dicho trabajo se caracterizan los pesos w para los cuales el operador M, resulta ser
de tipo fuerte, de tipo débil y de tipo débil restringido con respecto a la medida w(x)dx.
La condicién que caracteriza el tipo fuerte (p,p) y el tipo débil (p,p) del operador M, es la
denominada condicién A, ,(R") definida de la siguiente manera: w € Apo(R"™) si existe una

constante C' > 0 tal que para cualquier cubo @ C R",
l/p / 1/[) a—1
([0) ([ wwr7awoaesy) " <cas, o<ast
Q Q

El trabajo de generalizar los resultados de [5] al caso de espacios producto comienza ca-
racterizando los pesos para los cuales la versién no centrada N del operador Mg satisface
desigualdades de tipo débiles y fuerte con respecto a dicho peso. El operador maximal de Cesaro

no centrado se define como
L

1 i o
Naf(z) = sup = / / 1Ft -y ] a0 0Q0) % dy* - - dy”,
Ri:xeR Hz‘L:1 |Qi|1+ " 1 L i=1
donde R = Q1 X --- X Qr vy los Q; son cubos de R™. Con técnicas similares a las empleadas

para probar el correspondiente resultado para el operador maximal fuerte (caso a; = 1 para

todo i), ver por ejemplo [21], podemos probar el siguiente teorema.

TEOREMA 0.0.12. Sea & = (a1, - ,ar), 0<aq; <1,i=1,--- ,L,w >0y 1/a, <p<
donde a, = min «;. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) w e Aj, 5 esto es, existe C > 0 tal que para todo rectdngulo de la forma R = Q1x---xQ,

con Q; cubos contenidos en R™ se verifica
1/p 1—p/ . 1 v = 1_:,_0‘1'771
(/ w) [ w7 Tdw o0 ay)  <c[]ll™ .
R R i=1 i=1
(ii) Existe C > 0 tal que para cadai=1,--- L,
wiz() = w(lJ? e 7xi717 "xiJrl, U 7‘7:L) € Ap@i(Rni)?
para casi todo (zt,--- =1 2t ... ,xl) € R es decir, para todo Q; C R™ y casi

todo (x!,--- 2t~ g™ ... 2Ly € RP | se verifica
. . 1/p 1—p' , 4 . 1)y . 1/p 1+°‘i771
(f wetnan) " (f b it ooy ) < o

(iii) N es de tipo fuerte (p,p) con respecto a w.

(iv) N es de tipo débil (p,p) con respecto a w.
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Obtener los resultados del teorema anterior para el operador centrado Mg no es trivial.
Mediante la introduccién de ciertos operadores maximales no centrados definidos sobre partes
de cada uno de los cubos donde se integra en la definicién de Mg, es posible probar que la clase
de pesos A, 5 también caracteriza las desigualdades de tipo fuerte y débil para el operador Mg

en el rango p > 1/a.






Capitulo 1

Composicion de Operadores

Comenzamos este capitulo dando algunas definiciones y notaciones sobre los espacios y las
desigualdades con que se trabajara a lo largo de toda la tesis . Consideramos los espacios de
Lebesgue, Lorentz, Orlicz y Orlicz-Lorentz. Probamos ademés dos propiedades de los espacios
de Orlicz-Lorentz que seran utilizadas en el resto del trabajo. En la segunda seccién presenta-
mos resultados donde se ilustra el comportamiento de la composicion de operadores cuando se

conocen determinadas acotaciones de los operadores que lo componen.

1.1. Algunas definiciones y notaciones

Sea (X,v) un espacio de medida o- finito y 9t el espacio de las funciones f : X — R

medibles con respecto a la medida v. Para f € 91 se definen las normas

1/p
IIpr:(/lelpdV) C1<p<oo

[flloc = mffa > 0:v({z: [f(z)] > a}) = 0},
con la convencién que inf () = co. Con estas normas se definen los espacios de Lebesgue
LP(X,v)={f: X > R: f esmedible y || f|[, < oo}.

Abreviaremos algunas veces LP(X,v) mediante LP(v) o simplemente LP. Es conocido que los

espacios LP, 1 < p < 0o, son espacios de Banach.

Los espacios de Lorentz L(p, q) constituyen una generalizacién de los espacios de Lebesgue

y se definen como
L(p.q) = L(p,q)(X,v) ={f : X = R: f es medible y || f|pq < o0},

donde

qg [ ]/
[/ (tl/i”f*(t))qt] si 1<p<oo 1<q< o0,
PJo

1fllp.a =

suptl/pf*(t) si 1<p<oo, ¢=o0.
>0
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La funcién f* es la funcién reordenada decreciente de f definida sobre [0, oc] como

fH(t) =inf{s: A¢(s) <t}

y A¢ es la funcién de distribucién de f, esto es, Ay : (0,00) — [0,00] y

Ap(s) =v({z: [f(2x)] > s}).

Si bien f* y Ay dependen de la medida v, por simplicidad no pondremos la medida en la nota-

cién. En cada Capitulo quedaré claro cuél es la medida con la que se esta trabajando.

El funcional || - ||, definido recientemente resulta ser una casi-norma, dado que no verifica
la desigualdad triangular. Sin embargo, es posible definir una norma equivalente que hace de los
espacios de Lorentz espacios de Banach. Es conocido que estas casi-normas se pueden definir

también utilizando la funcién distribucién. Concretamente,

[ee] d 1/q
[p/ ()xf(s)l/ps)q;} si 1<p<oo, 1<g< o0,

1fllp.g =
supt(/\f(t))l/p si 1<p<oo, ¢q=o0.
>0
Las definiciones de || - ||p,4 también tienen sentido cuando 0 < p < 1y 0 < ¢ < 1, pero trabaja-

remos s6lo con los casos p,q > 1.

Otra generalizacion de los espacios de Lebesgue la constituyen los espacios de Orlicz. Diremos
que una funcién ¢ : [0,00) — [0,00) es una funcién de Young si ¢ es no decreciente, continua,
convexa, p(0) =0, p(t) > 0sit >0y th’m ©(t) = oo. Definimos los espacios de Orlicz

—00

asociados a funciones ¢ de Young como

LY :={fem: /@(E) dv < oo para algun k > 0}.
X

Finalmente, una generalizaciéon comin a los espacios de Lorentz y de Orlicz son los denomi-
nados espacios de Orlicz-Lorentz. Sea w : (0,00) — (0, 00) una funcién no creciente, localmente
integrable y tal que fooo w(t)dt = o0o. Sea ¢ una funcién de Young. Para cualquier funcién

medible f definimos

Vo f) = /O ™ o (0ol

El espacio de Orlicz-Lorentz A(w, ) se define como
Aw,p) :={feM: V¥, (cf) < oo para algin ¢ > 0}.

Notar que si w es constante, el espacio A(w, ) coincide con el espacio de Orlicz L?. Por

otro lado, si p(t) = tP y w(t) = gt%_l, 1 < g <p<oo,elespacio A(w, p) coincide con el espacio
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de Lorentz L(p, q).

A lo largo de este trabajo utilizaremos espacios de Orlicz-Lorentz particulares, concreta-
mente consideraremos funciones w(t) = tifl, con p > 1 y funciones de Young que verifican la
denomina condicién Ag, es decir, existe C' > 0 tal que p(2t) < Cp(t), para todo ¢ > 0. Deno-
taremos a estos espacios particulares con A(p, ¢). Este espacio con la norma de Luxemburgo

definida por
[ fllp,e = inf{c>0: ¥po(f/c) <1}

resulta ser un espacio de Banach. (ver por ejemplo [23], [11]).

Asi como ocurre con los espacios de Lorentz, cuyas casi normas || - ||p4 se pueden definir
a través de la funcién reordenada o utilizando la funcién distribucién, cuando w(t) = tiil,
con p > 1, es posible tener un resultado similar para los espacios de Orlicz-Lorentz. Como no
encontramos referencia a este hecho en la bibliografia, incluimos también su prueba que resulta

ser una generalizacién directa del resultado para Lorentz.

LEMA 1.1.1. Sea ¢ una funcién de Young y sea ¢ = ¢’ en casi todo punto, donde ¢ es la

derivada de . Luego, para cualquier p > 1 se tiene que

- s s)\/Pds = Oos%_l *(s))ds.
p [0 s = [T ot )

0

DEMOSTRACION. Sin perder generalidad, podemos probar el lema para funciones no negativas.
Probaremos primero el lema para funciones simples. Sea f una funcién simple, es decir, f(x) =

N
chXEj () donde cj,...,c} son distintos, no nulos y Ei,..., Ey son conjuntos medibles y
j=1

disjuntos. Siempre podemos suponer que ¢ > ¢3 > --- > ¢j > 0. Usando la definicién, tenemos

que

Ap(s) =4 & . .
Zu(Ej) si g <s<¢, 1<k<N
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y
(¢t si 0<t<v(E)
j—1 J
. c; si ZV(Ek)§t<ZV(Ek) j=2,3,..., N
fr(t) = k=1 k=1
N
0 si t> ZV(EJ)
j=1
Luego
P o) (Apls)!Pds

Como ¢(0) = 0, tenemos que

(1.1.1) p/ooo d(5)Af(s)"Pds

N 1/p N-1 [ & 1/p
=py (Z V(Ej)) p(cr) —p (Z V(Ej)) P(Cry1)-
k=1 \j

J=1
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Por otro lado,

/0 T (1)t

v(Er) N S v(Ey)
:/ t;_1¢(cf)dt+2@(02)/ kall 4 t%_ldt
0 k=2 =1 v(Ej)
N k L/p k—1 L/p
=p (B +> wled) || DovE) ]| - v(Ej)
k=2 j=1 j=1
. N k r oy k—1 Lp
ple(@v(ENr +3 o) [ DovE) | =D eld) v(Ej)
k=2 j=1 k=2 j=1
N k 1/p N_1 ! 1/p
=pY_ole) | D v(E;) —p Y elei) | D v(E)
k=1 j=1 =1 j=1

Comparando la tltima expresiéon con (1.1.1), se obtiene el resultado deseado para funciones
simples.

Si f es una funcién medible no negativa podemos encontrar una sucesién {f;} de funciones
simples no negativas tal que {f;} es mondtona creciente y converge puntualmente a f. Sea Ay,
la funcién distribucién de fi, y f; su reordenada. Dados s,t > 0 se verifica, Ag, (s) T Af(s) y
fi() 1 f*(t) (ver por ejemplo [22] o [25]). Como ¢ es no decreciente y continua, ¢(f;(t)) T

©(f*(t)). Por lo demostrado para funciones simples, para cada k tenemos que

p /O B(5)As. (5)/7ds = /0 £ ()

El resultado deseado es una consecuencia del Teorema de la Convergencia Monétona. [

Los espacios de Orlicz-Lorentz con los que trabajaremos estan asociados a funciones de
Young de la forma ¢(t) = t(1 + log™ ¢)*, con k € N y donde log™ ¢t = méx{0,logt}. Estas
funciones son submultiplicativas, es decir, ¢(st) < Cp(s)¢(t), para cualesquiera s,t > 0. En

particular, verifican la, denomina condicién As.

Un resultado que necesitaremos en los siguientes capitulos es el de la densidad de las fun-
ciones simples en estos espacios de Orlicz-Lorentz que estamos considerando. Este resultado en
el caso unidimensional estd probado por F. Levis en [31] . Nosotros presentamos a continua-
cién una prueba de este resultado utilizando argumentos similares a los correspondientes en el

contexto de los espacios de Lorentz.
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TEOREMA 1.1.2. Sea ¢ una funcion de Young que verifica la condicion As y sea p > 1.

Luego, las funciones simples son densas en A(p, p).

Para demostrarlo necesitamos del siguiente lema.

LEMA 1.1.3. Con las hipdtesis del Teorema 1.1.2, sea f € A(p, ). Luego,

a) f*(t) = 0 cuando t — oo,
b) para todo s >0, A\f(s) < oo.

DEMOSTRACION. Como ¢ satisface la condicion Ag y f € A(p, ¢), se tiene que

|67 it < o,
0

y puesto que f* es decreciente, si f*(t) no converge a 0 cuando t — oo, serd f*(t) > A > 0,

para todo t > 0, luego como ¢ es una funcién no decreciente resulta que @(f*(t)) > p(A).

o
tr Lo(f*(£))dt < oo, lo cual es una contradiccion.

De esta manera ¢(A) /OO ¢t < /
Asi f*(t) — 0 cuando ¢ 0—> oo. Esto prugba a).

Por otro lado, para demostrar b) supongamos que Af(s) = oo para un cierto s > 0, entonces,
Af(y) = oo, para 0 < y < s, por lo tanto para todo t > 0 se tiene que f*(t) = inf{y > 0 :

Af(y) <t} > s, que contradice lo obtenido en a). Luego, A¢(s) < oo, para s > 0.00

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.1.2. Probaremos que para cada funcién f no negativa en

A(p, ¢) existe una sucesién de funciones simples {f,,} tal que

/OO t%_lgo((f — fn)*(t))dt - 0 cuando n — oo.
0

Dada f € A(p, ), f > 0 existe una sucesién creciente {S,}, de funciones simples que convergen
puntualmente a f. Ademads por el Lema 1.1.3 para cada k € N, se tiene que Af(1/k) < oo.

Si denotamos por Es(f) = {z : |f(x)| > s}. Por el Teorema de Egorof (Ver [44]), dado E;(f)
existe un conjunto Aj, con 41 C Eq(f), v(Ei1(f) — A1) < 1y tal que, S, 1 f uniformemente en
Aj. Luego, existe un indice ny, tal que 0 < f — 5, <1 en Aj.

Andlogamente, para E}5(f), existen un conjunto Ag, con Ay C Ey/5(f), v(Ey1/2(f) — A2) < 1/2
y un indice ng con ng > ni, tal que 0 < f — S, < 1/2 en Ay. Sucesivamente vamos obteniendo
una subsucesién Sp,. Sea fi = Sn, Xk, - {fx} es creciente y verifica: fy(z) = 0siz ¢ Eyp y
0 < (f—fu)(x) < 1/ksixz € Ay con v(Ey(f) — Ax) < 1/k. Entonces v({z : |(f — fi)(z)| >
kY < v(Byi(f) — Ax) < 1/k Para t > 1/k, (f — fi)°(1) < (f = fu)"(1/k) < 1/k. En
consecuencia dado un t' fijo, para k grande (k > 1/t'), tenemos que 0 < (f — fi)*(¢) < 1/k y
tomando limites en k, (f — fx)*(t') — 0 cuando k — oo. Asi (f — fx)* converge puntualmente
a 0, cuando k — oo.

En definitiva, hemos obtenido una sucesiéon de funciones simples {fi}, y tal que f¥ T f*y

(f = fr)* = 0 cuando k — oc.
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Para t > 0, tenemos que

(f = fu)"(8) < f7(@/2) + [ (£/2) < F7(8/2) + £7(t/2) = 2f7(t/2),
y como ¢ es no decreciente y satisface Ag resulta que o((f — fr)*)(t) < @(2f*(t/2)) <

Co(f*(t/2)). Si f € Alp, o), la funcién 0 < g(t) = t5 ‘o(f*(t/2)) € L', por el Teorema

de la Convergencia Dominada, se sigue que

[e.o]

i [t o((f — fi) ()dt = .

k—o00 0

A continuacién daremos la notacién correspondiente a la mayoria de las acotaciones que

verificaran los operadores con los que trabajaremos.

Decimos que un operador 7' es de tipo fuerte (p,q) (1 < p,q < o) si existe una constante

C > 0 tal que

(1.1.2) ITfllq < Cllf s

para toda f € LP(v). Se dice que T es de tipo débil (p,q) (1 < p < oo, 1 < g < 00) si existe

una constante C' > 0 tal que

(1.1.3) v({z: |Tf(x)] >t}) < <C||tf||p)q,

para todo t > 0 y para toda f € LP(v). Decimos que T es de tipo débil restringido (p,q)
(1<p<oo,1<qg< ) siexiste una constante C' > 0 tal que

(1.1.4) T fllg00 < CIIf

p,1-

En este trabajo trataremos con operadores sublineales, esto es, |T'(f + g)| < |T'f| + [Tg|.
Para este tipo de operadores ser de tipo débil restringido (p, ¢) equivale a decir que T es de tipo
débil (p,q) sobre funciones caracteristicas de conjuntos medibles con medida finita (ver [41] o
[22]).

Algunos de los operadores con los que trabajaremos resultan ser operadores sublineales de
tipo fuerte (oo, 00) y de tipo débil restringido (p,p) para p > 1. Como se afirma en [8], es un

hecho conocido que estas acotaciones se pueden expresar como una unica desigualdad:

o P
1.1.5 Arre(t) < ¢ ()P ds , paratodot >0,
i . !
t/C

donde C' es una constante independiente de f y ¢. Ver también [42] pdg. 91 para el caso p = 1.
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Otros operadores en lugar de ser de tipo débil restringido verifican el siguiente tipo de

desigualdad

(1.1.6) Arg(t) < <C’1/)(t) /000 )\f(s)l/pgb(s) ds)p, para todo t > 0,

para determinadas funciones no negativas ¥ y ¢. Con los mismos argumentos que en el caso
anterior se puede probar que un operador sublineal 7" es de tipo fuerte (0o, c0) y verifica (1.1.6)

si y sdlo si verifica la siguiente desigualdad

00 p
(1.1.7) Arp(t) < (cw) Af(s)l/f’gza(s)ds) , para todo t > 0,
t/C

con constantes independientes de t y de f.

1.2. Composicién de operadores

Consideremos L operadores sublineales 11, --- ,17, definidos sobre 91. En esta seccién es-
tamos interesados en obtener acotaciones para el operador T que resulta de la composiciéon de

los operadores 17, -+, Ty, es decir,
T=To 0Ty,

a partir de las acotaciones de los operadores T;, 1 < i < L.

Cuando se trabaja con desigualdades de tipo fuerte es sencillo deducir alguna desigualdad
para el operador T a partir de desigualdades de tipo fuertes para los 7;. Sin embargo, cuando
se trabaja con desigualdades de tipo débil o débil restringido, el problema exige mas cuidado.
Nuestro propédsito serd obtener, a partir del conocimiento de determinadas acotaciones en los
operadores T;, 1 < i < L, informacién sobre las acotaciones del operador T en el extremo donde

deja de ser de tipo fuerte (p,p) para un determinado valor de p.

En [36] C. J. Neugebauer prueba para el caso en que todos los 7; son un mismo operador

el siguiente resultado.

TEOREMA 1.2.1. [36] Si T es un operador sublineal que es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte
(00, 0), luego TU) =To...0T, (la composicion de j veces el operator T'), satisface la siguiente

desigualdad

. v 00 . .

(120 wfes PO5@) > ) < o [ vles 7@ > shllos(sC 0 ds,
(G-t t/Ci

para todo t > 0, donde C depende sdlo de las constantes en las desigualdades de tipo débil (1,1)

y de tipo fuerte (co,00) de T'.
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Cuando el operador T en lugar de verificar una desigualdad de tipo débil (1,1) verifica una
desigualdad de tipo débil restringido (p,p) con p > 1, en [8] B. Bongioanni y E. Harboure

prueban el siguiente resultado.

TEOREMA 1.2.2. [8] Si T es un operador sublineal que es de tipo débil restringido (p,p),
p > 1, y de tipo fuerte (00, 0), luego TUW =To...0T, (la composicion de j veces el operator
T), satisface la siguiente desigualdad
(1.2.2)
P

. 1 oo . .
o 1095 > ) < (g [ vt £ > 5/C7) Plogls/i " ds)
para todo t > 0, donde C depende sélo de las constantes en las desigualdades que verifica T .

OBSERVACION 1.2.3. Es fdcil ver que se pueden obtener los mismos resultados de los teore-
mas anteriores si componemos j operadores diferentes T1,--- ,T;, en lugar de componer j veces
un mismo operador T, siempre que todos esos operadores verifiquen el mismo tipo de desigual-
dades, es decir, todos resulten de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (00, 0), en el primer caso, o
todos resulten de tipo débil restringido (p,p) con p > 1 y de tipo fuerte (00, 0), en el seqgundo

caso.

Analizaremos a continuacion los casos en que tenemos operadores T; que son todos de tipo
fuerte (oo, 00), pero cada T; es de tipo débil restringido p;, donde los p; pueden coincidir o no
entre unos y otros. En el siguiente teorema se trata el caso en que tenemos L operadores T;,
1 <i < L, de tipo débil restringido (p;, p;) donde el mayor de los p; es diferente de todos los

demas.

TEOREMA 1.24. Sean 1 <p; <---<pr1<pp yT;, i=1,---,L, operadores sublineales
que son de tipo fuerte (00, 0) y cada T; es de tipo débil restringido (p;, p;). Luego, T = Tyo---oTy,
es de tipo fuerte (00, 00) y de tipo débil restringido (pr,pr)-

DEMOSTRACION. Por induccién, se puede ver facilmente que es suficiente probar el teorema para
dos operadores. Sean 1 < p; < po y T;, i = 1,2, dos operadores que satisfacen la desigualdad
(1.1.5) con p = p; y supongamos que la constante en esta desigualdad (1.1.5) para ambos
operadores es la misma. Luego, el operador T' = T} o T» satisface la desigualdad (1.1.5) con

p = p2. En efecto, la desigualdad de Minkowski integral permite obtener que

C 00 p1
ATlngf(t) < (t/ )‘Tgf(s)l/pl dS)
t

p2/p1 p1

p1 00 oo p2/p1 p1/p2
< (C> / A (u) /2 / <C> ds du
t t/C2 t/c \ S

p2
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~ 1 [ele} p2
C<t/ Ap(u/C?)Y/p2 du)
t

2 P2
< C / A(s) P ds |
t t/CQ

IN

A continuacién consideramos el caso en que el maximo de los p; (tales que los operadores

T; son de tipo débil restringido (p;, p;)) se alcanza en mas de un exponente p;.

TEOREMA 1.2.5. Sean 1 < p; < --- <pr_1 < pr de modo que existe k con1 < k < L—1 tal
quel <p1 < <prp1<prr=---=pryseanT;,i=1,--- L, operadores sublineales de
tipo fuerte (00, 00) y donde cada T; es de tipo débil restringido (p;,p;). Luego, T =Ty o---o Ty
es de tipo fuerte (00, 00) y satisface la siguiente desigualdad

prL

(123)  v({z: [Tf@)] > 1)) < (,ﬁ | vt i@ > s/c’”l})l/“[log(s/t)}’fds) ,
para todo t > 0.

DEMOSTRACION. Sean S = Tio---0T;_p_1y S =Tj_jo---oTy. Utilizando interpolacién, (ver
por ejemplo Teorema 3.15 en [41]) tenemos que el operador T,_j_1 es de tipo fuerte (p,p) (v
de aqui de tipo débil restringido (p,p)) para todo p > pr_x—1. Elegimos p = pp 1 +e€r_p-1 <
pL—k- Aplicando el Teorema 1.2.4 tenemos que el operador S satisface la desigualdad (1.1.5) con
P = PL_p_1+4€r_p_1. Por otro lado, por el Teorema 1.2.2 el operador S satisface la desigualdad
(1.22)conp=pryj=k+1

El teorema estara probado como consecuencia de la siguiente observacién: si 1 < p; < po, S1
es un operador que satisface (1.1.5) con p = p; y S2 es un operador que satisface (1.2.2) para
cualquier j > 2 y p = po, luego S = S; 0 Sy satisface la misma desigualdad que Ss. En efecto,

por la desigualdad integral de Minkowski,

/\51052f(t)

A
/-~
=+ Q
T
Q 8
>
R
~
S
=
k)
Q.
V)
N———
K

C [*®[/1 [ Ny , p2/p1 P
< |= - Ap(u/CIT0) P2 log(u/s)) du ds
t t/C \JS Js
P [ o] ] 00 j p2/p1 p1/P2 P2
< (C) l' )\f(u/cf]+l)1/p2 (/ ([log(u/s)] ) ds) Ju
t JJi/c t/C s
i P2
C\Pt |1 [ ey ‘ S ) p1/p2
< |- = A (u/CIT0) P2 log(uC /)| §7P2/PL g du
t J: Jtjc t/C
~ S . ) p2
< c(yl't / A () CIHY P2 log(u/t)) du>
Sy
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Notemos que si S es un operador que satisface (1.2.2) y recordando que log™ (t) = max{0, logt}
luego
L
(=Dt

<(]_11>'t /OOO A (s/C) P (s/1) ds>p,

donde ¢(t) = (1+log™ t)* con k € N. Como las funciones ¢ (t), son submultiplicativas podemos

i) < [ asts e eog o as)

acotar la funcién distribucién de Sf como sigue

sr(t) < € (U2 [T 60y () s )

Usando esta observacién podemos resumir los Teoremas 1.2.2, 1.2.4 y 1.2.5 en el siguiente

resultado general.

TEOREMA 1.2.6. Sean 1 < p; < --- < pr_1 < pr y supongamos que existe k con 0 < k <
L—1taquel <py < <prg1<pLk=--=pr SeanT;, i =1,--- L, operadores
sublineales de tipo fuerte (0o,00) y donde cada T; es de tipo débil restringido (p;,p;). Luego,
T ="1Ti0---01Ty, satisface la siguiente desigualdad

ot 125 > ) < € (G0 [Tt @) > sprras )

para todo t > 0, donde ¢y (t) = (1+ log™ t)*.

Notemos que si ¢ (t) = t(1 4 log™t t)*¥ luego

Pr(t) < @p(t) < (k+ 1)gw(t),

para todo t > 0. Luego podemos escribir el teorema anterior de la siguiente manera.

TEOREMA 1.2.7. Con las mismas hipdtesis que en Teorema 1.2.6, el operadorT = Tio---oT7,

satisface la siguiente desigualdad

v{ze X :|Tf(x)| >t}) < C < t \II(PL,ka)(f)>pL
= C <¢’f<1/t) /OOO Szjzl(pk(f*(s))ds>pL’

t
para todo t > 0, donde ¢y(t) = (14 log™ t)* y op(t) = t(1 + logt t)*.

OBSERVACION 1.2.8. Notemos que utilizando la norma de Luzemburgo
oo
Il =tut{e> 0+ [ o 0/ <13,
0
podemos escribir el resultado del Teorema 1.2.7 como

v({z e X :|Tf()| > t}) < C(er(1/O)erlfllpye))"
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= O (/O g1+ 108 [l )

En efecto, aplicando el resultado del Teorema 1.2.7 a g = f/||f|lp.,0r tenemos que
1/\ pL
v({z € X : [Tg(z)| > \}) < C (M) |

Luego, como v({z € X : [Tg(@)| > A}) = v({x € X : [TS(@)| > N llpy.pe})» recmplazando
en la desigualdad de arriba X por t/||f||p, ox Y usando que gy es submultiplicativa, tenemos el

resultado deseado.

Como se puede observar de los resultados de composicion de operadores que hemos expuesto,
todos los operadores involucrados en la composicién verifican que son de tipo fuerte (0o, 00). Esta
hipétesis se cumple para muchos operadores maximales, sin embargo, existen otros operadores
como por ejemplo las integrales singulares o los operadores maximales asociados a las integrales
singulares que no cumplen con esta propiedad de acotacion. En lo que sigue trataremos el caso
de la composiciéon de dos operadores S o T cuando el operador S satisface una desigualdad del
tipo (1.2.3) con exponentes p > 1 y k en el logaritmo, y el operador T satisface desigualdades

de tipo débil restringido (g, q) para ¢ = p y para algin otro valor de ¢ > p que depende de k.

TEOREMA 1.2.9. Dados j € N yp > 1, sea S un operador que verifica la siguiente desigual-
dad: existe C > 0 tal que
C 00 . p
(24) ol |5 > 0) < ([ vtte s 15 > 5/C)) Pllog(s b ds )
para todo t > 0. Sea T un operador sublineal tal que T es de tipo débil restringido (q,q), para
algin g > p(j + 1) y para ¢ = p. Luego S o T verifica la siguiente desigualdad: existe C' > 0 tal

que

125)  wlesson) @) > 0) < (CEHD [Tt > ) oo as)

donde ¢;(t) = (1 +log™ t)J.

La prueba de este teorema sigue la misma idea de la prueba del Teorema de Marcinkiewicz en
espacios de Lorentz (ver [24], [1]), esto es, utiliza como herramienta el teorema de Muckenhoupt
[35] que da la caracterizacién de los pares de pesos (u,v) para los cuales el operador de Hardy
Hf(x) = [; f(t)dt estd acotado de LP((0,00),v) en LP((0,00),u). A continuacién enunciamos

dicho resultado.

TEOREMA 1.2.10. [35] Sea 1 < p < 00 y sean u y v funciones medibles no negativas. Eziste

una constante C tal que

(1.2.6) </0°O [/0 £(t) dt]pu(x) d:z:)l/p <C </0°°[f(x)]%(x) dm> l/p,
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para toda f medible no negativa, si y solo si

(1.2.7) B = sup </t°° u(z) dx) w (/Otv(ac)l_p/ dx) 7

donde 1/p+1/p' = 1.

En el clasico Teorema de Marcinkiewicz se utiliza como herramienta clave que ciertos pesos
de tipo potencias verifican la condicién (1.2.7) y por lo tanto para esos pesos se tiene la acotacién
(1.2.6). En el siguiente lema probamos que la condicién (1.2.7) se verifica también para otro

tipo de pesos, esto nos permitird obtener luego el resultado de interpolacién que necesitamos.

LEMA 1.2.11. Dado j € N, si 1+ j < p < o0 y ¢j(t) = (1 +logtt)?, las funciones

u(s) = s7P¢;(s) yv(s) = ¢;(s) satisfacen la condicion (1.2.7), es decir,

sup ([ 50,000 ds) " (/ o) i) Ve

DEMOSTRACION. Dado § > 0 tal que —p+ 6 +1 < 0, sea N = N(6,7) > 1 tal que para alguna
constante C > 0,

(1.2.8) log s < C’sg y logs < Cy/s

para todo s > N. Dividimos ahora la prueba en dos casos: t < N y ¢t > N.

Caso 1: Supongamos que t < N,

0o 1/ 0 1/
I:</t s_pqﬁj(s)ds) ’ = (/t s_p(1+log+s)jds> ’

N ) p o) . 1/p
< </ s7P(1 +log™ s)’ ds) + (/ s7P(1 +log™ s)! ds)
t N
= I + Io.

N ' 1/p
L = </ s7P(1 +log™ s)! ds>
t

N 1/p
< <¢j(N)/ s_pds>
t
< Clp, N)tVP=t = C(p, Nyt~ /"

Por la desigualdad (1.2.8) tenemos que

00 . 1/p
I, = (/ s_p(1+log+s)]ds>

N

) 1/p
< C </ e ds)
N

< C(p,N)
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Luego,
I < C(p, N)max{1,t~/7'}.

Por otro lado, como 1 —p/ <0y ¢;(s) > 1

t 1/p’
1= ([l as) <o
0

Por dltimo, como t < N, resulta

C(N,p) max{1, t_ﬁ}.tﬁ
C(N,p) max{t¥, 1} < C(N,p).

1.11

IN

IN

Caso 2: Supongamos que t > N. Como podemos considerar N suficientemente grande tenemos

—c < /t " 5P, (s) ds> v

que

ok+1g

[e%s} 1/17
(Z /th s7P(log s)’ ds)

k=0

00 1/p
C (Z(?kt)lp log(QkHt)j)

k=0

IN

IN

o0

1/p
< (Z(a»lp)k(log@k“))j)

k=0

o] 1/p
+Ot™ P (log t)I/P (Z(zl—fﬂ)k>
k=0
< Ct—1+1/P<10g t)j/p_

Por otro lado,

i = ([l ) "

Vit t 1/p
e NG

IN

Notemos que como p > j + 1 implica j(1 —p’) > —1, luego

Vi . ’ % : N ds
/ (1+1logs)’P)ds < \/E/ (logs)j(l_p)?

Ct'?(log t)j(l—p’)+1_

IN

Por otro lado, es claro que

t . / t . / . /
/ (1+logs)! =) ds < C/ (log s)717P) ds < C(log t)? 7).
v Vit
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Luego,

1 1

. 1 (1
II < C(N,p) (1 —I—t%ﬂ(logtv(?il)+? 4+t (]0gt>](17'1>> .
Como logt < CVt para todo t > N
1 - 1 1 i( L —
I < C(N,p) (1 + 2 (log t)]<p' 1>t2p’ +tr (]Qgt)](P’ 1))
1 (1
< C(N,p) (1 +t?(1ogty(pf 1)) :
Por lo tanto, como —p + § + 1 < 0 obtenemos que

III < C(N,p) (t”i(logt)é <1+t£/(1ogt)j(plf—1)>>

C(N,p)(t 7 (log £)7/? + 1)

IN

—p+d+1

< C(N,p)(t 7 +1) < C(N,p),

donde en la pentltima desigualdad hemos usado la desigualdad (1.2.8). O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.2.9. Dado s > 0, sean f*(x) = f(2)X{a:|f(2)|>s} () ¥ fs =
f—f%. Como T es sublineal, |Tf| < |Tf*| + |Tfs| para cualquier s > 0. Luego,

v({x :|SoTf(x) >t}) < ((tj /too )\Tfs(s/C’)l/P[log(s/t)]j—l d8>p

; (f / " s, (5/C) Pllog (s /1) ds)p s

Usando que T es de tipo débil restringido (p,p) y la definicién de f* tenemos que

I < <f/t00280j/OOOAfs(u)l/Pdu[log(s/t)}j—lds)p

_ <f /tooi (/OS)\fs(u)l/pdu—l—/:o )\fs(u)l/pdu> [log(s/t)]j_lds>p

<f /t " As() g5/ ds)p

4 <(j /tooi (/oo ()P du) llog(s/4)]7 ds>p

= I + Io.

IN

Como ¢; es submultiplicativa se tiene

no= (5 e osts/ntas)’
<f /OOO Ap(5)YP[1 + log*t (s /1)) ds>p

< (CEH [T o as)

IN
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Por el Teorema de Tonelli y procediendo como en [ resulta que

. ! < )7 ) (s ) s )

IN

(L
_ ( ()P [log(s/t) ' ds du)p
(L

W) log(u/t)) du)p

< (C%” ) /0 A0 P05

Para acotar I1 usaremos que 1" es de tipo débil restringido (g, ¢) para algin ¢ > p(j + 1), el
Lema 1.2.11 y por lo tanto, la desigualdad (1.2.7)

I = (C /t OoATfs(S/C)l/p[log(s/t)]j_lds)p

t

< (f /OOO (f /OOO /\fs(u)l/qu)q/pqﬁj(S/t) d8>p
(C@'(i/t) /OOO </Os Ap () du> v s79/Pg(s) d3>p
c (W /OOO A ()25 (u) du)p.

IN

IN

Para el caso en que el operador S es de tipo débil restringido (p, p) una simple consecuencia
del Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz en espacios de Lorentz (ver pdg.225 en [1]) nos

da el siguiente teorema.

TEOREMA 1.2.12. Sean S y T dos operadores sublineales tales que S es de tipo débil res-
tringido (po,po) y T es un operador de tipo débil restringido (p1,p1) y (p2,p2) con p1 < py < pa.
Luego, SoT es de tipo débil restringido (po,po)-

DEMOSTRACION. El Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz y las hipétesis sobre el operador
T permiten decir que ||T'f||p» < ||fl||pr Para cualquier p tal que p; < p < pa y cualquier r con
1 <7r < oo. Tomando r =1y p = pg vy teniendo en cuenta la hipdtesis sobre S, resulta que
150 T(f)llpo,c0 < CNT fllpos < CllFllpo,1- O



Capitulo 2

Promedios de Cesaro en espacios producto

Este Capitulo se divide en dos secciones. En la primera exponemos los resultados sobre los
promedios de Cesaro n dimensionales considerando a R™ como un tinico bloque y en la segunda

trataremos el caso en el contexto de espacios producto.

2.1. Promedios de Cesaro n dimensionales

Esta seccién estd dividida en tres partes. Comenzaremos exponiendo en la primera parte
los resultados conocidos sobre los promedios de Cesaro n dimensionales. A continuacién vere-
mos cémo mejoran los resultados de convergencia, ampliando los espacios de funciones donde
se obtiene dicha convergencia, cuando nos restringimos a tomar promedios sobre sucesiones la-
cunares. Finalmente, en la tercer subsecciéon estudiamos la velocidad de convergencia de estos

promedios lacunares utilizando el operador transformada de diferencias.

2.1.1. Resultados conocidos sobre los promedios de Cesaro n dimensionales.

Se dice que una funcién f es Cesaro-a, @ > 0 continua en z si los promedios

(2.1.1) PEf(z) = f ol (x)

convergen a f(x) cuando e tiende a cero, donde

(2.1.2) P () = e, n) (1 — |zl0)* X1 (@),

con || = 112?51 |z;| y donde ¢(a, n) es la constante, dependiente de a y n, tal que [ ¢®(z)dz =

1.

Notemos que los promedios P& son casos especiales de aproximaciones de la identidad con

niicleo ¢ € L'(R™) (ver por ejemplo [13]).

Otra forma de escribir los promedios P® es la siguiente

c(a,n)

(2.1.3) Pefa) = S0 /Q .00 01 dy
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donde d(y, 0Q(x,¢€)) = 1%1311{% +¢e—vi,yi — (x; — €)} es la distancia en la norma infinito de y

al borde de Q(z,€).

El Teorema de Diferenciacién de Lebesgue nos dice que si f es una funcién localmente
integrable, entonces es Cesaro-1 continua en casi todo x € R™ y como es bien conocido, este

resultado se obtiene a partir del estudio de la maximal de Hardy-Littlewood.

Para estudiar la continuidad Cesaro-« se considera el operador maximal asociado

Mo f(x) = sup PZ|f|(x)

e>0
1 _
(2.1.4) ~ sy [ 1)l 0Q(, ) dy.
e>0 € Q(z,¢)

Se puede observar facilmente que si o > 1, el operador M, es puntualmente equivalente al
operador maximal de Hardy-Littlewood. Por esta razén consideraremos valores de « tales que
O<a<l.

Observemos que las funciones ¢ tienen soporte en el cubo Q(0,1), [¢® =1y ¢* € LI(R™)
para todo ¢ < 1/(1 — ). Luego, usando la desigualdad de Hélder con ¢ < 1/(1 — ) y p tal que
1/p+1/q =1, tenemos que

Mof(z) = sup|f]*ef(z)
e>0

1/p 1/q
Sup ( /Q oo |f ()P dy> < /Q oo [pe (z — y)]"dy>

= |l®lg (M| f17))P
= |’<PquMp(f)<37)-

IN

Esta estimacién y el tipo débil (1, 1) del operador maximal de Hardy-Littlewood, nos permi-
te decir que el operador M, es de tipo débil (p, p) para todo p > 1/a. Ademads, como claramente
M, es de tipo fuerte (00, 00), el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz nos conduce a con-

cluir que M, es de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1/a.

Estos resultados para el operador maximal M, y la convergencia de los promedios P® en
un conjunto denso, hacen posible la obtencién de la continuidad Cesaro-a, 0 < o < 1, en casi
todo punto para toda funcién de LP(R™) con p > 1/a. Este resultado también se puede obtener

como consecuencia del siguiente teorema probado por Felipe Z6 en [18].

TEOREMA 2.1.1. [18] Sea K € LI(R™) con 1 < ¢ < 00, una funcion con soporte compacto

cuya integral vale uno y sea q' tal que é + % = 1. Entonces para casi todo x € R™

lim K+ f(2) = /(@)
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para toda f € LP(R™) con ¢’ < p < oo.

A continuacién presentamos los resultados conocidos para los operadores M, en el extremo
p=1/a, 0 < a < 1. Los operadores M, no son de tipo débil (1/a,1/a) para 0 < o < 1 como

lo muestra el siguiente ejemplo unidimensional planteado en [3].

EJEMPLO 2.1.2. Sea f = |y|~*|logy|"x(0,1/2)(y), con =1 < < —a. Luego f € Lé(R) pero
M, f(x) = oo para todo x > 1/2. En efecto,

1/2 ~
[uwleay= [y ooy = [ i
R 0 log2

es finita si 2 4+1 < 0.
Por otro lado, sea © > 1/2, acotando M, f(x) por un promedio con Q(z,€) = [0,2z] se tiene

que
1 2x .
Mof(@) = — [ 1)l 0Q(. 0 dy
12 -
= a/ y~*|logy[ Ty~ 'dy
= Jo
1 o0
= — u’du,
log 2

como v > —1, la integral resulta infinita.

Para obtener informacién sobre lo que ocurre con el operador M,, 0 < o < 1, en el caso

p = 1/a, se puede aplicar el siguiente resultado obtenido por Jurkat y Troutmann en [28].

TEOREMA 2.1.3. [28] Sea ¢ una funcién medible, no negativa y con soporte en el cubo
Q(0,1) = [-1,1]". Sea pe(z) = ¢ (%) y Myf(z) = sup|f| * pe(x). Luego, para cualquier
e>0
£E>0

(M f) () < ? /0 (/O (8 di

donde A es una constante absoluta tal que A € [1,3"] y g* es la funcion reordenada no creciente

de g.

En primer lugar notemos que la funcién % que define al operador maximal M, estd en
las condiciones del teorema. Por otro lado, no es dificil probar que (¢®)*(s) < Cs*~L. Luego,

aplicando el Teorema 2.1.3, se obtiene que

oy < G [ () 7 (et dr

~ a—1
< 50{/ 1L (et) dt
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es decir,
(Mo f)*(€) < C / L) dt,
0

0, equivalentemente, escrito en normas de Lorentz resulta que

[MafllL oo < ClIfI1 4,

esto es, el operador M, es de tipo débil restringido (1/a,1/a).

Es conocido que el espacio LP(R™)NL(1/ca, 1)(R™) es denso en L(1/c, 1)(R™) para cualquier
p con 1 < p < oo, dado que las funciones simples son densas en L(1/«,1)(R™). Este resultado
y el hecho que los promedios P®f(x) converjan en casi todo punto a f(z) para funciones de

LP(R™) con p > 1/a, nos aseguran la convergencia en casi todo punto de dichos promedios para
toda funcién de L(1/a, 1)(R™).

Todo esto que se describié para promedios y maximales de Cesaro definidos sobre cubos se
puede hacer con los correspondientes operadores definidos sobre bolas, en este caso la funcién
©® se define como en (2.1.2) pero utilizando la norma euclidea y cambiando Q(0, 1) por la bola

de centro cero y radio uno.

2.1.2. Convergencia de los promedios de Cesaro lacunares n dimensionales.

Comenzaremos esta subseccién definiendo lo que entenderemos por una sucesion p-lacunar

y daremos algunas propiedades que seran de utilidad en lo que sigue.

DEFINICION 2.1.4. Dado un nimero real p > 1, diremos que una sucesién de niimeros reales

positivos {€x ez €s una sucesion p-lacunar si p < G’Z—Zl < p? para todo k € 7.

En [2] los autores prueban el siguiente lema que retne las propiedades bédsicas de una

sucesion p-lacunar.

LEMA 2.1.5. Sea {€x} una sucesion p-lacunar.

1 2(m—n) p 1\ ™"
() =a=0)
p em ~ \P

i) Para cualquier m > n,

i1) Dado s > 0,

n +oo 1 1
ZezSCefL Yy Z:SSCGT-
k=—00 k=m k m

iii) Si 3 es el menor entero positivo tal que 1/p+ (1/p)% < 1, luego

€+ €m < €me1, paratodom>k+ 8 —1.



2.2.1 Promedios de Cesaro n dimensionales 21

DEMOSTRACION. El inciso i) se obtiene en forma directa a partir de la definicién de sucesién

p-lacunar y de la siguiente igualdad

€ €En Entl €m—1

€m €n+1 €n+t2 €m
Para probar ii) notemos que usando 7)
n n s n (n—k)s 0 J
€ 1 1
Ya-a Y (%) e (5)  —aX(s)-
k=—o0 oo \E7 fe—oo \P §=0 P

Como p > 1, se obtiene el resultado buscado. De la misma forma se prueba la otra desigualdad.

Finalmente, el item i) se sigue del item 7). Dado que m > k, usando el item 7) se tiene que

€ 1 m+1—k 1
()= ()
€m41 €m+1 P P

luego tomando 5 = m + 1 — k se obtiene la desigualdad deseada. [

Dada una sucesién p-lacunar {ex} y 0 < a < 1 definimos los promedios de Cesaro lacunares

como
Pe f(x) = f* g (2),

y el operador maximal de Cesaro lacunar como
Ma,pf(x) = sup ’,Peolif(‘r”a
keZ
donde ¢ es la funcién definida en (2.1.2), es decir,

%(w) = Cla,n)(1 = |2foe)* " Xquo,n) (2).

Claramente el operador maximal M, , estd acotado por el operador maximal M,, por lo
tanto, M, , es de tipo fuerte (p,p) para p > 1/a y es de tipo débil restringido (1/a, 1/cr). Pero
el operador M, , es "bastante”mas chico que el operador M,, dado que podemos probar el

siguiente resultado.

TEOREMA 2.1.6. El operador mazimal M, , es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p),
para todo p con 1 < p < oo.

Para demostrar este teorema serd suficiente probar que M, , es de tipo débil (1,1), dado que
como M, , es de tipo fuerte (p, p) para cualquier p > 1/, usando el Teorema de interpolacién de
Marcinkiewicz, obtendremos como consecuencia inmediata el tipo fuerte (p,p) para 1 < p < co.
La demostracién del tipo débil (1, 1) de My, se hard utilizando la descomposiciéon de Calderén-
Zygmund siguiendo las ideas del correspondiente resultado unidimensional en el contexto lateral

probado por los autores en [6]. Comenzaremos probando el siguiente lema.
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LEMA 2.1.7. Sea {€x} una p—sucesion lacunar, Q; = [—€;, &)™ y QF = [—€it5, €i15])", donde
B es la constante en el Lema 2.1.5. Sea a con soporte en Q; y tal que fQi a = 0. Entonces existe

c > 0, independiente de a, tal que

/ Mg pa(z) dz < c/ la(z)| dz.
2¢Q; Qi

DEMOSTRACION. Escribimos

M, pa(z) Z / M, pa(z)

g Q* m=i+0

donde Cp, = {2 : €m < |2|oo < €m+1}. Notemos que

o

M, pa(z) < Z

k=—o00

(ek — |2 — uloo)* !
/ a(u) a1 X{|z—uloo e} AU -
% k

SizeCnyuc€ Qg luego €, — € < |2 — U|oo < €my1 + €. Utilizando 4ii) del Lema 2.1.5 se
tiene que €1 < |2 — Uloo < €mya-

Por lo tanto,

T
Ma,pa(z ‘ / AT Xzl Sen} (1) du
i m
(€ms1 — |2 — ufoc)* !
+/ it Z Mol ey (Walu) du
i 6erl

_l’_

6n+o¢—1

i m—+2
+ 2

€k — |2 — Ufoo)¥ !
/ n+a—1oo a(u) du
E>m43 €k

=An(2) + B (2) + Cpo(2) + Din(2).

/ (6m+2 - ‘Z — u’OO)ail a(u) du

Notemos que

a—1
2 — U|oo
/ Ay dz< / . / ‘W Lo el ey () ()] du d.
ze ze

Ademas,

/ B, (z) dz </
2€Cm €Em+1—26;<|2]oo <€m+1

+/ / (emi1 = |2 = u‘oo)a_la(u) du
|z‘w§6m+1_2€i €

o X{|z—ufoo Sem1} (W)a(w) du| dz

i m+1

/ (€m+1— |z — u|00)a71
€

n+a—1 dz

i m+1
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y
(emt2 — |2 = uloo)*™!
/ Cm(2) dz S/ / = | ~ X{|z—tt|oo <emio} (W)a(u) du| dz
2eCm Em+2—261<|2|00§€m+2 i €m+2
(emi2 — |2 — ufo)*!
+/ / = P = a(u) du| dz.
[2]co <€m2—2¢€; i €m42
Luego,
M, pa(z) dz
2¢Q5F
[ee]
> / (Am(2) + Bin(2) + Con(2) + Din(2)) d=
m>i+ﬂ Cm
n = 12—t
n+a,1oo X{em76i<|z7u|m§6m}(u)’a(u)’ du dz
m>z+ﬂ 2eCm, i €m
(ms — |2 — uloe)™
+ 2 Z / / UL o s X{‘Z,u|m§6m+1}(u)a(u) du| dz
m>i+8 €m+1—26;<|2|co <€m+1 i €m4+1
[oe)
(emt1 — |2 — U|00)a_1
+2 / / — a(u) du| dz
m;;ﬂ |2]co <€m+1—2€; i Enmtoi
> _ o a—1
+ Z / / (< ’iﬂéﬂw) a(u) du| dz
m>i+8 7 2€0m p>m3 |’ Qi €k

=I+II+1III+1V.

Queremos probar que cada suma esta dominada por C' / |a|. Notemos en primer lugar que

/ | (em — yloe)* L dy
em—€; <|z—u|oo <em em—€;<[Yloo<em

n
<oy f (em = Iyloe)™" dy
j=1 Em—€i§|y‘oo§6m7 |y|oo:|yj‘
n
< c};/ (em — l3)* dy
€

j=1 m—ﬁiglyj‘gfmy |y|oo§€m

_ CZ < /Em El(em—t)a_ldt> (e)""!

_ n—1 _«
= Cem €.

Por el Teorema de Fubini y el Lema 2.1.5 resulta

— |z — u|oo)® !
/ o / (s - X{em—es<|z—uloo<em} (W) |a(u)] du dz
m>i+B8 7 € i



24 Promedios de Cesaro en espacios producto

(VAN
[~]e
s
T
SRS
L=
~~
T
2
A
~
=
3
A
2
=)
™~
|
£
8
S~—
2
AN
Q.
N
N——
2
<

< C/Qi la(u)|du.

Por el Teorema de Fubini, el hecho que €,,+1 — 3€; < |2 — U|loo < €mt1 DPUes |z — uloo >

12|00 = |U|oo = €mt1 — 26; — €; = €41 — 3€; v el Lema 2.1.5 resulta

N (emt1 — |2 = uloo)*!
7 < 2 Z / elole / a1 X{‘Z_u|gem+l}(u)|a(u)|dudz

m>7,+ﬁ €m+1 € <|Z|loo S€Em+1 i m+1
< 2 Z / n+a 1 / (€m+1 - |25 — U‘oo)ail dz | du

m>i+8 Em+1 €m+1—36<|z2—uloo L€m41

=1
< C(/ |a(u)|du> &> =
Qi g m+1
g m>i+f3

<

C(/i|a(u)|du>.

Sea [, tal que €,41 — olotle, < 0 YV €Emt1 — 2loe; > 0 de manera que, usando que / a =0,
Qi
escribimos a I11 como

> _ _ a—1
Z/ JRCEEETD S
m>itB [FlooSem+1-2€ i €mat1
o _ B N o1
Y| | e et o et 2B
m>i+f =1 " m+1~ 21 e; <|z[co<emt1—2le; JQ; €1

Usando el Teorema del Valor Medio, para €,,1 — 2*te; < 12|00 < €mi1 — 2le; se tiene que

_ _ a—1 _ o a—1 l(a—2) a1
/ [(em+1 = |2 = uloo)* ™" — (em+1 — |2]0) ||a(u)|du§c(a)2€z/ ja(u)| du.

n+a—1 n+a—1
Em+1 €m+1

Ademas,
{y: emi1 =276 < [yloo < emir — 2'ei}| < c(n)2ei(emyn)" "
Luego, utilizando el Lema 2.1.5 resulta

11 < C(/Qz\al) Z ZQ’“ b

m>i+f3 m+1l 1
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o)

Para acotar IV usamos nuevamente que / a =0,

i

€L — zfuooo‘_l

n+a 1
k
ek — |2 — uloo)® ™! = (er — |2]o0) ™!
< / =5 <) lja(u)| du
i k
ek — |2 — uloo)® ™! — (e — |2]o0)* !
< / aa— ) Vla(u)| du
Qi {|z—tloo>|2]o0} e
. (6= 2 = o)™ = (e = )™
Qun{|z—u]oo <2100} eptort

Si |z — tu|oo > |2]0o, por €l Teorema del Valor Medio,

[(er = [2 = uloo)* ™" = (e = [2l00)* 7| (er — |2 — uloo)* ™ (emt1)™ e
o <C a1 [uloo < Clo) | —SFa=r— |-
k k k

-1

pues como [z — U|oo < |2|oo + |t < €mt1 + € < €y entonces

€Em+2 1
€ — |2 —Uloo > € — Emt2 > Emy3 — Emy2 = €my3 (1 - ) > €m+3 (1 - )
€m+3 p

= c(p)emts = (p)emt1-

En el caso que |z — u|oo < |2]oo €l Teorema del Valor Medio permite obtener de forma andloga

que

n+a 1 n+a—1
€k €k

on = 2 = uloe)* ! — (e = eloe) ™| ((emma—? ) |

Luego, por las acotaciones anteriores y el Lema 2.1.5, se tiene

- (ex — |z —uf)*!
v = 2 Z / / —— a(u) du| dz
m>itp” #€0m | >my3 |’ Qi €k
-2
< o(f mwia) > 3 Lt
m>i+5 k>m+3
6 +1 6'
= (/ ’a |du> Z Z mn+a 1 (em'H)n
m>i+5 k>m+3
[o.¢]
<

c(/@ira<u>|du)ei > (i) Y

m>itB k>m+3 Sk
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e¢} n+a—1
< C / alu du) <€m+1>
< ’ ’ ; €m+1 \ €Em+3
=1
< C ]a ) du ) e Z p—

m21+6

< C(/@]a(u)]du).

COROLARIO 2.1.8. Sea Q = Q(z,R) y Q* = Q(x,kR) con k = p*B+t1). Sea a con soporte
en @ y tal que fQ a = 0. Entonces existe ¢ > 0, independiente de a, tal que
M, pa(z) dz < c/ la(z)| dz.
2¢Q* Q
DEMOSTRACION. Es claro que es suficiente probar el corolario para z = 0. Sea Q = Q(0, R)
v Q* = Q(0,kR) donde k = p*#*+1)_ Sea i tal que ¢;_; < R < ¢;. Denotamos Q; = [—¢;, 6]" y
Q; = [—€i+p,€i+]". Se tiene que €43 < kR. En efecto, tomando m =i+ fyn=i—1enel

Lema 2.1.5 resulta que
PPl < B 284,
€i—1
lo cual implica que

ei1p” Tt < €48 < 62’—1,02(BH) < Rp*PtY = kR.

Como a tiene soporte en Q y por lo tanto en @Q;, por el Lema 2.1.14 resulta

Mg pa(z)dz < / M, pa(z) dz
2¢Q7

C/Qi |a(z)|dz:c/Q|a(z)\dz.

2¢Q*

IN

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.1.6. Sea f € L'(R") y ¢ > 0. La descomposicién de una

funcién dada por el método de Calderén-Zygmund permite escribir a f como
f=9+b

donde b = Zbi = Z < — @ f dx) xQ; ¥y g=f—0b con {Q;} la familia de cubos
diddicos de Ié” Z

Sea Q7 el cubo que tiene mismo centro que el cubo Q; y (QF) = k¢(Q;) donde k = max{2, p2('8+1)}
y 1(Q;) indica el lado del cubo @;. Luego,

(o Mapf(2) > )] < Har: Mapgle) > 1/2)] + [{w: Magb(x) > 1/2}]
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IN

[+ Mapg(@) > t/2}] + | J @
= I+II+1I1.

e g \JQr: Mayb(z) > t/2)

Como Q; C Q7, por duplicacién de la medida de Lebesgue se tiene que |Q7| < C|Q;|. Ademas,
la descomposicién de Calderén-Zygmund del espacio asociado a los cubos diddicos asociado a

una tal f permite decir que

r=|UJei] < et <o el < S

Ademas, para cualquier p > 1 se tiene

1 _ 1 ’
lglly < gl gl 5517 < [ FILP 287,

entonces
gl < |Iflla(2" )P~

Luego, como M, , es acotado en LP para cualquier p > 1/c, usando cualquiera de esos valores

de p,

I = |{z:M,,g(x)>t/2}]

2 p
< (2) g
2 p
< (3) o

C
= Sy,

Por la Desigualdad de Chebyshev, el Corolario 2.1.8, el hecho b(z) = b;(x) en cada @; resulta

11 = o g\J@r: Maph(a) > 1/2)]
2
< t/xgzUQ; M, ,b(x) dx

|

< 2 Mg, pbi(z) da
05 Jagar
C

< - .

< TX [, bl

< ¢ |b(z)| dx
t R
= S 1) ota) do
R
C C
< S r@lda+ S [ gt do
< S [ 1@,
Rn
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El Teorema 2.1.6 en el caso unidimensional también puede obtenerse a partir de un corolario
probado en el libro de E. Stein (ver Corolario en la pagina 75 de [40]). Posiblemente también se
pueda obtener el resultado n dimensional también, pero comprobar que la funcién ¢ verifica

las condiciones que alli aparecen resulta mas complicado cuando aumentamos la dimensién.

Una vez probada la acotacién del operador maximal M, , podemos probar el siguiente

resultado de convergencia para los promedios P¢, f.

TEOREMA 2.1.9. Sea {ex} una p—sucesion lacunar y f € LP(R™) con p > 1. Luego, los
promedios de Cesaro lacunares P¢, f convergen puntualmente, y en casi todo punto, a f cuando

k — —oo.

DEMOSTRACION. Si p > 1/a, como los promedios P& f convergen en casi todo punto para
toda f € LP(R") y dado que los promedios lacunares {P¢ f} son una subsucesion, se tiene la
convergencia de los mismos en casi todo punto para funciones de LP(R™) con p > 1/a. En el
caso que 1 < p < 1/, consideramos el subespacio D = LP N LY con ¢ > 1/a. Notemos que
D es denso en LP(R™) y para toda funcién f en D tenemos la convergencia de los promedios
lacunares {Pg f} en casi todo punto. Este hecho, junto con las acotaciones probadas para el

operador maximal M, ,, permiten obtener el resultado deseado. [

2.1.3. Velocidad de convergencia para promedios de Cesaro lacunares n dimen-

sionales.

Con el propésito de obtener informacion sobre cémo ocurre la convergencia de los promedios
P f, al igual que en los articulos [27], [2] o [6], estudiamos la convergencia de la serie de

diferencias
o0

S wlPe f(2) - P f(a)]

k=—o0

donde {vy} es una sucesién acotada de nimeros reales o complejos.
Para cada N € Z2, N = (N1, N3) con N; < N3 definimos la suma

No
Tnf(z) = wl[Pof(x) = P2 f(z)).
Ny

Nuestro objetivo es probar resultados de convergencia de Ty f(z) en casi todo punto cuando
N = (N, N3) tiende a (—o0,+00) lo cual significa que Ny — —oo y Na — +oo. Para ello

estudiamos la acotacion del operador maximal asociado
T f(z) = Sup Tn f ()]

en el espacio LP(R™). El primer resultado que probaremos se encuentra en el siguiente teorema.
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TEOREMA 2.1.10. El operador maximal T f(x) es acotado en LP(R™), para todo p con
1 <p<oo.

Para demostrar este teorema utilizaremos el siguiente resultado de J. Duoandikoetxea and
J.L. Rubio de Francia (ver Teorema E en [16]).

TEOREMA 2.1.11. [16] Sea v > 0 fija y sean oy, medidas de Borel soportadas en {x € R™ :
|x| < ex}. Supongamos que ||og||n <1y

(2.1.5) 66 (&)] < Clexg]|”
(2.1.6) |ok(§)| < Clex—1£]™”

para todo k € Z y supongamos también que para todo q > 1
(2.1.7) ||Sllip”0'k|*f|||q§0||f||q

donde |og| es la variacion total de oy. Luego,

T"f = sup T f|

o
donde Tpf = Zaj x f, es acotado en LP(R™), 1 < p < 0.
j=k

El teorema también se puede enunciar y probar utilizando la norma infinito en R” en lugar

de la euclidea, es decir, cubos en lugar de bolas.

Comenzaremos probando el siguiente lema sobre la Transformada de Fourier de la funcién

LEMA 2.1.12. Sea 0 < a <1 y ¢p®:R" — R la funcion definida como

() = Cla,n)(1 = [2]o0)* ™ X{jalm<1 (2).

La transformada de Fourier de ©, dada por

Pl &)= [ e,

verifica las siguientes propiedades:

i) Existe una constante C' que depende de o tal que

— C
“pa(£17"' 7571)‘ < PR
€15
para todo & tal que |€|s > 1.

i1) ‘V(c}‘\l)(f)} < C para todo €.
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DEMOSTRACION. Consideremos la siguiente divisién del cubo Q(0,1) = {|z|eo < 1}:
Ui=K;n{xeQ0,1):x; >0}
Vi=K;Nn{x€Q0,1):z; <0}

donde K; = {z € Q(0,1) : |zj|sc < |%ilow,d =1,--+,n}

Sea x = (x1, -+ ,xy) € R"™ podemos escribir

n

P (2) =) [(1 =) (@) + (L 20)* ()] -
i=1

Pl &) = [ ) de

_ Z [/ 67271'1':1:.5(1 _xi)afl dl‘+/ 672ﬂix.£(1+xi>a71 dr
U;

i=1 Vi
n

=1

Notemos que

Al — / e—27rim.§(1 . xl)a—l dx
Uy

1
— / 6—27Tix1§1(1 . xl)a—l / 6—27ri12§2 dZEQ . / 6—27rizn£n d$n d.’L’l
0 |z2|<z1 |25 | <21

1 n
_ / e—27rix1£1(1 o xl)a—l H 5671(27T$1§j) dl‘l.
0

= T

Bl — / e—27rix.§(1+x1)a—1 dx
Vi

0
— / e—27ria:1§1(1 + $1)a_1 / 6—27ria:2§2 dxz / e—?m'xnﬁn dxn d:):l
1 |za|<|a1] |zn | <|z1]

0 n .
— _/ 6—271'1'93161(1 +x1)a—1 H Sen(2ﬂ'$1§j) d.Tl

—1 j=2 ﬂfj
Luego,
1 n
2 .
Iy =A1+B; = / 2(1 — 21)* ! cos(2mz1&1) H M dxy.
0 s T
En general se tiene que
1 n
2 LC.
I, =A;+B;, = / 2(1 — 2;)* ! cos(2m;&;) H W dx;.
0 J

=1,
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Notemos que, usando convenientemente las acotaciones |sent|,|cost| < 1y ‘Si—nt‘ < 1, tenemos

que

C

I; S Te 10
3]

para cualquier j # i. Por otro lado,

1_# 1 L N
I, = </O £I°°+/1_1> 2(1 — 2;)* ! cos(2mzi&;) H dei

€00 J=1j#i
= C;+ D,
Claramente
C
‘D | < C/ i)a_ll’i dx; < o
o s
2 L.
Para acotar C; integramos por partes con u(z;) = (1 — 2;)*! H W y v'(z;) =
J

i=Li#i
2 cos(2mx;&;), ast

1—_L1 n
= o€
C; :/ <! 2(1 - xi)o‘_l cos(2mx;&;) H M dx;
0

igg ™Y

1 f[ sen (27‘(’ (1 — ﬁ) 5]) 2sen (271' (1 — ﬁ) 51)

&j 2m&;

a—1
€l
_ 1 n
0

méi PRy P

1—-L
& (2
_/ f€] 3671(2771’@5@) =) Z H sen( leg])2cos(27mci§k) de:
0

T
gl k=1,k#1i j=1,j#i,k

sent
t

1——L
G < et er [ () dai < mc
0

| < .
gt el sl s l&il
Por lo tanto, para cualquier ¢ = 1,--- ,n, tenemos que concretamente,
C
(2.1.8) I; < Fia
1%

si [€]oo > 1y la parte ¢) del lema se sigue de este resultado.

De forma inmediata se obtiene ii) pues,

a —271'1:175 o _
e (Lo sow )| -

/ e 2L (_9mix; ) () dx

IN

c / jz:l|¢% ()] dz < C.
Rn
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.1.10. Consideremos las funciones oy = 0 (¢, — ¢, ), donde
O = ﬁ Notemos que las funciones o estdn soportadas en {z : |z|oo < €1} ¥ |lok][1 < 1.
Veamos que estas funciones verifican la desigualdad (2.1.5). Como |6x(&)| < |lokllr < 1, la

desigualdad (2.1.5) tiene relevancia cuando |ex&| < 1. Utilizando el Teorema del Valor Medio y

el Lema 2.1.12, resulta

oK) =

/ op(t)e 22 g
1

2

1 — —_—
= SO -2, )

IN

[ @) - e @le

1~ —
= §|80°‘(6k:§) — p*(ex—18)]
< Clex — eg—1§| < Clexé],
y, como |ex€| < 1, tenemos que |6, (§)| < Clexé|“.

Veamos que las funciones o) también verifican (2.1.6). Si |ex_1§] < 1, la desigualdad es trivial
puesto que [6%(£)| < |lox|[1 < 1. Si |ex—1&] > 1, la desigualdad deseada se deduce del Lema

2.1.12 puesto que
. . C
5(€)] < € (I8 (@) + [P (er16)l) < o

Por otro lado, como sup ||oy| * f| < M, f, la acotacién (2.1.7) para supy, ||og| * f| se deduce
k

de la acotacién del operador lacunar M, , estudiada previamente. Luego, aplicando el Teorema
2.1.11 con medidas de Borel absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue con

densidad o y con v = «, tenemos probado el resultado deseado. En efecto, notemos que

No
T*f(z) = 2||vkl||lec sSup Z o * f(x)
NeZ? |, Z N
oo o0
= sup Z o * f(z) — Z o * f(x)
NLN2 1Ny k=Ny+1

o0
< 2sup Zak*f(:v) .
N k=N

En el caso extremo p = 1 tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 2.1.13. Sea {¢;} una p-sucesion lacunar y {vg} una sucesion acotada de nimeros

reales o complejos. Luego, T* es de tipo débil (1,1), es decir, existe C > 0 tal que
n * C
e R [T f@)] > M < S [17@)]do

para todo A > 0 y para toda f € L'(R™).
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La demostracion de este teorema se sigue de forma completamente similar a la demostracion
del correspondiente resultado en el Teorema 2.1.6. Sélo tenemos que verificar que se cumple el

siguiente lema que es la versién correspondiente a T* del Lema 2.1.7.

LEMA 2.1.14. Sea {€} una sucesion p-lacunar, Q; = [—¢€;, €™ y QF = [—€i15,€i18])". Sea a
con soporte en Q; y tal que fQi a = 0. Entonces existe ¢ > 0, independiente de a, tal que

/ZM T*a(2) dz < c/ a(z)] d=.

K3

DEMOSTRACION. Como en la prueba del Lema 2.1.7 escribimos

) dz = T*a(
[eoTor= 32 [,

m=i+p3

donde Cp, ¢ € < [|2]|oe < €ma1. Sea z € Cy,. Para N € Z2 fijo se tiene que

|Tya(z)| < C Z (z —u) — op_1(z — u)a(u) du] .

k=—00
Siz € Cpyuc€ @ luego €, — € < ||z — ulloo < €mt1 + €. Ademads, por el Lema 2.1.5
€ + €m < €m1 luego se tiene €,—1 < ||z — ul|os < €myo. Dado que {u: pf (2 —u) # 0} C {u:
l|z — u||so < €x} resulta que ¢} (2 —u) = 0 para todo & < m — 1. Luego,

— Iz — ulloc)*™!
‘TNU’ < C '/ enm-i-a—l X{Hz—“||00§€m}a(u) du

+C

(€m+1 — ||z — ul|oo)® 7t
/ - n+a—1 = X{||zfu\|oo§5m+1}(U)a(u) du
i €m+1

/ (€m+2 _6|Z - u‘|00)a_1a(u) du

n4+a—1
i m+2

e — ||z — ufloc)*!
+C Z / €Z+a_1 a(u) du

k>m+3
= An(2) + Bn(2) + C(2) + D (2).

Dados que los términos A,,, Bm, Cm v Dy, son exactamente los mismos términos que aparecen
en la prueba del Lema 2.1.7, la demostracion se sigue exactamente como la demostracién de
dicho lema. [

Una vez que tenemos las acotaciones del operador maximal T* estamos en condiciones de

probar el siguiente resultado.

TEOREMA 2.1.15. Sea {e;} una sucesion p-lacunar y {vi} una sucesion de nimeros reales

o complejos. Entonces
N2

T f(x) =Y vlPgf(x) = Pg_, f Zak*f (z)

Ny
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converge en casi todo punto cuando N = (N1, N3) — (—o0,+00) para toda f € LP(R™) con
1<p<oo.

DEMOSTRACION. Para obtener la convergencia puntual de los operadores truncados Ty f () solo
tenemos que ver la convergencia de estos operadores en un subespacio denso de LP(R™). Para ello

consideramos el espacio S de las funciones de Schwartz. La demostraciéon es similar a la dada en

N2
[6] para el caso unidimensional. En efecto, sea f € S, para estudiar  lim E o * f(x),
N—(—00,00) Pt
=—iv1

0

M

es suficiente ver que T_p10f(z) = Z orp* f(x) y Tomf(z) = Z oy * f(x) convergen cuando
k=—M k=0

M — +oo. Para ello veremos que las sucesiones son de Cauchy. Observemos que

T-mof(x) = T-nof(z)| + [Tom f(z) — Ton f(2)| = [T-pm,—Nn—1.f (@) + [TNt1,00 [ (2)]
por lo tanto es suficiente probar que con N < M,
I'=T_ym-n—1f(x)] I =[Tnsimf(@)]

tienden a cero cuando N — oc.

Observando que / [ (x —y) — ¢, (v —y)ldr = 0, por el Teorema del Valor Medio y el

n

Lema 2.1.5 se tiene

~N-1
I = Z oy * f(x)
k=—M
—N-1
< ol 3 [ lesle—9) - et @ - 9IFW) - F@)] dy
k=—M ' R?
~N-1
< Cllulle Y /wm—wux—y\dy
k=—M—1"YR"
~N-1
< Cllglle S0 / 0% (w)lu] du
k=—M—1"R"
-N-1 a—1
€ — |u
< Cllle Y [ R
k=——1 7 [uloo<ex €k
~N-1 1
Se | T[N — / (e — uloe)® " du
k=——1 Ck [t oo <eg
—N—-1 1 n
< Ollglle S =S / (e — [uloo)* " du
k=—M—1 €k j=1 [t oo <€k uloo=|uy|
—N-—-1 1 n
< Cllvglloo Z WZ/ (ex — |ug)* " du
€ =1 7 lujl<er,|uloo<ey

k=—M-1 "k
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N1 e
< Cllklle Y. —==C0) (/ (ek_t)aldt>
k=—M—1 Kk 0
N1 e X
= Ol 3 a_l/ o1 gy
k=—M—1% 70
—N-1
< Cllvklle D> e
k=—M-1

< C|vkl|oc€=N=1-

Luego, tomando limite cuando N — oo resulta que I — 0. Aplicando la desigualdad de Hoélder

con s > 1/« se tiene

II = |Tnsimf(z)
M
= | Y orxf(x)
kE=N+1
M
< 2|vk||ooz/ o2 (& — )| f ()] dy
k=N 7/R"
M ) 1/s'
< 2|vk|roo2(/ (62 (@ — 9))° dy) 171,
k=N \WR"
M 1 l/s/
< 2|vg||ool| f1]s Z Fa—1 </ (ex — ‘U‘oo)(afl)s dU>
k=N Sk Jufoo <€
M 1 ) )
< Cllullsollflls Y- —rapen
k=N Sk
Mo
< Cllorllsllflls D 7z
k=N €
< Cllflls

Finalmente, tomando limite cuando N — oo resulta que 11 — 0.0J

2.2. Promedios de Cesaro en espacios producto

En esta seccion, abordamos el estudio de la convergencia de los promedios de Cesaro defi-
nidos sobre espacios producto. Como la primer seccién, la misma esta dividida en tres partes.
En primer lugar damos la notacién necesaria para definir los promedios en espacios producto y
mostramos los resultados obtenidos en este caso. A continuacién, exponemos los resultados de

convergencia en este contexto cuando consideramos a los promedios sobre sucesiones lacunares.
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Por dltimo, en la tercera parte de esta seccién extendemos los resultados sobre velocidad de

convergencia al contexto de espacios producto.

2.2.1. Convergencia de los promedios de Cesaro en espacios producto.

Comenzaremos esta parte introduciendo la notacién que utilizaremos. Dado L € N, consi-

deramos a R” formado por L bloques de la siguiente manera
R™ =R™ x --- x R"".
SiDi:={jeN:n+-+ni_1+1<j<ng+---+mn;}, con
zt = (xj:jeD;) eR"i=1,--- L,
representamos las coordenadas del bloque n;.

Dados @ = (a1, ,ar) con 0 < oy < 1,4 =1,---,L, € = (€1, ,€L) ethyx e R,

definimos la funcién

donde

y % : R™ — R es la funcién definida en (2.1.2).

Llamaremos promedios de Cesaro en espacio producto o simplemente promedios de Cesaro

generalizados a los promedios
(2.2.1) PEf(x) = [+ @ ().

-1

Si escribimos C'(a HC’ Q, My ] , donde 7 = (n1,--- ,nr) y C(a;,n;) es la cons-

tante de la funcién o® deﬁmda en 2.1.2 y Q; = Q(z',¢;), los promedios P& se pueden escribir

como
L .
ng($) nﬁ-az—l / f ) H d(yl7 0@@,)0@-—1 dyl o 'dyL-
z 1 € 1 QL i=1
Dado z € R" y z € R"™, sea
jzz(l‘l, 7x1717 Z+1’. 7xL)

Para f : R" — R, sea fz, : R" — R dada por fz,(z°) = f(z!, -+, 2% - ,2F). Dados 0 <y < 1

y 0 > 0, definimos los promedios

PP f(x) = Pj(fs)(")
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C(%m)/ N i e\\y=1 7
= o1 | fz:(y")|d(y", 0Q(a",6)) " dy".
L St 6)

)

Asociados a los promedios de Cesaro Pgﬂ tenemos los operadores maximales
M, f(z) = My (fz) (') = sup P |f1(=).
>

Dado que el operador M, es el operador maximal de Cesaro definido en la primera parte
de este capitulo, para cualquier ¢ = 1,--- , L, los operadores Mfy son de tipo fuerte (p,p) para

todo p > 1/~ y de tipo débil restringido (1/v,1/7), es decir, existe C' > 0 tales que

[ prs@rd<c [ P
) %) 1/~
HweWWﬂﬁﬂw>tH§<fZ;HxGR”:V@H>ﬁW%> |

para todo t > 0. En efecto,

[prsera = [ ] png)ey s,
C’/Rn nl/n |fz, (z ]pd:rdxz—C/ x)|P dx.

Por otro lado, usando la desigualdad integral de Minkowski y el tipo débil restringido de M,

IN

como se muestra en [8], tenemos que

{z e R": Mif(z)>t}] = / i 310000y )
/Rn /n Xiyis My f, ()51 () da’ d;

: /]R— (t/o {z" « |fz,(2") !>s}\7ds)1hd@i

SGK%@JW#W>%@%YV

_ (f/oooy{xew; |f(a:)|>t}\7ds>l/7.

Notemos que
PEf(x) = Py o0 PO f(x).

€1

y que su maximal asociado verifica
(2.2.2) Mo f(x) = sup PEIfl(w) < Mg, 0+ 0 M, f(x),

donde € > 0 significa ¢; > 0 para todo¢=1,---, L.

Dado que se puede intercambiar el orden en que aparecen los operadores M, gz en la desigual-

dad de arriba, como una aplicacién directa de los resultados de acotacién para cada operador
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MZ“ y el Teorema 1.2.7 sobre composicién de operadores nos permiten obtener el siguiente
resultado.
TEOREMA 2.2.1. Dado & = (aq,---,qp), Sea q, = 11<m}1L Q; Y supongamos que existen
<i<
exactamente k nimeros «;, con 1 < k < L, tales que o = ;. Luego, existe C' > 0 tal que el

operador Mg satisface

i) Mg es de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1/, es decir existe C' > 0 tal que

/ Maf@Pde<C [ |f@)Pde
Rn R”

para toda f € LP(R™).
i)
1/0u

(o Maf(a) > 1) <c(¢k_1<1/t> /0 ms“*—lwk_af*(s»ds) ,

para todo t > 0 y para toda f € A(1/cw, ¢r) donde op(t) = t(1+log™ t)F .

Como consecuencia del teorema anterior obtenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 2.2.2. Dado & = (aq,--+,qp), sea q, = minL Q; Y Supongamos que existen
1<i<

exactamente k ndmeros «;, con 1 < k < L, tales que o, = ;. Luego,
lim P f () = f(z),
e—0

para casi todo x € R™, para toda f € LP(R™) conp > 1/aw y para toda f € A(1/aw, pr—1) donde
or(t) = t(1 +logt t)*.

DEMOSTRACION. Notemos que los promedios P& f(x) convergen puntualmente cuando tomamos
funciones continuas y de soporte compacto (f € Cy). En efecto, dado = € R™, por las propiedades

de la funcién ®2¢ tenemos que
[PEf(2) = f@)] = |02+ f(x) — f(2)]
< [ 1) - s@Iet @ - ) dy
R
< sup [f(x) = f(y)l,
yER(z,€)

L

donde R(x,€) = H Q(x',€;). Luego, si f € Cp, el lado derecho de la desigualdad anterior tiende
i=1
a cero cuando € tiende a cero. Ahora bien, dado que el espacio de las funciones continuas con

soporte compacto es denso en LP, 1 < p < oo, el resultado anterior junto con la acotacién en
los espacios de Lebesgue del operador maximal Mg (Teorema 2.2.1) nos permite obtener el
resultado deseado.

Para probar la convergencia para funciones del espacio A(1/a., pr—1) utilizaremos como denso al
conjunto de las funciones simples (ver Teorema 1.1.2). Como las funciones simples son funciones

de LP(R™) para cualquier p > 1/ay, tenemos que los promedios P2 f convergen en casi todo
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punto para las funciones simples. Finalmente, veamos céomo la acotacion del operador Mg
(Teorema 2.2.1) nos permite obtener el resultado de convergencia deseado. En efecto, dada

f e A(l/ay, pr—1) basta ver que
{z : imsup [Pef(z) — f(2)] > 0}
e—0
tiene medida cero. Como

{a: Umsup|Pef(z) - f(z)| > 0} = [ { : lmsup [Pef(z) — f(x)| > 1/n},
e—=0 neZ+ e—0
si denotamos por

A(f) =A{=: lim sup [Pef(x) — f(z)| >t}

y probamos que |A;(f)| = 0 para cualquier t > 0y f € A(1/cw, vr—1), se obtiene la conclusién
deseada.

Sean f € A(1/ax, pr—1) y t > 0 fijos. Sea g una funcién simple. Luego

[ A:(f)] [Aej2(f = 9)]
2{z : Ma(f —g)(z) > t/4}]
< 20k 1(4/) V10, (F — )]V

IN

IN

Luego, como dado cualquier € > 0 y cualquier ¢ > 0 podemos elegir una funcién g simple tal

que [¢k—1(4/t)‘1’1/a*,¢k,1(f — g)]l/a* < ¢, tenemos el resultado buscado. [J

2.2.2. Convergencia de los promedios de Cesaro lacunares en espacios produc-

to.

En esta parte veremos cémo mejoran los resultados de convergencia de los promedios P¢ f

si reemplazamos los nimeros reales ¢; > 0 que componen a € por sucesiones lacunares {63 Yiez-

Sean {e; }jez, i =1,---, L, sucesiones p-lacunares de nimeros reales. Definimos una sucesién
en R como {¢;} ez, donde € = (6]1-, e ,ef). Dado & = (a1, -+ ,ap) con 0 < o; < 1, definimos

los promedios de Cesaro sobre sucesiones lacunares como
(2.2.3) P f(x) = [+ PE ()

y el operador maximal asociado como

(2.2.4) Ma,pf(z) = sup|P2 f(x)]
jEL
donde
2 () = 8021_1(951)" SOZLL(JCL)
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o 1 2t
0o (@) = ™ |
J (6]-) Ej

y 9% : R™ — R es la funcién definida en (2.1.2).

con

Como en la subseccién anterior, notemos que

(2.2.5) Ma,f(z) < M o --oMéL’pf(x),

ay,p?’
donde los operadores Méhp son todos de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p) para todo p,
1 < p < o0. De estos resultados y el Teorema 1.2.1 tenemos el siguiente resultado para el

operador Mg .

TEOREMA 2.2.3. El operador Mg, es de tipo fuerte (p,p) para todo p con 1 < p < oo, es
decir existe C' > 0 tal que

(2.2.6) /]Rn Ma,pf(2)]Pde < C . |f(z)|P dx

y en el caso p = 1 verifica la siguiente desigualdad

(2.2.7) s Mapf (@) > 1) < Cora1/0) [ pralf () s

donde ¢ (t) = t(1 + log™ t)*.

A partir de este teorema podemos probar el siguiente resultado de convergencia puntual

para los promedios lacunares.

TEOREMA 2.2.4. Sean & = (aq, -+ ,ar) con 0 < oy <1 y {&} una sucesion p-lacunar de
RE. Luego,
P f(z) = f(x)
cuando j — —oo para casi todo © € R™ y para toda f € LP(R™), con 1 < p < oo y para
feAl,or_1).

OBSERVACION 2.2.5. Notar que el espacio A(1,1_1) es el espacio de Orlicz L¥L-1.

DEMOSTRACION. Sea f una funcién continua y de soporte compacto, luego f € LP(R") para
cualquier p con 1 < p < oo. Tenemos convergencia en casi todo punto de los promedios de Cesaro
lacunares 733; f puesto que son una subsucesién de los promedios P2 f. Este hecho, junto con la
acotaciéon del operador maximal lacunar Mg ,, permiten obtener el resultado de convergencia
para funciones de LP(R™), con 1 < p < 0.

Para probar la convergencia en el extremo p = 1 consideramos como subespacio denso de
A(1,1-1) el conjunto de las funciones simples (ver Teorema 1.1.2). Por lo probado anterior-
mente conocemos la convergencia en casi todo punto de los promedios de Cesaro lacunares

7350‘; f para toda f simple ya que las funciones simples son densas en LP(R™), con 1 < p < oo.
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Nuevamente la convergencia en un subespacio denso y la acotacién del operador maximal Mg ,

(desigualdad (2.2.7)), nos permiten obtener el resultado deseado. [J

2.2.3. Velocidad de convergencia para promedios lacunares en espacios pro-

ducto.

El objetivo de esta parte es obtener resultados sobre la velocidad de convergencia de los pro-
medios Cesaro en espacios producto sobre sucesiones lacunares. Como en el caso de los promedios
Cesaro n dimensionales (R™ considerado como un sélo bloque), utilizaremos el correspondiente
resultado de Duoandikoetxea y Rubio de Francia [16]. Trabajaremos considerando a R™ com-
puesto sélo por dos bloques (R™ = R™ x R"2), dado que el resultado probado en [16] y en el

cual nos basamos esta en este contexto.

Al igual que lo hicimos en la seccién 2.1.3, queremos estudiar la convergencia de la serie

diferencia

o

(2.2.8) > wlPSf(x) - PE_ f(2)]

k=—o0
donde Pg, f(z) = P7' PS5 f(z) y {vr} es una sucesién de niimeros reales o complejos en (.
k k

Para ello escribimos, para cada N € Z2?, N = (N7, Np) con N; < Ny, la suma

No

(2.2.9) Tnf(x) =) ulPgf() - P§  f(@)]
N1

v el operador maximal asociado

T f(x) = sup [T f(z)].
N

Comenzaremos probando el siguiente resultado.
TEOREMA 2.2.6. El operador mazimal T* es de tipo fuerte (p,p) para todo p, 1 < p < 0.

Como ya mencionamos, para probar este teorema utilizaremos un resultado de Duoandi-
koetxea y Rubio de Francia. En el articulo [16] (ver Teorema E en [16]), los autores consideran
a R™ descompuesto en dos bloques de la forma R™ = R™ x R"™™ con 1 < m < n. Utilizando la
siguiente notacion prueban el teorema que enunciamos a continuacién: escriben a todo z € R™

0

de la forma x = (2°,z), 2° € R™, z € R" ™ y dada una medida o en R" definen otra medida

o en R™ tal que ¢(O(E) = o(E x R"™™) para cualquier conjunto de Borel E C R™.

TEOREMA 2.2.7. Sean {ay}rez una sucesion lacunar y v > 0. Sean oy medidas de Borel
soportadas en {z € R" : |Z| < ay}. Supongamos ademds que ||ok||1mny <1 y que las medidas

{0k }kez satisfacen las siguientes estimaciones

(2.2.10) 161.(6%,€) — 6x(€°,0)] < Claxg]
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(2.2.11) 161(£°,€)| < Clag—1€]™”
(2.2.12) 16k(¢°,0)] < C|bk€°|
(2.2.13) 161(£%,0)] < Clbg—1&°77

donde {by}rez es otra sucesion lacunar de nimeros positivos.
Sean o™ (f) = sup ||ox|* f| y 0q)(9) = sup ||a,(€0)|>kg\ mazximales acotados en LY(R™) y en LI(R™)
k k

respectivamente para todo ¢ > 1. Luego,

T f = sgp\kal

donde Tif = Zaj x f, es acotado en LP(R™), 1 < p < oo.
j=k

DEMOSTRACION. Notemos que es suficiente estudiar el operador maximal asociado a Ty =
N2

Zak x f(x), con

Ny

or(a!,2%) = Bplp (21) %2 (2®) — % (zh)e® (a7)],
k k k—1 k—1
donde 7, = mﬁ}% Notemos que ||og||1 < 1y las funciones oy estédn soportadas en {z € R" :

|2%|o < €1}. Por otro lado,
(€1, 62) = B[ (k') g2 (F2?) — (™) (e 2 )2 (e _127)].
Luego, aplicando el Lema 2.1.12 se pueden probar facilmente las condiciones (2.2.10) a (2.2.13)

con {a;} = {e}, {bx} = {et} y v = o = min{a, a2}. En efecto, si |ex&| < 1

61(6",6%) — o€ 0 < o™ (qat)l|0®2(ega®) = 1] + (™) (eg_12")l|0*2 (e 12%) = 1]

Cleiz?| < Clera?|*-.

A

En el caso que |ex&| > 1 la condicién se deduce del hecho que |64 (€1, €2)| < 1, para todo (£, £2).

Por otro lado,

616" €O < e (@€h)ll9 (k)] + o™ (ep1€)l0*2 (e 1€7)]
Cle&?| ™ < Clepg?| ™

N

IN

si [e2¢%] > 1. Caso contrario, es decir si [e262| < 1 la condicién (2.2.11) nuevamente sale de la
condicién |Gy (€1,€2)| < 1, para todo (£1,&2). Las condiciones (2.2.12) y (2.2.13) se obtienen de

las siguientes estimaciones:
|6k(€",0)| < o™ (er€") — 921 (61€)] < Cleg!| < Ol |,
si g < 1y
|6k (€",0)] < o2 (r€N)] + 921 (1€1)] < Cleg_1 €' < Cleg &1,

siferél| > 1.



2.2.2 Promedios de Cesaro en espacios producto 43

Por otro lado, notemos que
o (f)(z) = Sup llow] * f(z)| = ngp |5, * f(2)] = CMa,f(2)

donde Mg, f es la maximal definida en (2.2.4). De la desigualdad (2.2.6), conocemos la acotacion
de Mgz en L4(R™) para todo ¢ > 1. Si llamamos
oOa) = il ) ~ ¢ (@)

Luego
olp9(z!) = sup 0O g (")
€z
estd acotado en L(R™) para todo ¢ > 1, dado que a?o)g(xl) < My, g(zt).
Finalmente, el resultado deseado es una consecuencia del Teorema 2.2.7 considerando medidas

de Borel absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue y con densidad oy, con
{ap} = {3}, {b} ={et} vy 7 = a = min{oq, az}. O

Como consecuencia del teorema anterior podemos probar el siguiente resultado de conver-

gencia puntual.

TEOREMA 2.2.8. Sea {&.} una sucesion p-lacunar de R? y {vx} una sucesion de mimeros
reales o complejos. Entonces los promedios

Na
Twf(w) =D ulP.f(x) = Pg_ [()]
Ny
convergen en casi todo punto cuando N = (Ny, N3) — (—o0,+00) para toda f € LP(R™) con
1<p<oo.

DEMOSTRACION. Dado que tenemos la acotacién del operador maximal de los operadores Ty,
probaremos la convergencia puntual del mismo para funciones en un conjunto denso en LP(R™).
Sea
D={f: f(z',2*) = fi(x") fa(z?), fi € C(R™),i=1,2}.
Na

Claramente D es denso en LP(R™). Sea f(z) = f1(z') f2(2?) € D. Para estudiar v %im : z Ok
—(—00,00 [t

f(x), como se hizo en la prueba del Teorema 2.1.15, es suficiente ver que si para N < M escri-

bimos
—-N-1 M
I= Zak*f(m) II = Z o * f(z)],
k=M k=N+1

luego I y II tienden a cero cuando N tiende a infinito.
Dado que / (0% (2 — i) — @2 (z' — y")]dz" = 0, usando el Teorema del Valor Medio, el
R4 k k-1

hecho que / |<p€§~€] =1y el Lema 2.1.5 se tiene
R™i
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_N-1
I < orlle Y /Rw?}j(wl—yl)[saf{(ﬁ—yQ)—wfg1($2—y2)]f1(y1)f2(y2) dy* dy?
k=—n 1V R? N
—N-1
Hllvelloo Y / o (@ =y @t =) = el (@ =y AW L) dyt dy®
k=—M YR ET -
—N-1
< lollellille 35 [ it -1 - @ =0 - 2]
e M R"™2 k k—1
—N-1
Hllvelloollfalloo Y / ‘[@?ﬁ(fb‘l—yl)—ﬁf (' —yHAW") — AEH]| dyt
Py R”1 k k—1
~N-1
< lorllssll Aillool [V falloo D / 0% (2% — y?)|2* — y?|dy?
k=—M—17R"2 K
H|Uk;||oo||fQ|’<><>||Vf1||Oo S e @j}j (zl—yl) |zl —y?|dy!
-N -N
< ClodlellfillelVhlle S @+ Cllnllcllfallel Vol S e
k=—M-1 k=—M-1

< Clloglloollfilloo IV folloo€2 n—1 + Cllvgllooll folloo IV filloo€Z n 1
de donde se concluye que I — 0 cuando N — oco.

Sea s > 1/ay, por la desigualdad de Holder y el Lema 2.1.5 se tiene,

M
I = | > op*flx)
kE=N-+1
M 2
< ol > TT( [ e = oinai)
k=Na+1im1 \/R" K
M , 1/s'
< AorllellAlllflle 3 (/ [sogwxl—yl)rdyl)
k=Nt1 \JRMF
M

1
oillocllfallellfolle Y s

1
w1

Cllvklloo|Lf1]ls] f2loo
1/s ’

IN

IN

(611v+1)

Luego, tomando limite cuando N — oo resulta que I — 0. [J



Capitulo 3

Integrales singulares en el sentido Cesaro en espacios producto

En este capitulo trataremos la existencia de las integrales singulares en el sentido Cesaro
en espacios producto. Para ello comenzamos, en la primer seccién, con los resultados conocidos
sobre el tema en el contexto R™ dimensional considerando a R™ como un unico bloque. A
continuacién, en la segunda seccion, trabajaremos en el contexto de espacios producto. Para
ello, definimos las truncaciones de la integral singular en el sentido Cesaro y probamos la buena
definicién las mismas. Ademaés definimos el operador maximal asociado a estas truncaciones
y demostramos que resulta acotado por suma de composiciéon de operadores de los cuales se
conocen ciertas acotaciones. Con todos estos resultados, mediante un argumento de densidad

obtenemos la existencia de las integrales singulares en el sentido Cesaro en espacios producto.

3.1. Integrales singulares en el sentido Cesaro en R"

En esta seccién haremos una breve resena de las Integrales singulares en el sentido Cesaro

en R” que fueron introducidas en [3].

Una funcién localmente integrable K definida sobre R” x R™\ A, donde A = {(z,y) : = = y}
es la diagonal, se llamard un ntcleo de Calderén-Zygmund si existen constantes C > 0y

0 <y <1, tales que

/ |3€_5L'/|’y . /
K K(o,y) <o =Y i 2y —y| <
K (z,y) — K(z,y)| < W7 si 2y —y| <[z -yl

/ |I€,N(x)]2 de <CN" y / |I* v (z)* do < CN™,
|le—zo|<N lz—zo|<N
para todo €, N y xg, donde
Lxta) = [ Ka)dy v Ly = | K*(a.y) dy,
e<|lz—y|<N e<|lz—y|<N

con K*(z,y) = K(y,z) el adjunto de K.
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Estas condiciones son suficientes para obtener desigualdades de tipo fuerte (p,p), 1 < p < o0,

y de tipo débil (1,1) para los operadores truncados
i@ = [ Kef) d
T—Y|>€

y el operador maximal

T" f(x) = sup T f(z)|-

>0
Ademas, si el nicleo K satisface que
existe  lim K(z,y) dy para casi todo z,
=0t Jeclz—y|<1
entonces existe la integral [ K(x,y)f(y)dy en el sentido del valor principal, es decir, existe la
integral singular

Tf(z)= E£1(1)1+ T.f(x) en casi todo punto.

Es extensa la bibliografia donde se pueden estudiar estos resultados, como una referencia pode-
mos dar [40].

En [3] se estudia la existencia de la integral singular [ K (z,y)f(y) dy en el sentido Cesaro-£,
es decir, la existencia del limite
lim T = lim T
i, f(z) S yrf(T)

en el sentido Cesaro-f3. Esto significa, para 8 > 0, estudiar el limite

Intercambiando las integrales y volviendo al parametro e, el limite de arriba se puede escribir

como

lim F)K (z,y) (1 - i y|>6 dy.

=0T Jiz—y|>e

Para determinadas clases de funciones, en [3] se prueba que las integrales

Tose)= [ @K@y (1- )

tienen sentido no sélo para 8 > 0 sino también para 8 > —1. Como la existencia de la integral
singular en el sentido Cesaro-0 (es decir, en el sentido del valor principal) implica la existencia
en el sentido Cesaro-f para > 0, en [3] se considera sélo el caso § < 0. En el caso no pesado

el siguiente teorema retine los resultados de [3].

TEOREMA 3.1.1. [3] Sea —1 < 8 < 0 y sea K un nicleo de Calderdn-Zygmund tal que existe

el limite

c B
lim K(z,y) (1 - ) dy,
|z =yl

=01 Jec|z—y|<1
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en casi todo punto, luego la integral singular existe en el sentido Cesaro-f3, es decir, existe el
limite
lim T¢ g f(z),

e—0t
en casi todo x € R™, para toda funcion f € LP(R™) con p > 1/1 + B y para toda funcién f en

el espacio de Lorentz L(1/(1+ ), 1)(R™).

Para probar este resultado, los autores de [3] estudian el operador maximal T} f = sup [T 5 f]
e>0

obteniendo la siguiente desigualdad puntual
(3.1.2) Tjf(x) < O[T f(x) + Mg f ()],

donde T* = T, es decir, es el operador maximal de las truncaciones correspondiente al caso
0> ]

B=0y
1

Wyfx) = sup s | @)z -yl —fdy —1<B<0.
e>0 € e<|r—y|<2e

Notemos que, a diferencia de los operadores maximales estudiados en el capitulo anterior,
en el operador M, 3 definido arriba integramos sobre coronas y el nicleo es una potencia g < 0
de la distancia al borde interior de la corona B(x, 2¢)\ B(z, €), donde B(z,7) = {y : |[x—y| <r}.

Dado « € (0, 1], el operador M, definido en el capitulo anterior y el operador M,_1 definido
arriba no parecen ser puntualmente equivalentes. El resultado no es claro ni siquiera si en los
operadores del tipo de los definidos en el capitulo anterior cambiamos cubos por bolas. Sin
embargo, para los operadores M 3, B € (—1,0], tenemos el mismo tipo de acotaciones que para
los correspondientes operadores maximales del Capitulo 2, es decir, M, 3 es de tipo fuerte (p,p)
para todo p > 1/(1+ /) y es de tipo débil restringido (1/(1+/),1/(1+ 53)). La prueba de estos
resultados se puede realizar adaptando las pruebas dadas en el Capitulo 2 para el operador Mg

o bien ver [3].

A continuacion presentamos el detalle de la prueba de la estimacién del operador TE porque

serd de utilidad en lo que sigue. Si denotamos por

Keste) = Ke) (1- )

luego,

Tepflx) = /| N fy)Kep(z,y)dy
r—y|>e€
-/ ) Kep(a,y) dy
e<|z—y|<2e

+ /|xyl>2€ fW)K(z,y) dy
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4 / F@) Ko () — K (,3)] dy
|z—y|>2e

Claramente |Taf(z)| < T* f(z). Usando la estimacién (3.1.1) del nicleo K resulta que

Uepf ()|

IN

c K (1- 6)5

e<|z—y|<2e¢ ‘I - y‘

C / 3
—_— FfW)|(lz—y|—¢€)" dy.
R 6<|x7y|§2€| () ( | —¢)

De donde se tiene que, para cualquier ¢ > 0,

(3.1.4) Uesf(@)] < CMf(x).

Por otro lado, usando nuevamente (3.1.1) y el Teorema del Valor Medio se tiene que

Visf(z) < / K e0) ~ K )] dy
r—Y|>2€

C € A
< [ eS| () -
|z—y|>2e |ZC - y‘ |.CE - y|
< Ce If(y)nl+1 p
|z—y|>2€ ‘l’ - y‘
S /()]
< Ce / = dy
; 2ke<|z—y|<2kt+1e ’l‘ - y’n-i-l
— 1
< Ce — / fw)| dy
; 2k6) + 2k6<|rfy|§2k+1e‘ ( )’
<

<1 1
C — dy.
Do T /2 oy, T

De las estimaciones de arriba se tiene que, para cualquier € > 0,
(3.1.5) Ve f ()] < CMpf(x),

pues el operador maximal de Hardy-Littlewood estd acotado por puntualmente por Mg para
cualquier 8, —1 < 8 <0.

3.2. Integrales singulares en el sentido Cesaro en espacios producto

Trabajaremos en este capitulo con la notacién introducida en el capitulo anterior, es decir,

R? = R™ x --- x R™ y z = (z',--- ,2%), con 2 € R™. Partiendo de L ntcleos de Calderén
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Zygmund K;, i = 1,--- L, donde cada K; esta definido sobre R™ x R™ \ A;, con A; la diagonal

de R™ x R™ en [43] se define el nucleo producto

L
K(z,y) =[] Ki',y")
i=1
y para € = (€1, - ,€1) € Ri se definen las truncaciones y el operador maximal asociados al

nucleo I como

T — K(z,y)dy" - dy*
f(x) /| /le_yleLf(y) (e, ) dy® - dy

T*f = sup |Tzf]

eeR%
Las integrales singulares asociadas a estos ntcleos producto generalizan a la Transformada de
Hilbert multiple (ver [19]) y son casos particulares de las integrales singulares estudiadas en

[20]. Asi, el operador T* resulta ser de tipo fuerte (p,p) para 1 < p < co.

Definiremos a continuacion las integrales singulares en espacios producto en el sentido Cesaro

que consideraremos. Dados € = (€1, ,€) € RE y B = (B1,---,81) con —1 < B; < 0,
i=1,--- L, sea

L .

ICE’B(:U7 y) - H Kiveiyﬂi (xl’ yl)’

i=1

donde
A AN i i €; Bi
Kica@hy) = K,y \ 1=

y K es un nicleo de Calderén-Zygmund definido en R™ x R™ \ A;. Con estos nicleos definimos

las truncaciones

Tepf(x) = / s / FW)Kep(a,y) dy” - - dy'.
[zt —yt[>er [l —yL|>er

Como primer resultado veremos en la siguiente proposiciéon para qué conjuntos de funciones
estan bien definidas las truncaciones T; 5 f (x), es decir, para qué funciones f la funciéon y —
b

f(Y)Ke 5(x, y) pertenece a L'(dy) para todo z.

PROPOSICION 3.2.1. Sea L € N, € = (e1,--- ,er) €ERY, B = (B, ,BL) con —1 < 3; <0,
i=1,---,L, sea By = 121f<11L Bi y supongamos que el minimo B se alcanza en k numeros 5;.
_Z_
Luego, las truncaciones ’ngf(:v) estdan bien definidas para los siguientes conjuntos de funciones:
(i) LP(R™) conp > 1/(1+B) y
(i) A1/(1+ B.), pp-1), donde pi(t) = t(1 +log™ t)*.
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DEMOSTRACION. Comenzamos introduciendo la siguiente notaciéon. Dados L e Ny 1< j < L,

denotemos con QL a la familia de todos los subconjuntos o = {o(1),--- ,0(j)} de {1,--- ,L} de
Jj elementos dlferentes donde o (i) < o(j) cuando i < j. Para o € QJL, sea v = {v(1),--- ,v(L —
j)} ={1,---,L} \ 0. Escribiendo cada integral que compone la truncacién como suma de dos

integrales, donde en una de ellas integramos en el conjunto {y’ : ¢; < |2° — 9| < 2¢;} y en la

otra integramos en el conjunto {3’ : |#% — 3| > 2¢;}, tenemos que

/ - / F@Ke (. y)| dy' - dy”
|zl —yl[>er |zl —yL|>ep,

L B;
1 ; €; .
= Flyh " K(z'y' (1—--) X{lai —yi>2ey (¥ dy™ - -+ dy?*
/Rnl /RnLI( )I[[I (', ") TE— (e —yi[>2e} (4

+ZZ/ / £y, !H\K 2y @g =yt at =y Yt ay!
i=loeql R e
= A+ B,

donde
_ (1)
O5e(x I I PBo(i)€ai) H VB, oy (& V),

Br Br
COI P8y e, (‘rk) = (1 - ‘i%‘) X{Ek<\xk\§26k}(xk) y Wik,ek(xk) = (1 - ‘;7%) X{|xk\>26k}(xk)

Demostracién de (i). Como |K(z%,y%)| < Cla? — y!|™ y dado que |2 — y?| > 2¢; implica que
Bi
<1 — ﬁ) < ﬁ. Luego, por la desigualdad de Hélder resulta que

C L 1
A < M/Rnl/RnLLf(y ‘H‘$Z— ’mX{\xl y\>262}( )dy e dy
1/p L 1 o 1 1/p'
(L) ([ [Tt e i
< o0

para toda f € LP(R™) con p > 1, ya que —n;p’ + n; < 0. Por otro lado, como la funcién
H‘K 7y (,I _ya"' xL_yL)

pertenece a ) (R™) para p’8; + 1 > p/B. + 1 > 0, usando la desigualdad de Holder con p >
1/(1+4 B4) y p' tenemos que B < oo si f € LP(R™) con p > 1/(1 + ).

Demostracién de (ii). Notemos que, para cualquier p > 1y k € N, A(p,pr) C L(p,1) C LP.
Luego para f € A(1/(1+ B«), pr—1) la acotacién de A se sigue como en el caso (i). Para acotar

B notemos que cambiando variables y acotando términos resulta que

L
1
§ E L _ 1 1 L L L
j— =1
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Oy Y [ -

Jj=1 eQL R

/ |f(l‘1 —6121',-” )xL _GLZL)|©B]_(217'” 7ZL) dyL dyl
R™L

kl — 1)Bk
g (27 —1) k
donde @5 H PBo iy iy (2 H Un, iy (27) con g, p, (27) = WX{1<\2"“|§2}(Z )

1
y wnk(z ) = WX{lzk‘>2}(z ). Con esta notacién ﬁj = (Bo1), " 5 Ba(j))- Luego,

ZZ/ f*(cs) 5’3 (s)ds,

JleQL

donde c es una constante que depende de € y de n, mientras que f* es la reordenada de f. Para

*
estimar [q) B-] (s) utilizaremos el siguiente lema.
J

LEMA 3.2.2. Dados1<j<Ly Bj = (Bo)s " 5 Bo(j))s 81 B= min {B,0} se alcanza en k
1<i<;
de los nimeros By(;), luego

k-1

* % B n 1
[@Bj} (s) < Cs [1 + log <s>]
Por el lema anterior notemos que

B; = /OOO f(es) |:(I>Bj:|* (s) ds

IA
Q
~
)
Va)
~—
V2]
™
—
—
—+
<)
o]
+
7 N\
[
> N—
[ I

1 -1
= é/ f*(cs)s® [1+log<1>] ds+C’/ f*(cs)s” ds = B} + B}
0 S

Claramente BJQ- < oo si f pertenece al espacio de Lorentz L (1/(1+ 5),1).

Veamos que si f € A(1/(1 + B), pr—1) luego le < o0. Consideremos el conjunto E5 = {s €
(0,1) : f*(cs) > s} y sea CE5 = (0,1) \ Es. Eligiendo apropiadamente el niimero § tenemos

que
k—1

k—1 1
1 1
f*(cs)s® [1 + log()} ds < / §Ot8 [1 + log()} ds < oo.
CEs S 0 S
Por otro lado, como si s € Es luego 1+log(1) < C(1+log f*(cs)), tenemos el resultado deseado.
Finalmente, notemos que el minimo S en el Lema 3.2.2 en realidad depende de j, si llamamos

B; a este minimo para cada j, tenemos que 5, < ; < 0 para todo j y por tanto 1/(1 + ;) >

1/(1 4 B;) para todo j. Siguiendo las cuentas de acotacién para cada Bj se puede ver que si
feA1/(1+ By), pr—1) luego
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Para probar el Lema 3.2.2 comenzaremos estimando la funcién distribucién )\@B_(t). El
J
resultado es el siguiente.

LEMA 3.2.3. Dados 1 <j <Ly Bj = (Bo(1)s " 5 Bo(j)), supongamos que 3 = 112112 Bo(iy s€

alcanza en k (1 < k < j) de los By, luego

k—1
Aoy (1) =|{z: @5 (2) > 1}] < CtP (1+1log™t)" .

L
DEMOSTRACION. Sea @7 H hi(z") donde hi(z") = g, ; ) (27D) 0 hi(2') = ¢, (271).
Probaremos el lema por mdu(:(:lon en el nimero de k de valores f3,(;) donde se alcanza el minimo.
Es decir, probaremos que cualquiera sea L, si el minimo 3 se alcanza en k de los ntiimeros B, ;),

luego
L

=L o) [T i) > t)] < OFF (1 4+ Tog™ 1)

=1

Caso k = 1: Supongamos que el minimo de los §, ;) se alcanza en un tnico valor, luego tenemos

que probar que para cualquier L € N,
{z=(z Hh ) >t} < Ctt/P.

Probaremos que esto es cierto por induccién en L, donde L la cantidad de bloques o de produc-

tos en la funcién (I)Bj (2).

(2] — 1)

|2[™

a) Si L =1, 95 (2) = ppn(z) = X(1,2)((2])- Luego

Mos () < Hzil<lsl <2 A (=D >t =[{z:1< s <2 A Jo] < 1+t7}.
Si 1+ t'/% > 2 (equivalentemente ¢ < 1) entonces )\%j (t) = Cp.
Sil1+4+t/8 <2 (equivalentemente ¢ > 1) entonces por el Teorema del Valor Medio se tiene
Aa, (£) = Cal(1+ B 1] < Ctt/8.
Luego, como para t € (0,1), '/ > 1 (dado que 8 < 0), existe C' > 0 tal que

Aoy () <CHYP >0,

J
b) Supongamos que la acotacién esta probada para el caso de k bloques o de factores y probemos

que lo mismo se obtiene cuando tenemos k+1 factores. Luego, por la hipotesis inductiva tenemos

k+1

{z= (24, 2F) Hh ) >t}

k
, t
) |{ € soplhut) A [[Mule) > h<>}|
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k
; t
= z= (2 ) (2 > s p| 42T
/Z’“HESOP(th) { ]';[1 hk+1(zk+1)
t e k+1
< c () dz
zk+1esop(hy41) hk+1(zk+1)
-1/8
Ctl/ﬁ/ [hk“(zkﬂ)} dk+
zktlesop(hi41)
< Ct/8

tanto para hyy1 = @, n, 0 bien hy11 = Vg, n,. En efecto, si b1 = ¢35, n,,

~1/8 i _ )8\ VB
/ [hk+1(zk+1)} dFt / ((|Z|m)> ds
zktlesop(hii1) 1<|zt|<2 ‘Z | ¢

< / (12°] — 1)_’Bi/ﬁ dz’
1<|2t|<2

2
= Cni/ (s — 1)_&/55”1'_1 ds
1
2
< C’ni/ (s —1)~F/B ds
1

1
= C’ni/ s7PilB ds < oo,
0

pues —f3;/8 > —1 ya que 3; > 5. En el caso que hyi1 = ¥y,

-1/8 . .
/ [hk+1(zk+1)} dzk—i—l — / | |Zz’m//8 d=
zk+lesop(hiqt) |z%>2

o
= Cni/ s"i/Bgni=l ds < oo,
2

pues n; /B +n; <0yaque -1 < <0.

Caso k = k + 1: Supongamos ahora que el minimo § se alcanza en k de los nimeros S,;),

1 <4 < 7, luego, para cualquier m > k se tiene que
m
{z= (2" 2™) [ ha(2)) > £} < CEV/P(1 +1og T )F .
i=1

Probaremos que si el minimo f3 se alcanza en k+1 de los nimeros S, (;), 1 < i < j, para cualquier

m > k + 1 se tiene que
m .
{z= (" 2™) [ hal2)) > 1} < CEY/P(1 +Tog ™ )",
i=1
Supongamos que h; es de la forma ¢g, ,, donde 3; es uno de los niimeros donde se alcanza el
minimo.

Por la hipétesis inductiva se tiene que

{z = (24, ,2™): th(zz) >t}
i=1
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o t

_ ’{Z _ (Zl,~-- ,Zm) ol e 80p(h1) A th(zl) > m}‘

m ' ¢
= 220 2™ 2t e sop(hy) A hi(zY) > ———}| d=!
/ L ) ) 2 [0t >

/8 L t \"
o | o ()]
zlesop(h1) hl(zl)l/ﬂ 5 hl(zl)

1
2lesop(h)it<ha (1) h1(21)1/P
1/8 1 t . 1
o | s ()] e
zlesop(hy);t>h1(21) hl (zl)l/ﬁ hl(zl)

Notemos que ya probamos en el Caso k=1 b) que I < Ct'/B. Acotemos ahora I1I.

IN

k—1
1 t|ztm
—— L U
" 1<|21|<2;14(2m18) /B < |21 2t —1 (|2 —1)p

s 1 =1\
— Ot / - [1+ —B)log <)] dz
' 1<)zt <2514 (2m /B <)zt |2 =1 (=6) (2mt)1/B

Ch tl/ﬁ/l 1 1+ log _r o dr
1 (2mit)/8 T (2mt)l/8

= Ct'/8 [1 + log ((2"it)—1/5>]k

< Ct/P (1 + log™ t)k.

IN

Luego, existe C' > 0 tal que I + IT < Ct!/P (1 + log™ t)k. U

*
DEMOSTRACION DEL LEMA 3.2.2. Dado que [(I)Bj] (s) =if{t >0: Ad; (t) < s}, para probar
J

el lema basta ver que /\%'(ts) < s, con ty = CsP [1 —|—log+(%)}k71, para alguna constante
- J
adecuada C.

Notemos que si s > 1, t; = CsP y

Ao (ts) < CCMP s[1+1og™ (Cs”)F 1 < CCYP[1 4 log™(O)]F ' s.

J

Luego, eligiendo apropiadamente la constante C' tenemos que /\%_ (ts) < s en este caso.
J

Si0<s<1,ty=CsP [1+log(H)]" 'y

B 1 (k—1)/8 . 1 k-1
)“I’Bj (t;) < CCYPs <1 + log <S)> 1+log | Cs” [1 + log (Sﬂ

1 +1og O + (—B) log (1) + (k — 1) log(1 + log(1))]"™"
1+1log(1) ’

k-1

< cCYB s

Luego, eligiendo apropiadamente la constante C’, también en este caso podemos probar que
Ao (ts) <s.0O
Bij
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Nuestro propoésito es estudiar la existencia del limite

im Tz 5 f (2).

e—0
Como resulta natural en este tema, comenzaremos estudiando el operador maximal
T3 f(x) = sup [T 5f(x)].
B
eeRE

Siguiendo las ideas de [3] probaremos una desigualdad puntual para TB*

Como ya se hizo en el Capitulo 2, utilizaremos la siguiente notacién. Dado 2 € R” y 2! € R™
denotamos con Z; a (z!,--- , 2"~ 1 2T ... zl) y para f: R" — R, sea fz, : R% — R dada por

fi:i(ﬂﬁi) - f(wl,"' ,xi7... ’xL)_

Para § > 0 definimos los conjuntos A;(z,d) = {y € R" : § < |z —y| < 2§} y para
—1 < B3; <0, el operador maximal

o B . 1
N 0) = M1 (1)) = p s

O — vl = 6)7 dy'
5>0 A (z,5)

También necesitaremos una notacién para las truncaciones y el operador maximal asociado

cuando se integra sélo en un bloque de variables, asi

Ti, f(x) = Tsp,(f2)(a') = / O Kiss ) d
=y

T3 f(x) = sup|Tf g, f ()] = sup |Ts 6, (f3,) ()],
6>0 §>0

Cuando 8 = 0 denotaremos a Tgﬁ yaT /’3* simplemente con T g y T%*. A partir de los

operadores Us g y V5 g definidos en la seccién anterior definimos los operadores

Us g.f () = Us g, (fz,) () = /A( » 5, (0" ) Kigp, (2" y') dy'

Vg f(2) = Vsp,(f,)(a") = / Fa () Kig (@' y') — Kigola',y')] dy'.

|zt —y?|>28

A continuaciéon mostraremos cémo se puede obtener una desigualdad puntual similar a la
obtenida en (3.1.2). Por simplicidad de notacién, comenzaremos tratando el caso de dos bloques.
Dados € = (e1,€2), B = (B1,82) y = = (2!, 2?) € R™ x R"™, como

Tt = [

L /|2 d Fh ) Ke (0 y ) Ko 5 (27, y%) dydy’t
r-—y |>e S|zt -yt >e2

:T€117,31 o T, f(x)

€2,082

:T€22,52 © Tﬁll 81 f(x>’
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usando (3.1.3) en cada operador T; 5;+ Se tiene que

Eﬁf( ) 61 ,B1 T€22,ﬁ2f(‘r)
U1ﬂ1 U622 52f(x)+U611,51oT22€2f( )+U151 v62 B2f( )
+T261 OUgﬁgf(x)+T2151 OTQZEQf(x)—i_TQq © €2 ﬁgf( )

VE1 81 U6252f( )+V1 51OT262f(x)+V€11 V62/32f( )

Claramente el operador T2161 o T2€2f( x) es el operador Toef(x), donde 26 = (2€1,2€2) y este

operador estd acotado por el operador maximal 7 *.

Por otro lado, teniendo en cuenta que estos operadores conmutan y usando las estimacio-
nes (3.1.4) y (3.1.5) se tiene que los operadores U1 U2 o UEI1 L © V62 Bo7 V€11 ) U2 5
vV,

) V2 3 s estan acotados por una constante veces el operador maximal M} 5, © M? Gy

y V1

€

Los operadores U} LB © T252> T). o L U? ca.B27 T2161 o 15 © T2262 resultan acotados por una

2

€2,02 -

constante veces la suma de los siguientes operadores M} o T%* y M2 o TY*. En efecto, por
B1 B2

ejemplo, usando la estimacién (3.1.4) tenemos que

’ €1 51 © T22€2f($17x2)’ S / ‘T22€2f(y17x2)’K17517/81 (x17 yl) dyl
Ai(xler)

< / T** f(y', a*) K1 c, (2, y") dy’
Aiq(zter)
< CMﬂl(TQ*fm z?).

Luego, reuniendo todas las estimaciones, hemos probado para el caso L = 2 la siguiente esti-
macién puntual

Ty < C WL}, o N3, + M}, o T** 4+ NI3, 0 TV + 77 .
En general cuando L > 2 escribimos al operador T 5 como
Tep=Tam o ° Topw
donde cada operador ’72 5, se puede escribir como la siguiente suma de operadores
Tos = Ul + Toes + Vigi

Procediendo como en el caso L = 2 podemos acotar al operador 7 5 como suma de operadores
b

de 3 tipos:

Operadores de tipo I: operadores que son composicion solo de operadores truncados 22_.
Hay un unico operador de tipo I, el cual se puede acotar de manera trivial por el operador

maximal T*.
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Operadores de tipo II: operadores que son composicién de L operadores del tipo U; 3 y/o
operadores del tipo Vé 8-
Procediendo como en el caso de dos bloques se pueden acotar cada uno de los operadores de

tipo II por el operador Mﬁll 0--+0 ]\Zfé:L.

Operadores de tipo III: operadores que son composicién de operadores del tipo Ué 3, O
del tipo Véﬁl y operadores truncados del tipo ’T;Q Cambiando el orden de integracién si es
necesario, podemos suponer que aplicamos primero los operadores del tipo 22'61_ y luego los de
la forma U, 5 0 V., 5.

Para escribir la forma que tienen estos operadores de una forma compacta utilizamos la notacién
introducida en la prueba de la Proposicién 3.2.1. Dados L € Ny 1 < j < L, denotemos con Qf a
la familia de todos los subconjuntos o = {o(1),--- ,0(j)} de {1,--- , L} de j elementos diferentes
donde (i) < o(j) cuando i < j. Para o € QJL, sea v = {v(1),--- ,y(L—9)}=A{1,---,L}\ 0.

Utilizando esta notacién, los operadores de tipo III tienen la forma

WD oo Wg® o T3 oo 7)

Bo(1) o(j €(1) €y(L—3)’

donde 1 <j<L-1,0¢€ Qf y Wg((i_)> es un operador del tipo Ug( )

7
o (i)€o (i)

. o (i)
o del tipo Vﬁg(i)vea(i)'

Notar que 757(1) 0---0 7'2’Y(L7j ) es el mismo operador independientemente de orden en que se

€y(1) Ey(L—-5)
tomen los y(k) en ~. Si € = (e, - - €1—;), llamamos
T’Y*_ Sup |7—2le 00 26L—j |

_ L—j
6€R+
Luego, reuniendo las estimaciones realizadas tenemos probada la siguiente desigualdad puntual

(3.2.1)

L—-1
T5f(@) S C | T @)+ Mb oo M, f(@) + > > MG o0 MEY o T f(a)

i=1oeql

Como consecuencia de esta desigualdad puntual, de las acotaciones que verifican los opera-
dores que alli aparecen y de los teoremas de composicién de operadores probados en el Capitulo

1 tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 3.2.4. Sea 8 = (B1,---,BL) y supongamos que ervisten evactamente k nimeros

Bi, con 1 <k < L tales que B, = 11&1’;& Bj. Luego,

i) el operador 7%* es de tipo fuerte (p,p) parap > 1/(14 Bs) y
i1) en el extremo p = 1/(1+ B4), el operador TB* satisface la siguiente desigualdad

00 1/(146.)
(3.2.2) {a: T3 f(x) > t}] gc(W/o sﬁ*gak_l(f*(s))ds>

para todo t > 0, donde @i (t) = t(1 + log™ t)".
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DEMOSTRACION. i) El operador 7* es un caso particular de las integrales singulares en espacios
producto tratadas en [20], por lo que este operador resulta ser de tipo fuerte (p,p) para todo
p > 1. Lo mismo ocurre con los operadores 7 7*. Por otro lado, todos los operadores Méz son
de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1/(1 + f3;). Luego, dado que 1/(1 + 5.) > 1/(1 + B;) para

todo i (1 <14 < L), podemos concluir facilmente el resultado en ).

i) Como T* es de tipo fuerte (1/(1 + Bs),1/(1 + B4)), es de tipo débil restringido (1/(1 +
Bs),1/(1+ Bs)) y esto implica que T* verifica (3.2.2). Por otro lado, aplicando el Teorema 1.2.7
a los operadores ]\;[ii, 1 <i < L, tenemos (3.2.2) para la composicién ]\;[él 0--+0 MEL.

Veamos ahora que todos los operadores de la forma M oM . oM ga(? ) oT7* también satisfacen

o(1) 7)
(3.2.2). Sin perder generalidad, podemos suponer que SB,(;) es uno de los niimeros donde se

alcanza el minimo f.. Como los operadores 77* son de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1,

son de tipo débil restringido (p,p) para todo p > 1. Ademads, como el operador ]\;[g(f ?) es de
o(j

tipo débil restringido (q,q) para todo ¢ > 1/(1 + B,(;)), aplicando el Teorema 1.2.12 tenemos

o

que la composicién Mﬁ ?) o T7* también es de tipo débil restringido (q,q) para todo ¢ >

alJ

1/(14 B5(;)). Por otro lado, la composicién Mg((ll)> 0.0 Mg(f_lli verifica la desigualdad (1.2.4)

o(j—

del Teorema 1.2.9 donde el exponente del logaritmo en aquella desigualdad es la lo sumo k& — 2

yp=1/1+ B) con 8 = min{SB,(1y, -, Bs(j—1)}- Finalmente, aplicando el Teorema 1.2.9 con

S = D ool
Ba(1) Bo(j—1)
tanto, el resultado deseado para todos los términos que acotan a 7/’5 O

yT = Mg(f)) o T7* tenemos probada la desigualdad (3.2.2) y por lo
o(j

Finalmente, la existencia de la integral singular en el sentido Cesaro en espacios producto

se obtiene en el siguiente resultado.

TEOREMA 3.2.5. Dado = (51, ,8L) con —1 < p; < 0 y supongamos que existen exac-
tamente k numeros B;, con 1 < k < L tales que B, = minB;. Sean K; nicleos de Calderon-
Zygmund definidos sobre R™ x R™ \ A, donde A es la diagonal de R™ x R™ 1 <1i < L, tales
que existen los limites

o € Bi
lim Kz, y') |1 - —— dy', 1<i<IL,
=0t Jec|zi—yi|<1 ( ’xz - yZ|>
en casi todo punto. Entonces existe el limite
It T 5 ()
en casi todo punto para cualquier f € LP(R™) con p > 1/(1+ Bs) y y para toda f € A(1/(1 +
B.), k1) donde i(t) = t(1 + log* t)".

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta que a partir del teorema anterior tenemos las acota-
ciones del operador maximal 7'5* en los espacios correspondientes, el teorema se seguird si

probamos la convergencia de las truncaciones T} 3f en subespacios densos. Comenzaremos
)
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con el caso del espacio LP(R™) con p > 1/(1 4+ B«). Dado que las combinaciones lineales fi-
nitas de funciones de variables separadas con factores en LP(R™) son densas en LP(R"), es

suficiente chequear la existencia del limite de las truncaciones 7. 5f para funciones del tipo
m

flar, - ymn) =Y afr (@) f5(@?) - fi(a"), con fF € LP(R™), 1 < < L. Notemos que si f
k=1
es de esta forma,

T.5f(x) = T.3 (Z e ff(@h) fE(a?) - f’E(:ﬂL)>

k=1

= ch (N @) - )

m

= Z Ck (T61751ff(xl)TQ,@féc(x?) o 'TeLﬁLff(xL))

k=1
Luego, de las hipétesis en los nicleos K; y en la funciones f;, aplicando el Teorema 3.1.1 a cada

bloque tenemos que el

(3.2.3) lm T, 5, fi(«")

€;—01

existe para casi todo ° € R" y p > 1/(1+ ;) coni = 1,---, L. Como 3, < f3; para todo
i=1,---,L entonces 1/(1+ ;) < 1/(1 4 B4). Luego, el limite (3.2.3) existe para casi todo
2' € R% y p > 1/(1 + B:). Esto nos asegura la existencia del limite de T, ¢ cuando € tiende a
cero para casi todo z € R™ y funciones en un subespacio denso de LP con p > 1/(1 + B).

Al igual que hicimos con los promedios de Cesaro en espacios producto, la convergencia para
funciones en el espacio A(1/(1 + B4), pr—1) se sigue del hecho que el espacio LP N A(1/(1 +
Bs), ¢k—1) es un subespacio denso de A(1/(1 + fs), ¢r—1). O






Capitulo 4

Aplicaciones a la Teoria Ergddica

En este capitulo aplicaremos algunos de los resultados y técnicas desarrolladas en los capitu-
los anteriores al contexto de Teoria Ergédica. Concretamente, en la primera parte de este capitu-
lo estudiamos resultados de convergencia puntual y en norma de los promedios de Cesaro ergddi-
cos multiparamétricos. Posteriormente abordaremos el estudio de la Transformada de Hilbert
ergodica doble y, a partir de estos resultados, estudiamos la existencia de la Transformada de

Hilbert ergddica doble en el sentido de Cesaro.

4.1. Promedios de Cesaro Ergddicos

Sea (X, F,v) un espacio de medida o- finito y sea T" un operador lineal definido sobre algiin

LP(v), 1 < p < oo. Los promedios ergddicos asociados al operador T se definen como
1 n
R.f = T*
T

donde T* =T o--- 0T denota la composicién de k veces el operador T

Existen numerosos trabajos en los cuales se estudia la convergencia puntual y en norma LP(v)
de los promedios R, f. Desde el caso més clasico en el que T' viene dado por una transformacién
7 : X — X que conserva la medida (Teoremas de Birkoff y Von Neumann, ver por ejemplo [30]),
hasta casos méas generales como por ejemplo en [32] donde T" es un operador lineal positivo con

inverso positivo en LP(v), 1 < p < oo, tal que
1 n
> T
n+1 P )

Bajo estas condiciones en T' se prueba que los promedios ergddicos R, f convergen en casi todo

sup < 00.

n>0

punto y en la norma de LP(v) para toda f € LP(v).

Una generalizacion de estos promedios son los promedios ergddicos Cesaro—a con 0 < a < 1.

Estos promedios se definen como

naf A%ZAQ 1Tk
k=0
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dondeAg:W,n#OyAazl.
En su tesis, R. Irmisch [26] prob6 que si ap > 1y T : LP(v) — LP(v) es una contraccién

lineal y positiva luego el operador maximal
My f =sup|Rnof|
n>0

estd acotado en LP(v) y los promedios R, of convergen en casi todo punto y en la norma de
LP(v) para toda f € LP(v).

En el caso limite ap = 1, el resultado no es cierto ni siquiera si T estd inducido por una
transformacién ergédica que preserva la medida [12]. En este caso limite, Broise, Deniel y De-
rriennic [9] probaron que si T'f = f o7, donde 7 conserva la medida, el operador M, es de tipo
débil restringido (1/a,1/«) y los promedios Ry, of convergen en casi todo punto para toda f

que pertenece al espacio de Lorentz L(1/a,1)(v).

En [34] y en [7] se generalizan los resultados de Irmisch. Para describir esta generalizacién

daremos algunas definiciones.

Diremos que un operador 7" es un operador de Lamperti sobre LP(v) si T es un operador
lineal y acotado sobre LP(v) tal que T separa soportes, es decir, envia funciones con soportes
disjuntos en funciones del mismo tipo. Dado un operador de Lamperti sobre LP(v), existe un
operador lineal y positivo sobre LP(v), el médulo lineal de T' y al que denotaremos [T, tal que
|Tf| = |T||f|, para toda f € LP(v). Finalmente, con |T'|, denotaremos al operador lineal dado
por |T|of = [|T|(f*)]*/*, para f > 0.

Si T es un operador de Lamperti invertible, luego su inverso 7! y su médulo lineal |T| son

también operadores de Lamperti invertibles (ver [29]).

TEOREMA 4.1.1. [34],[7] Sea (X,F,v) un espacio de medida o- finito, 0 < a < 1, 1/ax <

p < oo y sea T un operador de Lamperti invertible sobre LP(v) tal que
1 n
k
n+1 Z Tl
k=0

Luego, para cualquier f € LP(v), el limite lim R, of existe en casi todo punto y en la norma
n—oo

de LP(v).

sup < 00.

n>0

pa

En [34] se considera T y T~! positivos y por lo tanto |T| = T en la hipétesis del teo-
rema anterior. Los resultados previos para probar el teorema anterior y que seran utilizados

posteriormente estdn reunidos en el siguiente teorema.
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TEOREMA 4.1.2. [34],[7] Dados (X,F,v), o, p y T como en el Teorema 4.2, luego
(i) el operador maximal M, estd acotado en LP(v) y
(ii) el conjunto D = {g+ (h—Th):g,h € LP(v) g=Tg y h es una funcion simple} es

denso en LP(v).

Por otro lado, en [4] los autores generalizan los resultados del caso limite p = 1/« por medio

del siguiente teorema.

TEOREMA 4.1.3. [4] Sea (X,F,v) un espacio de medida o- finito, 0 < o < 1 y sea T un
operador de Lamperti sobre Ll/o‘(y) invertible y tal que

n

1 k
n—l—lZ‘T’O‘

k=0

sup < 00

n>0

1

sup ||T"||oo < 00.
nez

Luego existe el limite lim R, of en casi todo punto, para cualquier f € L(1/a,1)(v).
n—,oo

La demostracién del teorema anterior se basa en el siguiente resultado de acotacién para el

operador maximal M.

TEOREMA 4.1.4. [4] Dados (X,F,v), a y T como en el Teorema 4.1.3, luego el operador

mazximal My, es de tipo débil restringido (1/a,1/), es decir, existe una constante C' > 0 tal que

V(s Maf(x) > A} < —o= £V,

para todo X > 0 y toda f € L(1/a,1)(v).

— 2\

4.2. Promedios de Cesaro miultiples Ergdédicos

En esta seccion se definen y analizan los promedios ergédicos multiples. En el libro de

Dunford y Schwartz [14] se consideran los promedios ergddicos

Rif(x) Z ZT“- T f ()

H] 175 41=0  ix=0
asociados a k operadores lineales T;, i = 1,--- ,k, para n = (ng,--- ,ng). En [14] se prueba
que si los operadores 7T} son contracciones en L'(v) y en L (v) luego, para toda f € LP(v) con
1 < p < o0 los promedios R7 f convergen (cuando ny, - -+ ,n; — oo independientemente) en casi
todo punto y en la norma de LP(v). En el caso limite p = 1, con las mismas hipdtesis en los
T;,i=1,--- ,k que en [14] y suponiendo que todos los T; son positivos, N. Fava demostré en

[17] que los promedios Ry f convergen en casi todo punto para toda funcién f en el espacio de
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Orlicz L¥+1 con @ (t) = t(1 + logt t)*.

En lo que sigue se extienden los resultados de [14] y [17] al caso de promedios ergédicos de

tipo Cesaro multiples.

Dado & = (a1, -+ ,a),con0 < a; < 1,paraj =1,---,kykoperadores lineales 11, - - - , T},

definimos los promedios ergédico Cesaro-a multiples como

1 ni ng k il .
Riaf(x) = Rnjaq 00 Ry o, f(2) = ka0 Z T Z HAnj,_i‘Tll Tk f(w)

@ i
Hj:1 Anj 11=0 ip=0j=1

y el operador maximal asociado

M&f(l’) = sup |Rﬁ,6c (x)|7

>0
donde 7 = (nq,--- ,ng) > 0 significa que n; > 0 para todo 1 < j < k. Claramente se verifica la
siguiente estimacion puntual
(4.2.1) Maf(z) < Mo, 0+ -0 My, f(z),

donde los operadores M, son los operadores maximales correspondientes a los promedios ergédi-

cos Cesaro-«; asociados al operador Tj.

Los principales resultados de esta seccion se encuentran en los siguientes dos teoremas.

TEOREMA 4.2.1. Sea (X,F,v) un espacio de medida o- finito. Sea & = (a1, ,a), 0 <
aj <1, para todoi=1,--- ,k, sea o, = 1I§njl’£1k04j yp>1/a,. SeanTj, 1 < j < k, operadores de
Lamperti invertibles sobre LP(v) que conmutan entre si. Supongamos que para cada j = 1,---  k

- k
| P kz()m'aj » =0
Luego,

(i) el operador Mg es de tipo fuerte (p,p) y
(i1) los promedios Rnaf convergen para casi todo x € X y en la norma LP(v) para toda

f € LP(v), cuando n tiende a infinito.

TEOREMA 4.2.2. Sea (X,F,v) un espacio de medida o- finito y & = (a1, -+ ,ap), 0 < o <
1, =1,k Sea ay, = lrgligk aj y supongamos que el minimo oy se alcanza en k de los
<<

nimeros oij. Sean Tj, 1 < 5 < k, operadores de Lamperti invertibles sobre LY% que conmutan
entre si. Supongamos que para cada j =1,--- ,k

1 & .
S _ E T:|%
up n 1 P | J ’aj

n>0

< 00
1
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Y

sup ||7}"[|oo < 00.
nez

Luego,
(i) el operador Mg verifica la siguiente desigualdad
) 1/
o € X5 Maf(@) > ) < (Cora1/) [ ot tas)
0
donde ¢ (t) = t(1 +logt t)* y
(i1) los promedios Rpaf convergen para casi todo x € X y para toda f € A(1/ow, pr—1),

cuando n tiende a infinito.

Como herramienta para demostrar estos resultados utilizaremos las siguientes proposiciones,
la primera de ellas probada en [33] y la segunda citada en [7] como consecuencia directa de un

resultado probado en [39].

PROPOSICION 4.2.3. [33] Sea (X,F,v) un espacio de medida o- finito y T un operador

invertible tal que T y T~ son lineales y positivos sobre LP(v), 1 < p < 00, y
1 n
> T
n+1 prd )

luego, para cualquier r con 1 < r < oo el operador Q1 definido por
1/r

sup
n>0

< 00

oo

Qrrf = [Z(Ik! + 17T

k=0

estd acotado en LP(v) con constante independiente de r.

PROPOSICION 4.2.4. [39],[7] Sea (X,F,v) un espacio de medida o- finito y T un operador
invertible de Lamperti sobre LP(v), 1 < p < 0o, tal que su mddulo lineal |T| satisface

1 n
Tk
2 e

n>0

< Q.
p

Luego, para cualquier f € LP(v),

1
(i) lim —T"f =0 en casi todo punto de X y en la norma de LP(v) y

n—oo N

oo
1
(i1) Z ﬁ|ka| < 00 en casi todo punto de X.
k=1

Asimismo utilizaremos las siguientes propiedades de los nimeros de Cesaro AS con a > —1

(ver por ejemplo [45]):

(C1) Los nimeros A% son positivos, crecientes (como funcién de n) para o > 0 y decrecientes

(como funcién de n) para —1 < a < 0.
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(C2) Ay — A 1—*14

(C3) Existen constantes positivas C7 y C5 dependientes solo de « tales que, para todo n > 0

para todo n > 1.

n—1»

Ci(n+1)* < A% < Cy(n +1)*,

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.2.1. (i) Sea p > 1/a,. Como los operadores T; satisfacen las
hipétesis del Teorema 4.1.2 con o = aj y p > 1/, > 1/, tenemos que cada M, esta acotado
en LP(v). Por lo tanto, a partir de la desigualdad (4.2.1) se tiene que el operador Mg esta aco-
tado en LP(v).

Para obtener la convergencia puntual de los promedios Ry g estudiamos la convergencia de
los mismos en un subespacio denso de LP(v). Teniendo en cuenta el Teorema 4.1.2 (ii) y las

hipétesis en los operadores T}, se sabe que los conjuntos
D;j={g+ (h—Tjh):g,h € LP, g =Tjg, h simple}
son densos en LP(v) para todo j =1,--- k.

Siguiendo las ideas de [14] probaremos la convergencia de los promedios R 5 f para toda f € Dy,

por induccién en el nimero de operadores. Si k = 1 el resultado estd probado en [7]. Ahora

supongamos que el resultado es vélido para k — 1 operadores 15, - - - , Tk, es decir, para cualquier
f € D existe el limite de Ry, o, 0 - -0 Rp, o, f(z) para casi todo z € X cuando ng, - -+ ,ng — 0.
Por simplicidad de notacién sea S = Ry, o, 00 Rpyap ¥y S* = My, © -+ 0 My,. Debemos

probar que existe el limite lim So Ry, o, f(z) para casi todo € X y para cualquier f € D;.
n—o0

Sea g € LP tal que T1g = g, luego

Rﬁ,@g(z) = Rnk7ak ©---0 Rng,azg(x) = Sg(x)

y usando la hipdtesis inductiva resulta que Rj ag(x) converge para casi todo z € X cuando
n — o0o. Resta probar que Rja(h — T1h)(z), con h simple, converge para casi todo z € X
cuando 7 — oo. Notemos que sera suficiente estudiar la convergencia de Ry a(xa — T1x4a)(x)
con A un subconjunto medible de X con v(A) < co. Al igual que en [7] p.395, reagrupando los

términos y utilizando las propiedades de los niimeros A{ resulta que

Rnl,al (XA - TlXA)(:E)

ni a1—1

_ n1—1 (TliXA< ) Tz+1 ( ))

a;—1 a1 1 A 1 ni ar—1
_ ] . T n1 7 T ny—1u Tl+1
AT xa(x) A%} ixalz) + Z o Ixalz) — ; A xa(z)

Aa1 1 Aalfl A 1 n1+1 Aa1+% '
n 7 n 7
= Aal xa(@) — —arTixalz +Z o Tixa(x) — — o Lixa(z)
ni n1 n1

= =2
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At 1 +1 RS 1 1 ;
n al— al—
= i) = e T ) e 3 (AN - AN Tha@)
1 1 1 i=1
-1

ap T ya(z)  1T—ae~ ApZ; :

_ = > T
TR VT TP P TE A

Como los operadores Tj son lineales y conmutan entre si, tenemos que

Raa(xa —Tixa)(x) = SoRn a(xa—Tixa)(z)
o T (Sxa)(2)
= S _
ar A A7
1-— (65) s ali‘l
m TZ — Aﬁ - Bﬁ n .
P D oS0 = An(e) = Balo) + Cale)
Dado que

[S(HI < S°(f) S (MS) < Moy 0+ 0 My,

se tiene que los operadores Sy S* estédn acotados en LP(v). Luego es claro que lim Ag(z) =0
n—oo

para casi todo = € X.

C

1
Y < o E 1) y la notacién T f = (T(f*))"/, para f > 0 se

Por otro lado, utilizando que

obtiene que

«aq

Ty ™ (| Sxal) (2) <C Ty [+ (S a) Vo (2)

Ba(z)| <
[Ba(z)] < € (ng + 1) - ni+1

Por hipétesis, el operador |1, tiene los promedios uniformemente acotados en LP®! (v), luego

por la Proposicion 4.2.4 tenemos que, para cualquier f € LPY

1
Tl ™ f o
ny+1 ’

cuando n; — oo. Ahora bien, como S*y4 € LP(v) y de aqui, (S*x4)/* € LPY (1), tenemos
que By (z) — 0 cuando 72 — oo para casi todo = € X.

Finalmente resta analizar el término Cy(z). Como en [7] se definen los conjuntos Ny = {i: 1 <
i< B}y No={i: % <i<ni}. Luego,

a1—1

1—o An —i i/ Qx
G =t 3 (S ()
m 1€EN1 !

a;—1

11— Ani ;
T (S* =1+11I.
HE S I f(sa(e) = T+
1 1€ENo

Para estimar I sea r tal que 1 < r < oo. Por la desigualdad de Holder se tiene,
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i ooty :
; - - 3 %(iju 1)~HT|(S*xa(x))

A%} i, ni+1—1
/ ]./’I"l 1/,’,
(i+ 1A\’ > .
< C i + 1) 7" (| T (S " .
< ofx (A% U S+ 1 TS )
€Ny =0
Dado que para p > 1/, > 1/
LoShmid] < || S gmp Y )
ny + 14 T o mi+ 14
=0 P i= pou
1 ni al
< T 7 1/
< |l Xm0
=0 pat

Luego, de la hipdtesis en 17 tenemos que
N
T 1
—— ;;' 1

Ademas, como S*xa(z) € LP(v), por la Proposicién 4.2.3 resulta que el segundo término en la

sup < 0.

ni1>0

P
acotacion de I tiene norma LP(v) finita y por lo tanto es finito en casi todo punto.

Por otro lado,
1/r'

(i+1am! \" i
< .
> (A%}(mﬂ—i) < COm

1€EN,

En efecto, dado que i € Ny, utilizando la propiedad (C3) de los niimeros de Cesaro se tiene la

siguiente estimacion

(+1AMZL (4 1) (g +1—d)a!

C
< .
Apt(ni +1—14) —

< =
(n1 —i—l)al(nl —I—l—i) -

Por lo tanto,

1/r 1/r

. _ T‘/ ’ 1/7‘/
(i + I)Azi_il 1\" 1 —1/r
< —_ < = .
Z (A%i(nl—kl—i) =C Z <n1> =C nt 1 Cny

-
i€ENy i€EN] 1

Tomando limite cuando 7 tiende a infinito se obtiene que I — 0.

Para analizar I se procede de la siguiente manera utilizando las propiedades de los niimeros
de Cesaro y la notacién T, = (T'f*)Y/*, para f > 0,

1 — X Aal_'l
I = B TS
AT > w1 S xal@)

i€ N2
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Al '
< C ni—i T (5"
< iezj;Q i+ 1)+ 1)a1| 1" (S*xa(x))
AOqfl . .
< G Bl S xa)
n1—1 A1~ 1
n1—i 10 Q*
+C Z (ni+1—19)(i1 + 1) ’TI, (S XA($)>
ﬂ
2
(1713 < Xa(@) o)™
= ’l’Ll _|_ 1)051
( ))1/‘11) 1 nlzl Oti_.l
N Imel v
nlEN’L> Z1"‘1 eyt ny+1—1

2

Como en el caso de By (x) se tiene que II1] tiende a cero cuando 7 — oo. Por otro lado,

nyp—1 ap—1 ny—1 ( )

ny— C 1 a1 —2 < C a1 —2 <
nz ni+1—17~ nz (n1 + 1) ;j oC
[ [ :

Luego, aplicando nuevamente la Proposicién 4.2.4 (i) al operador |T}|s, se obtiene que IV — 0
cuando 1 — 0.
Finalmente, usando el Principio de Banach (ver por ejemplo [1], pdg. 237) y el Teorema de la

Convergencia Dominada tenemos probado el teorema. [J

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.2.2. (i) De las hipétesis en los operadores T; tenemos que
cada operador M, es de tipo débil restringido (1/ay,1/a;) y de tipo fuerte (oo, o0). Luego, de
los resultados del Capitulo 1 y la desigualdad puntual (4.2.1) obtenemos la acotacién (i) para

el operador M.

(#7) En la prueba del Teorema 4.1.3 (pdg.235) en [4] se prueba que por ser un operador de Lam-
perti, todo operador T' que verifica las hipétesis del Teorema 4.1.4 también satisface las hipdtesis
del Teorema . Luego, aplicando este hecho a cada operador T} tenemos que los operadores que es-
tamos considerando estan en las condiciones del Teorema 4.2.1. Sea D = LP(v) NA(1/ o, 0i—1),
con p > 1/a,. Claramente D es denso en A(1/au, ¢k—1). Este hecho, unido al Teorema 4.2.1,
permite obtener la convergencia de los promedios Ry 4 f para casi todo € X y para toda

f € D,y asi lograr el resultado deseado. [
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4.3. Transformada de Hilbert Ergddica en el sentido Cesaro

Sea (X, F,v) un espacio de medida o- finito y sea T un operador lineal invertible, la Trans-
formada de Hilbert ergédica se define como

Tf—T7%f
=5)

n—oo

n
Hf = lim (
=1

Usando la notacién
" (Tkf—Tkf Tk f
Huof =) <k> =2 5
k=1 1<|k|<n

el siguiente resultado es debido a R. Sato [37].

TEOREMA 4.3.1. [37] Sea T un operador invertible positivo sobre LP(v), 1 < p < oo tal que
sup{||T"|[p : —00 < n < oo} = M < co. Entonces,
(i) el operador mazimal, H* f(x) = sup |Hp 0 f(x)| es acotado en LP(v).
n>1

(i) la transformada de Hilbert ergédica lim Hy,of(x) existe para casi todo x € X y en la
n—oo

norma de LP(v).

Posteriormente, R. Sato probé en [38] que el resultado anterior se puede generalizar para T

un operador de Lamperti.

La Transformada de Hilbert ergédica en el sentido Cesaro—f con —1 < 8 < 0 se define
como
Hf = lim Hysf

cuando el limite exista, donde

n+1 k —k k
1 5 Tk Tk 1 5 T* f
Hopf = -5 Anii <k> =5 2 Auaw o

k=1 ™ 1< |k|<n+l

(B+1)-(B+n)

o y Ag = 1. Observar que esto significa existencia del limite de

recordando que Al =

los promedios Hy, of en el sentido Cesaro-£3.

En [7], se define la Transformada de Hilbert ergddica en el sentido Cesaro-f y obtienen

condiciones que aseguran la existencia como lo dice el siguiente resultado.

TEOREMA 4.3.2. [7] Sea (X,F,v) un espacio de medida o- finito, —1 < 3 <0, 1/(1+ ) <
p < oo y T un operador invertible de Lamperti sobre LP(v) tal que

n

1 k
1 > Tl s
2

=—n

(4.3.1) sup < o0.

n>0

p(1+8)
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Entonces, para toda f € LP(v) existe
lfm H 5f

n—oo

en casi todo punto y en la norma de LP(v).

4.4. Transformada de Hilbert doble Ergdédica

Dados 17,715 dos operadores lineales invertibles que conmutan entre si, definimos la Trans-

formada de Hilbert ergédica doble como

Hf(x) = lim Hyf(z),

n—o0

donde Hj; son las truncaciones definidas como

k1 ko z
Hyf(x) = Hyp, o Hp, f(x) = Z Z M,

k1ko
1<)k [<ng 1< k2| <n2

y donde 1 — oo significa que n1,ne — oo independientemente.

Hasta donde sabemos este operador no fue estudiado previamente. Dado que los resultados
de existencia del limite en este caso se derivaran de los resultados correspondientes al caso més
general donde el limite se considera en el sentido de Cesaro, en esta seccién se plantea sélo el
estudio del operador maximal H* definido como

H*f(x) = sup |Hxf(z)l,
ni,me>1
dado que resulta una herramienta necesaria para el estudio del operador maximal en el contexto

de Cesaro. Concretamente probaremos el siguiente teorema.

TEOREMA 4.4.1. Sea (X,F,v) un espacio de medida o- finito y sean Ti, Ty operadores
positivos invertibles sobre LP(v), 1 < p < oo, que conmutan entre si y tales que sup{||T}||, :

n € Z} = M < co. Entonces, existe C > 0 tal que

[rpa<c [ .
X X
para toda f € LP(v).

Para la prueba de este teorema es necesario hacer uso de algunos operadores que se definen

a continuacién y resultados relacionados con ellos.

Sea a : Z?> — R, el operador

Z a(iy + j1,12 + j2)
J1J2

h*a(iy,i2) =  sup

N1>0,N5>0 X X
120220 1 <]t <Ny 1<) | <No
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es el operador maximal asociado a las truncaciones de la transformada de Hilbert doble discreta.

En el caso continuo, dicho operador se define como

1,Y2
/ / f(y1,92) dys din |
61<|$1—y1|<M1 €2<‘Z2—y2|<M2 (xl - yl)(x2 - yQ)

H* f(x1,22) = sup
€1,62>0,M1,Mo<oo

Usando la notacién de la seccion 2 del Capitulo 1, se denotara a los respectivos operadores

maximales actuando sélo en una de las variables como

Wa(is,ig) = sup | Y GEFIIE) e | Y Glini i)

N ; 1 N ; 2
120 |1<jjem J 22011 o<, J
y, para i = 1,2
v f(y1,2)
HY f(x1,22) =  sup / = dy
€i>0’Mi<OO €z<‘$z_yz‘<Mz Ty — y’L

Denotaremos con M al operador maximal de Hardy-Littlewood y con m al operador maximal

de Hardy-Littlewood actuando sobre los enteros (discreto), es decir

ma(iy,iz) = sup Z Z a(iy + j1,192 + j2)|-
N1, No>0 (2N + 1) (2N2 +1) |31|<N1 A=

Al igual que se hizo para el operador maximal h* y H*, utilizaremos M® y m‘, i = 1,2, para

denotar a los operadores maximales M y m cuando actian sélo sobre una de las variables.

La siguiente estimacién puntual permitird obtener la acotacién del operador maximal de la
transformada de Hilbert doble en los enteros, esto nos permitira, via un argumento de transfe-

rencia, probar el Teorema 4.4.1.

TEOREMA 4.4.2. Sea (X,F,v) un espacio de medida o- finito. Dado (i1,i2) € Z2, sea Jp =
(i —1/4,i, + 1/4), para k = 1,2. Entonces
h*a(il, ’iQ) <C [Ml o H*’Zf(xl, .1‘2) -+ m?o h*’la(z‘l, iz) + H*f(xl, .1‘2)] ,
para todo (x1,x2) € J1 X Ja, donde f(x1,x2) = a(i1,i2) cuando (x1,x2) € J1 X Jo y f(z1,22) =0

en el resto.

DEMOSTRACION. Sea {a(i,])}(; j)ez2 una sucesién de funciones de Z? en R y sea (i1, i) € Z*.

Consideremos una truncacion de la transformada de Hilbert discreta doble fija

o a(ty 4 J1, %2 + J2
h, wpalinig) = ) > ( — ),

5 - J1J2
1<]711<Ny 1< 52| <N

veamos que estd acotada por la suma de operadores que establece el teorema con constante
independiente de N7 y Ny. La prueba es una adaptacion a este contexto del resultado corres-

pondiente al caso de la transformada de Hilbert en los enteros usual (ver [35]).
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Como f(y1,y2) = alir + ji,i2 +j2) si (y1,92) € (i1 + 51 — 1/4, i1 +j1 +1/4) X (ig + j2 — 1 /4,02 +
jo + 1/4), si en cada intervalo J = (i — 1/4,ix + 1/4), k = 1,2, consideramos €; = ea = 1/2,
My = Ny +1/2, My = Ny +1/2 y (x1,22) € J1 X Ja se tiene que la truncacién continua se

puede escribir como

1,Y2
/ / f(y1,92) dys dis
e1<|z1—y1|<M; €2<‘$2—y2‘<M2 (xl - yl)(x2 - y2)

iti+l/4 piatie+1/4 i1+ j1,%2 + jo
D YD | / ( Ly, dyy
1<[j1|<N1 1<]ja] <Na i14j1—1/4 Jigtjo—1/4 (1 —y1) (w2 — y2)

La igualdad de verifica ya que f tiene soporte sélo en los cuadrados (i1 — 1/4,41 + 1/4) x (ig —
1/4,i5 + 1/4).

A continuacién estimaremos la diferencia entre las truncaciones continuas y discretas. A partir de
laigualdad (4.4.1), considerando a I1 = (i1+j1—1/4,i1+j1+1/4) e Iy = (ia+j2—1/4,i2+j2+1/4)

se tiene

) 1 1,1
/ / fy1,92) dyo dyy — —hn, nyal(it, i)
e <|zi—y1|<Mi Jea<|za—y2|<Ma2 (xl N y1)($2 B y2) !

1 1
4.4.2 = a(iy + j1,12 + //{ — —— | dys dy;.
(4.4.2) Z Z 1+ J1, 02 + J2 T e =) s Yo dyi

1<]51 <N 1<]52|<N2

Estimemos las integrales con la resta de los nicleos de la siguiente manera,

1 1
/ / |: e :| dy2 dy1
nJn L@ —y) (2 —y2)  jije
1 1 1
= - + dys dy
/11 /12 [(9«“1 —y1)(ra —y2)  Ji(z2—y2)  Ji(w2 —y2) J1jz] 2T
1 1 1
- // [ ] dyzdy1+// [ ] dyz dyy
L JI, T2 — Y2 |1 — U1 .71 I J1 Lx2 — yo J2
d 1 1 d 1 1
I, £2 — Y2 L \Z1— Y1 N n n I, \T2 — Y2 32

Reemplazando la igualdad anterior en la igualdad (4.4.2) se tiene

’ 1 /1,0
/ / J(y1,92) dy2 dyn — —hn, nyal(in,iz)
e1<|z1—y1|<Mi Jea<|ma—yo|<Mo (xl - yl)(xQ - y2) 4

Z Z alia +J1, iz + 2) </11 <$1 i Y1 a 111> dyl) (/12 $2d22y2>

1<|71|<N1 1< 72| < N2

1 1 1
+ Z Z a(iy + 1,2 +J2)2j1 (/I <$2—y2 j2> dy2>
2

1<|711€N1 1< 52| <N
= I+1I.

IN
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Sea k = 1,2 notemos que como iy + jp — 1/4 < yp < ip+jp+1/4y i —1/4 < xp <ix+1/4
entonces multiplicando por (—1) la desigualdad que involucra a zj, y luego sumando miembro
a miembro ambas desigualdades resulta que ji — 1/2 < yr — xx < jr + 1/2 con lo cual se tiene

que

(4.4.3) (e — i) — Jl < 1/2.
Ademas, dado que |ji| > 1, k = 1,2 resulta que

15%]
9

En efecto, la primer desigualdad se obtiene del hecho que

(4.4.4) <oy, — yi| < 2[-

Jkl = 17k — Tk — Yk Tk — Yk Tk — Yk o TPk — Yk
il < L (o w)| ok — ol < 1/2 4 g — ol < 2 oy — g

mientras que la segunda desigualdad se tiene ya que
lye — x| < [(zr — yr) — Jkl + Lkl <1/2+ |5k < 3/2[5k] < 2|5kl

Para acotar I veamos primero que para y; € I1 vy x1 € J;
1 1 1
<

ST (@ -y

(4.45) (1 —y1) 5

En efecto, a partir de las desigualdades (4.4.3) y (4.4.4) con k = 1, se tiene que

1 1 1 1

2 < _ < .
r1—y1 N 2z —yilln] — (21 —y1)?

_ ’(yl —x1) = J1
(y1 — z1)5

A partir de la estimacion (4.4.5) se tiene que,

=y ¥ (+3+])(/(iy]1) dy></ydi/)

1<]j1 <N 1<]52|<N2

1 a(ty + 1,92 + 7
_ /< )/ (i1 + J1, 12 + j2) dya dyy
L \T1— U1 ]1 I Y2 — T2

1<|J1\<N1 1<]52< N2

1, Y2
- > /(x _ ) fy_‘i dya dy
I 1= ,71 1<|j2] <Ns I, Y2 2

1<]51|<M
1 1 1,42

- / _1 / Foew) 4 g,

1<j1|< Ny L 171 — Y1 J e2<|xa—y2|<M> Y2 — T2
< / — — — | " f(y1, 22) din

1<|j1l<M: LIT1—Y1 1

1 *,2

< ———H" f(y1,22) dyn

61<|;E1—y1|<M1 (.’,1;'1 - yl)

o0

H*Qf(ylv 332)

/ 2 dyl
2key <]z —y1 |<2k+1 My (.’L’l - yl)

k=0
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[e.o]

1 / 9
< — H5 f(y1, x2) dyr
kZ:O <2k61)2 |x1—y1|<2k+151
. 1 1 *,2
< Z%M o H™ f(.’El,.’EQ)
k=0

= COM' o H*?f(x1,z2).

Para acotar II notemos primero que para x2 € Jo y y2 € Io,

1 1 1
— —| dy2 < -3
I |Y2 — 22 J2 J2

En efecto, considerando k = 2 en las desigualdades (4.4.3) y (4.4.4) se tiene que

1 1 1 1

J2 — (y2 — 2)
- — < <.
Yo — T2 Jo 2y — z2||jo|  J3

(y2 — 2)J2

Luego,

1 1 1
S ali s mﬁ(b )

1<)51|< Ny 1<]ja] < No

1 1 a(i1 + j1,%2 + J2
< Y ([|atg g m)| ¥ aieatn)
1<|jal<N, 2 1T2 7 Y202 1<]51] <Ny N

1 1 P
< / 5 dy2h’1a(21,12+32)
1<jal<Np /T2 172 7 92 )2
*71 . . .
< h a(z1.,222+]2)
1<|j2|<N2 J2
B [e%) h*’la(il,z’2+j2)
Sy oy M
k=0 2k <|jp| <2k+1 2
=1 1
< D or g 2o halinia+ )
k=0 |ja|<2k+1
=1
< Zz—k(mQOh*’la(il,ig))
k=0

= Om?o h*’la(il, i2).
Entonces,

S (Y1, 92 1 o
/ / ( ) dyz dy1 — Zth,Nza(Zla i2)
e1<|z1—y1|<Mi Jea<|za—y2|<Ma2 ('Il - yl)(l'Q - y2)

S C (Ml o 7—[*’2f(1'1, 1‘2) + m2 e} h*’la(il, 12)) .

Por lo tanto,

‘hN17N2a(Z‘17Z.2)| < C(NI1 @) H*’2f(x1, ZQ) + m2 @) h*’la(il,ig))
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/ / f(y1,y2) dys dys
61<‘£L‘1—y1|<M1 62<|J:2—y2|<M2 (.’131 - yl)(.f(}Q - y2)

C (Ml o 7‘[*’2f(1‘1, 1‘2) + m?o h*’la(il, 7:2) + ’H*f(:c1, CL‘Q)) .

+C

IN

Finalmente, tomando supremo sobre Ni, No > 0 obtenemos la desigualdad deseada. [

Esta desigualdad puntual permite concluir el siguiente resultado.

TEOREMA 4.4.3. FEl operador mazimal h* es de tipo fuerte (p,p) con 1 < p < oo, es decir,

existe una constante C > 0 tal que
[[h*al|;p(z2y < Cllallpz2)-

DEMOSTRACION. Por el Teorema 4.4.2 resulta que

o o o (o]
ST bratini)lP < C Y. ) fmPoh™la(iy, i)l

11=—00 12=—00 11=—00 12=—00

+C Z Z / /,2(M1oH*72f($1’$2)+H*f($173«"2))p dxy dx;

11 =—00 ig=—00

donde Jy = (i1 — 1/4,i1 + 1/4) e Jo = (ia — 1/4,i2 + 1/4). Es conocido que tanto el operador
maximal de Hardy-Littlewood, como el operador maximal asociado a las truncaciones de la
Transformada de Hilbert, ambos en sus versiones continuas y discretas son operadores de tipo
fuerte (p,p), para 1 < p < oco. También se sabe que las versiones de estos operadores corres-
pondientes a tomar una funcién de dos variables (reales o enteras) y hacer actuar cualquiera de
estos operadores en solo una de esas variables, también resultan ser operadores de tipo fuerte
(p,p), para 1 < p < oo. Usando ademas que f(z1,z2) = a(i1,i2) cuando (x1,x2) € J1 X Jo y

f(z1,22) = 0 en el resto se tiene,

Y. > Wa(ii)lP < Cllm® oh™allf, ;) +C /R Mo 2 f (@) da + C /R [ f@)l" do

11=—00 19=—00

= Ollalll ey + Ol gz) < Cllalfzay:

donde la ultima desigualdad se verifica pues

Mpiaey = [ [ 1#Gr o)l doydes = 30 37 Jlalin,ia)l? = 7l sy

11E€EL12€EL

La acotacion del operador maximal de la Trasformada de Hilbert discreta y el clasico método
de transferencia permitird obtener el correspondiente resultado de acotacion para el operador

maximal asociado a la transformada de Hilbert ergédica doble.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.4.1. Sea L = (L1, L) con Li, Ly enteros y Li, Ly > 1

definimos el operador maximal truncado H} como

T3 f ()
J1J2

Hpf(x) = Hp, p,f(z) = sup > >

LSNiSLid=12 |y <151 1<Ny 1<[j2|<Na

Dado que los operadores 17 y 1> son positivos y conmutan entre resulta que
H (T' Ty f(x)) < T7' T3* (Hj f (@)).
Si reemplazamos f por TfilTQ_iQf se tiene que
Hj f(x) < T{' T2 (HE (T Ty f (%))

Luego, de la hipdtesis de acotacion para los operadores 17 y 15, se tiene

My Ms

1 S ) .
HifPdv < / TPT3?(HF (T Ty 2 )P dv
Jliras < g 323 [ T )
C My M2
4.4.6 < HE (T T 2 )P dv.
(1.46) < s 2 0 J, T

Por otro lado, sea x = (x1,x2) fijo, f.(i,7) = TliTij(a:) yR=[-L—M,L] x[-L— M, L].
Luego,

Hi (T Ty f) (@)

C o | Yy HEETEE

1<N;<Lyi=1,2 Jije

1<|51|< N1 1< 72| < N2

Tj1—i1Tj2—i2
S D DD DR s

LSNisLid=L12 1y |5/1< Ny 1<]5|<Ns J172

fz(J1 — i1, 72 —i2 L
< sup Z Z = ’ )XR(Jl — i1, J2 — i2)

1<N;<L;,i=1,2 1<|j1]<N1 1<] 2| <Na J1J2
< h*(foR)(_ila _i2)-

Reemplazando la desigualdad de arriba en (4.4.6) y el usando el hecho que h* es de tipo fuerte
(p,p), resulta

My M

* P C * —i1—1i2 p
Jtis@rar < g=m S S [T TR @) )

11=0122=0
My My

]\410]\42 Z Z /X [b*(faxr)(—i1, —i2)|P dv(x)

11=012=0

N

IN

IN

MlCM?/X Z Z |h*(faxr)(—i1, —i2)|P dv(x)

11=—00 19=—00
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< i S o))l dv(a)

i1=—00 ig=—00

- LYY mera

i1=—L—My io=—L—DM>

C(M; + 2L + 1)(M; + 2L + 1)
T L[ s a

Tomando limite cuando (M7, My) — (00, 00) resulta
[t s@p ) <€ [ 15@p avo)

Finalmente, aplicando el Teorema de la Convergencia Monotona se obtiene el resultado deseado.
O

<

4.5. Transformada de Hilbert doble Ergddica en el sentido Cesaro

Sean 17 y T, operadores lineales e invertibles que conmutan entre si y dados —1 < 81, 82 < 0

se define la transformada de Hilbert ergédica doble en el sentido Cesaro como

Hpf(x) = lim H5f(x)

donde H 3 son las truncaciones definidas como

1 TF o TH f(2)
Hy5f(@) = Hyygy o Hup o f(2) = —5—— > > HA51+1 T R

Bi kqk
H 1 An 1< k1| <ni+11<|kg|<np+1i=1 1h2

Para enunciar el siguiente lema, que nos permitird obtener la acotacién del operador maxi-

mal ergddico HE = sup |Hj |, utilizaremos la siguiente notacién: Mi s g serd el operador
ni,n2>1

maximal ergédico Cesaro-(1 + ) asociado al operador S, es decir,

Miyp,5f () = sup MZ AL Sk f(

Ademds H§ denotara el operador maximal de la transformada de Hilbert ergédica asociada al
operador S, mientras que Hg es el operador maximal de la transformada de Hilbert ergédica

doble asociada a los operadores 17 y T5.

LEMA 4.5.1. Dado B = (B1,582) con —1 < 1,82 < 0, sean Ty y Tp operadores lineales
positivos invertibles con inversos positivos sobre LP que conmutan entre si, existe una constante

C tal que

Hif(x) < C[Miyg,m o Mips,n|fIf(@) + Mt m o 1401y | 1)
+M1+,81,Tf1 © M1+52,T2‘f|($) + M1+51,Tf1 ° M1+52, ‘f|( )
+Hg f(x) + Myyp, 1, © Hyy f(2) + My g, o1 0 Hr, f(2)
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+Miyp,y o Hy, f(2) + M1+517T171 © H’ilk“zf(x)]

DEMOSTRACION. Para el caso de un tinico operador T, en [7] escriben a la truncacién asociada
a la transformada de Hilbert en el sentido Cesaro-§ de la siguiente manera: si Ny = {k € N :
1<k<n/2}yNo={keN:n/2<k<n+1},

k
Hiﬁf(x) = jﬂ Z AnglfkT i(@
" 1<|k|<n+1
1 s TFf(x) — T7* f(x)
- AEL;AQH—k( k >
A TFf(x) — T~ f () TFf(x) — T~ f ()
:Z(;lrékl)( a:k x)JrZ a:k x
keN, n keN;
k ok
n Z An;;é—k (T f(x) kT f(@)
keNo n

= Ay f(z) + By f(z) + O f(2).

Claramente, BY f(x) = Hpy 91,7 f (). Por otro lado, en [7] los autores prueban que

(4.5.1) A% f (@) < C [Myr (1) () + Mgy (| f)(2)]

donde |T'| es el médulo lineal de T'y

(4.5.2) |G f(@)] < C [Myyp (1) (@) + Miyg - (1) ()]

Notemos que separando de la misma forma las sumas en Hj ;, utilizando conjuntos del tipo Ny

y Ny y dado que los operadores 17 y T conmutan entre si, tenemos que

Hysf(e) = Hyls oH?2 f(x)

= HD (AR f(2) + B f(z) + O f(2))
= Al o A f(2) + ATV o B2 f(2) + AT 0 CL2 f(2)
+An2 0 By

+Ch o AT

f(z)+ B o B2 f(x) + CI2 0 B! (=)
fl@)+CloBl+Cl o C2 f(x).
Claramente
Byt o B2 f(x) = Hyy, joy.1y © Hipy 21,1 f (2) < H3 f(2).
Por otro lado, aplicando la estimacién (4.5.1) y dado que los operadores son positivos, se tiene

que

| At 0 A2 f(2)]

IN

ClMr, (|An, f|(2)) + Mp-1(|An, f|(2))]
C[MT1 © MTQ(’f’)(:C) + MTl © MTgl(‘.ﬂ)(‘r)
FMyr o May(1£1)(2) + Mys 0 Mys (1£1) (@),

IN
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Como Ms(|f]) < CMi45,5(|f|) para cualquier —1 < 8 < 0 (ver [7]) tenemos acotado el valor
absoluto del sumando A% o A% f(x) por la suma de los cuatro términos del tipo M4, 5, ©
My, 5, 5,(|f])(2) considerando todos las posibilidades de S; = T;, T, !, i = 1,2. Andlogamente,
los términos At o CT2 f(x), CI o A2 f(z) y CI1 o G2 f(2) resultan acotados por la misma suma
de operadores. Finalmente,

[An 0 Bz F@) = AL (Hiny 21,1, 6) ()]
C (Mr, 0 Hi, f(w) + M1 0 Hi, f(2))

< C(Migyr, o Hiyf(2) + M,y g gt 0 Hi, f(2)

y de forma similar se acotan los términos C! o B2 f(z), A2 o BI' f(z) y CI2 o Bl f(z). O

IN

Como una consecuencia de este tltimo resultado tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 4.5.2. Dado = (B1,B2) con —1 < B1,82 < 0, 1/(1 + B) < p < oo donde
B« = min{p1, B2} y sean T1,T> operadores lineales positivos invertibles con inversos positivos
sobre LP que conmutan entre si y tales que sup{||T}*||, : n € Z} = M < oo, i = 1,2. Luego,

existe una constante C tal que

Jmsrav<c [ e a
X X
para toda f € LP(v).

DEMOSTRACION. Es ficil ver que la hipétesis de acotacién uniforme de las normas en LP para
las potencias de los operadores 77, T» y sus inversos, implica la hipdtesis en el Teorema 4.2.1

para cada T; y sus inversos con «; = 1 + ;. En efecto, por ejemplo para T} tenemos que

1

n
. 1
> Tl
1=0

< — Y THAMO) 1/ TP < MO £,
=0

T n+1“4

p(1+p1)
Luego, los operadores Mg, 1, ¥ M, g r-1,1=12, estan acotados en LP(v) para p > 1/p,.
Por otro lado, el Teorema 4.3.1 dice que los operadores Hy, y Hrp, estdn acotados en LP(v).
Finalmente, el Teorema 4.4.1 provee la acotacién de Hj. Por lo tanto, como consecuencia de

estas observaciones y del Lema 4.5.1 se obtiene el resultado deseado. [

El siguiente resultado nos da un espacio de funciones para el cual existe la Transformada
de Hilbert ergédica doble en el sentido de Cesaro y como caso particular (caso f; = f2 = 0)

obtenemos la existencia de la Transformada de Hilbert ergddica doble.

TEOREMA 4.5.3. Sea (X,F,v) un espacio de medida o- finito, 8 = (51,52), —1 < p1,82 <0
yp>1/(1+Bs), donde B, = min{S1, B2}. Sean T y To operadores lineales positivos invertibles
con inversos positivos sobre LP que conmutan entre sty tales que sup{||T}*||, : n € Z} = M < 0.

Entonces, el limite
Hzf(w) = lim H, 5f(2)

n—o00
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existe en casi todo punto y en la norma de LP(v), para toda f € LP(v).

DEMOSTRACION. Para probar este resultado es suficiente demostrar la acotacién en LP(v) para
p > 1/(1+ p,) del operador maximal HE y la convergencia en un subconjunto denso de LP(v).
Teniendo en cuenta lo probado en el Teorema 4.5.2, resta ver la convergencia de las truncaciones

H; 5f en un conjunto denso de LP(v). El conjunto denso a utilizar serd
Dy ={g+ (h—Tih): g,h € L?, g = T1g, h simple}.

Para g tal que g = Tig, es claro que H; zg(z) = 0, pues Hy, ,g(z) = 0. Por otra parte sea h
simple luego h € LP N L*, como los operadores 17 y 15 conmutan, tenemos que
Hﬁ,B(h —Tih)(x) = Hnyp, © Hyy g (h —T1h)(2)
= Hnlﬁl (Hn2,52h(x) - TlHn2,52h(x))
k
1 Z B1 Tll(an,ﬁzh — TlHnQ,ﬁzh)(x)

B1 n1+1—|k1| k
Any <21 !

1 ni+1 A’Bl

n —k
B AP Z 1;{:’_11 ' [lel (Hn2752h(x) _Tle,ﬁzh(m))

n1 k=1

—k
-1 1<Hn2,/52h($> - TlHnQﬁQh(x))]
1 (s 61+1 k k k141
= O N () + T o ()
n1 k=1
ni+1 461

Z nllzlikl (lelJrlHnQ,,Bzh(x) + Tfkl an,ﬁzh(x))'
1

1
- A/Bl

n1 k=1

Notemos que

ni+1l 4B

> SR (TR H, () £ TR H ,h())

1
Aﬁl

gy =1

ni+1 461

D R (T () + T H (@)
k1=2

n B1
T & Apl ) il »
= Tflﬂm,ﬁgh(wHHng,ﬂgh(x)+Aﬁl > jlljjf(Tfl+ Hy, gy h() + Ty 7 Hyy 5, h(0)).

n oji=1

1
An}

= TlenQﬁQh(:n) + Hyp, g,h(z) +

Luego, usando la igualdad anterior resulta que

Hﬁ:B(h B Tlh)(x) = Hn27ﬁ2h($) + Tleﬁzh(x)
1
T E— TnH_QHn h(z +T_n1_1Hn h(z
Agll(nl—‘-l)( 1 2762 ( ) 1 Q,ﬂg ( ))

ni

1 B1 ) AP - . .
+F Z (k?l_i_ll - nlkl ! ) <T11+ an,ﬁzh@?) - T1 1Hn2,52h(x)>
n1 k=1
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= Hn2ﬁ2h(m) + Hnmﬂleh(x) - Bﬁ(x) + éﬁ(x)
Como se hizo en la demostracion del Teorema 4.5.2 es facil ver que la hipdtesis de acotacién
uniforme de las normas en LP(v) para las potencias de T, T5 y sus inversos implica la hip6tesis
(4.3.1) del Teorema 4.3.2 para cada T; y sus inversos con 8 = f3;. Luego, como h y T} h pertenecen
a LP(v), el Teorema 4.3.2 garantiza la existencia de los limites

lim Hp,g,h(z) ¥y lim H,, g, Ti1h(x)

ng—r00 ng—r0o0

para casi todo = € X. Por otro lado, dado que Tj es positivo, de la propiedad (C3) de los

nimeros ATBL tenemos que

|Ba(2)| < C

TP (Hp b (x) Ty ™ (H ) (@)
(nl + 1)1+51 (nl + 1)1+51

De las hipétesis en T3 sabemos que [[HJ k||, < C||hl],. Siguiendo las ideas de [37] y usando las
hipétesis en 71 y T ! tenemos que para p > 1/(1 + f,)

o

2 <m+11><1+ﬁ>p (T2 (g, + [T (H, )

ni=1

1
> 1

S CMthHZI; Z (nl + 1)(14‘61)?

ni=1

< Q.

Luego,

ZowJ%%mW?W%MwWHWW%%Wmm<m
ni=1

para casi todo x € X y, consecuentemente,

i ey (@) + 177 (H, 1) @) =0

para casi todo z € X y de aqui lim Bﬁ(x) = 0 para casi todo z € X.
n—oo

Para estudiar el término Cy, como en [7], sean Ny = {k € N: 1 <k <n;/2} y No = {k € N:
n1/2 < k <nj + 1}. Luego

B B
Co@) = 3 | (Amon  Avwa)
AB\ ke +1 ki ki(k1 +1)

(75 (H 5,1 (2)) = T (Hy ()

k1€N1
1 ( k1+1 —k

= > e (TP (Ha o (@) = T (Hog 1 () )

P8 ki(ki+1)

B1 B1
1 Anlfkl An17k1+1 k1+1 —k
+A7€1 Z < ki +1 B Ky (Tl ! (anﬁzh(x)) =1 I(anﬁzh(w)))
1 k1€N2,k1<ny

= I -II+1I1I.
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De la propiedad (C2) de los niimeros A? tenemos que

B B
Ani—lﬂ . Aﬂi—kﬁ—l _ A/Bl 1 _ i + i (ABl _ Aﬁl )
kl +1 kl ni1—k1 kl +1 kl kl n1—k1 ni1—ki1+1
B B
(4.5.3) Ak B

kl(k‘l + 1) kl(nl — k1 + 1) '

Ahora, usando (4.5.3), escribimos

1 Agi—kl _ Agi—kl—‘rl + 1
AR\ k41 k1 kr (k1 + 1)

y usando nuevamente la propiedad (C2) de los nimeros AP resulta que

_ 1_ gll—kl ! — A gll_kl

(%) atsn] = [y 35 ()
AP ) k(R + 1) Atk (y + 1) ik -
- 1 L BAN
B Aq%lﬁ(kﬂ-l)izn;—kl.
BilAm s,

AD (ky +1)(ng — k1 + 1)

Luego,
A’Bl . .
e Y TP (HE h(x))
kg;\h Agi (k1+1)(n1 — k1 +1) B2
Aﬁl
+C Z ni—ki T;kl (HEQh(.CE)) =1, + .

e Ant (ke + 1) (g — ky +1)

Sea 1 tal que 1 < r < oo, utilizando la desigualdad de Holder se tiene que

1/r

A’Bl . r! 00 ' 1/r
o] <C ( S ) < (t+1)""(T1(Hp h(ﬂﬁ))’“) :
,ﬂze;vl Al (ny — k1 + 1) ; ?
Al igual que se hizo en la prueba del Teorema 4.2.1, utilizando la Proposicién 4.2.3 y el hecho
que
N 1/
6 T
Anifkl —1/r
Z B1 <Cn ™,
k€N, Anl (m — kl + 1)

se tiene que, para casi todo x € X, 11’11% I, = 0. De la misma forma se prueba que ll’r% I, =0,
n— n—

para casi todo = € X.

)
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Para acotar 1, escribimos
1

1 k141 “k
II = 7T 1+ Hn h — H h, — 71‘1 1 Hn h _ H h
k;\fl ki(ki+ 1) 1 ( 2,82 (z) B2 (x)) kl;\h ke (kr + 1) L 2,52 () Bo (x))

+k§\/ kl(kll_{_l) (lel—l—l(H h(z)) — :l_kl(Hﬁ2h(x>)) =1, + 1+ 11..

De las hipétesis en Ty y Ts, siguiendo las ideas de [37] tenemos que para p > 1/(1 + f)

1 _ — 1
Z Tt Hah) ~ T (H ) <€ Z Ena 1) Hehlle < Cllblly 3 15 < oo
k1=1

Luego

o0
para casi todo x € X y de aqui existe hm 11, para casi todo x € X.Veamos que hrn 11, =0.
Notemos que 11, < Pr, (|Hy, g,h(z) — H52h( x)|), donde

Pr, f( Z H k — f“ F(x).

De las hipétesis en 11, el operador Pr, resulta lineal, positivo y acotado en L”. Por otro lado,

k:1<k:11+1> (i ot — 1™ <H52h<x>>)‘ < oo,

de las hipdtesis en T5, las truncaciones H,, g,h convergen puntualmente a Hg,h en casi todo
punto. Sea Ky, = sup |[Hy, g,h — Hp,h|, luego K;, \, 0 en casi todo punto y 0 < K, < 2Hj, .

n2>n
Como Pr, es positivo, Pr, K, \, 1n>f1 Pr,K,,. Dado que Pr, estd acotado en L”, tenemos que
m>

J it Prapr < [ (5,1,

para cualquier n. Luego, por el Teorema de la Convergencia Dominada, tenemos que 1’nf Pr K, f =
0 en casi todo punto y esto nos da el resultado buscado. De forma similar se prueba que lim 11,

n—o00
para casi todo x € X.

Finalmente, en virtud de (4.5.3) notemos que

ap L AL Ak
ki +1 k1 ni(ny — k1 + 1)
para todo k1 € No. Entonces,
11| < ¢ > Ay [T’ﬂ“(ﬂ h(x)) + Ty % (H h(m))}
= oAk ni(ny — k1 +1) P2 1 B2

1 ky€N2,k1<n;

— 1 * — *
< C Z (nl — k1 + 1)'81 1/€1+61 [lelJrl(Hﬁzh(x)) + Tl h (HBQh(x))}
k‘li[nl/Q]-{-l 1
< C Sup 1 ( B2 ( )) Zjﬁl_l

1
n1€Nk1 >ny /2 k:1+ﬁ =1
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T " (Hp, b))

1
o sup 1+6 Zjﬂl
nléN,klznl/Q j>1

Como Z jﬁ 1=1 < 50, usando el argumento empleado para ver que lir% Bﬁ(:n) = 0, se prueba
n—
7j>1
que lim 7717 =0.0

n—0






Capitulo 5

Acotaciones con pesos de operadores maximales de Cesaro en

espacios producto

Este capitulo estda dedicado a caracterizar los pesos w para los cuales el operador maximal
de Cesaro definido en el contexto de espacios producto resulta de tipo fuerte y de tipo débil
(p, p) con respecto a la medida w(x)dz. Para ello describimos brevemente en la primer seccién
los resultados conocidos para el operador maximal definido en R™. A diferencia del operador ma-
ximal de Hardy-Littlewood, no es claro que las versiones centradas y no centradas del operador
maximal de Cesaro resulten puntualmente equivalente. Por esta razén, en la segunda seccién
caracterizamos los pesos para el operador maximal de Cesaro no centrado N y posteriormente,

en la Seccién 3, lo hacemos para el operador centrado Mg.

5.1. Resultados conocidos del operador maximal de Cesaro n dimensional

En [5] los autores se plantean las acotaciones con pesos para el operador M, definido en el

Capitulo 2, es decir,

1 _
Maf(@) =sp ot [5G 0Q( R dy, 0<a<,
R>0 Q(z,R)

donde d(y,0Q(x, R)) denota la distancia de y al borde del cubo Q(x, R) considerando la dis-
tancia con la norma infinito, es decir, d(y,0Q(z, R)) = 1r<nl£ {zi+ R — vi,yi — (z; — R)}. Los

principales resultados en [5] estdn resumidos en el siguiente teorema.

TEOREMA 5.1.1. [5] Sea0 < a <1 yl/a < p < 00. Sea w una funcion medible, no negativa

sobre R™. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) M, es de tipo débil (p,p) con respecto a w, es decir
W Mof(@) > ) < OX7 [ 7)) de

(i) My es de tipo fuerte (p,p) con respecto a w, es decir existe una constante C' tal que
| Maf@pue) s <c [ If@Putz) d,

para toda f € LP(R™).
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(111) w € Ap o, es decir existe una constante C' tal que para cualquier cubo @,

1/p l/p, a—1
< / w) ( / w(y) 7 d(y, 9Q) @7 dy) < clQe
Q Q

Dado que para y € Q, d(y,9Q) < ¢(n)|Q|"/™ y (a —1)p’ <0, es claro que Ap o C Ay, donde
Ap es la conocida clase de pesos definida por Muckenhoupt. Consecuentemente, si w € A, q,
luego la medida w(z)dx duplica. Otra propiedad importante de las clases A, , demostrada en

[5] es la siguiente.

LEMA 5.1.2. [5] Sea 0 < a < 1,1 <p<oo yw € Apqo. Luego existe e >0,0<e<p—1,
tal que w € Ap_c -

El operador M, es un operador centrado dado que M, f(x) se define a través de promedios
sobre cubos centrados en x. Como ya mencionamos, cuando 0 < a < 1 y debido a la forma que
tiene el nicleo, no se conoce una equivalencia puntual entre el operador M, y su versién no
centrada N, definida de la siguiente manera

1
Naf:c:sup/fy d(y, 0Q)* * dy, 0<a<l.
(#) = s0p oy |, 0. 5Q)

Aunque no estd explicitamente enunciado en [5] es posible obtener los mismos resultados

que en el Teorema 5.1.1 para el operador no centrado N,.

TEOREMA 5.1.3. Sea 0 < a <1 y 1/a < p < 0. Sea w una funcion medible, no negativa

sobre R™. Son equivalentes:

(i) Nq es de tipo débil (p,p) con respecto a w.
(i) Ny es de tipo fuerte (p,p) con respecto a w.
(iii) w € Apq.

Aunque la prueba del Teorema 5.1.3 se deduce facilmente de los resultados probados en [5],

a continuacion describimos brevemente dicha prueba.

DEMOSTRACION. Claramente (i) = (7). La implicacién (i) = (ii7) se prueba de forma estdndar.
En efecto, dado un cubo Q y k € N, sea

Fely) = (w(y) + 1/k) 7 d(y,0Q) V¥ =Dy (y).

Luego, para todo = € @

1

Nofie) = oy | Vil 9Q)° " dy

1

Qe /Q(w(y) +1/k) 7 d(y, 0Q) V7 dy.
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Llamando

1 i a—1)p’
Ak = WO“_I)/”/Q(M@) +1/k) P d(y, 0Q) VY dy

tenemos que w(Q) < w({x : Nyfr(z) > A¢}). Aplicando la desigualdad de tipo débil (p,p)

para N, a esta ultima desigualdad y tomando luego limite cuando k — oo tenemos probado (7i).

(i13) = (). De la desigualdad de Hélder y la condicién A, , tenemos que

1/p , ) 1/p
( / Ifl”w> ( | o' w00 dy)
Q Q
1/p -1/p
D 1+(a—1)/n
()" (fr) e

Por lo tanto, Nof(z) < C[Ny(|f[P)]}/P(x), donde

IN

/Q @)l 9Q)* dy

IN

oy ]

Como w € A, implica que la medida w(x)dz duplica, sabemos que el operador N, es de ti-

po débil (1,1) con respecto a w(x)dz. De esto y de la desigualdad puntual con N, se obtiene (7).

Finalmente (i4i) = (i1) se sigue de la equivalencia (ii¢) < (¢) y del Lema 5.1.2, via el Teorema

de interpolacion de Marcinkiewicz. [

En el resto del capitulo utilizaremos la siguiente notacién que fue introducida en [5]. Para

cada i fijo, i = 1,--- , L, escribimos a cada cubo Q(2%,¢;) = [2* — ¢, 2° + ¢]™ como
n;
Q' e) = | Ki(#, e),
k=1

donde K! (2, ¢;) = {y' € Q(z",¢;) : |y; - z;| < |yt —zi|, 5=1,---,n;}. A partir de estos con-

juntos K! (2%, ¢;) hacemos una divisién més fina de Q(2',¢;) definiendo los siguientes conjuntos:

Ui(2' &) = Ki(z', &) N {y' 1 yj, > 2.}

Vlci(zi76i) = Kli(zi76i) N {yi : ylic < lec}

para k = 1,2,--- ,n;. Para i fijo, en el caso que n; = 2 tenemos los conjuntos U?, Vi, Us y Vi

como se indica en la siguiente figura (Figura 1).
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Q(Zi; 6@')

Figura 1.

Por simplicidad de notacién, algunas veces llamaremos simplemente S (z%,€;), k =1, -+, 2n;,
a los conjuntos definidos arriba, es decir, Si (2%, ;) serd UL (z',¢;) o V)i (2',€;), para algin n o
m, con n,m = 1,---,n;. Con S} (z',¢;) denotaremos al complemento de S (2%, ¢;) respecto de

K! (2", €;), es decir, S'}C(z’, &) = Kj(z',6) \ Si(2, ). Luego,

2n;

Z ,€i) USkZ €) U Ukz € UVk(z 61)).

5.2. Maximal de Cesaro en espacios producto con pesos: caso no centrado

En esta seccion caracterizaremos los pesos para el operador maximal de Cesaro no centrado

L
Naf(z) = sup . Sy ] ', 0Q) > dyt -+ - dy*,
Rix€R Hz 1 ‘Q ’ ! L i=1
donde R = Q)1 X --- X Qr, y los Q); son cubos de R™. Con técnicas similares a las empleadas

para probar el correspondiente resultado para el operador maximal fuerte (caso o; = 1 para

todo 7), ver por ejemplo [21], podemos probar el siguiente teorema.

TEOREMA 5.2.1. Sea & = (a1, ,ar),0<a; <1,i=1,--- L, w >0y 1l/a, <p< oo

donde a, = min «;. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) w e Aj, 5 esto es, existe C > 0 tal que para todo rectdngulo de la forma R = Q1x---xQ,

con Q; cubos contenidos en R™ se verifica

1/p L . l/p/ L 1 a;—1
( /R w) ( /R w7 (y) [T dly', 000 dy) <clied™
i=1 =1
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(ii) Existe C > 0 tal que para cadai=1,--- L,

_ 1 i—1 i+1 L ni
U)jl()—’IU(l',,(E y 5 L LT )eApuoéi(R 2)7
para casi todo (xt,--- =1 o ... 2l) € R es decir, para todo Q; C R™ y casi
todo (x',--- 2~ Y 2ttt ... 2l) e R" | se verifica

</Q wm(y’)dyz> (/Q wi P (y')d(y',0Q:) )"dyz> <ClQil

(iii) N es de tipo fuerte (p,p) con respecto a w.

(iv) Na es de tipo débil (p,p) con respecto a w.

DEMOSTRACION. Para simplificar notacién, probaremos el teorema considerando a R™ compues-
to por dos bloques, es decir L = 2 y R” = R™ x R™ ya que este caso presenta las dificultades

esenciales del caso general.

(i) = (ii). Sea w € Aj 5 v sea Q2 un cubo de R"™. Definimos

1/p'
1

mo,(y') = < w(y', yQ)d?f) ”

(ag—1)p’

1
Q2] Ja, 105

Sea Q1 un cubo en R™ centrado en ' y R = Q1 x Q2. Dado que para y' € Q1, d(y',0Q1) <
¢(n1)|Q1|Y/™, aplicando la desigualdad de Holder y la hipétesis, se tiene

/wlp/(y17y2)d(y2,8Q2)(a21)”/dy2
Q2

1 1N g1 0(061,711)/ ( 1 L 2) 1/p
mQ:(y')dy” < w(y', y*)dy
Q1 Jo, e Qi o \@al Jo, ¥
2 1/p’
1 ., ; 1y
% 9 (e =1)p’ / wl i (y17y2)Hd(y aan)( i—lp dy2 dyl
|Q2| Hi:l |Qi| ™ 2 i=1
c(ai,ny) (/ 1 Lo o 1/p
S o1 — [ w(y',y?)dy’dy
’Ql, Ql ‘Q2’ Qg
2 1/p
1 —p' 7 o — /
. / 2 (e =1)p’ / wl ? (yl’yQ)Hd(y 78Qz)( i—bp dy2 dyl
Qo [Ty Qi ™ 2 -1

1/p’
1 1/p - . v
= C(ahnl) 1y (o =1) (/ w(y)dy> </ wl P (y) Hd(y 78Q2)( i=Lp dy)
H?:l |Qil o R R =
< C.

Por el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue tenemos que mg,(z') < C para casi todo

z! € R™. Por lo tanto, para cada cubo Q9 existird un conjunto de medida nula donde no

se cumpla la desigualdad mgq,(z') < C. Luego, mq, (') < C en casi todo 2! € R™, para
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cualquier cubo @), con centro y radio racional.

Dado un cubo )9 cualquiera, con la notacién introducida en la seccién anterior tenemos que

. 1p . 1/p'
mo,(z') = (5= [ w(ah,y?)dy’ W/ w' ™ (@, y?)d(y?, 0Q2) > dy?
Q2| 14192000
Q2 1Qa P Q2
o Lp 1 , N
< Z < 2t y?)dy ) w/ w7 (ah, y?)d(y?, 0Q2) P dy?
|Q2| |Q |1+ i

Para i fijo, sea S,i un conjunto cualquiera asociado a Q)2 del tipo U ,’C o} Vki. Consideremos un cubo

Q¢ con centro y radio racional tal que (S,’;)m un conjunto del mismo tipo que S,i pero asociado

a QL, verifica que (S%), C Si. Dado que para y* € (S}), se tiene que d(y?, 0Q2) > d(y?, dQ"),
1/p'

1/p
( L w(xl,y2)dy2> — /( | w (@t )y, 0Q) Tyt | < C
k ka

‘Q” 0: 1+(a2 1)p’

[

Luego, aproximando en cada sumando que acota a mg, (') a Qo por cubos Q! tales que

(Si)r C Si tendremos probado (i) con i = 2. Andlogamente se obtiene el caso i = 1.

(i) = (iii). Dada f : R™ x R™ — R, sea f,2) : R™ — R tal que f(xz)(xl) = f(zt,2?),

definamos

Ny, f(z) = No, (fu2) (') = sup all/ 1F(yt, 2?)|d(yt, 0Q1)™ ! dy'.
weQu Q' 1

Aplicando el Teorema 5.1.3 tenemos que si p > 1/ay, para casi todo 22 € R"2,

1

/ [N1 fzt, 2)Pw(at, 2?) dzt < C |f (2!, 2?)[Pw(z!, 2?) da’.
R™ R™1

Integrando ambos miembros de la desigualdad de arriba con respecto a 22 € R™ tenemos que
el operador Nol[1 estd acotado en LP(w). Procediendo de la misma forma cambiando los roles de
2!y % tenemos el mismo resultado para el operador N2, f(z) = Na, (f(xl))(l'Q), para p > 1/as.

Esto junto con la desigualdad puntual
Naf(z) < N oN2, f(x)
nos da el resultado deseado cuando p > 1/av,.
Como claramente (ii7) = (iv), sélo nos resta probar (iv) = (7). La prueba de esta implicacién

se sigue en forma similar a la demostracién de (i) = (iii) en el Teorema 5.1.3. En efecto, sea
R = Q1 x Q2 fijo, we(y) =w(y) + 1/k, k €Ny

2
Fiy) = wp " () [ ', 0Q) DT "Dxz ().
=1
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Afirmamos que existe A\, tal que R C {Nzfr > Ar}. En efecto, sea x € R. Por la definicién del

operador maximal no centrado y de la funcién fi resulta que

1 2

Nafi(@) > — o | 1A de' 0Q) ™ ~Vdy
[l Qi = /R paiey
1 , 2 .
- 2 142t / wi_p (v) Hd(yzaaQi)(alfl)p dy
[T Qi ~ = /% i1
Luego, tomando
1 1_p’ 2 ; (a1*1)pl
A= 2 T (¥) Hd(y ,0Q;) dy
[T Qi " = /% i1

se obtiene la inclusién deseada y se asegura que A, es finito para cada k. Como N5 es de tipo

débil (p,p) con respecto a w, resulta

A

w(R) < w({Nafe > Ae})

57 [ 1wty

Luego, reemplazando la funcién fi v Ax por su expresién, se obtiene que

2 p=l 2
</R “’) (/R wy ™ (y) i[[ldw%acgi)(“”pldy) - 013 <

y tomando limite cuando k — oo tenemos que w € A; 5. [J

IA

5.3. Maximal de Cesaro en espacios producto con pesos: caso centrado

A continuacién probaremos que la clase A ; también caracteriza las desigualdades con pesos
b

del operador maximal centrado

L
Cla,n . .
Maf(z )—Sup—( mﬂl / / F@h -y [ 0Q( &) dy” - - dy?
0 1_.[7, 1 ’L Q(CITI,El) Q( LzeL) i=1
En efecto tenemos el siguiente resultado.
TEOREMA 5.3.1. Sea a = (ag,---,ar), 0<o; <1, i=1,--- ,L,w>0yl/ax <p<

donde a, = min «;. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Mg es de tipo débil (p,p) con respecto a w.
(ii) Mg es de tipo fuerte (p,p) con respecto a w.
(iii) w € Aj 5
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Para probar este teorema utilizaremos las técnicas empleadas en [5] para probar el resultado
cuando no estamos en el contexto de espacios producto. Siguiendo con la notacién introducida
en la primer seccién, sea K = {k = (ky,--- ,kr), ks € {1,--- ,2n;},i=1,--- , L}y

Si(z,€) = S,il(zl,el) X +ee X S’,fL(zL,eL).

Dados & = (g, ,ar), con 0 < a; < 1,y k € K, definimos el operador maximal de Cesaro no

centrado en el espacio producto R" = R" x --- x R™" como
L

Na,l?;f(fﬁ) = sup L ot /51 /SL yL)| H (d(yi’ﬁQ(zi’ 61'))0‘1'—

2€S;(2,6) Hz 16 i=1

1dyL---dy1,

donde S,ij = Sij (27, ¢€). Notemos que podemos definir 2Eny.ny - - - ny, operadores maximales no
centrados diferentes. Los siguientes resultados relacionados con los operadores Nz serdn la

herramienta clave para demostrar el Teorema 5.3.1.
LEMA 5.3.2. Para cualquier k € K, existe C > 0 tal que Ny ;. f(x) < CMaf(x).

DEMOSTRACION. Notemos que podemos escribir el borde de Q(z¢, ¢;) como

2n;

z ,€i) U 851 z L Ei),
donde 8511-6@(2", ) = 0Q(2", &) N Si(z%,€;). Luego, dado z° € S,ii(zi, €;) definimos
RZ' = d(.ﬁlﬁ ’851162(2 ,62‘)),

donde la distancia se define utilizando la norma infinito. Para ¢ fijo, n; = 2 se tiene la siguiente

situacién (Figura 2).

Q(ZL‘IL, Rz)

Figura 2.

Resulta claro que ¢; < R; < 2¢;. A continuacién veremos que ademas se verifican las siguientes

afirmaciones:
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(Z) Slf:i(zi76i) C Szl(wl,Rz) y

(ii) d(y*,0Q(%%, &)) = d(y', 0Q(x!, R;)) para todo y € Slii(zi,ei).

Supongamos que S,ii(zi,ei) = Ul(z',¢;) para algin n = 1,--- ,n; y por lo tanto S’,ii(zi,ei) =
V(2% ¢;). Comenzaremos probando (i), es decir, veamos que V(2% ¢;) C Vi(z', R;). Sea y' €
V(2% €;), luego para cualquier j = 1,---  n;

(5.3.1) W5 =2l <l —znl vy yn <z

Ademss, como x' € U}, para cualquier j = 1,--- ,n; se tiene

(5.3.2) |x; - z;| <ot =2ty ab > 2.

De las desigualdades (5.3.1) y (5.3.2) resulta que 3% < z¥, y, para cualquier j = 1,--- ,n;, que
R R R e 1]
Por otro lado, como ||y' —2%||s = 2%, —y%, < d(2?, an;Q(Zi’ €;)) = R;, tenemos que y' € Vi(z%, R;).

Para probar (ii) notemos que si y* € Vi(z' R;), luego d(y%,0Q(z%,¢;)) = & — 28 +4i v
d(y', 0Q(x%, R;)) = R; — x!, + y!. Luego (ii) se sigue dado que en este caso R; = ¢; — 2% + ¢

n n-
Con el mismo razonamiento se prueban (i) y (i7) en el caso en que S,ii (2%, 6) = Vi (2%, ¢;) para

algdn m=1,--- ,n,.

Ahora bien, dado = € S, de las afirmaciones demostradas anteriormente resulta que

L
i i a;—1
/~ / FITT (A 0Qi(z" )™ dy* - dy'
Sg, (zhe1) Sk (2Fer) Pl
L
7 7 C!i—l
= [ ] e ) gty
Sil(zl,el) SlfL(ZL,GL) i1
< /~ / |f(y)|H(d(yl,8Qi(;,;Z,Ri)) T dy e dyt
Sil(wl,Rl) SlfL(xL,RL) i1
= / / )] (A, 0Qu(=", Ri))™  dy™ - - dy.
Q1(z1,R1) r(z¥,Rr) i—

=1

Finalmente, multiplicando las desigualdades de arriba por W, usando que ¢; < R; <
i=1%
2¢; v tomando supremos se obtiene la acotacién deseada. [

LEMA 5.3.3. Sea & = (aq, -+ ,ar), 0 < a; < 1,1 =1,---,L y 1/ax < p < oo donde

a, = mina;. Sea k € K y Nga i de tipo débil (p,p) con respecto a w entonces w satisface
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la siguiente condicion: existe C' > 0 tal que para cualquier rectingulo de la forma R(z,€) =

Q(Zl ) X - zL eL se tiene que
L 1/p I
/ i i a;—1)p’ nito—
< > (/ p(y)H(d(yﬂQi(z,ei))( » dy) SCHQ +ai=l
Sk(2:9) (= 6) i=1 i=1
1 L S R L (L Ji (i o) —
donde Sg(z,€) = 1( €1) %" XSk:L( ven), Sp(z,€) = Sp, (27, @) x-S (27, e0) y S, (2%, €1) =

K! (z €)\ Si (z,ez)

DEMOSTRACION. La demostracién de este lema es similar a la demostracién de la implicacién
(iv) = (i) en el Teorema 5.2.1. En efecto, sea R(z,¢) = Q1(z',e1) x --- x Qr(z¥,er) y k =
(k1,--- ,kr) € K fijos. Sea wy,(y) = w( )+1/m, meNy
—1)(p'—1
fm( H y an Z 61))(04 )(p )X~

Sk(2,9)
i=1

(y)-

Si @ € Sg(2,€) luego Nj i fim () se acota por debajo por

i=1%

L
1 / / 1-p’ i i (a;=1)p’ 3, L 1
— et wy, P (y) | | dy', 002", €)' P dy” - dy” = Ay
L itoi—1 - .
[T s ey 88 re) 1_[1
Luego Sg(2,€) C {N; zfm(®) > Am}. Finalmente, usando que N ;. es de tipo débil (p,p) con
respecto a w y siguiendo los pasos de la prueba mencionada al principio tenemos que w satisface

la desigualdad deseada.[]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.3.1. Notemos que la implicacién (i7) = (i) es trivial, mientras

que (i4i) = (i7) es una consecuencia inmediata del Teorema 5.2.1 y del hecho que Mg < Nj.
Sélo debemos probar (i) = (iii). Notemos que Mz > Mj, donde Mj es el operador maximal
de Cesaro correspondiente a & = (1,---,1). El operador Mj ya no tiene a las potencias de la
distancia al borde del rectangulo donde se integra, por lo tanto sus versiones centradas y no
centradas son puntualmente equivalentes. Luego de () y aplicando el Teorema 5.2.1 al operador
Mji ~ Nj tenemos que w € A;,I’ es decir, existe C' > 0 tal que para cualquier rectangulo R de
la forma R =Q1 X --- X Qp,

()" ()" som

Entonces, sea R = R(x,€) = Q1 X --- X Q, por la desigualdad de Holder y siguiendo la notacién
del Lema 5.3.3, se tiene que para cualquier k = (ky,--- ,kr) € K,

(L) ()™

IN

CIR| = Cl@u]--- QL]

IN

C1Sk, |-+ 15k, |

- é/ / dy - dy*
St sk
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1/p 1/p
gé/ / w / / Wl
st ISk st Jsk
1/p 1/p'
< C / w (/ wl_p,> :
Sk R
Luego, para cualquier k = (kq,--- , k1) € K, tenemos que w(R) < Cw(Sg).

Por otro lado, notemos que

2n1 2ny,

R:le...xQL:U...US}l ijLL7

Jj1=1 Jjr=1

donde S}i es un conjunto del tipo U}, o V}!, para algin n o m con n,m = 1,--- , L, correspon-

dientes al cubo @Q);. Luego,

L 2n1 2ny, L
i i a;—1)p’
[ I 00 e) " g < 3 Y / (A, 0Qu(=H )™ ay,
R =1 Jj1=1 jr=1 =1
donde S; = S;(z,€) = S}l(zl,el) X e X S]LL(ZL,EL). Notemos que dado j = (j1,- -+ ,jL), existe

0 = (fy,---,0r) tal que S}i(zi,ei) = Szi(zi,ei). Ahora bien, usando que Mg es de tipo débil
(p,p) con respecto a w, del Lema 5.3.2 resulta que los operadores N ;. son de tipo débil (p,p)
con respecto a w para todo k € K. Finalmente, de las observaciones anteriores y el Lema 5.3.3

resulta que

(/ w>1/p /wlp/( ) ﬁ(d( L OQi(#, ) T d w
R R Y 11 Y, i L€ y
V" o 1/p L , 1/p'
< ot () T (A, 0Qi(2 ) " dy)
51231 gzl (/ > (/Se }_[1 (
2n1 2ng, 1/p L ' . o 1/p
< Cy - Z (/ > (/ wlfp’(y)H(d(y’L’aQi(zljei))(ai— )» dy)
=1 0= 3 1

< C(n) H eriteint
=1

Es decir, w € A} ;. U






Conclusiones generales

e Se extienden los resultados sobre el comportamiento de la composiciéon de operadores
cuando cada uno de los operadores involucrados en la composicién verifican que son de
tipo fuerte (0o, 00) y de tipo débil restrindigo (p;, p;) como asi también para el caso en

que los operadores involucrados no satisfacen la acotacién de tipo fuerte (0o, 00).

e Se muestra, por un lado, como mejoran los resultados de convergencia, ampliando los
espacios de funciones donde se obtiene dicha convergencia cuando nos restringimos a
tomar promedios sobre sucesiones lacunares y se obtienen resultados sobre la velocidad
de convergencia de estos promedios. Por otro lado, en el contexto de espacio producto
se obtienen resultados sobre la convergencia de los promedios de Cesaro y se extienden

los resultados sobre velocidad de convergencia.

e Se obtiene la existencia de la integral singular en el sentido Cesaro en el contexto de

espacios producto.

e Se obtienen resultados sobre la convergencia de los promedios ergddicos Cesaro—a mul-

tiparamétricos.

e Se obtiene la existencia de la Transformada de Hilbert ergdédica doble en el sentido

Cesaro.

e Se caracterizan los pesos w para los cuales el operador maximal de Cesaro en el contexto

de espacios producto es de tipo fuerte y de tipo débil.
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