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5.1. Teoremas del Caṕıtulo 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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Apéndice 143

A.1. Acerca del conjunto de funciones consideradas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

A.2. Consideraciones sobre OCZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
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Resumen

En esta tesis se estudian desigualdades mixtas para distintos operadores del Análisis Armóni-

co. Como es bien sabido estas desigualdades surgieron, entre otras cosas, ante la necesidad de

pruebas alternativas de la acotación del operador maximal de Hardy-Littlewood entre espacios

de Lebesgue con un peso en la clase Ap de Muckenhoupt. La idea original de Sawyer consiste

en definir un operador auxiliar S que resulta ser una perturbación no estándar del operador

maximal M , la cual es ocasionada por un peso v de la clase A1. Concretamente, el resultado

de Sawyer establece que, si u y v son pesos en la clase A1 y S es el operador definido por

Sf =M(fv)/v, entonces S es de tipo débil (1, 1) con respecto a la medida dµ(x) = u(x)v(x)dx.

Otros autores consideraron variantes de estas desigualdades en relación a los pesos y a los ope-

radores involucrados. Por ejemplo, se conocen desigualdades mixtas para el operador M y para

operadores de Calderón-Zygmund, con peso u perteneciente a la clase A1 de Muckenhoupt y

con v ∈ A∞(u). Sin embargo, no hay antecedentes en la literatura de este tipo de desigualdades

para los conmutadores de operadores clásicos del Análisis Armónico.

En la primera parte de esta tesis se estudian desigualdades mixtas para conmutadores de

operadores de Calderón-Zygmund, Tmb , con śımbolo b en la clase BMO y para el caso u ∈ A1

y v ∈ A∞(u). La desigualdad mixta obtenida es de tipo modular e involucra a la función de

Young Φm(t) = t(1+log+ t)m. En el caso v = 1, se obtiene la desigualdad de tipo débil modular

de dicho conmutador, la cual es conocida en la literatura. Se prueban además desigualdades

mixtas para una amplia gama de operadores, y sus conmutadores de orden superior con śımbo-

los en BMO. Estos operadores son de convolución con un núcleo que satisface condiciones de

regularidad asociadas a funciones de Young. Estas condiciones resultan ser generalizaciones

de la clásica condición de Hörmander para operadores de Calderón-Zygmund. Los resultados

obtenidos extienden los conocidos para el caso v = 1 y están contenidos en el Caṕıtulo 2.

En el Caṕıtulo 3 se aborda el estudio de desigualdades mixtas para el operador maximal

fraccionario,Mγ , 0 < γ < n. En esta instancia, una herramienta útil es una desigualdad puntual

de tipo Hedberg con pesos entreMγ yM , sumado a las estimaciones mixtas conocidas para este

último operador. Una vez obtenida la desigualdad mixta para Mγ , un teorema de extrapolación

permite derivar el resultado para el operador integral fraccionaria Iγ . Como aplicación directa de

las estimaciones obtenidas se prueban desigualdades mixtas para conmutadores de operadores
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de Calderón-Zygmund y de Iγ , ambos con śımbolos pertenecientes a la clase Lipschitz.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se exhiben desigualdades mixtas para generalizaciones de los

operadores M y Mγ . Dichas generalizaciones se relacionan con operadores maximales MΦ y su

correspondiente versión fraccionaria, Mγ,Φ, asociadas a una función de Young Φ. En particu-

lar, la función Φm introducida anteriormente, define operadores maximales que se relacionan

estrechamente con los conmutadores de los operadores de Calderón-Zygmund y del operador

integral fraccionaria, ya que ejercen un control en norma sobre los mismos. Se prueban aśı de-

sigualdades mixtas en el caso en que los pesos u y v son independientes. Se estudian, además,

desigualdades mixtas para MΦ donde una de las funciones peso involucrada no es ni siquiera

localmente integrable.

Las demostraciones de todos los resultados obtenidos se encuentran en el Caṕıtulo 5.



Introducción

En Análisis Armónico resulta de interés conocer propiedades de continuidad de ciertos ope-

radores, los cuales surgen a partir del estudio de la regularidad que presentan algunas soluciones

de ecuaciones en derivadas parciales. Ejemplos clásicos de estos operadores son los de Calderón-

Zygmund (OCZ) y sus conmutadores, operadores de tipo convolución con un núcleo que satisface

cierta condición de tamaño y regularidad y el operador integral fraccionaria, entre otros. El pro-

blema entonces reside en poder estimar el “tamaño” de T f en términos del “tamaño” de f , los

cuales vienen dados por una norma en algún espacio de medida, como los espacios de Lebesgue

clásicos. De esta manera, las desigualdades que se buscan obtener, a veces, son de la forma

‖T f‖Lq(v) ≤ C ‖f‖Lp(w) ,

donde v y w son funciones positivas y localmente integrables, denominadas pesos.

Con el objeto de lograr tales estimaciones resulta de gran utilidad asociarle a cada opera-

dor T , una función maximal MT que lo “controle” en algún sentido. Este control se ve reflejado

en un tipo de desigualdad muy estudiada en Análisis Armónico, que es la siguiente
∫

Rn

|T f(x)|pw(x) dx ≤
∫

Rn

(MT f(x))
pw(x) dx, (0.1)

donde 0 < p < ∞ y w es un peso. Cuando w = 1, esta desigualdad fue probada en [9] para el

caso en que T es un OCZ y MT es el operador maximal de Hardy-Littlewood clásico, definido

por

Mf(x) = sup
Q∋x

1

|Q|

∫

Q
|f(y)| dy.

Por otra parte, en [2] se probó la correspondiente versión en el caso en que T es el operador

integral fraccionaria y MT la maximal fraccionaria. Estas dos desigualdades fueron extendidas

luego en [10] y [33] respectivamente, cuando w es un peso de la clase A∞ de Muckenhoupt.

En esta dirección, conocer el comportamiento de los operadores maximales resulta de utilidad

para obtener estimaciones de otros operadores. En [32], el autor da condiciones necesarias y

suficientes en la función peso w en R para que el operador maximal M resulte acotado en

Lp(w). Estas condiciones dan origen a las clases Ap de Muckenhoupt.

Este resultado fue extendido luego a mayores dimensiones en [10]. Cuando p = 1 se sabe que

el operador no es de tipo fuerte (1, 1) pero, sin embargo, resulta ser de tipo débil (1, 1). Esto
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es, para todo t > 0, se verifica

w({x ∈ Rn :Mf(x) > t}) ≤ C

t

∫

Rn

|f(x)|w(x) dx

si y solo si w ∈ A1. Los lemas de cubrimiento clásicos hacen posible obtener estimaciones

como la de arriba de una forma más o menos sencilla. Esta desigualdad nos muestra que el

comportamiento de M no es el mismo para el caso extremo p = 1 que para p > 1. Dado que

Lp(w) ( Lp,∞(w), podemos decir que el comportamiento de M en el caso extremo es “peor”.

No obstante, por el teorema de interpolación de Marcinkiewicz, las estimaciones de tipo débil en

el extremo permiten obtener las acotaciones de tipo fuerte. Esta idea fue utilizada por Sawyer

en [41] y dio origen a lo que conocemos como desigualdades mixtas. La filosof́ıa de este trabajo

consistió en definir un operador auxiliar S, que es una perturbación del operador M a través

de la intervención de un peso v de la clase A1. Precisamente,

Sf(x) =
M(fv)(x)

v(x)
.

Sawyer demostró que, si u y v son pesos de la clase A1, entonces la desigualdad

uv({x ∈ R : Sf(x) > t}) ≤ C

t

∫

R

|f(x)|u(x)v(x) dx (0.2)

vale para todo t > 0. La prueba de este resultado es bastante compleja dado que el peso v que

aparece dividiendo hace que los conjuntos de nivel se modifiquen drásticamente, de modo que los

argumentos clásicos de cubrimiento no aplican. Una motivación importante para estudiar este

tipo de desigualdades es el hecho de que las mismas permiten dar una demostración alternativa

(y muy sencilla) de la acotación de M en Lp(w) cuando w ∈ Ap. En efecto, (0.2) nos dice que

S es de tipo débil (1, 1) con respecto a la medida dµ(x) = u(x)v(x) dx, y no es dif́ıcil ver que

también es de tipo fuerte (∞,∞) con respecto a la misma medida. El teorema de interpolación

de Marcinkiewicz permite luego concluir que S es de tipo fuerte (p, p) con respecto a µ, para

todo 1 < p <∞. Por otro lado, si w ∈ Ap, puede descomponerse como w = uv1−p, donde u y v

son pesos de la clase A1, en virtud del teorema de factorización de Jones. Aśı,
∫

R

(Mf(x))pw(x) dx =

∫

R

(
M(vf/v)(x)

v(x)

)p

u(x)v(x) dx

=

∫

R

(S(f/v)(x))pu(x)v(x) dx

≤ C

∫

R

|f(x)|pu(x)[v(x)]1−p dx

= C

∫

R

|f(x)|pw(x) dx.

Otro tipo similar de estimaciones con pesos ya hab́ıa sido estudiado previamente en [34], donde

se prueba que la desigualdad

|{x ∈ R : |T f(x)|(w(x))1/p > t}| ≤ C

tp

∫

R

|f(x)|pw(x) dx (0.3)
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vale para todo t > 0, siempre que p ≥ 1 y w ∈ Ap. Más adelante, en [4] se prueba que si u ∈ A1

y v(x) = |x|−d, con d 6= 1, entonces se verifica que

uv

({

x ∈ R :
|T f(x)|
v(x)

> t

})

≤ C

∫

R

|f(x)|u(x) dx. (0.4)

En ambos casos T es el operador maximal de Hardy-Littlewood o la transformada de Hilbert.

En [41] se plantea la conjetura de que la desigualdad (0.2) es cierta también para la transfor-

mada de Hilbert. Esta conjetura fue demostrada veinte años más tarde en [11]. En este trabajo

se extiende la estimación de Sawyer a mayores dimensiones, tanto para el operador maximal de

Hardy-Littlewood como para OCZ. Se consideran, además, dos tipos de condiciones diferentes

en el par de pesos: u, v ∈ A1 o u ∈ A1 y v ∈ A∞(u). La segunda condición es más adecuada para

trabajar con herramientas clásicas, como por ejemplo la descomposición de Calderón-Zygmund.

Esto se debe a que, en este caso, los pesos u y v están relacionados, en el sentido de que

uv ∈ A∞. La otra condición, que es la considerada por Sawyer en su trabajo, exige realizar un

argumento de descomposición muy delicado. La idea central es utilizar un argumento de “cubos

principales”, que fue presentado en [34] para la prueba de (0.3). Otro aspecto importante para

destacar de [11] es que el resultado principal puede obtenerse si se prueba la desigualdad mixta

para MD, el operador maximal de Hardy-Littlewood definido sobre cubos diádicos de Rn. Una

vez obtenido este, un teorema de extrapolación que involucra al conocido algoritmo de iteración

de Rubio de Francia para construir pesos de la clase A1, permite deducir la correspondiente

desigualdad mixta para M y T , con T un OCZ.

Por otra parte, en [11] se conjetura que las desigualdades mixtas probadas debeŕıan ser

ciertas también en el caso más general u ∈ A1 y v ∈ A∞. Esta conjetura fue probada reciente-

mente en [25]. Concretamente, se probó que si u ∈ A1, v ∈ A∞ y T es el operador maximal de

Hardy-Littlewood o un OCZ, entonces

uv

({

x ∈ Rn :
|T (fv)(x)|

v(x)
> t

})

≤ C

∫

Rn

|f(x)|u(x)v(x) dx.

En vista de lo expuesto hasta aqúı, las desigualdades anteriores valen no solo cuando el pro-

ducto de los pesos involucrados es bueno, sino también en casos donde puede ser muy singular.

En esta tesis se extenderán algunos de los resultados mencionados a otros operadores del

Análisis Armónico. En el Caṕıtulo 2 se presentan desigualdades mixtas para conmutadores Tmb

de un OCZ, con śımbolo b ∈ BMO en el caso en que u es un peso de A1 y v está en A∞(u).

A diferencia de lo que ocurre con T , su conmutador no satisface una desigualdad de tipo débil

(1, 1), sino que verifica una desigualdad de tipo modular que involucra a la función de Young

Φm(t) = t(1 + log+ t)m, tal como se muestra en [37]. La desigualdad mixta que se obtiene en

este caso también es del mismo estilo y, cuando v = 1, permite recuperar el tipo débil modular

correspondiente. También se estudian desigualdades para operadores de convolución con un

núcleo que satisface una regularidad de tipo Hörmander generalizada, la cual es una extensión
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de la clásica condición de suavidad que satisface un OCZ. Para ello, fue necesario obtener

primero una estimación mixta para el operador, la cual se utilizó luego para la obtención de las

correspondientes estimaciones para los conmutadores de orden superior.

Los resultados finales extienden, en algún sentido, las estimaciones dadas en [26] para el

operador y para sus conmutadores de orden superior.

En el Caṕıtulo 3 se exploran desigualdades mixtas en el contexto fraccionario. La idea en

esta parte es similar a la utilizada en [11]: estudiar primero el operador maximal fraccionario

Mγ y luego, sabiendo que el par (Iγf,Mγf) satisface una estimación del estilo de (0.1) una

adaptación del teorema de extrapolación mencionado anteriormente permite concluir el mismo

tipo de estimación mixta para Iγ . La clave para obtener la desigualdad mixta paraMγ es utilizar

una desigualdad puntual que la relaciona con el operador maximal de Hardy-Littlewood clásico,

y luego utilizar las estimaciones mixtas conocidas para éste último.

Como aplicación directa de estas estimaciones se obtienen desigualdades mixtas para con-

mutadores de cierta clase de OCZ y de Iγ , ambos con śımbolo Lipschitz. La idea para lograr

estas acotaciones consiste en utilizar otra estimación puntual, del estilo

|T f(x)| ≤ CIγ0 |f |(x),

donde T es uno de los operadores mencionados y γ0 es un ı́ndice adecuado.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se exhiben desigualdades mixtas para operadores maximales

generalizados MΦ, definidos a partir de promedios asociados a una función de Young Φ. Estos

operadores son, en general, más singulares que el operador M y las estimaciones débiles que

verifican incluyen expresiones de tipo modular que involucran a la función Φ. En este caṕıtulo

se considera una familia de funciones de Young que incluye a Φm(t) = t(1 + log+ t)m. Este tipo

de funciones tiene especial interés dado que sus operadores maximales asociados son los que

controlan, en el sentido de (0.1), a los conmutadores de orden superior de un OCZ. Siguiendo

algunas ideas de los trabajos [41] y [11] se prueban desigualdades mixtas para MΦ, con Φ una

función de Young con ciertas propiedades, para el caso en que los pesos u y v son independientes.

Estas estimaciones extienden los tipos débiles conocidos, que se recuperan al considerar v = 1.

Como aplicación de estos resultados se obtienen desigualdades mixtas para el operador maximal

fraccionario generalizado Mγ,Φ. Estas estimaciones permiten dar una demostración alternativa

de la acotación de este operador en espacios de Lebesgue con pesos.

Los resultados originales presentados en esta tesis están expuestos en los Caṕıtulos 2, 3 y 4.

A continuación se exhibe el listado de las contribuciones realizadas:

# Fabio Berra, Marilina Carena and Gladis Pradolini. Mixed weak estimates of Sawyer type

for fractional integrals and some related operators. J. Math. Anal. Appl., 479(2):1490–

1505, 2019.
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# Fabio Berra. Mixed weak estimates of Sawyer type for generalized maximal operators

Proc. Amer. Math. Soc., 147(10):4259–4273, 2019.

# Fabio Berra, Marilina Carena and Gladis Pradolini. Mixed weak estimates of Sawyer type

for commutators of generalized singular integrals and related operators. Michigan Math.

J., 68(3):527–564, 2019.

# Fabio Berra, Marilina Carena and Gladis Pradolini. Improvements on Sawyer type esti-

mates for generalized maximal functions. Math. Nachr. Journal, in press.

Presentamos ahora un bosquejo gráfico de la organización de esta tesis. Comenzamos con la

distribución y relación entre los caṕıtulos.

Caṕıtulo 1

Preliminares

Caṕıtulo 2

Desigualdades

mixtas para ope-

radores de tipo

integral singular

Caṕıtulo 3

Desigualdades

mixtas para

operadores

fraccionarios

Caṕıtulo 4

Desigualdades

mixtas para

operadores

maximales

generalizados

Caṕıtulo 5

Demostraciones
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Caṕıtulo 2: Operadores de tipo integral singular

Operadores de Calderón-Zygmund

Resultados previos: [41] y [11]

Operadores con núcleo Hörmander

Resultados previos: [26] y [27]

Conmutador de orden m

con śımbolo en BMO:

Teorema 2.15

extiende [11] y [37]

OISCZ, conmutador de orden m

con śımbolo Lipschitz:

Teorema 3.13

Estimación para el operador:

Teorema 2.22

Conmutador de orden m

con śımbolo en BMO:

Teorema 2.24

Caṕıtulo 3: Operadores de tipo fraccionario

Mγ

Resultado previo: [33]
Iγ Resultado previo: [33]

Estimaciones mixtas de tipo débil

(p, q), con 1 ≤ p < n
γ ,

1
q = 1

p −
γ
n :

Teorema 3.1

Estimaciones mixtas de tipo débil

(p, q), con 1 ≤ p < n
γ ,

1
q = 1

p −
γ
n :

Teorema 3.7

Aplicaciones a conmutadores de

orden m con śımbolo Lipschitz-δ

Resultados previos: [31]

OISCZ: Teorema 3.13Iγ : Teorema 3.11
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Caṕıtulo 4: Operadores maximales generalizados

Desigualdad mixta para MΦ:

Teorema 4.2, extiende [36]

Desigualdad mixta para MΦ

con Φ ∈ Fr: Teorema 4.5

extiende [41] y [11]

Desigualdad mixta para Mγ,Φ:

Teoremas 4.9 y 4.11





Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo introduciremos los conceptos y definiciones necesarios para la lectura de esta

tesis. La mayoŕıa de los resultados aqúı expuestos son bien conocidos, por lo que no incluiremos

su prueba. No obstante, el lector interesado podrá encontrar las demostraciones omitidas en el

Apéndice. En la primera sección definiremos las funciones de Young y algunas de sus propiedades

más importantes. En la segunda, introduciremos los espacios funcionales clásicos con los que

trabajaremos. Los mismos se describen en términos de una medida µ que estará dada, en general,

por la expresión dµ(x) = w(x) dx, donde w es un peso. Este caso incluye a la medida de Lebesgue

cuando w = 1. Las clases de pesos que consideraremos, junto a sus propiedades elementales,

están expuestas en la Sección 1.3. Finalmente, en la Sección 1.4 introduciremos los operadores

maximales que aparecerán a lo largo de la tesis, junto a las propiedades de continuidad más

relevantes de los mismos.

1.1. Funciones de Young

Entenderemos por función creciente a una función que crece en sentido amplio, es decir,

si s < t entonces f(s) ≤ f(t). Cuando esta última desigualdad es estricta diremos que f es

estrictamente creciente.

Con la notación f . g entenderemos que existe una constante positiva C de modo que la

desigualdad f(t) ≤ Cg(t) vale para todo t en el dominio de f y g. En general, en una cadena

de desigualdades del tipo . conservaremos el śımbolo C para la constante que aparece en cada

paso, aun cuando la misma cambie de un miembro al siguiente. Diremos que dos funciones f y

g son equivalentes, y lo denotaremos f ≈ g, si f . g y g . f .

Una función f : [0,∞) → [0,∞] es convexa si se cumple que

f(θs+ (1− θ)t) ≤ θf(s) + (1− θ)f(t),

para todo 0 ≤ θ ≤ 1 y todos 0 ≤ s, t <∞.
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Decimos que Φ : [0,∞) → [0,∞] es una función de Young si es estrictamente creciente,

convexa, Φ(0) = 0 y ĺımt→∞Φ(t) = ∞.

Si bien esta definición permite que las funciones tomen el valor infinito en un conjunto de

medida positiva, en esta tesis trabajaremos con funciones de Young que son finitas en todo

punto. En este caso, la convexidad de Φ implica la continuidad en [0,∞). Ejemplos t́ıpicos

son las funciones de tipo potencia ϕ(t) = tp para 1 ≤ p < ∞, y las de tipo LlogL dadas por

ϕ(t) = tr(1 + log+ t)δ, con r ≥ 1, δ ≥ 0 y donde log+ t =: máx{log t, 0}.

Sea Φ : [0,∞) → [0,∞] una función. Decimos que Φ es submultiplicativa si

Φ(st) ≤ Φ(s)Φ(t),

para todos s, t ≥ 0.

Decimos que Φ es duplicante o satisface la condición △2 si existe una constante positiva

C de modo que

Φ(2t) ≤ CΦ(t), (1.1)

para todo t ≥ 0.

Es inmediato de estas definiciones que toda función submultiplicativa es duplicante.

Lema 1.1. Sean Φ,Ψ : [0,∞) → [0,∞] funciones crecientes, tales que Ψ ∈ △2 y existe una

constante L ≥ 1 de modo que

Ψ(t/L) ≤ Φ(t) ≤ Ψ(Lt), para todo t.

Entonces Φ ≈ Ψ.

Lema 1.2. Sea Φ una función convexa que verifica Φ(0) = 0. Entonces:

(a) Φ(at) ≤ aΦ(t), para 0 ≤ a ≤ 1;

(b) Φ(At) ≥ AΦ(t), para A > 1.

Observación 1.3. El ı́tem (b) del lema anterior nos dice que si Φ es de Young, entonces Ψ(t) =

Φ(t)/t es creciente. En efecto, si t1 < t2 entonces

Φ(t1)

t1
=
t2
t1

Φ(t1)

t2
≤

Φ
(
t2
t1
t1

)

t2
=

Φ(t2)

t2
.

En particular, ĺıms→0+ Φ(s)/s ≤ Φ(t)/t, para todo t > 0. Esto nos dice que toda función de

Young es derivable por derecha en t = 0. Denotaremos con Φ′(0) = ĺımt→0+ Φ(t)/t.

Sea Φ : [0,∞) → [0,∞] una función creciente. La inversa generalizada de Φ está definida

como

Φ−1(t) = ı́nf{s ≥ 0 : Φ(s) ≥ t},
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con la convención ı́nf ∅ = ∞.

En general, si Φ : [0,∞) → [0,∞] es una función, denotaremos con Φ−1(t) a su función

inversa generalizada evaluada en t y con (Φ(t))−1 al rećıproco del número real Φ(t), siempre

que sea positivo, a fin de evitar ambigüedades.

En [20] se demuestran algunos de los resultados que siguen a continuación para el caso de

funciones más generales. Aqúı daremos la prueba de los más importantes para nuestros propósi-

tos. El siguiente lema reúne algunas propiedades útiles de las funciones inversas generalizadas.

Lema 1.4. Sean Φ,Ψ : [0,∞) → [0,∞] funciones crecientes y continuas por izquierda. Entonces

se cumple que:

(a) Φ−1 es creciente y Φ−1(Φ(t)) ≤ t, para todo t;

(b) Φ−1 es continua por izquierda y Φ(Φ−1(t)) ≤ t, para todo t;

(c) si Φ ≤ Ψ, entonces Ψ−1 ≤ Φ−1.

(d) si Φ(0) = 0, entonces (Φ−1)−1 = Φ.

Demostración. Para probar el ı́tem (a) observemos que, si t1 < t2, entonces

{s ≥ 0 : Φ(s) ≥ t2} ⊆ {s ≥ 0 : Φ(s) ≥ t1},

lo cual implica que Φ−1(t1) ≤ Φ−1(t2). Fijado t ≥ 0, notar que

t ∈ {s ≥ 0 : Φ(s) ≥ Φ(t)},

de donde inmediatamente se tiene que Φ−1(Φ(t)) ≤ t.

Pasemos a la prueba de (b). Para ver la continuidad por izquierda, fijemos t > 0 y con-

sideremos una sucesión {tk}k tal que tk ր t. Por ser Φ−1 creciente, Φ−1(tk) ≤ Φ−1(t) para

todo k. En consecuencia, el ĺımite ĺımk→∞Φ−1(tk) existe y no supera a Φ−1(t). Para ver la otra

desigualdad veamos primero que, para todo ε > 0,

t ≤ Φ(Φ−1(t) + ε). (1.2)

En efecto, notemos que si Φ(u) < t entonces Φ−1(t) ≥ u. Si suponemos que (1.2) no vale,

tomando u = Φ−1(t) + ε obtenemos que Φ−1(t) ≥ Φ−1(t) + ε, una contradicción. Entonces

podemos concluir que

Φ
(
Φ−1(tk) + ε

)
≥ tk,

para todo ε > 0. De esta manera,

t = ĺım
k→∞

tk ≤ ĺım
k→∞

Φ
(
Φ−1(tk) + ε

)
= Φ

(

ĺım
k→∞

Φ−1(tk) + ε

)

.
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Combinando esta estimación con el ı́tem (a) concluimos que

Φ−1(t) ≤ Φ−1

(

Φ

(

ĺım
k→∞

Φ−1(tk) + ε

))

≤ ĺım
k→∞

Φ−1(tk) + ε,

para todo ε > 0. Entonces ĺımk→∞Φ−1(tk) = Φ−1(t), como queŕıamos demostrar. Para ver la

desigualdad supongamos, por el contrario, que Φ(Φ−1(t)) > t. Como Φ es continua por izquierda,

existe ε > 0 tal que Φ(Φ−1(t) − ε) > t. Entonces s = Φ−1(t) − ε es uno de los elementos que

compite para el ı́nfimo en la definición de Φ−1(t), de donde Φ−1(t) ≤ Φ−1(t) − ε, lo cual es

absurdo.

Para probar (c) notemos simplemente que

{s ≥ 0 : Φ(s) ≥ t} ⊆ {s ≥ 0 : Ψ(s) ≥ t},

y al tomar ı́nfimo obtenemos Ψ−1(t) ≤ Φ−1(t).

Por último, probemos (d). Si t = 0 la igualdad es inmediata. Consideremos t > 0 y 0 < ε < t.

Si 0 ≤ s ≤ Φ(t− ε), la parte (a) nos da Φ−1(s) ≤ Φ−1(Φ(t− ε)) ≤ t− ε. Entonces,

(Φ−1)−1(t) = ı́nf{s ≥ 0 : Φ−1(s) ≥ t} ≥ Φ(t− ε).

Como Φ es continua por izquierda, haciendo ε→ 0+ obtenemos que (Φ−1)−1(t) ≥ Φ(t).

Para ver la otra desigualdad, consideremos ε > 0 y observemos que si Φ(s) ≥ Φ(t) + ε,

entonces s ≥ t, y la definición de inversa generalizada implica que Φ−1(Φ(t)+ ε) ≥ t. Aplicando

(Φ−1)−1 y utilizando las partes (a) y (b) tenemos que (Φ−1)−1(t) ≤ Φ(t) + ε. Haciendo ε→ 0+

obtenemos la desigualdad deseada.

Observación 1.5. Si Φ es una función invertible y creciente, entonces su función inversa gene-

ralizada coincide con la inversa usual. En efecto, es fácil ver que

{s ≥ 0 : Φ(s) ≥ Φ(t)} = {s ≥ 0 : s ≥ t}

y entonces

t = ı́nf{s ≥ 0 : s ≥ t} = ı́nf{s ≥ 0 : Φ(s) ≥ Φ(t)} = Φ−1(Φ(t)).

El siguiente resultado nos da estimaciones similares a las del Lema 1.2 para la función inversa

generalizada.

Lema 1.6. Sea Φ : [0,∞) → [0,∞] una función convexa y creciente que verifica Φ(0) = 0.

Entonces tenemos que:

(a) Φ−1(at) ≥ aΦ−1(t), si 0 ≤ a ≤ 1;

(b) Φ−1(At) ≤ AΦ−1(t), si A ≥ 1.
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Lema 1.7. Sea Φ : [0,∞) → [0,∞] una función convexa y continua por izquierda que verifica

Φ(0) = 0 y ĺımt→∞Φ(t) = ∞. Si definimos

t0 = sup{t ≥ 0 : Φ(t) = 0} y t∞ = ı́nf{t ≥ 0 : Φ(t) = ∞},

entonces

Φ−1(Φ(t)) =







0, si t ≤ t0;

t, si t0 < t ≤ t∞;

t∞, si t > t∞.

Demostración. Como Φ es continua por izquierda tenemos que Φ(t) = 0 para 0 ≤ t ≤ t0 y,

en consecuencia, Φ−1(Φ(t)) = 0 para todo t ≤ t0. Consideremos ahora t0 < t ≤ t∞. Como Φ

es convexa y positiva en este intervalo, tenemos que es estrictamente creciente y por lo tanto

invertible. Aśı, Φ−1(Φ(t)) = t en virtud de la Observación 1.5. Finalmente, si t > t∞ entonces

Φ(t) = ∞ y Φ−1(Φ(t)) = t∞.

Observación 1.8. En el caso en que la función Φ sea de Young, tenemos que t0 = 0 y t∞ = ∞,

con lo cual Φ es invertible y se verifica que Φ−1(Φ(t)) = t para todo t.

Lema 1.9. Sean Φ,Ψ : [0,∞) → [0,∞] dos funciones crecientes tales que Φ ≈ Ψ. Entonces

existe una constante L ≥ 1 tal que

Φ−1(t/L) ≤ Ψ−1(t) ≤ Φ−1(tL),

para todo t ≥ 0.

Demostración. Por hipótesis, sabemos que existen dos constantes positivas C1 y C2 tales que

C1Ψ(t) ≤ Φ(t) ≤ C2Ψ(t)

para todo t ≥ 0. Sea L = máx{C−1
1 , C2}. Entonces

Ψ−1(t) = ı́nf{s ≥ 0 : Ψ(s) ≥ t} ≥ ı́nf{s ≥ 0 : Φ(s) ≥ C1t} = Φ−1(C1t) ≥ Φ−1

(
t

L

)

,

pues Φ−1 es creciente. Por otro lado,

Φ−1(tL) ≥ ı́nf

{

s ≥ 0 : Ψ(s) ≥ t
L

C2

}

≥ ı́nf {s ≥ 0 : Ψ(s) ≥ t} = Ψ−1(t),

por ser Ψ−1 creciente. Luego, hemos obtenido que

Φ−1(t/L) ≤ Ψ−1(t) ≤ Φ−1(tL),

y esto completa la prueba.

Combinando los Lemas 1.1 y 1.9 podemos obtener el siguiente resultado, del cual haremos

uso luego.
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Corolario 1.10. Sean Φ,Ψ : [0,∞) → [0,∞] dos funciones crecientes tales que Φ ≈ Ψ y

Ψ−1 ∈ △2. Entonces Ψ−1 ≈ Φ−1.

En algunas ocasiones podremos debilitar la condición de que la función involucrada sea

creciente. Diremos que una función Φ : [0,∞) → [0,∞] es casi creciente si existe una constante

K ≥ 1 tal que

Φ(s) ≤ KΦ(t)

para todo 0 ≤ s < t.

Integrando la desigualdad anterior con respecto a s obtenemos que

∫ t

0
Φ(s) ds ≤ KtΦ(t),

lo cual implica que
1

t

∫ t

0
Φ(s) ds ≤ KΦ(t), para todo t > 0. (1.3)

Si Φ satisface (1.3) diremos que es una función débilmente casi creciente.

Sea Φ : [0,∞) → [0,∞] una función que verifica que ĺımt→0+ Φ(t) = 0, ĺımt→∞Φ(t) = ∞, es

continua por izquierda y Φ(t)/t es casi creciente en (0,∞). La función complementaria de

Φ se denota por Φ̃ y se define, para t ≥ 0, como

Φ̃(t) = sup{ts− Φ(s) : s ≥ 0}.

De esta definición se sigue inmediatamente que Φ y Φ̃ satisfacen la desigualdad de Young

(ver, por ejemplo, [40]), es decir,

st ≤ Φ(s) + Φ̃(t). (1.4)

El siguiente lema reúne algunas propiedades importantes de las funciones complementarias.

Lema 1.11. Si Φ : [0,∞) → [0,∞] es una función con las propiedades mencionadas anterior-

mente, entonces

(a) Φ̃(0) = 0;

(b) Φ̃ es convexa, creciente y continua por izquierda;

(c) ĺımt→0+ Φ̃(t) = 0 y ĺımt→∞ Φ̃(t) = ∞.

Demostración. Para probar el inciso (a), por la definición de Φ̃ tenemos que

Φ̃(0) = sup{−Φ(s) : s ≥ 0} = 0.

Veamos (b). Si t1 < t2 entonces t1s− Φ(s) < t2s− Φ(s), para todo s ≥ 0. De esta manera,

sup{t1s− Φ(s) : s ≥ 0} ≤ sup{t2s− Φ(s) : s ≥ 0},
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lo cual muestra que Φ̃(t1) ≤ Φ̃(t2). Para mostrar que Φ̃ es convexa, dados t1, t2 y 0 ≤ θ ≤ 1,

notemos que

Φ̃(θt1 + (1− θ)t2) = sup
s≥0

{s(θt1 + (1− θ)t2)− Φ(s)}

= sup
s≥0

{θ(st1 − Φ(s)) + (1− θ)(st2 − Φ(s))}

≤ θ sup
s≥0

{st1 − Φ(s)}+ (1− θ) sup
s≥0

{(st2 − Φ(s))}

= θΦ̃(t1) + (1− θ)Φ̃(t2).

Probemos ahora la continuidad por izquierda. Sea t∞ = ı́nf{t ≥ 0 : Φ̃(t) = ∞}. La convexidad

implica continuidad en [0, t∞). Si t∞ = ∞ no hay nada que probar. Si t∞ <∞, entonces es claro

que Φ̃(t) = ∞ en (t∞,∞). En este caso basta con mostrar la continuidad por izquierda en t∞.

Para cada 0 < λ < 1 tenemos que Φ̃(λt∞) ≤ Φ̃(t∞), lo cual implica que ĺım supλ→1− Φ̃(λt∞) ≤
Φ̃(t∞). Sea ahora m < Φ̃(t∞) y t0 tal que t0t∞ − Φ̃(t0) ≥ m. Entonces, por la definición de Φ̃,

tenemos:

ĺım inf
λ→1−

Φ̃(λt∞) ≥ ĺım inf
λ→1−

(t0λt∞ − Φ(t0)) = t0t∞ − Φ(t0) ≥ m,

y haciendo m→ Φ̃(t∞) obtenemos que ĺımλ→1− Φ̃(λt∞) = Φ̃(t∞).

Para terminar, veamos (c). Como ĺımt→0+ Φ(t) = 0, existe s1 > 0 tal que Φ(s1) < ∞. Para

todo t > 0, Φ̃(t) ≥ s1t− Φ(s1), o bien Φ̃(t) + Φ(s1) ≥ s1t. Esto nos dice que ĺımt→∞ Φ̃(t) = ∞.

Por otro lado, existe s2 > 0 tal que Φ(s2) > 0. Por la condición casi creciente de Φ(t)/t tenemos

que
Φ(s2)

Ks2
≤ Φ(s)

s
, para todo s ≥ s2.

Aśı,

Φ̃(t) = sup
s≥0

{ts− Φ(s)}

≤ sup
0≤s<s2

{ts− Φ(s)}+ sup
s≥s2

{ts− Φ(s)}

≤ ts2 + sup
s≥s2

{

ts− Φ(s2)

Ks2
s

}

.

Notar que si t < Φ(s2)/(Ks2), el supremo en la última desigualdad es cero. Esto, combinado

con el hecho de que Φ̃ ≥ 0, nos permite concluir que ĺımt→0+ Φ̃(t) = 0.

Observación 1.12. Si Φ(t) = t entonces Φ̃(t) = ∞X(1,∞)(t). Este ejemplo nos muestra que, aun

cuando Φ(t) <∞ para todo t, su función complementaria puede tomar el valor ∞. También es

claro que si Φ̃(t0) = ∞ para algún t0, entonces Φ̃(t) = ∞ en [t0,∞) dado que Φ̃ es creciente.

Lema 1.13. Sea Φ : [0,∞) → [0,∞] una función convexa y continua por izquierda, tal que

ĺımt→0+ Φ(t) = 0 y ĺımt→∞Φ(t) = ∞. Si b = ĺımt→0+ Φ(t)/t = Φ′(0), entonces Φ̃(t) = 0 si y

solo si t ≤ b.



22 Preliminares

Demostración. Como Φ es convexa, Ψ(s) = Φ(s)/s es creciente. En particular, b ≤ Ψ(s) para

todo s. Además:

Φ̃(t) = sup
s≥0

{s (t−Ψ(s))} .

Si t ≤ b, entonces t−Ψ(s) ≤ 0, con lo cual Φ̃(t) = 0. Rećıprocamente, si t > b existe un s0 > 0

tal que t−Ψ(s0) > 0. Aśı, Φ̃(t) > 0.

El siguiente lema nos da una relación importante que verifican las inversas de una función

de Young y su complementaria.

Lema 1.14. Sea Φ una función de Young. Entonces

t

2
≤ Φ−1(t)Φ̃−1(t) ≤ 2t,

para todo 0 < t <∞.

Demostración. Por la definición de Φ̃ podemos escribir, para s > 0,

Φ̃

(
Φ(s)

s

)

= sup
z≥0

{

z
Φ(s)

s
− Φ(z)

}

= sup
z≥0

{

z

(
Φ(s)

s
− Φ(z)

z

)}

.

Como Φ es de Young, Ψ(t) = Φ(t)/t es creciente, con lo cual el supremo de arriba se alcanza en

[0, s]. Aśı,

sup
z∈[0,s]

{

z

(
Φ(s)

s
− Φ(z)

z

)}

≤ sup
z∈[0,s]

{

z
Φ(s)

s

}

≤ Φ(s).

Por otro lado, eligiendo z = s

Φ̃

(

2
Φ(s)

s

)

= sup
z≥0

{

2z
Φ(s)

s
− Φ(z)

}

≥ 2Φ(s)− Φ(s) = Φ(s).

De esta manera, tenemos que

Φ̃

(
Φ(s)

s

)

≤ Φ(s) ≤ Φ̃

(

2
Φ(s)

s

)

.

Dado que Φ es de Young, fijado t > 0 existe s > 0 tal que Φ(s) = t y Φ−1(t) = s en virtud de

la Observación 1.8. Entonces
Φ(s)

s
=

t

Φ−1(t)
=: u

y podemos escribir la desigualdad de arriba como

Φ̃(u) ≤ t ≤ Φ̃(2u).

Utilizando la parte (a) del Lema 1.4 obtenemos que

Φ̃−1(Φ̃(u)) ≤ Φ̃−1(t) ≤ 2u =
2t

Φ−1(t)
, (1.5)
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de donde se sigue que Φ−1(t)Φ̃−1(t) ≤ 2t.

Para ver la otra desigualdad, supongamos primero que Φ′(0) = ĺımt→0+ Φ(t)/t = 0. En

este caso, por el Lema 1.13 tenemos que Φ̃(t) > 0 para todo t > 0. El Lema 1.7 nos da

Φ̃−1(Φ̃(u)) = mı́n{u, u∞}, donde u∞ = ı́nf{s > 0 : Φ̃(s) = ∞}. Si u ≤ u∞, entonces por (1.5)

tenemos que

u = Φ̃−1(Φ̃(u)) ≤ Φ̃−1(t)

o, equivalentemente, t ≤ Φ−1(t)Φ̃−1(t). Si u > u∞ entonces ∞ = Φ̃(u) ≤ t < ∞, con lo cual

este caso no puede ocurrir.

Supongamos ahora que Φ′(0) = b > 0. Definimos η(t) = Φ(t)− bt. Entonces η es convexa y

η′(0) = 0. Como Φ(t) ≤ 2máx{bt, η(t)}, la parte (c) del Lema 1.4 y el Lema 1.6 nos permiten

concluir que

Φ−1(s) ≥ 1

2
mı́n

{s

b
, η−1(s)

}

. (1.6)

Por otra parte, si s > b obtenemos que

Φ̃(s) = sup
z≥0

{zs− Φ(z)} = sup
z≥0

{z(s− b)− (Φ(z)− zb)} = η̃(s− b).

Si 0 ≤ s < b entonces el segundo supremo de arriba es 0, con lo cual

Φ̃(s) = η̃(máx{s− b, 0}),

dado que η̃(0) = 0. Con esto,

η̃−1(t) + b = ı́nf{z ≥ 0 : η̃(z) ≥ t}+ b

= ı́nf{z + b : z ≥ 0 y η̃(z) ≥ t}
= ı́nf{u ≥ b : η̃(u− b) ≥ t}
= ı́nf{r ≥ 0 : Φ̃(r) ≥ t}
= Φ̃−1(t).

Entonces

Φ̃−1(t) = η̃−1(t) + b. (1.7)

Combinando (1.6) y (1.7) obtenemos que

Φ−1(t)Φ̃−1(t) ≥ 1

2
mı́n

{
t

b
, η−1(t)

}

(b+ η̃−1(t)) ≥ t

2
,

dado que η−1(t)η̃−1(t) ≥ t por lo probado en el otro caso, ya que η′(0) = 0. La prueba queda

completa.

En algunas ocasiones resultará de utilidad acotar una función por otra de tipo potencia.

Para ello, definiremos los conceptos de tipo superior e inferior.
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Dado 0 < q < ∞, diremos que una función Φ : [0,∞) → [0,∞] es de tipo inferior q si

existe una constante positiva C de modo que

Φ(st) ≤ CsqΦ(t),

para todo t ≥ 0 y todo 0 ≤ s ≤ 1. Análogamente, Φ es de tipo superior q si la desigualdad de

arriba vale para todo t ≥ 0 y s ≥ 1.

Decimos que una función Φ : [0,∞) → [0,∞] pertenece a la clase Bp, 1 < p <∞, si existe

una constante positiva c de modo que
∫ ∞

c

Φ(s)

sp
ds

s
<∞. (1.8)

Esta condición fue introducida por C. Pérez en [39] y guarda estrecha relación con la aco-

tación del operador maximal generalizado MΦ asociado a la función Φ de Young (ver Teore-

ma 1.57).

Existe una relación entre las clases Bp y el tipo superior de Φ, la cual se resume en la

siguiente proposición.

Proposición 1.15. Sean r ≥ 1 y Φ : [0,∞) → [0,∞] una función de tipo superior r. Entonces

Φ ∈ Bp para todo p > r.

Demostración. Fijemos p > r. Tomando c = 1 podemos estimar
∫ ∞

1

Φ(s)

sp
ds

s
.

∫ ∞

1
sr−p−1 ds

= ĺım
t→∞

(
tr−p

r − p
− 1

r − p

)

<∞.

El siguiente lema establece un control para las funciones de Young en Bp por otra de tipo

potencia, para t suficientemente grande.

Lema 1.16. Sean 1 < p < ∞ y Φ una función de Young en la clase Bp. Entonces existe una

constante positiva Cp tal que Φ(t) ≤ Cpt
p, para todo t ≥ c, donde c es la constante que aparece

en (1.8).

Demostración. Como Φ ∈ Bp, sabemos que 0 < αp <∞, donde

αp =

∫ ∞

c

Φ(s)

sp
ds

s
.

Entonces, si t ≥ c

αp ≥
∫ 2t

t

Φ(s)

sp
ds

s
≥ Φ(t)

∫ 2t

t
s−p−1 ds =

Φ(t)

p

(
t−p − (2t)−p

)
=

Φ(t)

p

2p − 1

2p
t−p,

y esto implica la tesis tomando Cp = αpp
2p

2p−1 .
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La siguiente proposición resultará útil para estimar una función de Young evaluada en un

producto por la suma de dos funciones de Young adecuadas, evaluadas en cada uno de los facto-

res. Esta estimación permite deducir la desigualdad de Hölder generalizada (ver Teorema 1.53).

Proposición 1.17. Sean Φ,Ψ y η : [0,∞) → [0,∞] tres funciones de Young tales que

Ψ−1(t)η−1(t) ≤ Φ−1(t),

para todo t. Entonces, tenemos que

Φ(st) ≤ Ψ(s) + η(t),

para todos s y t.

Como mencionamos al comienzo, las funciones del tipo Lr(logL)δ con r ≥ 1 y δ ≥ 0 son de

Young. Finalizaremos esta sección enunciando algunas propiedades de este tipo de funciones,

que serán de utilidad en la prueba de los resultados principales. La demostración de las mismas

puede encontrarse en el Apéndice.

Proposición 1.18. Sea Φ(t) = tr(1 + log+ t)δ, donde r > 0 y δ ≥ 0. Entonces:

(a) Φ es submultiplicativa;

(b) Φ(t) ≈ Ψ(t), donde Ψ(t) = tr log(e+ t)δ;

(c) Φ−1(t) ≈ t1/r(1 + log+ t)−δ/r;

(d) si r > 1, Φ̃(t) ≈ tr
′
(1 + log+ t)−δ/(r−1). Si r = 1 y δ > 0, Φ̃(t) ≈ (et

1/δ − e)X(1,∞)(t);

(e) para cada ε > 0 existe una constante positiva C tal que Φ(t) ≤ Ctr+ε, para t ≥ 1.

1.2. Espacios de medida

Sea X un conjunto no vaćıo. Un álgebra A sobre X es una colección no vaćıa de subcon-

juntos de X que es cerrada bajo uniones finitas y complementos, es decir que si A1, . . . , An ∈ A,

entonces
⋃n
i=1Ai ∈ A y que si A ∈ A, entonces Ac ∈ A. Una σ-álgebra C sobre X es un álgebra

que es cerrada por uniones numerables.

Sea X un conjunto no vaćıo, dotado con una σ-álgebra C. Una medida µ es una función

µ : C → [0,∞] tal que

µ(∅) = 0;

si {Aj}∞j=1 es una colección disjunta de elementos en C entonces

µ





∞⋃

j=1

Aj



 =

∞∑

j=1

µ(Aj).
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Si C es una σ-álgebra, entonces (X, C) es un espacio medible y los elementos de C son con-

juntos medibles. Si µ es una medida en (X, C) entonces diremos que (X, C, µ) o directamente

(X,µ) es un espacio de medida.

Si X es un espacio eucĺıdeo, la medida clásica por excelencia es la medida de Lebesgue. Si E

es un conjunto medible Lebesgue, denotaremos con |E| a la medida de Lebesgue de E. Si X = R

y E = (a, b), entonces |E| = b− a. Más generalmente, en Rn, |∏n
i=1(ai, bi)| =

∏n
i=1(bi − ai).

Sean (X, CX) e (Y, CY ) espacios medibles. Diremos que una función f : X → Y es (CX , CY )-
medible o simplemente medible si {x ∈ X : f(x) ∈ B} ∈ CX para todo B ∈ CY . Sea (X,µ) un

espacio de medida. Un conjunto N ⊆ X que verifica µ(N) = 0 se llama conjunto nulo. Si una

propiedad se verifica para todo punto x ∈ X salvo para puntos de un conjunto nulo, diremos

que la propiedad se satisface en casi todo punto con respecto a µ y lo denotaremos c.t.p.(µ).

Si f es una función medible definida sobre X, diremos que f es integrable si
∫

X
|f(x)| dµ(x) <∞.

Si E es cualquier subconjunto medible de X, f es integrable sobre E si fXE es integrable. Aqúı

XE denota la función caracteŕıstica del conjunto E, que toma el valor 1 si x ∈ E, y 0 si no.

Cuando resulte claro del contexto cuál es la medida con la que estamos trabajando y no sea

necesario explicitar la variable de integración, usaremos la notación
∫

E
f(x) dµ(x) =

∫

E
f.

Los espacios Lp(X,µ) son espacios de funciones que juegan un papel muy importante en la

acotación de algunos de los operadores más conocidos del Análisis Armónico. Para 1 ≤ p ≤ ∞,

estos espacios resultan normados y completos con la norma dada por

‖f‖Lp(X,µ) :=

(∫

X
|f(x)|p dµ(x)

)1/p

, 1 ≤ p <∞.

Para p = ∞ se define

‖f‖L∞(X,µ) := ı́nf {M > 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > M}) = 0} .

Los espacios Lp(X,µ) se definen entonces como los conjuntos de funciones µ−medibles

cuya norma p es finita, es decir,

Lp(X,µ) =
{

f : X → C medibles : ‖f‖Lp(X,µ) <∞
}

.

El caso p = 1 corresponde al espacio L1(X,µ) de las funciones integrables. Denotaremos

con L1
loc
(X) al espacio de las funciones localmente integrables sobre X, es decir, aquellas

que son integrables sobre conjuntos compactos de X. Más generalmente, dada una función ϕ

podemos definir Lϕ
loc
(X) como el espacio de funciones que verifican que ϕ(f) ∈ L1

loc
(X). En el

caso ϕ(t) = tp denotaremos esto directamente como Lp
loc
(X).
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Cuando X = Rn y µ sea la medida de Lebesgue escribiremos simplemente Lp en lugar de

Lp(X,µ).

Cabe destacar que cuando 0 < p < 1, Lp(X,µ) no es un espacio normado pues no se verifica

la desigualdad triangular. Sin embargo, śı se trata de una casi-norma pues se puede probar que

‖f + g‖Lp(X,µ) ≤ 2(1−p)/p
(

‖f‖Lp(X,µ) + ‖g‖Lp(X,µ)

)

.

Diremos que dos funciones f, g ∈ Lp(X,µ) son iguales si f(x) = g(x) en c.t.p.(µ) x ∈ X.

Dado 1 < p < ∞ denotaremos con p′ al exponente conjugado de p, es decir, el número

que satisface 1/p+ 1/p′ = 1. De esta relación, p′ = p/(p− 1). Además, para los casos extremos

p = 1 y p = ∞ denotamos respectivamente 1′ = ∞ y ∞′ = 1.

El siguiente teorema nos da la clásica desigualdad de Hölder para los espacios Lp(X,µ), la

cual nos dice que el producto de una función de Lp(X,µ) y otra de Lp
′
(X,µ) siempre es una

función de L1(X,µ). La prueba puede encontrarse, por ejemplo, en [18].

Teorema 1.19 (Desigualdad de Hölder). Sea (X,µ) un espacio de medida. Si f y g son fun-

ciones medibles y 1 ≤ p ≤ ∞, entonces

‖fg‖L1(X,µ) ≤ ‖f‖Lp(X,µ) ‖g‖Lp′ (X,µ) ,

donde p′ es el exponente conjugado de p.

Como consecuencia de este teorema tenemos la siguiente desigualdad.

Corolario 1.20. Sean (X,µ) un espacio de medida, E ⊆ X un conjunto de medida finita, p > 1

y f ∈ Lp(X,µ). Entonces
(

1

|E|

∫

E
|f(x)| dµ(x)

)p

≤ 1

|E|

∫

E
|f(x)|p dµ(x).

Esto nos permite probar, además, que si µ(X) <∞, Lp(X,µ) ⊆ Lq(X,µ) cuando 1 ≤ q < p.

Observación 1.21. La desigualdad anterior es válida en un contexto más general. Más precisa-

mente, si ϕ es una función no negativa y convexa, entonces

ϕ

(
1

|E|

∫

E
|f(x)| dx

)

≤ 1

|E|

∫

E
ϕ(|f(x)|) dx,

para cualquier conjunto medible E con 0 < |E| < ∞. Esta desigualdad se conoce como De-

sigualdad de Jensen.

La función de distribución df : [0,∞) → [0,∞] de una función medible f en (X,µ) está

dada por

df (t) = µ({x ∈ X : |f(x)| > t}).

Esta función nos da alguna información acerca del “tamaño” de f y es sencillo ver que es

decreciente, entre otras propiedades.
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La siguiente proposición resulta de utilidad para calcular integrales con respecto a una

medida µ de expresiones que involucren a cierta función f , a través de una integral en R

utilizando su función de distribución df . Una prueba de la misma puede encontrarse en [13].

Proposición 1.22. Sean (X,µ) un espacio de medida y ϕ : [0,∞) → [0,∞) una función

creciente, derivable y que verifica que ϕ(0) = 0. Entonces

∫

X
ϕ(f(x)) dµ(x) =

∫ ∞

0
ϕ′(t)df (t) dt.

Otro espacio que consideraremos es el denotado por Lp,∞(X,µ) y también conocido como

Lp(X,µ)-débil. Este espacio se define como el conjunto de todas las funciones µ-medibles tales

que la cantidad

‖f‖Lp,∞(X,µ) : = ı́nf

{

C > 0 : df (λ) ≤
(
C

λ

)p}

= sup
t>0

tdf (t)
1/p

es finita. Se puede ver que ‖f‖Lp,∞(X,µ) no es una norma, dado que no se verifica la desigualdad

triangular. Luego, si 0 < p <∞, Lp,∞(X,µ) es un espacio vectorial casi-normado.

El espacio L∞(X,µ)-débil coincide, por definición, con L∞(X,µ). El siguiente resultado

establece una relación entre Lp(X,µ) y Lp,∞(X,µ).

Teorema 1.23 (Desigualdad de Tchebychev). Sea 0 < p <∞ y f ∈ Lp(X,µ). Entonces

df (t) ≤
(

‖f‖Lp(X,µ)

t

)p

.

Esta desigualdad implica directamente que Lp(X,µ) ⊆ Lp,∞(X,µ). Además, como es bien

sabido, esta contención es estricta.

Si f es una función medible en un espacio de medida (X,µ), se define la reordenada no

creciente de f como la función f∗ : [0,∞) → [0,∞] dada por

f∗(t) = ı́nf{s > 0 : df (s) ≤ t}.

De esta definición, podemos observar que f∗ es decreciente y, en el caso en que µ(X) <∞,

está soportada en el intervalo [0, µ(X)]. También puede probarse (ver, por ejemplo, [18]) que

sup
t>0

tsf∗(t) = sup
r>0

r(df (r))
s, 0 < s <∞. (1.9)

Si (X,µ) es un espacio de medida y 0 < p, q ≤ ∞, se define

‖f‖Lp,q(X,µ) :=

{ (∫∞
0 (t1/pf∗(t))q dtt

)1/q
, si q <∞;

supt>0 t
1/pf∗(t), si q = ∞.
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El conjunto de todas las funciones medibles f en (X,µ) tales que ‖f‖Lp,q(X,µ) <∞ se conoce

como espacio de Lorentz Lp,q(X,µ). Cuando q = ∞, usando (1.9) se deduce que estos espacios

son los Lp(X,µ)-débiles.

La siguiente proposición, cuya demostración es directa, será de utilidad en algunas estima-

ciones.

Proposición 1.24. Sean (X,µ) un espacio de medida, f una función medible y 1 ≤ p < ∞.

Entonces

‖f‖Lp,∞(X,µ) = ‖fp‖1/p
L1,∞(X,µ)

.

Si (X,µ) es un espacio de medida y Φ es una función de Young, se define el espacio de

Orlicz LΦ(X,µ) como el conjunto de funciones medibles sobre (X,µ) que verifican que

∫

X
Φ (ε|f(x)|) dµ(x) <∞ para algún ε > 0.

Si consideramos el funcional

ρΦ(f) =

∫

X
Φ(|f(x)|) dµ(x),

entonces la cantidad

‖f‖LΦ(X,µ) := ı́nf

{

λ > 0 :

∫

X
Φ

( |f(x)|
λ

)

dµ(x) ≤ 1

}

define una norma en LΦ(X,µ).

Los espacios LΦ(X,µ) pueden verse como una generalización de los Lp(X,µ). No es dif́ıcil

comprobar que si consideramos Φ(t) = tp, 1 ≤ p <∞, tenemos que LΦ(X,µ) = Lp(X,µ), pues

∫

X
Φ

( |f(x)|
λ

)

dµ(x) ≤ 1 ⇐⇒
∫

X
|f(x)|p dµ(x) ≤ λp

⇐⇒
(∫

X
|f(x)|p dµ(x)

)1/p

≤ λ,

y el ı́nfimo de tales λ resulta ser justamente ‖f‖Lp(X,µ).

Otras propiedades interesantes de la norma ‖·‖LΦ(X,µ) son que ‖f‖LΦ(X,µ) ≤ 1 si y solo si

ρΦ(f) ≤ 1 y que ρΦ(f/ ‖f‖LΦ(X,µ)) ≤ 1. Una prueba de las mismas puede encontrarse en [40].

El espacio de Orlicz débil L̃Φ(X,µ) se define como el conjunto de funciones medibles en

(X,µ) para las cuales

sup
t>0

Φ(t)µ({x ∈ X : |f(x)| > t}) <∞.

Variantes útiles de todos los espacios introducidos resultan ser los espacios pesados, donde

la medida está dada por dν(x) = w(x) dµ(x), siendo w un peso, es decir, una función positiva

y localmente integrable. Más adelante se detallarán propiedades importantes de estas funciones
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y las clases más usuales de las mismas. Aśı, por ejemplo, el espacio Lp(X, ν) está dado, para

1 ≤ p <∞, como el conjunto de funciones medibles para las cuales

(∫

X
|f(x)|pw(x) dµ(x)

)1/p

<∞.

Entonces, se tiene que f ∈ Lp(X, ν) si y solo si fw1/p ∈ Lp(X,µ). Para el caso p = ∞, notar

que, si E es ν-medible,

ν(E) =

∫

E
w(x)dµ(x),

y esto nos dice que dν/dµ = w y ν es absolutamente continua con respecto a µ, es decir,

µ(E) = 0 implica ν(E) = 0. Además, si ν(E) = 0 entonces debe ser µ(E) = 0 ya que w es un

peso. Aśı, los conjuntos nulos con respecto a ambas medidas coinciden, lo que nos conduce a

que L∞(X, ν) = L∞(X,µ).

Cuando X = Rn y µ sea la medida de Lebesgue, denotaremos a estos espacios simplemente

por Lp(w).

1.3. Clases de pesos

En la sección anterior se definió un peso w como una función positiva y localmente integrable.

En esta sección consideraremos el espacio X = Rn y µ la medida de Lebesgue. Los pesos juegan

un papel muy importante a la hora de establecer las acotaciones de algunos operadores del

Análisis Armónico, tales como la maximal de Hardy-Littlewood o los operadores de Calderón-

Zygmund. Gran parte de la teoŕıa de integrales singulares involucra el problema de determinar

cuáles son los pesos adecuados para lograr acotaciones entre diferentes espacios. Uno de los

primeros resultados sobre esto, que motivó la definición de las conocidas clases Ap, se debe a

Benjamin Muckenhoupt en los años 70.

Sea w un peso y E ⊆ Rn un conjunto medible con medida positiva. Denotaremos con

w(E) =
∫

E w(x) dx y definimos el promedio de w sobre E por

wE =
w(E)

|E| .

También denotaremos con ı́nfE w y supE w al ı́nfimo y supremo esencial de w sobre el

conjunto E, respectivamente. Esto es,

ı́nf
E
w = sup{M > 0 : |{x ∈ E : w(x) < M}| = 0}, y

sup
E
w = ı́nf{M > 0 : |{x ∈ E : w(x) > M}| = 0}.

Para las definiciones que siguen utilizaremos cubos en Rn con lados paralelos a los ejes

coordenados, es decir, Q =
∏n
i=1[ai, bi] donde ai < bi, 1 ≤ i ≤ n. Con ℓ(Q) denotaremos a la

longitud del lado del cubo Q, esto es, ℓ(Q) = bi − ai, para todo i.
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En algunos casos será útil trabajar con bolas en lugar de cubos. Para x ∈ Rn y r > 0,

denotaremos con B(x, r) a la bola centrada en el punto x y con radio r, es decir,

B(x, r) = {y ∈ Rn : |x− y| < r}.

Dada una función medible f denotaremos con Lf al conjunto de puntos de Lebesgue

de f . Este conjunto está dado por

Lf =

{

x ∈ Rn : ĺım
r→0+

1

|B(x, r)|

∫

B(x,r)
|f(x)− f(y)| dy = 0

}

.

Cuando f ∈ L1
loc
, |Rn\Lf | = 0 (ver, por ejemplo, [14]).

Observación 1.25. Dado un número r > 0, si Qr es el cubo centrado en x con ℓ(Q) = 2r entonces

B(x, r) ⊆ Qr ⊆ B(x,
√
nr),

con lo cual B(x, r) y Qr tienen medida comparable. Además, cada uno está contenido en un

dilatado del otro, también con medidas comparables. Esto nos permite trabajar indistintamente

con bolas o cubos en la definición de Lf . Más aún, los operadores maximales que introduciremos

más adelante, definidos a partir de bolas o de cubos, resultan equivalentes.

La primera familia de pesos que presentaremos es la clase Ap de Muckenhoupt. Diremos

que un peso w está en Ap, para 1 < p <∞, si existe una constante positiva C tal que para todo

cubo Q ⊆ Rn se satisface

(
1

|Q|

∫

Q
w(x) dx

)(
1

|Q|

∫

Q
w(x)1−p

′
dx

)p−1

≤ C, (1.10)

donde p y p′ son exponentes conjugados.

La desigualdad (1.10) puede reescribirse de la siguiente manera

sup
Q

|Q|−1
∥
∥
∥w1/pXQ

∥
∥
∥
Lp

∥
∥
∥w−1/pXQ

∥
∥
∥
Lp′

<∞. (1.11)

Observación 1.26. Notar que el producto de los promedios que aparecen arriba es siempre mayor

o igual que 1. En efecto,

1 =

(
1

|Q|

∫

Q
w1/pw−1/p

)

≤
(

1

|Q|

∫

Q
w

)1/p( 1

|Q|

∫

Q
w−p′/p

)1/p′

=

(
1

|Q|

∫

Q
w

)1/p( 1

|Q|

∫

Q
w1−p′

)1/p′

,

y elevando a la p ambos miembros resulta

1 ≤
(

1

|Q|

∫

Q
w

)(
1

|Q|

∫

Q
w1−p′

)p−1

.
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Si además w ∈ Ap, este producto de promedios está acotado superiormente. Esto permite pensar

a la clase Ap como una especie de desigualdad de Hölder “al revés”. Más adelante veremos que,

efectivamente, los pesos de Ap verifican una desigualdad de este estilo.

Cuando p = 1 decimos que w pertenece a la clase A1 de Muckenhoupt si existe una constante

positiva C tal que, para todo cubo Q ⊆ Rn, se tiene

1

|Q|

∫

Q
w(x) dx ≤ Cw(x), (1.12)

para casi todo x ∈ Q. De esta definición se desprende rápidamente que si w ∈ A1, entonces el

promedio de w sobre el cubo Q es comparable al ı́nfimo esencial de w en ese cubo. Teniendo en

cuenta (1.11), si p = 1, entonces p′ = ∞ y obtenemos la siguiente forma equivalente de (1.12):

sup
Q

|Q|−1 ‖wXQ‖L1 ‖1/wXQ‖L∞ <∞. (1.13)

Si p = ∞, se define la clase A∞ como

A∞ =
⋃

p≥1

Ap.

Existen muchas otras maneras de describir la clase A∞. Las mismas pueden encontrarse

en [18]. Una de las más conocidas es la siguiente: w ∈ A∞ si y solo si existen constantes

positivas C y ε tales que
w(E)

w(Q)
≤ C

( |E|
|Q|

)ε

(1.14)

para todo cubo Q y todo subconjunto medible E de Q.

Dado w ∈ Ap, la constante más chica para la cual se verifican las condiciones (1.10) o (1.12)

se denomina constante caracteŕıstica Ap de w y se denota por [w]Ap .

La siguiente proposición nos da algunas de las propiedades más importantes de los pesos Ap.

Proposición 1.27. Para un peso w valen las siguientes propiedades:

(a) [w]Ap ≥ 1, para 1 ≤ p <∞;

(b) las clases Ap son crecientes en p, es decir, si 1 ≤ p < q < ∞, entonces Ap ⊆ Aq y

[w]Aq ≤ [w]Ap;

(c) si w ∈ Ap, con 1 < p <∞, entonces σ := w1−p′ ∈ Ap′ con [σ]Ap′
= [w]p

′−1
Ap

;

(d) si w0, w1 son pesos de la clase A1, entonces w0w
1−p
1 ∈ Ap, para todo 1 < p <∞;

(e) si w ∈ Ap para algún p, entonces la medida dµ(x) = w(x) dx es duplicante, esto es, existe

una constante C = C(n, p) ≥ 1 tal que

w(2Q) ≤ Cw(Q),

para todo cubo Q ⊆ Rn.
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Demostración. Las pruebas de los incisos (a) a (d) pueden encontrarse en [18] o en [13]. Probe-

mos entonces (e). Si Q ⊆ Rn, de la hipótesis en w y la Observación 1.26 tenemos

w(2Q) = |2Q|p
(
w(2Q)

|2Q|

)(

w1−p′(2Q)

|2Q|

)p−1
(

w1−p′(2Q)
)1−p

≤ [w]Ap2
np

(

w1−p′(Q)

|Q|

)1−p(
w(Q)

|Q|

)−1

w(Q)

≤ [w]Ap2
npw(Q).

La rećıproca del inciso (d) de la proposición anterior también es cierta, y forma parte de un

importante teorema debido a Peter Jones en [22].

Teorema 1.28 (Teorema de factorización de Jones). Un peso w pertenece a la clase Ap, 1 <

p <∞, si y solo si existen pesos w0, w1 en la clase A1 tales que w = w0w
1−p
1 .

La siguiente proposición da una manera de estimar el conjunto de nivel de un peso de A∞

cuando está restringido a un cubo Q de Rn. Si bien en [34] esta propiedad se prueba suponiendo

que w está en la clase A1, la misma demostración puede adaptarse para w ∈ A∞.

Proposición 1.29. Sea w ∈ A∞, λ > 0 y Q un cubo de Rn. Entonces, existen constantes

positivas C0 y ξ de modo que

|{w(x) > λ} ∩Q| ≤ C0|Q|
[

1

λ|Q|

∫

Q
w(x) dx

]1+ξ

.

Demostración. Como w ∈ A∞, existen constantes positivas C and ε tales que, para cada cubo

Q y cada E ⊆ Q medible, se tiene que

w(E)

w(Q)
≤ C

( |E|
|Q|

)ε

. (1.15)

Sea Eλ = {w(x) > λ} ∩Q. Utilizando la desigualdad de Tchebychev y (1.14) tenemos que

|Eλ| ≤
1

λ
w(Eλ) ≤

C

λ

( |Eλ|
|Q|

)ε

w(Q),

y esto implica que

|Eλ| ≤ |Q|
(

C

λ|Q|w(Q)

)1/(1−ε)

.

Tomando ξ = 1/(1− ε)− 1 y C0 = C1/(1−ε) se sigue el resultado.

Una propiedad importante que satisfacen todos los pesos de la clase Ap, 1 ≤ p ≤ ∞, es la

propiedad reverse Hölder o propiedad de Hölder al revés. Dado un número s > 1 decimos

que w ∈ RHs si existe una constante positiva C tal que, para todo cubo Q ⊆ Rn, se tiene:

(
1

|Q|

∫

Q
ws(x) dx

)1/s

≤ C

|Q|

∫

Q
w(x) dx. (1.16)
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El nombre “Hölder al revés” proviene del hecho de que la desigualdad en sentido contrario

vale trivialmente utilizando la desigualdad clásica de Hölder con exponentes s y s′.

Para s = ∞, se define la clase RH∞ como el conjunto de todos los pesos w que satisfacen

sup
Q
w ≤ C

|Q|

∫

Q
w(x) dx. (1.17)

La constante más chica para la cual valen las desigualdades de arriba se denota [w]RHs . Las

clases RHs son decrecientes en s, y además RH∞ ⊆ RHs para todo s > 1.

La condición reverse Hölder la cumplen todos los pesos de Ap, y permite probar que estas

clases son abiertas. Es decir, si w ∈ Ap con p > 1, entonces existe ε > 0 tal que w ∈ Ap−ε. Estos

resultados se establecen en la siguiente proposición.

Proposición 1.30. Si w ∈ Ap entonces:

(a) existe s > 1 tal que w ∈ RHs;

(b) existe δ > 0 tal que w1+δ ∈ Ap;

(c) si p > 1, existe ε > 0 tal que w ∈ Ap−ε.

Observación 1.31. Si w ∈ Ap se tiene que w
α ∈ Ap para todo 0 < α ≤ 1, lo cual es consecuencia

inmediata de la desigualdad de Jensen. En general, no es cierto que wr ∈ Ap para cualquier

r > 1, pero la parte (b) de la proposición anterior nos dice que esto vale siempre que el exponente

sea suficientemente cercano a 1.

Una relación importante entre las clases RHs y las clases Ap, debida a Strömberg y Wheeden,

puede encontrarse en [42] y se enuncia a continuación.

Proposición 1.32. Un peso w ∈ RHs, 1 < s <∞, si y solo si ws ∈ A∞.

Como consecuencia inmediata de esta proposición y de la Observación 1.31, tenemos que

RHs ⊆ A∞ para 1 < s ≤ ∞. Para probar la proposición anterior usaremos el siguiente resultado.

Lema 1.33. Sean p ≥ 1 y s > 1. Entonces w ∈ Ap ∩ RHs si y sólo si ws ∈ Aq, donde

q = 1 + s(p− 1).

Demostración. Supongamos primero que w ∈ Ap ∩RHs. Entonces, puesto que q − 1 = s(p− 1)

y s(1− q′) = 1− p′, tenemos que

(
1

|Q|

∫

Q
ws
)(

1

|Q|

∫

Q
ws(1−q

′)

)q−1

≤ [w]sRHs

(
1

|Q|

∫

Q
w

)s( 1

|Q|

∫

Q
w1−p′

)s(p−1)

≤ [w]sRHs
[w]sAp

.

Tomando supremo sobre todos los cubos Q, obtenemos que ws ∈ Aq.



1.3 Clases de pesos 35

Rećıprocamente, supongamos que ws ∈ Aq con q = 1+s(p−1). Veamos primero que w ∈ Ap:

(
1

|Q|

∫

Q
w

)(
1

|Q|

∫

Q
w1−p′

)p−1

=

(
1

|Q|

∫

Q
w

)(
1

|Q|

∫

Q
ws(1−q

′)

)(q−1)/s

≤
(

1

|Q|

∫

Q
ws
)1/s( 1

|Q|

∫

Q
ws(1−q

′)

)(q−1)/s

≤ [ws]
1/s
Aq
,

lo que nos dice que w ∈ Ap. Por otra parte, utilizando esto y la Observación 1.26

1

|Q|

∫

Q
ws =

(
1

|Q|

∫

Q
ws
)(

1

|Q|

∫

Q
ws(1−q

′)

)q−1( 1

|Q|

∫

Q
ws(1−q

′)

)1−q

≤ [ws]Aq

(
1

|Q|

∫

Q
ws(1−q

′)

)s(1−p)

≤ [ws]Aq

(
1

|Q|

∫

Q
w

)s

,

y elevando a la 1/s obtenemos que w ∈ RHs.

Demostración de la Proposición 1.32. Notemos que, para demostrar que ws ∈ A∞, bastará con

probar que RHs ⊆ A∞. Si esto vale, entonces existe p > 1 tal que w ∈ RHs ∩Ap. El Lema 1.33

establece entonces que ws ∈ A1+s(p−1) ⊆ A∞. Veamos entonces que RHs ⊆ A∞. Fijemos un

cubo Q ⊆ Rn y E un subconjunto medible de Q. Entonces, por la desigualdad de Hölder,

w(E) ≤ (ws(E))1/s|E|1/s′

≤ |Q|1/s
(
ws(Q)

|Q|

)1/s

|E|1/s′

≤ [w]RHsw(Q)

( |E|
|Q|

)1/s′

,

y esto nos dice que w ∈ A∞, en virtud de (1.14). Rećıprocamente, si ws ∈ A∞, entonces existe

q > 1 tal que ws ∈ Aq, y tomando p = 1+(q−1)/s el Lema 1.33 nos dice que w ∈ Ap∩RHs.

Una propiedad muy importante de la clase RH∞ es que cualquier potencia positiva de un

peso en esta clase, sigue perteneciendo a la misma. Esto es precisamente lo que establece el

siguiente resultado.

Proposición 1.34. Si w ∈ RH∞, entonces wr ∈ RH∞ para todo r > 0.

Demostración. Supongamos primero que r > 1. Entonces, si Q ⊆ Rn, se tiene que

sup
Q
wr ≤

(
[w]RH∞

|Q|

∫

Q
w(x) dx

)r

≤ [w]rRH∞

1

|Q|

∫

Q
wr(x) dx,
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en virtud de la desigualdad de Jensen. Si 0 < r < 1, puesto que RH∞ ⊆ A∞ y w = (wr)1/r ∈ A∞,

tenemos que wr ∈ RH1/r debido a la Proposición 1.32. Con esto,

sup
Q
wr ≤

(
[w]RH∞

|Q|

∫

Q
(wr(x))1/r dx

)r

≤ [w]rRH∞
[wr]RH1/r

1

|Q|

∫

Q
wr(x) dx,

lo que nos da el resultado deseado.

La siguiente proposición reúne algunas propiedades referentes a los espacios Ap y RHs, que

serán utilizadas a lo largo de la presente tesis. La prueba de las mismas puede encontrarse

en [12].

Proposición 1.35. Valen las siguientes afirmaciones:

(a) w ∈ A∞ si y solo si w = w1w2, con w1 ∈ A1 y w2 ∈ RH∞;

(b) si w ∈ A1, entonces 1/w ∈ RH∞;

(c) si u, v ∈ RH∞, entonces uv ∈ RH∞.

Observación 1.36. El inciso (a) es equivalente a afirmar que w ∈ A∞ si y solo si existen números

p, s > 1 de modo que w = w1w2, con w1 ∈ A1 ∩ RHs y w2 ∈ RH∞ ∩ Ap. Por otra parte, la

propiedad (b) establece que los inversos multiplicativos de pesos de A1 siempre pertenecen a

RH∞. Sin embargo, puede probarse que la rećıproca no siempre vale: existen pesos w de RH∞

tales que 1/w 6∈ A1. Para ilustrar un ejemplo, consideremos el peso w = |x|n definido en Rn.

Como dijimos anteriormente, es equivalente trabajar en todas las definiciones con pesos o con

bolas, y como w es un peso radial, para este caso las cuentas resultan más sencillas sobre bolas.

Separemos las bolas de Rn en dos familias

F1 = {B = (xB, R) : |xB| ≤ R} y F2 = {B = (xB, R) : |xB| > R} .

Notemos que las bolas de la familia F1 contienen al origen, y las de F2 no. Para las bolas B ∈ F1

podemos estimar

|x|n ≤ 2n(|x− xB|n + |xB|n) ≤ 2n+1Rn,

mientras que para las de F2

|x|n ≤ 2n(|x− xB|n + |xB|n) ≤ 2n(Rn + |xB|n) ≤ 2n+1|xB|n.

Además, tenemos que

1

|B|

∫

B
|x|n dx ≈ Rn y

1

|B|

∫

B
|x|n dx ≈ |xB|n,
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para las bolas de las familias F1 y F2, respectivamente. Combinando estas estimaciones, se sigue

fácilmente que supB w ≤ C|B|−1
∫

B w dx. Es decir, w ∈ RH∞, pero es claro que w−1 6∈ A1 (ver,

por ejemplo, [18], Example 9.1.6).

No obstante, śı es cierto que los inversos multiplicativos de pesos de RH∞, elevados a cierta

potencia, pertenecen a la clase A1. Este hecho se enuncia en la siguiente proposición, cuya

prueba también puede encontrarse en [12].

Proposición 1.37. Si w ∈ RH∞ ∩Ap, entonces w1−p′ ∈ A1.

Otra propiedad interesante de los pesos de la clase RH∞ es que al multiplicarlos por pesos

de A∞ el producto se preserva en A∞. Más precisamente, probamos el siguiente resultado.

Proposición 1.38. Si u ∈ RH∞ y w ∈ A∞, entonces uw ∈ A∞.

Demostración. Para probar que uw ∈ A∞ bastará con ver que existe un número real s > 1

tal que uw ∈ RHs, en virtud de la Proposición 1.32. Como w ∈ A∞, por la parte (a) de la

Proposición 1.35 tenemos que w = w1w2, con w1 ∈ A1 y w2 ∈ RH∞. La parte (c) del mismo

resultado nos dice que uw2 ∈ RH∞. Como w1 ∈ A1, existe s > 1 de modo que w1 ∈ RHs. Luego

(
1

|Q|

∫

Q
(uw)s

)1/s

=

(
1

|Q|

∫

Q
(uw2w1)

s

)1/s

≤ sup
Q
uw2

(
1

|Q|

∫

Q
ws1

)1/s

≤ [uw2]RH∞ [w1]RHs

(
1

|Q|

∫

Q
uw2

)(
1

|Q|

∫

Q
w1

)

≤ [uw2]RH∞ [w1]RHs [w1]A1

(

ı́nf
Q
w1

)
1

|Q|

∫

Q
uw2

≤ [uw2]RH∞ [w1]RHs [w1]A1

1

|Q|

∫

Q
uw,

lo que completa la prueba.

En general, no es cierto que el producto de un peso de A1 por otro de Ap permanezca en la

clase Ap. Sin embargo, śı es cierto si elegimos una potencia suficientemente chica del segundo

peso. La siguiente proposición establece este resultado, que fue probado en [11].

Proposición 1.39. Sea u ∈ A1 y v ∈ Ap, con 1 ≤ p <∞. Entonces existe ε0 > 0, que depende

solamente de [u]A1, tal que uv
ε ∈ Ap para todo 0 < ε < ε0.

Otra clase de pesos que desempeña un papel fundamental en la acotación de los operadores

fraccionarios es la clase Ap,q. Sean 1 < p, q <∞. Diremos que w ∈ Ap,q si existe una constante

positiva C tal que
(

1

|Q|

∫

Q
wq
)1/q ( 1

|Q|

∫

Q
w−p′

)1/p′

≤ C, (1.18)
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para todo cubo Q ⊆ Rn.

Notemos que la desigualdad anterior puede escribirse, de manera equivalente, como

|Q|1/p−1/q−1 ‖wXQ‖Lq ‖1/wXQ‖Lp′ ≤ C,

para todo cubo Q ⊆ Rn. Esta última expresión nos permite ver cómo resulta la condición

para los casos extremos, p = 1 o q = ∞. En dichos casos los promedios correspondientes son

reemplazados por el supremo esencial de 1/w o de w en el cubo Q, respectivamente. Tales

condiciones resultan

w ∈ A1,q si sup
Q

(
1

|Q|

∫

Q
wq
)1/q ∥∥

∥
∥

1

w
XQ
∥
∥
∥
∥
L∞

<∞ (1.19)

y

w ∈ Ap,∞ si sup
Q

‖wXQ‖L∞

(
1

|Q|

∫

Q
w−p′

)1/p′

<∞. (1.20)

La menor de las constantes C para las que valen (1.18), (1.19) o (1.20) se denomina cons-

tante caracteŕıstica Ap,q de w y se denota por [w]Ap,q .

Las clases Ap,q guardan una relación con las clases Ap antes definidas. Dicha relación está

contenida en la siguiente proposición, cuya prueba puede encontrarse en el Apéndice.

Proposición 1.40. Sean w un peso, 1 < p ≤ ∞ y 1 ≤ q <∞. Entonces se cumple que:

(a) w ∈ Ap,q si y solo si wq ∈ A1+q/p′;

(b) w ∈ Ap,q si y solo si w−p′ ∈ A1+p′/q;

(c) w ∈ Ap,∞ si y solo si w−p′ ∈ A1;

(d) w ∈ A1,q si y solo si wq ∈ A1.

A continuación introduciremos una variante de la familia Ap. Fijado un peso u, y 1 < p <∞,

la clase Ap(u) se define como la colección de pesos w que satisfacen

sup
Q

(
1

u(Q)

∫

Q
w(x)u(x) dx

)(
1

u(Q)

∫

Q
(w(x))1−p

′
u(x) dx

)p−1

<∞.

Si u = 1, la clase anterior coincide con la clase Ap definida en (1.10). Para los casos p = 1 y

p = ∞, las clases Ap(u) se definen como en (1.12) y (1.14), respectivamente, reemplazando la

medida de Lebesgue por dµ(x) = u(x) dx.

Observación 1.41. Estas variantes de las clases Ap tienen un comportamiento similar a las Ap

clásicas. Es fácil comprobar que satisfacen las propiedades de la Proposición 1.27, siempre que

u sea un peso duplicante.
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Por otra parte, si consideramos un peso u ∈ A1, la clase Ap(u) tiene algunas propieda-

des interesantes que resumimos en la siguiente proposición. Si bien las demostraciones de los

incisos (a) y (b) están contenidas en [11], se incluyen aqúı para facilitar la lectura.

Proposición 1.42. Sea u un peso en la clase A1. Entonces se tiene que:

(a) si v ∈ Ap(u) entonces uv ∈ Ap, para todo 1 ≤ p ≤ ∞;

(b) v ∈ A∞(u) si y solo si uv ∈ A∞;

(c) Ap(u) ⊆ Ap, para todo p;

(d) si v ∈ A∞(u) entonces u ∈ A1(v);

(e) si uv ∈ A∞ entonces v ∈ A∞.

Demostración. Para probar el punto (a), consideremos primero 1 < p < ∞ y fijemos un cubo

Q de Rn. Entonces, como u ∈ A1, para casi todo punto x ∈ Q, tenemos:

u(Q)

|Q| ≤ [u]A1u(x).

Entonces,

(
1

|Q|

∫

Q
vu

)(
1

|Q|

∫

Q
(vu)1−p

′

)p−1

≤
(

1

|Q|

∫

Q
vu

)(

1

|Q|

(
u(Q)

[u]A1 |Q|

)−p′ ∫

Q
v1−p

′
u

)p−1

= [u]pA1

(
1

u(Q)

∫

Q
vu

)(
1

u(Q)

∫

Q
v1−p

′
u

)p−1

≤ [u]pA1
[v]Ap(u),

y esto nos dice que uv ∈ Ap, con [uv]Ap ≤ [u]pA1
[v]Ap(u).

Para el caso p = 1, tenemos

1

u(Q)

∫

Q
vu ≤ [v]A1(u) ı́nfQ

v,

y multiplicando miembro a miembro por u(Q)|Q|−1, obtenemos

1

|Q|

∫

Q
vu ≤ [v]A1(u)

(

ı́nf
Q
v

)
u(Q)

|Q| .

Esto implica que

1

|Q|

∫

Q
vu ≤ [v]A1(u)[u]A1 ı́nf

Q
v ı́nf
Q
u ≤ [v]A1(u)[u]A1 ı́nf

Q
vu.

Finalmente, si p = ∞, existe un número 1 < q <∞ tal que v ∈ Aq(u). Esto implica, por lo

probado anteriormente, que uv ∈ Aq ⊆ A∞.
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Para probar (b) notemos que, por el inciso (a), se tiene que v ∈ A∞(u) implica que uv ∈ A∞.

Rećıprocamente, si uv ∈ A∞, consideremos un cubo Q y un subconjunto medible E de Q.

Usando la condición (1.14), se tiene que existe ε > 0 tal que

uv(E)

uv(Q)
≤ [uv]A∞

( |E|
|Q|

)ε

= [uv]A∞

(
u(E)

u(Q)

)ε( |E|
u(E)

u(Q)

|Q|

)ε

≤ [uv]A∞ [u]εA1

(
u(E)

u(Q)

)ε( ı́nfQ u

ı́nfE u

)ε

≤ [uv]A∞ [u]εA1

(
u(E)

u(Q)

)ε

,

y esto nos dice que v ∈ A∞(u).

Probemos (c). Para ello notemos que, fijado Q ⊆ Rn, tenemos

(
1

|Q|

∫

Q
v

)(
1

|Q|

∫

Q
v1−p

′

)p−1

≤
(

sup
Q

1

u

)p(
1

|Q|

∫

Q
vu

)(
1

|Q|

∫

Q
v1−p

′
u

)p−1

=

(

u(Q)

|Q| sup
Q

1

u

)p(
1

u(Q)

∫

Q
vu

)(
1

u(Q)

∫

Q
v1−p

′
u

)p−1

≤ [u]pA1
[v]Ap(u).

Veamos ahora (d), para lo cual debemos probar que existe una constante positiva C tal que

para todo cubo Q se tenga
uv(Q)

v(Q)
≤ C ı́nf

Q
u.

Por (b), sabemos que uv ∈ A∞ y esto implica que existen p, s > 1 de modo que uv ∈ Ap ∩RHs.

En virtud de la Observación 1.36 y el inciso (a) de la Proposición 1.35, existen dos pesos w1, w2

tales que uv = w1w2, con w1 ∈ A1 ∩ RHs y w2 ∈ Ap ∩ RH∞. Por (b) y (c) de la misma

proposición, z := w2/u ∈ RH∞. Con esto, podemos escribir

uv(Q)

v(Q)
=
w1w2(Q)

w1z(Q)

≤
∫

Qw1w2

ı́nfQw1
|Q|
|Q|

∫

Q z

≤ [z]RH∞

1

ı́nfQw1

1

supQ z

1

|Q|

∫

Q
w1w2

≤ [z]RH∞

ı́nfQw1 supQ z

(
1

|Q|

∫

Q
ws1

)1/s( 1

|Q|

∫

Q
ws

′

2

)1/s′

≤ [z]RH∞

ı́nfQw1 supQ z

[w1]RHsw1(Q)

|Q|
[w2]RHs′

w2(Q)

|Q|

≤ [w1]A1 [w1]RHs [w2]RHs′
[z]RH∞

1

|Q|

∫

Q

zu

supQ z
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≤ [w1]A1 [w1]RHs [w2]RHs′
[z]RH∞

u(Q)

|Q|
≤ [w1]A1 [w1]RHs [w2]RHs′

[z]RH∞ [u]A1 ı́nf
Q
u.

Finalmente, para probar (e), escribimos uv = w1w2, donde w1 ∈ A1 y w2 ∈ RH∞, de acuerdo

a la parte (a) de la Proposición 1.35. Si z se define como arriba, entonces z ∈ RH∞, en virtud

de los incisos (b) y (c) de la misma proposición. Luego, v = w1z ∈ A∞ nuevamente por el

ı́tem (a).

Observación 1.43. La parte (d) de la proposición anterior nos indica una especie de dualidad

entre u y v al intercambiar los roles que tienen los mismos, como peso y medida. Esta propiedad

resultará de crucial importancia a la hora de probar algunos de los resultados principales de

esta tesis.

1.4. Operadores maximales y sus caracteŕısticas

El objetivo de esta sección es introducir los distintos operadores maximales con los que

vamos a trabajar a lo largo de la presente tesis, aśı como también dar las acotaciones de los

mismos en diferentes espacios.

Un operador es una aplicación T : X → Y , donde X e Y son espacios funcionales. Para

expresar que T está evaluado en una función f escribiremos Tf . En general, Tf resulta en

una nueva función, por lo que cuando sea necesario explicitar que se evalúa en un punto x,

escribiremos Tf(x).

Diremos que T es lineal si T (αf + g) = αTf + Tg, para todo par de funciones f, g y todo

escalar α.

También diremos que T es sublineal si |T (f + g)(x)| ≤ |Tf(x)|+ |Tg(x)|, para todo par de

funciones f, g y además |T (αf)| = |α||Tf | para todo escalar α.

Sean (X,µ) un espacio de medida y 1 ≤ p, q ≤ ∞. Diremos que un operador T es de tipo

fuerte (p, q) si T mapea continuamente Lp(X,µ) en Lq(X,µ). Más precisamente, si existe una

constante positiva C tal que

‖Tf‖Lq(X,µ) ≤ C ‖f‖Lp(X,µ) ,

para toda f ∈ Lp(X,µ).

Diremos que T es de tipo débil (p, q) si T mapea continuamente Lp(X,µ) en Lq,∞(X,µ),

es decir, si existe una constante positiva C tal que para toda f en Lp(X,µ) vale la desigualdad

‖Tf‖Lq,∞(X,µ) ≤ C ‖f‖Lp(X,µ) .

Esta última desigualdad nos dice que, para todo t > 0,

µ({x ∈ X : |Tf(x)| > t}) ≤
(
C

tp

∫

X
|f(x)|p dµ(x)

)q/p

.
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Es fácil ver que si un operador T es de tipo fuerte (p, q), entonces es de tipo débil (p, q), pero

en general la implicación rećıproca no es cierta. Sin embargo, conocer ciertas acotaciones débiles

de un operador sublineal nos permite inferir algo acerca de sus acotaciones fuertes, hecho que

está contenido en el siguiente teorema.

Teorema 1.44 (Teorema de interpolación de Marcinkiewicz). Sean 1 ≤ p1, p2, q1, q2 ≤ ∞, con

pi ≤ qi para i = 1, 2 y q1 6= q2. Sean (X,µ) e (Y, ν) dos espacios de medida y T : X → Y

un operador sublineal, que verifica ser de tipo débil (p1, q1) y de tipo débil (p2, q2). Para cada

0 < t < 1 definimos
1

p
= (1− t)

1

p1
+ t

1

p2
,

1

q
= (1− t)

1

q1
+ t

1

q2
.

Entonces T es de tipo fuerte (p, q).

Para definir los operadores que nos interesan, consideraremos X = Rn y µ la medida de

Lebesgue.

Para f ∈ L1
loc

se define el operador maximal de Hardy-Littlewood M como

Mf(x) = sup
Q∋x

1

|Q|

∫

Q
|f(y)| dy,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos contenidos en Rn, con lados paralelos a los

ejes coordenados, que contienen a x. Observemos que M es un operador positivo, ya que Mf =

M(|f |) ≥ 0 para toda función f ∈ L1
loc
. Es fácil ver que este operador acota superiormente a la

función a la que se aplica, es decir, que para casi todo x ∈ Rn, se tiene que |f(x)| ≤ Mf(x),

lo cual se deduce del teorema de diferenciación de Lebesgue. Es conocido de la literatura que

este operador es de tipo fuerte (o débil) (∞,∞) y además de tipo débil (1, 1). El teorema de

interpolación de Marcinkiewicz nos permite obtener, entonces, que es de tipo fuerte (p, p) para

todo 1 < p ≤ ∞, esto es ‖Mf‖Lp ≤ C ‖f‖Lp . Una pregunta interesante es bajo qué condiciones

en un peso w la desigualdad anterior es cierta en el espacio Lp(w). En [32], B. Muckenhoupt

caracterizó tales pesos como los pertenecientes a la clase Ap. Si bien la prueba dada en ese

trabajo es en R, el resultado vale en Rn e incluso, en ciertos espacios de medida más generales,

como los espacios de tipo homogéneo (ver, por ejemplo, [10], [8] y [3]). El mismo se detalla a

continuación.

Teorema 1.45. La desigualdad

w({x ∈ Rn :Mf(x) > t}) ≤ C

tp

∫

Rn

|f(x)|pw(x) dx

vale si y solo si w ∈ Ap, 1 ≤ p <∞. En particular, existe una constante positiva C tal que

‖Mf‖Lp(w) ≤ C ‖f‖Lp(w)

para toda f ∈ Lp(w) si y solo si w ∈ Ap, 1 < p <∞.
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Si w es un peso arbitrario, no necesariamente en alguna clase Ap, puede obtenerse un resul-

tado un poco más débil para el operador M .

Teorema 1.46. Para cada 1 < p < ∞, existe una constante positiva C de modo que la de-

sigualdad ∫

Rn

(Mf(x))pw(x) dx ≤ C

tp

∫

Rn

|f(x)|pMw(x) dx

vale para todo t positivo y todo peso w. Más aún, cuando p = 1 se tiene la siguiente desigualdad

w({x ∈ Rn :Mf(x) > t}) ≤ C

t

∫

Rn

|f(x)|Mw(x) dx.

El siguiente resultado, clásico en la literatura, nos da una herramienta para generar pesos

en la clase A1. Una prueba puede encontrarse en [15].

Proposición 1.47. Sea f ∈ L1
loc

y 0 ≤ δ < 1. Entonces (Mf)δ es un peso de la clase A1.

Dado 1 ≤ p <∞, una variante de este operador maximal es el operador Mp, definido como

Mpf(x) = (M(|f |p)(x))1/p =
{

sup
Q∋x

1

|Q|

∫

Q
|f(y)|p dy

}1/p

.

Utilizando la desigualdad de Jensen, resulta inmediato que Mf ≤ Mpf . Un resultado análogo

al Teorema 1.45 para este operador es el siguiente.

Teorema 1.48. Dado 1 ≤ q <∞, la desigualdad

w({x ∈ Rn :Mqf(x) > t}) ≤ C

tp

∫

Rn

|f(x)|pw(x) dx

vale si y solo si w ∈ Ap/q, q ≤ p <∞. En particular, existe una constante positiva C tal que

‖Mqf‖Lp(w) ≤ C ‖f‖Lp(w)

si y solo si w ∈ Ap, q < p <∞.

Otro tipo de operadores maximales importantes con los que trabajaremos son aquellos aso-

ciados a funciones de Young.

Si Φ es una función de Young, µ es una medida de la forma dµ(x) = w(x) dx, donde w es un

peso y E es un conjunto medible tal que 0 < |E| < ∞, el promedio de tipo Luxemburgo

‖f‖Φ,E,w de f sobre E está dado por

‖f‖Φ,E,w := ı́nf

{

λ > 0 :
1

w(E)

∫

E
Φ

( |f(x)|
λ

)

w(x) dx ≤ 1

}

.

Observar que cuando w = 1, µ es la medida de Lebesgue. En este caso denotaremos simplemente

‖f‖Φ,E,w = ‖f‖Φ,E .
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Si Φ es una función de Young entonces se define, para f ∈ LΦ
loc
, el operador maximal

MΦf como

MΦf(x) = sup
Q∋x

‖f‖Φ,Q .

A continuación daremos algunas propiedades importantes de los promedios ‖·‖Φ,E,w. Como

consecuencia de la definición, tenemos que

1

w(E)

∫

E
Φ

(

|f(x)|
‖f‖Φ,E,w

)

w(x) dx ≤ 1. (1.21)

En efecto, por ser un ı́nfimo, existe una sucesión {λk}k de reales positivos de modo que λk

decrece a ‖f‖Φ,E,w y tal que

1

w(E)

∫

E
Φ

( |f(x)|
λk

)

w(x) dx ≤ 1

para todo k. Luego, en virtud del lema de Fatou, podemos escribir

1

w(E)

∫

E
Φ

(

|f(x)|
‖f‖Φ,E,w

)

w(x) dx =
1

w(E)

∫

E
ĺım inf
k→∞

Φ

( |f(x)|
λk

)

w(x) dx

≤ ĺım inf
k→∞

1

w(Q)

∫

Q
Φ

( |f(x)|
λk

)

w(x) dx

≤ 1,

tal como se queŕıa probar.

Proposición 1.49. Sean Φ una función de Young, w un peso y E un conjunto medible con

0 < |E| <∞. Supongamos que

1

w(E)

∫

E
Φ

( |f(x)|
λ

)

w(x) dx ≤ C,

para ciertas constantes positivas λ y C. Entonces ‖f‖Φ,E,w ≤ máx{1, C}λ.

Demostración. Si 0 < C < 1, la conclusión es inmediata por la definición de ‖f‖Φ,E,w. Si C ≥ 1

entonces basta observar, por el Lema 1.2, que

1

w(E)

∫

E
Φ

( |f(x)|
Cλ

)

w(x) dx ≤ 1

w(E)

1

C

∫

E
Φ

( |f(x)|
λ

)

w(x) dx ≤ 1.

Proposición 1.50. Sean A y B conjuntos medibles con medida positiva y finita, tales que

A ⊆ B y w(B) ≤ Cw(A), para alguna constante positiva C. Si Φ es una función de Young,

entonces ‖f‖Φ,A,w ≤ máx{C, 1} ‖f‖Φ,B,w, para cualquier función f .

Demostración. En virtud de la Proposición 1.49 bastará ver que

1

w(A)

∫

A
Φ

(

|f(x)|
‖f‖Φ,B,w

)

w(x) dx ≤ C.
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En efecto, utilizando la hipótesis y (1.21) tenemos que

1

w(A)

∫

A
Φ

(

|f(x)|
‖f‖Φ,B,w

)

w(x) dx ≤ C

w(B)

∫

B
Φ

(

|f(x)|
‖f‖Φ,B,w

)

dx ≤ C.

La siguiente proposición establece que si dos funciones de Young son comparables para t

grande, entonces sus promedios de tipo Luxemburgo sobre un conjunto E también lo son. Esto

es, los valores que toma una función para valores de t pequeños no afectan a dichos promedios.

Proposición 1.51. Sean Φ y Ψ funciones de Young que verifican Φ(t) ≈ Ψ(t) para todo t ≥
t0 ≥ 0. Entonces ‖·‖Φ,E,w ≈ ‖·‖Ψ,E,w.

Demostración. Consideremos una función f ∈ LΦ
loc
. Por hipótesis existen dos constantes positi-

vas C1 y C2 tales que

C1Ψ(t) ≤ Φ(t) ≤ C2Ψ(t),

para t ≥ t0. Entonces, para λ > 0, tenemos que

1

w(E)

∫

E
Φ

( |f |
λ

)

w =
1

w(E)

∫

E∩{|f |≤t0λ}
Φ

( |f |
λ

)

w +
1

w(E)

∫

E∩{|f |>t0λ}
Φ

( |f |
λ

)

w

≤ Φ(t0) +
C2

w(E)

∫

E
Ψ

( |f |
λ

)

w.

Si λ = ‖f‖Ψ,E,w entonces concluimos que

1

w(E)

∫

E
Φ

( |f |
λ

)

w ≤ Φ(t0) + C2,

con lo cual ‖f‖Φ,E,w ≤ (Φ(t0)+C2) ‖f‖Ψ,E,w, en virtud de la Proposición 1.49. La otra desigual-

dad es análoga intercambiando los roles de Φ y Ψ.

La siguiente proposición nos da una manera útil de calcular los promedios de tipo Luxem-

burgo a partir de ciertas expresiones de tipo modular. La prueba puede obtenerse mediante una

adaptación de lo demostrado en [24].

Proposición 1.52. Si Φ es una función de Young, E es un conjunto medible acotado con

medida positiva y w ∈ A∞, entonces existen constantes positivas C1 y C2 tales que

C1 ‖f‖Φ,E,w ≤ ı́nf
τ>0

{

τ +
τ

w(E)

∫

E
Φ

( |f(x)|
τ

)

w(x) dx

}

≤ C2 ‖f‖Φ,E,w .

El siguiente teorema nos da una versión generalizada de la desigualdad de Hölder clásica,

en términos de funciones de Young. Una prueba puede encontrarse en [24].
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Teorema 1.53 (Desigualdad de Hölder generalizada). Sea w un peso duplicante. Sean Φ,Ψ y

η funciones de Young que satisfacen la desigualdad

Ψ−1(t)η−1(t) ≤ cΦ−1(t),

para alguna constante positiva c y todo t ≥ t0 > 0. Entonces existe una constante K tal que

‖fg‖Φ,E,w ≤ K ‖f‖Ψ,E,w ‖g‖η,E,w ,

donde E es cualquier conjunto medible acotado con |E| > 0.

Como caso particular de este resultado, en virtud del Lema 1.14 se tiene la siguiente de-

sigualdad

1

w(E)

∫

E
|fg| ≤ 2 ‖f‖Φ,E,w ‖g‖Φ̃,E,w . (1.22)

Como la definición del operador MΦ involucra promedios de tipo Luxemburgo sobre cubos

o bolas de Rn, el conjunto E que consideraremos será de este tipo.

Cuando trabajemos con las funciones Φm(t) = t(1 + log+ t)m y su función complementaria,

Φ̃m(t) = et
1/m − 1, denotaremos a las correspondientes normas de Luxemburgo sobre un cubo

Q con respecto a w como ‖ · ‖L(logL)m,Q,w y ‖ · ‖expL1/m,Q,w, respectivamente.

Observación 1.54. En realidad, Φ̃m(t) = (et
1/m − e)X(1,∞)(t). Sin embargo, es fácil ver que

Φ̃m(t) ≈ et
1/m − 1 para t ≥ e, con lo cual podemos usar cualquiera de estas expresiones en la

definición de ‖ · ‖expL1/m,Q,w en virtud de lo expuesto en la Proposición 1.51.

El siguiente lema nos da una relación entre los promedios de tipo Luxemburgo, con y sin

pesos, asociados a la función ϕ(t) = et − 1.

Lema 1.55. Sea ϕ(t) = et − 1 y supongamos que w ∈ RHs para algún s > 1. Entonces

‖f‖expL,Q,w ≤ 21/s
′
s′[w]RHs‖f‖expL,Q.

Demostración. Fijemos λ = s′‖f‖expL,Q. Para mostrar que ‖f‖expL,Q,w ≤ 21/s
′
[w]RHsλ, será

suficiente probar que

1

w(Q)

∫

Q

(

e
|f(x)|

λ − 1
)

w(x) dx ≤ 21/s
′
[w]RHs ,

para cada cubo Q, en virtud de la Proposición 1.49. Aplicando la desigualdad de Hölder y la

condición RHs de w, obtenemos

1

w(Q)

∫

Q

(

e
|f(x)|

λ − 1
)

w(x) dx ≤ 1

w(Q)

∫

Q
e

|f(x)|
λ w(x) dx

≤ |Q|
w(Q)

(
1

|Q|

∫

Q
e

|f(x)|
‖f‖expL,Q dx

)1/s′ (
1

|Q|

∫

Q
ws(x) dx

)1/s
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≤ [w]RHs

(
1

|Q|

∫

Q
e

|f(x)|
‖f‖expL,Q dx

)1/s′

= [w]RHs

(
1

|Q|

∫

Q

(

e
|f(x)|

‖f‖expL,Q − 1

)

dx+ 1

)1/s′

≤ 21/s
′
[w]RHs ,

donde en la última desigualdad hemos utilizado (1.21). Esto completa la prueba.

La siguiente proposición nos da una versión de la desigualdad de Jensen para promedios de

tipo Luxemburgo.

Proposición 1.56. Sean Φ una función de Young, f ∈ LΦ
loc

y r ≥ 1. Entonces existe una

constante positiva C tal que para todo cubo Q

‖f‖rΦ,Q ≤ C ‖f r‖Φ,Q .

Demostración. Notemos que si t ≥ 1, entonces Φ(t1/r) ≤ Φ(t). Tomando λ = ‖f r‖1/rΦ,Q podemos

escribir

1

|Q|

∫

Q
Φ

( |f(y)|
λ

)

dy =
1

|Q|

∫

Q∩{|f |≤λ}
Φ

( |f(y)|
λ

)

dy +
1

|Q|

∫

Q∩{|f |>λ}
Φ

( |f(y)|
λ

)

dy

≤ Φ(1) +
1

|Q|

∫

Q∩{|f |>λ}
Φ





(

|f(y)|r
‖f r‖Φ,Q

)1/r


 dy

≤ Φ(1) +
1

|Q|

∫

Q
Φ

(

|f(y)|r
‖f r‖Φ,Q

)

dy

≤ Φ(1) + 1,

con lo cual

‖f‖Φ,Q ≤ C ‖f r‖1/rΦ,Q .

Las propiedades de continuidad del operador maximal MΦ guardan estrecha relación con la

función Φ involucrada, como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 1.57 ([38], Thm. 1.7). Sean 1 < p < ∞ y Φ una función de Young duplicante.

Entonces son equivalentes

(a) Φ ∈ Bp;

(b) existe una constante positiva C de modo que

∫

Rn

(MΦf(x))
p dx ≤ C

∫

Rn

|f(x)|p dx;
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(c) existe una constante positiva C tal que para cualquier peso w
∫

Rn

(MΦf(x))
pw(x) dx ≤ C

∫

Rn

|f(x)|pMw(x) dx.

Del teorema anterior es directo que, si w pertenece a la clase A1, y Φ ∈ Bp, entonces

MΦ : Lp(w) →֒ Lp(w).

Es bien conocido que si w es un peso de la clase A1, entonces Mw(x) ≤ [w]A1w(x) en casi

todo punto x. El siguiente lema nos da condiciones suficientes para tener una estimación similar

para el operador MΦ.

Lema 1.58. Sea w ∈ A1 ∩ RHs, para algún s > 1 y Φ ∈ Bs. Entonces existe una constante

positiva C tal que MΦw(x) ≤ Cw(x), para casi todo punto x.

Demostración. Como Φ ∈ Bs, existe Cs tal que Φ(t) ≤ Cst
s, para t ≥ t0, en virtud del Le-

ma 1.16. Fijemos x y un cubo Q que contiene a x. Entonces, para λ > 0, tenemos que

1

|Q|

∫

Q
Φ

(
w(y)

λ

)

dy =
1

|Q|

∫

Q∩{w<t0λ}
Φ

(
w(y)

λ

)

dy +
1

|Q|

∫

Q∩{w≥t0λ}
Φ

(
w(y)

λ

)

dy

≤ C +
Cs
|Q|

∫

Q

(
w(y)

λ

)s

dy

≤ C +
Cs
λs

M(ws)(x).

Tomando λ = (M(ws)(x))1/s obtenemos

1

|Q|

∫

Q
Φ

(
w(y)

λ

)

dy ≤ C,

y por la Proposición 1.49 podemos concluir que

‖w‖Φ,Q ≤ C(Mws(x))1/s

en virtud de la Proposición 1.49. Aśı, tomando supremo sobre los cubos Q que contienen a x

obtenemos que

MΦw(x) ≤ C(Mws(x))1/s ≤ Cw(x),

ya que el Lema 1.33 asegura que ws ∈ A1.

El siguiente teorema nos da un resultado de acotación con pesos para el operador MΦ. Si

bien en [5] se prueba una versión más general en el contexto de los espacios de Lebesgue de

exponente variable, enunciaremos la versión correspondiente del caso clásico.

Teorema 1.59 ([5], Thm. 2.5). Sean 1 ≤ r < p < ∞ y Φ una función de Young que satisface

Φ ∈ Bρ, para cada ρ > r. Si w ∈ Ap/r, entonces MΦ está acotada en Lp(w).

Por otra parte, MΦ satisface una acotación de tipo débil modular. Esto se sintetiza en el

siguiente teorema, que puede encontrarse en [23].
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Teorema 1.60. Sean Φ una función de Young y w un peso. Entonces existe una constante

positiva C de modo que la desigualdad

w ({x ∈ Rn :MΦf(x) > t}) ≤ C

∫

Rn

Φ

( |f(x)|
t

)

Mw(x) dx

vale para todo t positivo.

Notar que cuando Φ(t) = t, se tiene MΦ =M . Luego, el resultado anterior extiende el tipo

débil del Teorema 1.46.

Existe una relación entre el operador maximal M de Hardy-Littlewood y el operador MΦ,

para Φ(t) = t(1 + log+ t)m, con m ∈ N: MΦ es equivalente a Mm+1, donde Mm+1 denota la

composición del operador M consigo mismo m+1 veces. Más precisamente, existen constantes

positivas C1 y C2 tales que

C1M
m+1f(x) ≤MΦf(x) ≤ C2M

m+1f(x), (1.23)

para toda f ∈ LΦ
loc

y todo x. Una prueba de esta estimación puede encontrarse en [6].

1.4.1. Interpolación modular

El teorema de interpolación de Marcinkiewicz es una herramienta poderosa que permite

conocer acotaciones de tipo fuerte (p, p) de ciertos operadores sublineales siempre que satisfagan

dos acotaciones de tipo débil. Estas desigualdades de tipo débil y fuerte están ı́ntimamente

relacionadas con las normas Lp,∞ y Lp, respectivamente, asociadas a su vez a la función de

Young ϕ(t) = tp. Cuando en las desigualdades aparecen expresiones que involucran a una

función de Young más general, estas no son exactamente estimaciones de tipo fuerte o débil,

sino que simplemente nos referimos a ellas como “desigualdades de tipo débil modular”. En

consecuencia, el teorema de interpolación de Marcinkiewicz no aplica y es necesario encontrar

condiciones suficientes que aseguren una acotación, por ejemplo, de tipo fuerte. En esta sección

daremos algunas definiciones, notación y resultados necesarios para enunciar un teorema de

interpolación en este contexto, que son adaptaciones de los que aparecen en el trabajo [1] de

Acinas y Favier.

Dadas dos funciones Φ,Ψ : R+ → R+, diremos que Φ ≺ Ψ si la colección {Ψ(x)Φ(α/x)}α>0

es una familia de funciones débilmente casi creciente con una constante independiente de α.

En vista de la definición anterior, si Φ ≺ Ψ entonces existe una constante positiva ρ tal que

la desigualdad
1

x

∫ x

0
Ψ(t)Φ(α/t) dt ≤ ρΨ(x)Φ(α/x)

vale para todo x > 0 y todo α > 0.

El teorema de interpolación que utilizaremos en este contexto es el siguiente.
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Teorema 1.61. Sean µ una medida y Φ : R+ → R+ una función no decreciente. Sean F y G

funciones no negativas que satisfacen

µ({x ∈ Rn : F (x) > λ}) ≤ C

∫

{x:G(x)>cλ}
Φ

(
G(x)

λ

)

dµ(x), (1.24)

para algún par de constantes positivas C y c, y todo λ > 0. Sea Ψ una función en C1([0,∞)) tal

que Ψ(0) = 0, Ψ′ es no decreciente y además Φ ≺ Ψ′. Entonces, tenemos que

∫

Rn

Ψ(F (x)) dµ(x) ≤ C

∫

Rn

Ψ

(
2G(x)

c

)

dµ(x).

Demostración. En virtud de la Proposición 1.22 y de la hipótesis, tenemos que

∫

Rn

Ψ(F (x)) dµ(x) =

∫ ∞

0
Ψ′(λ)µ({x : F (x) > λ}) dλ

≤ C

∫

Rn

(
∫ c−1G(x)

0
Ψ′(λ)Φ

(
G(x)

λ

)

dλ

)

dµ(x).

Como Φ ≺ Ψ′, podemos escribir

∫ c−1G(x)

0
Ψ′(λ)Φ

(
G(x)

λ

)

dλ ≤ ρΦ(c)c−1G(x)Ψ′(c−1G(x)).

Además, observemos que

Ψ(x) =

∫ x

0
Ψ′(t) dt ≥

∫ x

x/2
Ψ′(t) dt ≥ x

2
Ψ′
(x

2

)

,

ya que Ψ′ es no decreciente. Entonces,

∫

Rn

Ψ(F (x)) dµ(x) ≤ C

∫

Rn

Ψ

(
2G(x)

c

)

dµ(x).

Observar que en la hipótesis del teorema anterior, la estimación de tipo débil modular

involucra una integral sobre un conjunto más chico que Rn. Esta hipótesis puede asegurarse

utilizando el siguiente lema.

Lema 1.62. Sean µ una medida, T un operador sublineal y Φ una función de Young. Supon-

gamos que

µ({x : |Tf(x)| > λ}) ≤ C

∫

Rn

Φ

(
c|f(x)|
λ

)

dµ(x),

para algún par de constantes positivas C y c, y para todo λ > 0. Supongamos también que

‖Tf‖L∞(µ) ≤ C0 ‖f‖L∞(µ). Entonces

µ ({x : |Tf(x)| > λ}) ≤ C

∫

{x:|f(x)|>λ/(2C0)}
Φ

(
2c|f(x)|

λ

)

dµ(x).
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Demostración. Fijemos λ > 0 y definamos f1 = fX{|f |>λ/(2C0)} y f2 = f − f1. Aśı,

µ ({x : |Tf(x)| > λ}) ≤ µ

({

x : |Tf1(x)| >
λ

2

})

+ µ

({

x : |Tf2(x)| >
λ

2

})

,

y observemos que el segundo término es cero. En efecto, si x satisface |Tf2(x)| > λ/2 tenemos

que
λ

2
< ‖Tf2‖L∞(µ) ≤ C0 ‖f2‖L∞(µ) ,

que es una contradicción. De esta manera, aplicando la hipótesis a f1 obtenemos que

µ ({x : |Tf(x)| > λ}) = µ

({

x : |Tf1(x)| >
λ

2

})

≤ C

∫

Rn

Φ

(
2c|f1(x)|

λ

)

dµ(x)

≤ C

∫

{x:|f(x)|>λ/(2C0)}
Φ

(
2c|f(x)|

λ

)

dµ(x).

1.4.2. Operadores diádicos

En esta sección introduciremos la versión diádica de los operadores maximales definidos

anteriormente, las cuales serán útiles en algunos de los resultados principales de esta tesis. Para

ello, necesitamos introducir el concepto de grilla diádica.

Una grilla diádica D es una colección de cubos de Rn que satisface las siguientes propie-

dades:

1. cada cubo Q en D tiene lado de longitud 2k, para algún k ∈ Z;

2. si P,Q ∈ D y P ∩Q 6= ∅ entonces P ⊆ Q o Q ⊆ P ;

3. Dk = {Q ∈ D : ℓ(Q) = 2k} es una partición de Rn para cada k ∈ Z, donde ℓ(Q) denota la

longitud de los lados de Q.

Dada una función de Young Φ y una grilla diádica D, se define el operador maximal

MΦ,D, para f en LΦ
loc, como

MΦ,Df(x) = sup
Q∋x,Q∈D

‖f‖Φ,Q .

Cuando Φ(t) = t, escribiremos directamente MΦ,D =MD.

Una propiedad importante de los operadores maximales diádicos es que sus conjuntos de

nivel pueden ser escritos como unión numerable de cubos diádicos de la grilla. Este hecho se

enuncia en la siguiente proposición.
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Proposición 1.63. Dados λ > 0, una función de Young Φ, una función f acotada de soporte

compacto y una grilla diádica D, existe una familia de cubos diádicos disjuntos {Qj} de D que

satisface

{x ∈ Rn :MΦ,Df(x) > λ} =
⋃

j

Qj ,

y ‖f‖Φ,Qj
> λ para cada j.

Demostración. Fijemos λ > 0. Para k ∈ Z definimos Ekf(x) =
∑

Q∈Dk
‖f‖Φ,QXQ(x). Con esta

definición, podemos escribir MΦ,Df(x) = supk Ekf(x). Consideremos ahora los conjuntos

Λk = {x ∈ Rn : Ekf(x) > λ y Ejf(x) ≤ λ si j > k}.

Entonces, tenemos que

{x ∈ Rn :MΦ,Df(x) > λ} =
⋃

k

Λk.

En efecto, si x ∈ {MΦ,Df(x) > λ} existen k ∈ Z y Q ∈ Dk tales que ‖f‖Φ,Q > λ, y esto significa

que Ekf(x) > λ. Veamos que ‖f‖Φ,Q tiende a cero cuando |Q| → ∞. Para ello, fijado ε > 0

arbitrario, observamos que

1

|Q|

∫

Q
Φ

( |f |
ε

)

≤ 1

|Q|

∫

K
Φ

(‖f‖L∞

ε

)

= Φ

(‖f‖L∞

ε

) |K|
|Q| ,

donde K es el soporte de la función f . Esta última cantidad es menor o igual que 1 siempre que

|Q| > Φ
(
‖f‖L∞

ε

)

|K|=:M . Entonces, si |Q| > M tenemos que ‖f‖Φ,Q ≤ ε, como queŕıamos ver.

En consecuencia, Ekf(x) → 0 cuando k → ∞. Esto implica que existe k0 ∈ Z tal que si j > k0,

Ejf(x) ≤ λ. Ahora, si para cada i que verifica k < i ≤ k0 tenemos que Eif(x) ≤ λ, entonces

x ∈ Λk. Si no, sea i0 el mayor entero menor o igual que k0 para el cual Ei0f(x) > λ. En este

caso, x ∈ Λi0 . Esto prueba que

{x ∈ Rn :MΦ,Df(x) > λ} ⊆
⋃

k

Λk.

Para probar la inclusión opuesta, si x ∈ ⋃k Λk, existe k0 tal que x ∈ Λk0 . Esto significa que

Ek0f(x) > λ, lo que nos da MΦ,Df(x) > λ.

Finalmente, observemos que cada conjunto Λk puede escribirse como una unión de cubos de

Dk con la propiedad deseada, pues para x ∈ Λk fijo, tenemos que y ∈ Λk para todo y ∈ Q(k),

donde Q(k) es el cubo Dk que contiene a x.

Como consecuencia inmediata de esta proposición, tenemos la versión diádica del Teore-

ma 1.60, que demostraremos a continuación.

Teorema 1.64. Dados una grilla diádica D, una función de Young Φ y un peso w, existe una

constante positiva C de modo que la desigualdad

w ({x ∈ Rn :MΦ,Df(x) > t}) ≤ C

∫

Rn

Φ

( |f(x)|
t

)

MDw(x) dx

vale para todo t > 0.
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Demostración. Sea t > 0. Por la Proposición 1.63, existe una sucesión de cubos diádicos {Qj}
en D tal que

{x ∈ Rn :MΦ,Df(x) > t} =
⋃

j

Qj ,

y además ‖f‖Φ,Qj
> t para todo j, lo que equivale a

1 <
1

|Qj |

∫

Qj

Φ

( |f(x)|
t

)

dx.

Entonces,

w ({x ∈ Rn :MΦ,Df(x) > t}) = w




⋃

j

Qj





=
∑

j

w(Qj)

|Qj |
|Qj |

<
∑

j

w(Qj)

|Qj |

∫

Qj

Φ

( |f(x)|
t

)

dx

≤
∑

j

∫

Qj

Φ

( |f(x)|
t

)

MDw(x) dx

≤
∫

Rn

Φ

( |f(x)|
t

)

MDw(x) dx.

El siguiente teorema es bien conocido y brinda una herramienta clásica muy útil al momento

de probar la acotación de algunos operadores del Análisis Armónico (ver, por ejemplo, [18]).

Teorema 1.65 (Descomposición de Calderón-Zygmund). Sea µ una medida duplicante, f ∈
L1(µ) definida en Rn y t > 0. Entonces existen una sucesión de cubos diádicos disjuntos {Qj}j
y funciones g, b definidas en Rn de modo que

(a) f = g + b;

(b) t < (µ(Qj))
−1
∫

Qj
|f(x)| dµ(x) ≤ Cnt, para cada cubo Qj;

(c) ‖g‖L1(µ) ≤ ‖f‖L1(µ) y también ‖g‖L∞(µ) ≤ Cnt;

(d) b =
∑

j bj, donde cada función bj está soportada en un cubo diádico Qj. Más aún, cuando

j 6= k, Qj y Qk tienen interiores disjuntos;

(e)
∫

Qj
bj(x) dµ = 0 para todo j.

En general resulta más sencillo trabajar con versiones diádicas de operadores maximales.

Esto se debe a las propiedades de los cubos involucrados en su definición. Luego, un argumento

de control permite obtener estimaciones para las maximales originales. El siguiente teorema es

útil para lograr este objetivo. La demostración puede encontrarse en [35].
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Teorema 1.66. Existen grillas diádicas D(i), 1 ≤ i ≤ 3n tales que, para cada Q ⊆ Rn existe

Q0 perteneciente a una de tales grillas, satisfaciendo Q ⊆ Q0 y ℓ(Q0) ≤ 3ℓ(Q).

Como consecuencia inmediata de este teorema tenemos el siguiente resultado de control del

operador MΦ por suma de operadores maximales diádicos.

Corolario 1.67. Sea Φ una función de Young. Entonces

MΦf(x) ≤ C
3n∑

i=1

MΦ,D(i)f(x).

Demostración. Fijemos x ∈ Rn y Q un cubo que contiene a x. Por el Teorema 1.66 existen una

grilla diádica D(i) y Q0 ∈ D(i), 1 ≤ i ≤ 3n, que verifican Q ⊆ Q0 y ℓ(Q0) ≤ 3ℓ(Q). Entonces,

1

|Q|

∫

Q
Φ

(

|f(y)|
‖f‖Φ,Q0

)

dy ≤ |Q0|
|Q|

1

|Q0|

∫

Q0

Φ

(

|f(y)|
‖f‖Φ,Q0

)

dy ≤ 3n.

Luego, por la Proposición 1.49,

‖f‖Φ,Q ≤ 3n ‖f‖Φ,Q0
≤ 3nMΦ,D(i)f(x) ≤ 3n

3n∑

i=1

MΦ,D(i)f(x).

De esta manera, tomando supremo sobre todos los cubos Q que contienen a x tenemos la

estimación deseada.

1.4.3. Operadores de tipo fraccionario

En esta sección introduciremos los operadores de tipo fraccionario con los que trabajaremos.

Sea 0 < γ < n. Para f ∈ L1
loc
, el operador maximal fraccionario Mγ se define como

Mγf(x) = sup
Q∋x

1

|Q|1−γ/n
∫

Q
|f(y)| dy.

Notemos que este operador puede verse como una generalización del operador maximal de

Hardy-Littlewood ya que, si tomamos γ = 0, entonces Mγ = M . Aśı como los pesos Ap ca-

racterizan la acotación de M en Lp(Rn), los pesos que caracterizan la acotación de Mγ para

0 < γ < n, son los de la clase Ap,q, donde p y q son dos exponentes que se relacionan mediante

la igualdad 1/q = 1/p − γ/n. El siguiente resultado reúne las propiedades de acotación para

Mγ , probadas en [33].

Teorema 1.68. Sean 0 < γ < n, 1 ≤ p ≤ n/γ y 1/q = 1/p− γ/n. Entonces, la desigualdad de

tipo débil

wq ({x ∈ Rn :Mγf(x) > t})1/q ≤ C

(
1

tp

∫

Rn

|f(x)|pwp(x) dx
)1/p

vale si y solo si w ∈ Ap,q. Además, si 1 < p ≤ n/γ, la desigualdad de tipo fuerte

‖Mγ(f)w‖Lq ≤ C ‖fw‖Lp

vale si y solo si w ∈ Ap,q.
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Observación 1.69. En el caso en que p = n/γ, entenderemos que q = ∞.

La siguiente desigualdad es muy útil y permite acotar puntualmente a Mγ por expresiones

que involucran al operador maximal de Hardy-Littlewood. La misma fue demostrada en [17] en

el contexto más general de los espacios de Lebesgue de exponente variable. Incluimos aqúı una

adaptación de esta prueba al caso más simple de exponentes constantes. Esta desigualdad es

una generalización de la probada en [21] por Hedberg.

Proposición 1.70. Sean 0 < γ < n, 1 ≤ p < n/γ, 1/q = 1/p− γ/n y s = 1 + q/p′. Entonces

Mγ(f/w)(x) ≤M(fp/sw−q/s)s/q(x)

(∫

Rn

f(y)p dy

)γ/n

,

para toda función no negativa w y f ∈ Lp.

Demostración. Definimos g = |f |p/sw−q/s, con lo cual |f |/w = gs/pw−1+q/p. Fijemos x ∈ Rn

y Q un cubo que contiene a x. Entonces, aplicando la desigualdad de Hölder con exponentes

n/(n− γ) y n/γ, obtenemos que

1

|Q|1−γ/n
∫

Q

|f |
w

=
1

|Q|1−γ/n
∫

Q
gs/pw−1+q/p

=
1

|Q|1−γ/n
∫

Q
g1−γ/ngs/p+γ/n−1wqγ/n

≤
(

1

|Q|

∫

Q
g

)1−γ/n(∫

Q
g(s/p+γ/n−1)n/γwq

)γ/n

≤Mg(x)s/q
(∫

Rn

|f |p
)γ/n

,

ya que 1− γ/n = s/q y (s/p+ γ/n− 1)n/γ = s, por la definición de s. Tomando supremo sobre

todos los cubos Q que contienen a x, tenemos la desigualdad deseada.

Observación 1.71. Si en la prueba de arriba aplicamos la desigualdad de Jensen con exponente

s > 1 en el promedio de g, podemos concluir que

Mγ(f/w)(x) ≤M(fpw−q)1/q
(∫

Rn

fp(y) dy

)γ/n

, (1.25)

desigualdad que utilizaremos luego.

El siguiente lema técnico es esencial en la obtención de acotaciones mixtas correspondientes

al operador maximal fraccionario Mγ .

Lema 1.72. Sean 0 < γ < n, 1 < p < n/γ y γ0 = pγ. Si v ∈ A1, entonces para toda f acotada

y con soporte compacto tenemos que

Mγ(fv)(x)

v(x)
≤ [v]

1/p′

A1

(
Mγ0(f

pv)(x)

v(x)

)1/p

.
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Demostración. Fijemos x ∈ Rn y un cubo Q que contiene a x. Entonces, aplicando Hölder,

1

v(x)

1

|Q|1−γ/n
∫

Q
fv1/pv1/p

′ ≤ 1

v(x)

1

|Q|1−γ/n
(∫

Q
fpv

)1/p(∫

Q
v

)1/p′

=
1

v(x)

(
1

|Q|1−γ0/n
∫

Q
fpv

)1/p( 1

|Q|

∫

Q
v

)1/p′

≤
[v]

1/p′

A1

v(x)
(Mγ0(f

pv)(x))1/p [v(x)]1/p
′

= [v]
1/p′

A1

(
Mγ0(f

pv)(x)

v(x)

)1/p

.

Finalmente, tomando supremo sobre todos los cubos Q que contienen a x obtenemos la de-

sigualdad buscada.

Finalizaremos este caṕıtulo introduciendo un operador de tipo fraccionario que generaliza a

MΦ. Dados 0 < γ < n y Φ una función de Young se define el operador maximal fraccionario

generalizado Mγ,Φ, para f ∈ LΦ
loc

como

Mγ,Φf(x) = sup
Q∋x

|Q|γ/n ‖f‖Φ,Q .

Observación 1.73. Notar que cuando γ = 0, Mγ,Φ = MΦ. Por otro lado, si consideramos la

función Φ(t) = t entonces ‖f‖Φ,Q = |Q|−1
∫

Q |f(y)| dy, con lo cual en este caso Mγ,Φ =Mγ .

En [7] se prueba un resultado de equivalencia que permite concluir que Mγ,ϕ(MΦ) ≈Mγ,Ψ,

donde p ≥ 1, ϕ(t) = tp, Φ(t) = tp(1 + log+ t)β y Ψ(t) = tp(1 + log+ t)β+1. Este mismo resultado

permite probar una versión fraccionaria de la estimación dada por (1.23), a saber:

Mγ(M
m) ≈Mγ,Φm ,

donde Φm(t) = t(1 + log+ t)m.

El siguiente resultado, probado en [5], nos da acotaciones de tipo fuerte para el operador

Mγ,Φ.

Teorema 1.74. Sean r ≥ 1, δ ≥ 0, Φ(t) = tr(1 + log+ t)δ, 0 < γ < n/r, r < p < n/γ y

1/q = 1/p− γ/n. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes

(a) ‖Mγ,Φf‖Lq(wq) ≤ C ‖f‖Lp(wp);

(b) wr ∈ Ap/r,q/r.

Recordar que en las estimaciones de continuidad de los operadores M o Mγ el valor ĺımite

inferior para p es 1. En estos casos las acotaciones de tipo fuerte fallan, pero en su lugar

se obtienen estimaciones de tipo débil. Esto sucede también para el operador Mγ,Φ, solo que

en este caso el ĺımite inferior para p es r, es decir, el exponente de t en la definición de Φ.
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Una estimación de tipo débil, para el caso en que p = r, fue probada en [16] en el contexto de

espacios de tipo homogéneo. A continuación enunciamos una versión de este resultado adaptada

al espacio eucĺıdeo Rn.

Teorema 1.75. Sean 0 < γ < n/r, r ≥ 1, δ ≥ 0, Φ(t) = tr(1 + log+ t)δ, Ψ(t) = tn−rγ(1 +

log+ t−rγ/n)δ y ϕ(t) = (t(1+ log+ trγ/n)δ)n/(n−rγ). Entonces, para cada peso w existe una cons-

tante positiva C de modo que la desigualdad

w({x ∈ Rn :Mγ,Φf(x) > t}) ≤ Cϕ

(∫

Rn

Φ

( |f(x)|
t

)

Ψ(Mw(x)) dx

)

vale para todo t positivo.

Para la obtención de desigualdades mixtas para el operador Mγ,Φ utilizaremos, de manera

similar a lo que se hará para Mγ , una desigualdad puntual que la relaciona con otro operador

maximal más sencillo. La siguiente estimación es similar a la Proposición 1.70 e involucra a los

operadores MΦ y MΦ,γ .

Proposición 1.76. Sean 0 < γ < n, 1 ≤ p < n/γ, 1/q = 1/p− γ/n y s = 1 + q/p′. Sean Φ, ξ

funciones de Young que verifican tγ/nξ−1(t) ≤ CΦ−1(t), para todo t ≥ t0. Entonces para todo

w no negativo y f ∈ Lp tenemos que

Mγ,Φ

(
f

w

)

(x) ≤ C

[

Mξ

(

fp/s

wq/s

)

(x)

]s/q (∫

Rn

|f(y)|p dy
)γ/n

.

Demostración. Sea g = |f |p/sw−q/s. Entonces se tiene que

|f |
w

= gs/pwq/p−1.

De esta manera, utilizando el Teorema 1.53, podemos estimar

|Q|γ/n
∥
∥
∥
∥

f

w

∥
∥
∥
∥
Φ,Q

= |Q|γ/n
∥
∥
∥gs/pwq/p−1

∥
∥
∥
Φ,Q

= |Q|γ/n
∥
∥
∥g1−γ/ngs/p+γ/n−1wqγ/n

∥
∥
∥
Φ,Q

≤ C|Q|γ/n
∥
∥
∥g1−γ/n

∥
∥
∥
ξ,Q

∥
∥
∥gs/p+γ/n−1wqγ/n

∥
∥
∥
Ln/γ ,Q

≤ C ‖g‖s/qξ,Q
(∫

Q
|f(y)|p dy

)γ/n

≤ C (Mξg(x))
s/q

(∫

Rn

|f(y)|p dy
)γ/n

,

donde hemos utilizado la Proposición 1.56.

Notemos que de la prueba del resultado anterior también podemos concluir que

Mγ,Φ

(
f

w

)

(x) ≤ C

[

Mξ

(
fp

wq

)

(x)

]1/q (∫

Rn

|f(y)|p dy
)γ/n

.





Caṕıtulo 2

Desigualdades mixtas para

conmutadores de OCZ

Este caṕıtulo estará dedicado al estudio de desigualdades mixtas para operadores de tipo

integral singular. Antes de introducir estas estimaciones, mostraremos la motivación que dio

origen a su estudio y cómo fueron obteniéndose avances en esta dirección.

En particular, exhibiremos los resultados obtenidos en esta tesis para conmutadores de ope-

radores de Calderón-Zygmund. También mostraremos las correspondientes estimaciones mixtas

obtenidas para operadores de tipo convolución cuyo núcleo satisface una condición de regulari-

dad de tipo Hörmander.

Introducción

Las desigualdades mixtas fueron introducidas por E. Sawyer en [41], en el año 1985, aunque

otro tipo de desigualdades similares fueron estudiadas en 1976 por B. Muckenhoupt y R. Whee-

den en [34]. En este último trabajo los autores prueban que, dado 1 ≤ p <∞ y w ∈ Ap, existe

una constante positiva C tal que la desigualdad
∣
∣
∣

{

x ∈ R : Tf(x)w1/p(x) > t
}∣
∣
∣ ≤ C

tp

∫

R

|f(x)|pw(x) dx (2.1)

vale para todo t positivo, donde T es el operador maximal de Hardy-Littlewood o la transforma-

da de Hilbert. Esta desigualdad supone una alteración no trivial de los conjuntos de nivel de Tf

por medio del peso w, lo que sugiere que las técnicas de descomposición o lemas de cubrimiento

clásicos no apliquen directamente.

En el trabajo original de Sawyer se probó el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sean u y v dos pesos en la clase A1, y sea M el operador maximal de Hardy-

Littlewood. Entonces existe una constante positiva C tal que la desigualdad

uv

({

x ∈ R :
M(fv)(x)

v(x)
> t

})

≤ C

t

∫

R

|f(x)|u(x)v(x) dx (2.2)
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vale para todo t positivo.

Esta desigualdad es un poco más general que (2.1) ya que la medida de Lebesgue se reemplaza

por el producto uv. Una de las motivaciones para estudiar este tipo de estimaciones es que las

mismas constituyen una herramienta que permite probar, de manera alternativa, la acotación

de M en Lp(w) cuando w ∈ Ap. Para ilustrar esto, fijemos 1 < p < ∞ y w ∈ Ap. Utilizando

el teorema de factorización de Jones (Teorema 1.28) existen pesos u, v ∈ A1 de modo que

w = uv1−p. Entonces, definiendo el operador Sf(x) =M(fv)(x)/v(x), y denotando con g = f/v

podemos escribir
∫

R

Mf(x)pw(x) dx =

∫

R

(
M(gv)(x)

v(x)

)p

u(x)v(x) dx

=

∫

R

(Sg(x))pu(x)v(x) dx.

Si el operador S es de tipo fuerte (p, p) con respecto a la medida dµ(x) = u(x)v(x) dx, entonces

podemos concluir que
∫

R

(Mf(x))pw(x) dx =

∫

R

(Sg(x))pu(x)v(x) dx.

≤ C

∫

R

|g(x)|pu(x)v(x) dx

= C

∫

R

|f(x)|pw(x) dx,

lo que implica la desigualdad deseada para M .

Para ver que efectivamente S es de tipo fuerte (p, p) con respecto a µ, observar primero que

es de tipo fuerte (o débil) (∞,∞) con respecto a esta medida. En efecto, µ es absolutamente

continua con respecto a la medida de Lebesgue, por lo tanto, L∞(µ) = L∞. Fijados x y un cubo

Q lo contiene, tenemos que

1

v(x)|Q|

∫

Q
|f(y)|v(y) dy ≤ ‖f‖L∞ [v]A1 [v(x)]

−1v(x)

= [v]A1 ‖f‖L∞ ,

y tomando supremo sobre todos los cubos Q que contienen a x,

M(fv)(x)

v(x)
≤ [v]A1 ‖f‖L∞ .

Finalmente, tomando supremo en x obtenemos que ‖Sf‖L∞ ≤ [v]A1 ‖f‖L∞ . Por otro lado, el

Teorema 2.1 nos dice que el operador S es de tipo (1, 1) débil con respecto a la medida µ. El

teorema de interpolación de Marcinkiewicz implica entonces que S es de tipo fuerte (p, p) con

respecto a µ, que era lo que queŕıamos probar.

En el mismo trabajo, Sawyer conjeturó que estas estimaciones debeŕıan ser ciertas para la

transformada de Hilbert. Aśı, surgió una serie de interrogantes sobre la posibilidad de que otros

operadores del Análisis Armónico satisfagan desigualdades de este tipo.
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En el año 2005, D. Cruz Uribe, J. M. Martell y C. Pérez dieron una respuesta positiva

a la conjetura planteada por Sawyer 20 años atrás. En su trabajo extendieron este tipo de

estimaciones mixtas al espacio eucĺıdeo n-dimensional, tanto para el operador M como para

los operadores de Calderón-Zygmund (OCZ). Además de considerar dos pesos u, v en la clase

A1 de Muckenhoupt, los resultados fueron probados para una condición diferente en el par de

pesos: u ∈ A1 y v ∈ A∞(u). Esta condición es más sencilla de manipular que la anterior, en el

sentido de que el producto uv es un peso de la clase A∞ (ver Proposición 1.42) y esto permite

utilizar herramientas clásicas, como por ejemplo la descomposición de Calderón-Zygmund, y la

prueba de la desigualdad mixta correspondiente es menos dificultosa. En contrapartida, el caso

u, v ∈ A1 es más delicado. Por ejemplo, se sabe que los pesos de tipo potencia en Rn w(x) = |x|α

pertenecen a la clase Ap si y solo si −n < α < n(p − 1). Aśı, si u = v = |x|−n/2 el producto

uv es |x|−n, que no es siquiera localmente integrable en Rn. La idea central en este trabajo es

probar primero la desigualdad mixta para el operador maximal diádico MD, y luego utilizar el

resultado de extrapolación que enunciamos a continuación.

Teorema 2.2 ([11], Thm. 1.7). Sea F una familia de pares de funciones no negativas. Supon-

gamos que para algún 0 < p0 <∞ y todo w ∈ A∞

∫

Rn

fp0(x)w(x) dx ≤ C

∫

Rn

gp0(x)w(x) dx, (2.3)

para todo par (f, g) ∈ F tal que el lado izquierdo sea finito, donde C depende solo de [w]A∞.

Entonces, si u ∈ A1 y v ∈ A∞, tenemos que

∥
∥
∥
∥

f

v

∥
∥
∥
∥
L1,∞(uv)

≤ C
∥
∥
∥
g

v

∥
∥
∥
L1,∞(uv)

para todo par (f, g) ∈ F .

Este teorema de extrapolación establece que si (f, g) es un par de funciones no negativas

que satisface una desigualdad como (2.3), para algún 0 < p <∞ y para todo w ∈ A∞ entonces,

si u ∈ A1 y v ∈ A∞ se verifica que

sup
t>0

t uv

({

x ∈ Rn :
f(x)

v(x)
> t

})

≤ C sup
t>0

t uv

({

x ∈ Rn :
g(x)

v(x)
> t

})

.

Cuando T es un OCZ, es bien conocido de la literatura que los pares (Mf,MDf) y (|Tf |,Mf),

satisfacen (2.3) (ver, por ejemplo, [13] y [10], respectivamente). Luego, a partir de lo obtenido

para MD, se deduce la correspondiente estimación para M y T . Concretamente, el resultado

probado en [11] es el siguiente.

Teorema 2.3. Sean u, v dos pesos que satisfacen una de las siguientes condiciones:

(i) u, v ∈ A1;

(ii) u ∈ A1 y v ∈ A∞(u).
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Entonces, existe una constante positiva C tal que para todo t positivo

uv

({

x ∈ Rn :
|T (fv)(x)|

v(x)
> t

})

≤ C

t

∫

Rn

|f(x)|u(x)v(x) dx, (2.4)

donde T es el operador maximal de Hardy-Littlewood o un OCZ.

En este mismo trabajo, los autores conjeturan que (2.4) debeŕıa valer también en el caso

más general u ∈ A1, v ∈ A∞: observar que estas condiciones son más débiles que cualquiera de

las dos hipótesis consideradas en el Teorema 2.3. Recientemente, esta conjetura fue probada en

[25], donde se combinan ideas de la descomposición en cubos principales utilizada por Sawyer

en [41] y la técnica de dominación sparse para probar el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Sean u, v dos pesos que satisfacen u ∈ A1 y v ∈ A∞. Entonces, existe una

constante positiva C tal que para todo t > 0 se tiene que

uv

({

x ∈ Rn :
|T (fv)(x)|

v(x)
> t

})

≤ C

t

∫

Rn

|f(x)|u(x)v(x) dx, (2.5)

donde T es el operador maximal de Hardy-Littlewood o un OCZ.

Por otra parte, pueden encontrarse en la literatura desigualdades mixtas que involucran

otras condiciones en los pesos u y v. En [36] se consideran desigualdades mixtas para funciones

singulares v(x) = |x|−nr con r > 1 y u ≥ 0 arbitrario en el contexto eucĺıdeo. En este contexto,

el resultado que obtienen es el siguiente.

Teorema 2.5 ([36], Thm. 1.3). Sean u ≥ 0 y v(x) = |x|−nr, para algún r > 1. Entonces existe

una constante positiva C tal que para todo t > 0

uv

({

x ∈ Rn :
M(fv)(x)

v(x)
> t

})

≤ C

t

∫

Rn

|f(x)|Mu(x)v(x) dx. (2.6)

En relación a los conmutadores de OCZ, Tmb , es conocido que los mismos satisfacen una de-

sigualdad de tipo débil modular, que involucra una función de Young estrechamente relacionada

con estos operadores. En este sentido, buscamos desigualdades mixtas para Tmb que generalicen

este resultado. Esto está contenido en la siguiente sección.

2.1. Estimaciones mixtas para conmutadores de OCZ

Diremos que T es un operador de Calderón-Zygmund (OCZ) si es un operador acotado

en L2 y tal que para toda f ∈ L2 con soporte compacto se tiene la representación

Tf(x) =

∫

Rn

K(x, y)f(y) dy para x 6∈ sop(f), (2.7)

donde K es una función medible de Rn × Rn\∆ → C que satisface la condición de tamaño

|K(x, y)| . 1

|x− y|n , (2.8)
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y las condiciones de suavidad, también llamadas condiciones de tipo Lipschitz

|K(x, y)−K(x, z)| . |x− z|
|x− y|n+1

, si |x− y| > 2|y − z|, (2.9)

|K(x, y)−K(w, y)| . |x− w|
|x− y|n+1

, si |x− y| > 2|x− w|. (2.10)

Diremos que K ∈ H∗
∞ para indicar que verifica las condiciones dadas por (2.9) y (2.10). Más

adelante, introduciremos variantes de estos espacios.

Si T es un OCZ, para ε > 0 definimos el operador truncado Tε como

Tεf(x) =

∫

|y−x|>ε
K(x, y)f(y) dy,

y decimos que T es un operador integral singular de Calderón-Zygmund (OISCZ) si se

cumple que

ĺım
ε→0

Tεf(x) = Tf(x),

para casi todo x.

Uno de los ejemplos más emblemáticos de OCZ es la transformada de Hilbert, definida

como

Hf(x) =
1

π
v.p.

∫
f(y)

x− y
dy.

En principio esta definición tiene sentido para funciones f en la clase de Schwartz S. Sin em-

bargo, H puede extenderse a funciones f en Lp(R), con 1 ≤ p <∞ (ver, por ejemplo, [13]).

El principio de Calderón-Zygmund establece que todo operador de tipo integral singular

está controlado, en algún sentido, por un operador maximal apropiado. En [10] los autores

prueban la siguiente estimación.

Teorema 2.6. Sean 0 < p <∞, w ∈ A∞, y T un OCZ. Entonces
∫

Rn

|Tf(x)|pw(x) dx ≤ C

∫

Rn

(Mf(x))pw(x) dx,

donde M es el operador maximal de Hardy-Littlewood.

Observar que, para el caso en el que w ∈ Ap y 1 < p <∞, esta desigualdad combinada con

el Teorema 1.45 nos da
∫

Rn

|Tf(x)|pw(x) dx ≤ C

∫

Rn

|f(x)|pw(x) dx. (2.11)

En el caso extremo p = 1 se sabe que la desigualdad (2.11) no se satisface, al igual que lo

que ocurre con el operador maximal de Hardy-Littlewood. Sin embargo, śı se verifica que T es

de tipo débil (1, 1) con respecto a w, esto es, si w ∈ A1 entonces

‖Tf‖L1,∞(w) ≤ C ‖f‖L1(w) .
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Por otro lado, los OCZ no son en general de tipo fuerte (∞,∞). Por ejemplo, se puede probar

que si f(x) = X[0,1](x) en R, entonces Hf(x) = π−1 log |x/(x− 1)|, que no es acotada.

Dados T un OCZ, b ∈ L1
loc

y un entero no negativo m, se define inductivamente el conmu-

tador de orden m de T , Tmb , de la siguiente manera:

T 0
b = T, T 1

b f = [b, T ]f = bTf − T (bf),

y Tmb = [b, Tm−1
b ]. A la función b con la que se conmuta se la conoce como śımbolo del

conmutador.

La siguiente proposición nos da una manera de escribir al conmutador Tmb en términos del

operador T . La prueba es sencilla y la omitiremos.

Proposición 2.7. Sean b ∈ L1
loc
, m un entero positivo y Tmb el conmutador de orden m de un

operador T . Entonces

Tmb f(x) =

m∑

j=0

(−1)jC(m, j)bm−j(x)T (bjf)(x),

donde C(n, k) = n!/((n− k)!k!).

Se puede demostrar por inducción, utilizando (2.7) que, si T es un OCZ, la siguiente igualdad

Tmb f(x) =

∫

Rn

(b(x)− b(y))mK(x, y)f(y) dy (2.12)

vale para x 6∈ sop(f).

La función śımbolo que aparece en los conmutadores Tmb generalmente tiene algunas carac-

teŕısticas adicionales. Estas propiedades del śımbolo juegan un papel importante a la hora de

acotar los conmutadores. En la presente tesis trabajaremos con śımbolos en la clase BMO y

Lipschitz.

2.1.1. La clase de śımbolos BMO

Sea b ∈ L1
loc
. Diremos que b pertenece a la clase de funciones de oscilación media acotada o

clase BMO (sigla proveniente de su nombre en inglés, Bounded Mean Oscillation) si

‖b‖BMO := sup
Q

1

|Q|

∫

Q
|b(x)− bQ| dx <∞. (2.13)

De hecho, ‖ · ‖BMO no es una norma, dado que si b es constante, entonces ‖b‖BMO = 0. Sin

embargo, śı se trata de una norma en el espacio cociente BMO módulo el espacio de funciones

constantes. Un ejemplo t́ıpico de función en BMO es f(x) = log |x| (ver [18]). Notemos que esta

función es exponencialmente localmente integrable, es decir, que
∫

K
ef(x) dx <∞,
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para cualquier compacto K ⊆ Rn. Esta no es una propiedad exclusiva de dicha f , sino de toda

función de BMO. Este hecho es consecuencia de la siguiente proposición.

Proposición 2.8 (Desigualdad de John-Niremberg). Sea b ∈ BMO. Entonces existen constan-

tes positivas C1, C2 tal que para todo cubo Q,

|{x ∈ Q : |b(x)− bQ| > t}| ≤ C1|Q|e−C2t/‖b‖BMO , (2.14)

para todo t > 0.

Como consecuencia de este resultado, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.9. Sean 1 < p <∞ y f ∈ Lp
loc
. Entonces

‖f‖BMO,p := sup
Q

(
1

|Q|

∫

Q
|f(x)− fQ|p dx

)1/p

es una norma en BMO equivalente a ‖ · ‖BMO.

Para funciones de BMO, se sabe que la norma de tipo Luxemburgo exponencial de la osci-

lación de b en un cubo Q se controla por la norma BMO de b. Esto se expresa en el siguiente

lema, cuya prueba puede encontrarse en [15], y que es una consecuencia de la Proposición 2.8.

Lema 2.10. Sea b ∈ BMO y ϕ(t) = et − 1. Entonces existe una constante positiva C tal que

‖b− bQ‖expL,Q ≤ C‖b‖BMO.

Otro resultado importante que utilizaremos es el siguiente.

Lema 2.11. Dada f ∈ BMO existe una constante positiva C tal que

|fQ − f2kQ| ≤ Ck‖f‖BMO,

para todo entero no negativo k y todo cubo Q.

Demostración. Fijemos un cubo Q y un entero no negativo k. Entonces

|fQ − f2kQ| ≤
k−1∑

j=0

|f2j+1Q − f2jQ|

≤
k−1∑

j=0

1

|2jQ|

∫

2jQ
|f(x)− f2j+1Q| dx

≤ C
k−1∑

j=0

1

|2j+1Q|

∫

2j+1Q
|f(x)− f2j+1Q| dx

≤ Ck‖f‖BMO.
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En ciertas ocasiones usaremos la siguiente versión pesada del espacio BMO.

Sea w un peso. Definimos la clase BMO∗

w como el conjunto de funciones f que verifican

que

‖f‖BMO∗
w
= sup

Q

1

w(Q)

∫

Q
|f(x)− fQ|w(x) dx <∞,

donde fQ denota el promedio usual de f en Q con respecto a la medida de Lebesgue.

El siguiente lema nos da una caracterización de esta clase BMO∗
w cuando w es un peso de

la clase A1.

Lema 2.12. Sea w ∈ A1. Entonces las normas ‖ · ‖BMO y ‖ · ‖BMO∗
w
son equivalentes.

Demostración. Puesto que w pertenece a A1, tenemos que

1

|Q|

∫

Q
|f(x)− fQ| dx =

1

w(Q)

w(Q)

|Q|

∫

Q
|f(x)− fQ| dx

≤ [w]A1

w(Q)

∫

Q
|f(x)− fQ|w(x) dx

≤ [w]A1‖f‖BMO∗
w
.

Por otra parte, w ∈ A1 implica que existe un número s > 1 tal que w ∈ RHs. Entonces, por la

desigualdad de Hölder y el Corolario 2.9, obtenemos que

1

w(Q)

∫

Q
|f(x)− fQ|w(x) dx ≤ |Q|

w(Q)

(
1

|Q|

∫

Q
|f − fQ|s

′

)1/s′ ( 1

|Q|

∫

Q
ws
)1/s

≤ C[w]RHs‖f‖BMO
|Q|
w(Q)

1

|Q|

∫

Q
w(x) dx

= C[w]RHs‖f‖BMO.

La correspondiente versión del Teorema 2.6 para Tmb fue probada por Pérez en [39]. El

resultado se exhibe a continuación.

Teorema 2.13. Sean 0 < p <∞, w ∈ A∞, T un OCZ, m ∈ N y b ∈ BMO. Entonces

∫

Rn

|Tmb f(x)|pw(x) dx ≤ C‖b‖mpBMO[w]
(m+1)p
A∞

∫

Rn

(
Mm+1f(x)

)p
w(x) dx,

donde Mm+1 es el operador M compuesto con śı mismo m+ 1 veces.

Como consecuencia de este resultado, podemos inferir el tipo fuerte (p, p) de los conmuta-

dores de orden superior de un OCZ para pesos en la clase Ap. Más precisamente, si 1 < p <∞
y w ∈ Ap, entonces tenemos que

∫

Rn

|Tmb f(x)|pw(x) dx ≤ C

∫

Rn

|f(x)|pw(x) dx. (2.15)
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2.1.2. Resultado de acotación mixta para Tm
b

cuando b ∈ BMO

El resultado que presentaremos a continuación da una acotación mixta para Tmb , donde T es

un OCZ, para el caso en que los pesos u y v están relacionados. Cabe aclarar que la demostración

de este resultado no involucra el estudio previo de algún operador maximal asociado que controle

en cierto sentido a Tmb . Más aún, esta misma demostración puede adaptarse para el caso m = 0,

obteniendo una prueba alternativa a la dada en [11].

La idea central de la prueba para este caso se basa en un argumento de descomposición de

Calderón-Zygmund asociado a una medida duplicante. Con el objetivo de hacer las cuentas lo

más claras posibles, presentaremos primero el caso correspondiente a m = 1. El caso general se

obtendrá como consecuencia de aplicar inducción en m.

Teorema 2.14. Sean u y v dos pesos tales que u ∈ A1 y v ∈ A∞(u). Sean T un OCZ y

b ∈ BMO. Entonces, para todo t > 0, tenemos que

uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

[b, T ](fv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
> t

})

≤ C

∫

Rn

Φ

(

‖b‖BMO
|f(x)|
t

)

u(x)v(x) dx,

donde Φ(t) = t(1 + log+ t).

El correspondiente resultado para conmutadores de orden mayor es el siguiente.

Teorema 2.15. Sean u, v dos pesos tales que u ∈ A1 y v ∈ A∞(u). Sean T un OCZ, b ∈ BMO

y m un entero no negativo. Entonces, para todo t > 0, se tiene que

uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

Tmb (fv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
> t

})

≤ C

∫

Rn

Φm

(

‖b‖mBMO

|f(x)|
t

)

u(x)v(x) dx, (2.16)

donde Φm(t) = t(1 + log+ t)m.

Cuando v = 1, ambos teoremas, 2.14 y 2.15 fueron probados en [37]. Cabe destacar que

el mismo resultado se obtiene con dos herramientas del Análisis Armónico bien distinguidas:

en nuestro caso, y como ya dijimos anteriormente, utilizamos la clásica descomposición de

Calderón-Zygmund. En cambio, en [37] se prueba primero una estimación de tipo débil para el

operadorMm+1, y luego se combina un argumento de tipo “good-λ” con la siguiente estimación

puntual

M#
δ (Tmb f)(x) ≤ C‖b‖BMO

m−1∑

j=0

Mε(T
j
b f)(x) + ‖b‖mBMOM

m+1f(x), (2.17)

donde 0 < δ < ε < 1. El operador M#
δ se define como M#

δ f(x) = (M#(|f |δ)(x))1/δ, donde

M#f(x) = sup
Q∋x

1

|Q|

∫

Q
|f(y)− fQ| dy.

La desigualdad (2.17) permite concluir que

sup
t>0

ψm(t)|{x ∈ Rn : |Tmb f(x)| > t}| ≤ C sup
t>0

ψm(t)|{x ∈ Rn :Mm+1f(x) > t}|, (2.18)
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con ψm(t) = 1/Φm(t).

Vale la pena observar que la desigualdad (2.18) es válida también si reemplazamos la medida

de Lebesgue por un peso w ∈ A∞.

De esta manera, los Teoremas 2.14 y 2.15 extienden las desigualdades de tipo débil en el

extremo de Tmb , que, a diferencia del operador T , no verifican ser de tipo débil (1,1) sino que

satisfacen una desigualdad que involucra expresiones modulares relacionadas con la función de

Young Φm.

2.2. Desigualdades mixtas para operadores con núcleo de tipo

Hörmander

En esta sección estudiaremos desigualdades mixtas para operadores que generalizan a los ya

considerados. Sea T un operador integral singular, acotado en L2 y que verifica

Tf(x) = v.p.

∫

Rn

K(x− y)f(y) dy,

donde K es una función medible definida fuera del origen que cumple con la condición de

tamaño (2.8). En vistas de considerar una clase más amplia de operadores, se introducirán

condiciones más débiles que la condición H∗
∞ definida por (2.9) y (2.10). Decimos que K verifica

la condición de tipo Hörmander si existen constantes positivas C y c de modo que
∫

|x|>c|y|
|K(x− y)−K(x)| dx ≤ C, (2.19)

para todo y ∈ Rn. Denotaremos a esta clase de núcleos con H1. Se puede ver que H∗
∞ ⊆ H1 y

que esta contención es estricta.

Observación 2.16. Cuando el núcleo K de un operador de este tipo satisface la condición H1,

T resulta acotado en Lp para todo 1 < p <∞ (ver, por ejemplo, [13]).

Para la prueba del Teorema 2.6 ([10]) se utiliza fuertemente la condición H∗
∞ del núcleo del

operador T . En [29] se muestra que este resultado ya no es cierto si se reemplaza la condición

H∗
∞ por H1. Entonces surgió el interrogante: ¿hay alguna condición intermedia entre H∗

∞ y

H1, que conduzca a la acotación dada en el Teorema 2.6? La propuesta fue entonces introducir

nuevas clases para los núcleos K, que definiremos a continuación. Para 1 ≤ r ≤ ∞, decimos

que K verifica la condición Lr-Hörmander, y lo denotamos por K ∈ Hr si existen constantes

c ≥ 1 y Cr > 0 de modo que la desigualdad

∞∑

j=1

(2jR)n/r
′

(
∫

|x|∼2mR
|K(x− y)−K(x)|r dx

)1/r

≤ Cr (2.20)

vale para todo y ∈ Rn tal que c|y| < R. Con la notación |x| ∼ s indicaremos al conjunto

{x : s < |x| ≤ 2s}. Cuando r = ∞ entenderemos la clase H∞ como el conjunto de núcleos K
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que satisfacen
∞∑

j=1

(2jR)n sup
|x|∼2mR

|K(x− y)−K(x)| ≤ C∞.

Se tiene entonces que H∗
∞ ⊆ H∞ ⊆ Hs ⊆ Hr ⊆ H1, 1 ≤ r < s <∞.

Estas clases pueden extenderse a un contexto más general si reemplazamos los espacios Lr

por espacios de Orlicz. Más precisamente, tenemos la siguiente definición.

Dada Φ una función de Young, decimos que K satisface la condición LΦ−Hörmander, y

lo escribimos K ∈ HΦ si existen constantes c ≥ 1 y CΦ > 0 tales que, para cada y ∈ Rn que

verifique R > c|y|, se tiene

∞∑

j=1

(2jR)n ‖K(· − y)−K(·)‖Φ,|x|∼2jR ≤ CΦ. (2.21)

En general, dado m ∈ N, decimos que K ∈ HΦ,m si existen constantes c ≥ 1 y CΦ,m > 0 tales

que, para cada y ∈ Rn con R > c|y|, se tiene que

∞∑

j=1

(2jR)njm ‖K(· − y)−K(·)‖Φ,|x|∼2jR ≤ CΦ,m. (2.22)

Es de esperar que, como estamos considerando una clase más amplia de núcleos, estos

operadores se tornen más singulares y las estimaciones para los mismos, menos suaves. En

efecto, en [28] se prueba la siguiente versión del Teorema 2.6. Recordemos que, si ϕ es una

función de Young, ϕ̃ denota su función complementaria.

Teorema 2.17. Sean Φ una función de Young y T un operador integral singular, acotado en

Lp, para algún 1 < p <∞ con núcleo K ∈ HΦ. Entonces, para todo 0 < p <∞ y todo w ∈ A∞,

se verifica que
∫

Rn

|Tf(x)|pw(x) dx ≤ C

∫

Rn

(
MΦ̃f(x)

)p
w(x) dx,

para toda f acotada con soporte compacto.

Por otra parte, la correspondiente estimación para los conmutadores de orden superior de

T fue probada en [26].

Teorema 2.18. Sean m un entero no negativo, b ∈ BMO y T un operador de tipo integral

singular con núcleo K que verifica K ∈ HB ∩HA,m, donde A y B son funciones de Young que

satisfacen Ã−1(t)B−1(t)(log t)m ≤ t, para todo t ≥ t0 > 0. Entonces para cualquier 0 < p < ∞
y w ∈ A∞, se tiene que

∫

Rn

|Tmb f(x)|pw(x) dx ≤ C

∫

Rn

(
MÃf(x)

)p
w(x) dx,

siempre que el lado izquierdo sea finito.
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En [5] se prueban acotaciones de tipo fuerte para estos operadores T con núcleos en HΦ,

y para sus conmutadores, en el contexto de los espacios de Lebesgue de exponente variable. A

continuación resumimos estos resultados adaptados al caso en que p(·) = p es un exponente

constante.

Teorema 2.19. Sean p > 1 y ϕ una función de Young. Supongamos que existe 1 ≤ β < p de

modo que ϕ̃ ∈ Bρ para todo ρ > β. Sea T un operador integral singular con núcleo K ∈ HΦ. Si

wp ∈ Ap/β, entonces

‖wTf‖Lp ≤ C‖wf‖Lp

para toda función f acotada con soporte compacto, siempre que el lado izquierdo sea finito.

Teorema 2.20. Sean p > 1 y 1 ≤ β < p. Sean η y ϕ dos funciones de Young tales que

η̃−1(t)ϕ−1(t)(log t)m ≤ t para t ≥ t0 > 1, m ∈ N, y η̃ ∈ Bρ para todo ρ ≥ β. Sea b ∈ BMO y

Tmb el conmutador de orden m del operador integral singular T con núcleo K ∈ Hϕ ∩Hη,m. Si

wp ∈ Ap/β, entonces

‖wTmb f‖Lp ≤ C‖b‖mBMO‖wf‖Lp ,

para toda función f acotada y con soporte compacto, siempre que el lado izquierdo sea finito.

Con respecto a estimaciones de tipo débil en el extremo, en [27] se prueba el siguiente

resultado para Tmb .

Teorema 2.21. Sean m un entero no negativo, b ∈ BMO y T un operador de tipo integral

singular con núcleo K que verifica K ∈ HB ∩ HA,m, donde A,B son funciones de Young que

satisfacen Ã−1(t)B−1(t)(log t)m ≤ t, para todo t ≥ t0 > 0. Si Ã es submultiplicativa y w ∈ A∞

entonces

w ({x ∈ Rn : |Tmb (f)(x)| > t}) ≤ C

∫

Rn

Ã
(

‖b‖mBMO

|f(x)|
t

)

Mw(x) dx,

para todo t > 0.

A diferencia de los OCZ, no disponemos de una estimación previa para un operador de este

tipo que nos permita derivar resultados para sus correspondientes conmutadores. Presentaremos

a continuación condiciones suficientes en los pesos u y v para lograr acotaciones mixtas en ambos

casos.

Teorema 2.22. Sean 1 < q < ∞ y q2/(2q − 1) < β < q. Supongamos que u ∈ A1 ∩ RHs

para algún s > 1 y vr ∈ A(q/β)′(u), donde r = β(q − 1)/(q − β). Sea T un operador de tipo

convolución con núcleo K ∈ Hϕ, donde ϕ es una función de Young que satisface ϕ̃ ∈ Bρ, para

cada ρ ≥ mı́n{β, s}. Entonces existe C > 0 tal que

uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

T (fv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
> t

})

≤ C

t

∫

Rn

|f(x)|u(x)v(x) dx,

para todo t positivo y toda función f acotada con soporte compacto.
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Observación 2.23. Por la Proposición 1.27, si u ∈ A1 existe s > 1 tal que u ∈ RHs, con lo cual

se podŕıa pedir solamente que u ∈ A1. Sin embargo, explicitamos el espacio reverse Hölder en

la hipótesis porque las propiedades que debe cumplir la función ϕ guardan relación con este

exponente.

El correspondiente resultado de acotación mixta para los conmutadores Tmb con núcleos

generales, cuando el śımbolo b está en BMO, es el siguiente. Recordemos que Φm(t) = t(1 +

log+ t)m.

Teorema 2.24. Sean 1 < q < ∞ y q2/(2q − 1) < β < q. Supongamos que u ∈ A1 ∩ RHs

para algún s > 1, vr ∈ A(q/β)′(u), donde r = β(q − 1)/(q − β) y b ∈ BMO. Sean m un entero

positivo y T un operador integral singular con núcleo K ∈ Hϕ ∩Hη,m, donde η, ϕ son funciones

de Young tales que η̃−1(t)ϕ−1(t)(log t)m . t, para t ≥ e y η̃ ∈ Bρ para cada ρ ≥ mı́n{β, s}.
Entonces existe una constante positiva C tal que

uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

Tmb (fv)

v

∣
∣
∣
∣
> t

})

≤ C

∫

Rn

Φm

(

‖b‖mBMO

|f(x)|
t

)

u(x)v(x) dx,

para cada t > 0 y toda función f acotada con soporte compacto.

Observación 2.25. Notemos que, para el caso m = 1, la condición K ∈ Hϕ,1 implica que

K ∈ Hη,1 ∩Hϕ. En efecto, es claro que K ∈ Hϕ. Por otro lado, es fácil ver que

ϕ−1(t)ψ−1(t) . η−1(t),

donde ψ(t) = et − 1. Entonces, por la desigualdad de Hölder generalizada, tenemos que

‖K(· − y)−K(·)‖η,|x|∼2kR ≤ ‖K(· − y)−K(·)‖ϕ,|x|∼2kR ‖1‖ψ,B(0,2k+1R) .

Pero la última norma es una constante ya que, para toda bola B,

1

|B|

∫

B
ψ(1/λ) dy = ψ(1/λ),

que es menor o igual que 1 siempre que λ ≥ 1/ log 2.

Las hipótesis en el Teorema 2.24 pueden parecer demasiado restrictivas. Para enriquecer

más el teorema, exhibiremos un ejemplo de funciones que cumplan con estas condiciones, para

el caso m = 1.

Fijemos un número real 0 < γ < mı́n{p − 1, p/2}, donde p = mı́n{β, s} > 1. Sea α elegido

de modo que máx{p/2, 1} < α < p − γ y δ = (1 − γ/α)α′ > 0. Si η̃(t) = tα(1 + log+ t)γ y

ϕ(t) = tα
′
(1 + log+ t)δ, entonces por la Proposición 1.18 tenemos que, para t ≥ e,

η̃−1(t)ϕ−1(t) log t .
t1/α

(log t)γ/α
t1/α

′

(log t)δ/α′ log t = t,
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ya que γ/α + δ/α′ = 1. Por otro lado, η̃(t) ∈ Bρ para todo ρ ≥ p. En efecto, fijemos ρ ≥ p.

Como α < p, existe 0 < ε < 1 tal que α < ρ− ε. Tomando c = e y utilizando la parte (e) de la

Proposición 1.18 podemos escribir

∫ ∞

e

tα(1 + log+ t)γ

tρ+1
dt =

∫ ∞

e

tα(1 + log t)γ

tρ+1
dt

≤ Cε,γ

∫ ∞

e
tα−ρ−1+ε dt

= Cε,γ
eα−ρ+ε

ρ− α− ε
<∞,

dado que α− ρ+ ε < 0.



Caṕıtulo 3

Desigualdades mixtas para

operadores fraccionarios

Introducción

En este caṕıtulo exhibiremos desigualdades mixtas para operadores de tipo fraccionario.

Comenzaremos presentando resultados de acotación para el operador Mγ que extienden las

estimaciones mixtas para el operadorM dadas en [11]. Utilizando estos resultados y un teorema

de extrapolación podremos obtener estimaciones análogas para el operador Iγ , aprovechando

su relación con Mγ (ver Teorema 3.4). Como aplicación de estos resultados podremos deducir

desigualdades mixtas para OISCZ y conmutadores de Iγ de orden superior, ambos con śımbolo

en la clase Lipschitz-δ.

Cabe aclarar que no existen antecedentes en la literatura sobre desigualdades mixtas para

operadores de tipo fraccionario. Al intentar extender las estimaciones a este contexto surgieron

los siguientes interrogantes: ¿qué significa una desigualdad mixta para operadores fraccionarios?,

¿cuáles son las condiciones a pedir en el par de pesos u y v? En virtud de lo establecido en

los Teoremas 1.68 y 3.4, parece razonable pensar en la posibilidad de probar una desigualdad

de tipo débil (p, q) para cierto par de pesos y algún operador auxiliar adecuado. El enfoque

que adoptamos entonces es similar a la motivación dada por Sawyer en [41]: encontrar una

desigualdad que permita dar una demostración alternativa de la acotación fuerte del operador

Mγ con peso w, cuando w ∈ Ap,q, donde 1 < p < n/γ y 1/q = 1/p− γ/n y que permita derivar,

cuando v = 1, la desigualdad (1, n/(n− γ)) débil de Mγ .

Comenzaremos definiendo un operador auxiliar Sγ , para 0 < γ < n. Fijado w ∈ Ap,q, por la

Proposición 1.40 tenemos que wq ∈ A1+q/p′ =: Ar y, por el teorema de factorización de Jones,

existen pesos u y v en A1 tales que wq = uv1−r. Un primer intento es definir, para algunos
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valores α y β a determinar, el operador

Sγf(x) :=
Mγ(fv

α)(x)

vβ(x)
.

Veremos que si Sγ : Lp(zp) → Lq(zq), para algún z a determinar, entonces se verifica que

Mγ : Lp(wp) → Lq(wq). Para ello, tomando z = u1/qv(1−r)/q+β , podemos escribir

(∫

Rn

(Mγf)
qwq
)1/q

=

(∫

Rn

Mγ(fv
−αvα)q

vβq
uv1−rvβq

)1/q

=

(∫

Rn

Sγ(fv
−α)qzq

)1/q

≤ C

(∫

Rn

|f |pv−αpzp
)1/p

= C

(∫

Rn

|f |pwp
)1/p

,

siempre que v−αpzp = wp o bien v−αz = w. Entonces debe cumplirse que

u1/qv(1−r)/qvβv−α = u1/qv(1−r)/q,

lo cual es cierto si β − α = 0, es decir α = β. El operador Sγ queda entonces determinado por

Sγf(x) =
Mγ(fv

α)(x)

vα(x)
,

para cualquier α, y la medida con la cual debemos trabajar es dµ(x) = u(x)
1
q v(x)

1−r
q

+α
dx. Si

tomamos α = 1, de la definición de r resulta dµ(x) = u(x)1/qv(x)1/p dx. La acotación que se

necesita obtener, entonces, es

(∫

Rn

(Sγf(x))
qz(x)q dx

)1/q

≤ C

(∫

Rn

|f(x)|pz(x)p dx
)1/p

, (3.1)

donde z(x) = u(x)1/qv(x)1/p y u, v son tales que w = uv1−r.

3.1. Resultados de acotación mixta para Mγ

El resultado de acotación mixta para el operador Mγ es el siguiente.

Teorema 3.1. Sean 0 < γ < n, 1 ≤ p < n/γ y sea q definido por 1/q = 1/p − γ/n. Si u y v

son pesos tales que vale alguna de las siguientes condiciones:

(i) u, vq/p ∈ A1;

(ii) uv−q/p
′ ∈ A1 y vq ∈ A∞(uv−q/p

′
);
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entonces existe una constante positiva C tal que para cada t > 0 y toda función f acotada con

soporte compacto tenemos que

uvq/p
({

x ∈ Rn :
Mγ(fv)(x)

v(x)
> t

})1/q

≤ C

t

(∫

Rn

|f(x)|pup/q(x)v(x) dx
)1/p

.

Observemos que, en contraste a lo que se mostró para el operador M en la página 60, la

medida que surge en estas acotaciones depende de los exponentes p y q y, por lo tanto, también

de los espacios de medida que mapea el operador Sγ . Para poder obtener el tipo fuerte de este

operador será preciso utilizar un resultado de interpolación pero, a diferencia de lo que se hace

para M , aqúı será necesario obtener todos los tipos débiles (p, q) de Sγ respecto a µ.

Notemos que si en el Teorema 3.1 consideramos el caso ĺımite γ = 0, obtenemos p = q. En

particular, cuando p = 1 la acotación mixta resultante coincide con la dada en el Teorema 2.3

para el operadorM , al igual que las hipótesis en u y v. Por esta razón, el Teorema 3.1 puede verse

como una extensión del resultado de Cruz Uribe, Martell y Pérez al contexto fraccionario, no solo

para p = 1 sino también para todos los valores (p, q) tales que 1 < p < n/γ y 1/q = 1/p− γ/n.

Si en el Teorema 3.1 tomamos p = 1, v = 1 y reemplazamos la condición u ∈ A1 por u
q ∈ A1

obtenemos el tipo débil (1, n/(n−γ)) deMγ . En efecto, si u ∈ A1,q entonces la Proposición 1.40

implica que uq ∈ A1 y, del Teorema 3.1 con v = 1 tenemos que

uq ({x :Mγf(x) > t})1/q ≤ C

t

∫

Rn

|f |u,

con q = n/(n− γ).

Observación 3.2. En vista de la extensión probada para el operador M en [25], surge el inte-

rrogante sobre si la estimación dada en el Teorema 3.1 es cierta bajo la condición u ∈ A1 y

vq/p ∈ A∞. La respuesta es afirmativa para el caso p = 1, donde podemos utilizar la misma

prueba que la del Teorema 3.1. Sin embargo, para 1 < p < n/γ la demostración depende del

Lema 1.72, donde se utiliza fuertemente el hecho de que vq/p ∈ A1.

Veamos a continuación cómo el teorema anterior permite obtener (3.1) en un caso concreto.

Para ello, fijemos 0 < γ < n y 1 < p < n/γ. Sea q el exponente que verifica 1/q = 1/p− γ/n y

supongamos que u y v son dos pesos que satisfacen u, vq/p ∈ A1. Esto implica que existe s > 1

tal que vq/p ∈ RHs y, en virtud del Lema 1.33, tenemos que vqs/p ∈ A1. Supongamos además

que existe un número α0 suficientemente chico tal que

uvα ∈ A1 para |α| < α0. (3.2)

Entonces el Teorema 3.1 nos permite concluir (3.1). En efecto, sea 0 < ε < p − 1 a elegir.

Seleccionamos

p1 = p− ε y q1 =
p1

1− p1γ
n

,
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y entonces es inmediato que p1 < p y q1 < q. Además, 1/q1 = 1/p1 − γ/n. De la misma forma,

seleccionamos

p2 = p+ ε y q2 =
p2

1− p2γ
n

,

y con esto p2 > p, q2 > q y 1/q2 = 1/p2 − γ/n. Observar que q2 > 0 siempre que ε < np/(qγ).

Puesto que α0 es suficientemente pequeño podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

α0 < q/p. Elijamos entonces

0 < ε < mı́n







npα0

qγ
(
q
p + α0

) ,
pn

qγs′
, p− 1






.

Con esta elección de ε, tenemos que |q/p− qi/pi| < α0 para i = 1, 2 y, además, que vq2/p2 ∈ A1.

En efecto, es sencillo ver que q1/p1 < q/p < q2/p2. Luego, la condición q/p−q1/p1 < α0 equivale

a

ε <
npα0

qγ
(
q
p − α0

)

Además, la condición q2/p2 − q/p < α0 equivale a

ε <
npα0

qγ
(
q
p + α0

) ,

con lo cual basta pedir solamente la segunda restricción para ε. Por otra parte, la desigualdad

ε < pn/(qγs′) equivale a q2/p2 < sq/p e implica, a su vez, que ε < pn/(qγ). Esto permite

concluir, en virtud del Lema 1.33, que vq2/p2 ∈ A1.

Luego, la condición (3.2) nos dice que los pesos u1 = uvq/p−q1/p1 y u2 = uvq/p−q2/p2 perte-

necen a la clase A1. De esta manera, aplicando el Teorema 3.1 con exponentes (pi, qi) y pesos

ui y v, para i = 1, 2, obtenemos que

uiv
qi/pi({x : Sγf(x) > t})1/qi ≤ C

t

(∫

Rn

|f(x)|piupi/qii (x)v(x) dx

)1/pi

.

Observando además que

uiv
qi/pi = uvq/p y u

pi/qi
i v = (uvq/p)pi/qi ,

podemos escribir las desigualdades de arriba como

uvq/p({x : Sγf(x) > t})1/qi ≤ C

t

(∫

Rn

|f |pi(uvq/p)pi/qi
)1/pi

,

para i = 1, 2. Procediendo como en la prueba del Teorema 3 en [33], consideramos el peso

W (x) = uvq/p y el operador auxiliar S̃γg = Sγ(gW
γ/n). Aplicando la última desigualdad a

f = gW γ/n, para i = 1, 2, obtenemos:

W ({x : S̃γg(x) > t})1/qi ≤ C

t

(∫

Rn

|g(x)|piW (x) dx

)1/pi

.
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Esto nos dice que S̃γ es un operador de tipo débil (p1, q1) y (p2, q2) respecto de la medida

dν(x) =W (x) dx. Utilizando el teorema de interpolación de Marcinkiewicz, S̃γ es de tipo fuerte

(p, q) respecto de ν. Esto equivale, finalmente, a (3.1), puesto que

(∫

Rn

(S̃γg(x))
qW (x) dx

)1/q

≤ C

(∫

Rn

|g(x)|pW (x) dx

)1/p

,

puede reescribirse como

(∫

Rn

(Sγf(x))
qW (x) dx

)1/q

≤ C

(∫

Rn

|f(x)|pW q/p(x) dx

)1/p

.

Observación 3.3. Ejemplos t́ıpicos de pesos que satisfacen la condición (3.2) son las funciones

radiales de tipo potencia. Si consideramos u = |x|r1 y v = |x|r2 , entonces u y vq/p son pesos de

la clase A1 si y solo si −n < r1 < 0 y −np/q < r2 < 0. En este caso, uvα = |x|r1+r2α. Esta
función resulta ser un peso de A1 siempre que −n < r1+αr2 < 0, lo que equivale a la condición

−r1
r2
< α < −n+ r1

r2
.

De esta manera, podemos elegir α0 ≤ mı́n{r1/r2, (−n − r1)/r2, ε0/2}, donde ε0 es el número

dado por la Proposición 1.39.

3.2. Resultados de acotación mixta para Iγ

Sea 0 < γ < n. El operador integral fraccionaria Iγ se define como

Iγf(x) =

∫

Rn

f(y)

|x− y|n−γ dy,

para toda función f tal que la integral sea finita en casi todo punto x. Notar que Iγf(x) se

puede pensar como la convolución de f con el núcleo dado por K(x) = |x|γ−n.
Existe una relación estrecha entre este operador y Mγ , que permite deducir que estos ope-

radores tienen propiedades de continuidad similares. Esta relación se establece en el próximo

teorema, probado en [33].

Teorema 3.4. Sea 0 < γ < n. Entonces para todo 0 < q <∞ y todo w ∈ A∞ tenemos que

∫

Rn

|Iγf(x)|qw(x) dx ≤ C

∫

Rn

(Mγf(x))
qw(x) dx.

Notemos que w ∈ Ap,q equivale a w
q ∈ A1+q/p′ , en virtud del inciso (a) de la Proposición 1.40,

de donde se tiene que wq ∈ A∞. El próximo resultado, también probado en [33], utiliza este

hecho para dar estimaciones con pesos para Iγ , combinando los Teoremas 1.68 y 3.4.
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Teorema 3.5. Sean 0 < γ < n, 1 ≤ p < n/γ y 1/q = 1/p − γ/n. Entonces, la desigualdad de

tipo débil

wq ({x ∈ Rn : |Iγf(x)| > t})1/q ≤ C

(
1

tp

∫

Rn

|f(x)|pw(x)p dx
)1/p

vale si y solo si w ∈ Ap,q. Además, si 1 < p < n/γ, la desigualdad de tipo fuerte

‖Iγ(f)w‖Lq ≤ C ‖fw‖Lp

vale si y solo si w ∈ Ap,q.

Si p = n/γ, entonces q = ∞, y si bien el Teorema 1.68 nos dice que Mγ es de tipo fuerte

(n/γ,∞), esto no ocurre para Iγ . En realidad, se puede ver que Iγ mapea el espacio de Lebesgue

Ln/γ(wn/γ) en una versión pesada de BMO. Concretamente, la desigualdad

‖XQw‖∞
|Q|

∫

Q
|Iγf(x)− (Iγf)Q| dx ≤ C

(∫

Rn

|f(x)|pw(x)p dx
)1/p

vale para todo cubo Q y C independiente de Q si y solo si w ∈ Ap,∞. Este resultado puede

encontrarse también en [33].

En [11], los autores utilizan la estimación dada por el Teorema 2.6 para probar desigualdades

mixtas para un OCZ conociendo la correspondiente estimación para M v́ıa el resultado de

extrapolación dado por el Teorema 2.2. Puesto que el operador Mγ controla a Iγ en el sentido

expuesto en el Teorema 3.4, una aplicación del Teorema 2.2 a este contexto permite conocer

desigualdades mixtas para Iγ . Este resultado se enuncia a continuación.

Teorema 3.6. Sean 0 < γ < n, 1 ≤ p < n/γ y 1/q = 1/p − γ/n. Si u, vq/p ∈ A1, entonces

existe una constante positiva C tal que
∥
∥
∥
∥

Iγ(fv)

v

∥
∥
∥
∥
Lq,∞(uvq/p)

≤ C

∥
∥
∥
∥

Mγ(fv)

v

∥
∥
∥
∥
Lq,∞(uvq/p)

,

para cada función f acotada y con soporte compacto.

Demostración. Fijada una función f podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que es no

negativa. Definimos F = (Iγ(fv))
qv−q/p

′
y G = (Mγ(fv))

qv−q/p
′
. Probaremos que, para todo

número real positivo p0 y todo w ∈ A∞, vale la desigualdad
∫

Rn

F p0(x)w(x) dx ≤ C

∫

Rn

Gp0(x)w(x) dx. (3.3)

En efecto, sea w ∈ A∞. Como vq/p ∈ A1, entonces v
−q/p ∈ RH∞ por la Proposición 1.35. Esto

implica, en virtud de la Proposición 1.34, que v−qp0/p
′ ∈ RH∞. Dado que w ∈ A∞, resulta que

w0 := v−qp0/p
′
w es un peso de la clase A∞, en virtud de la Proposición 1.38. Entonces, por el

Teorema 3.4 podemos estimar
∫

Rn

F p0(x)w(x) dx =

∫

Rn

(Iγ(fv)(x))
qp0 w0(x) dx
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≤ C

∫

Rn

(Mγ(fv)(x))
qp0 w0(x) dx

= C

∫

Rn

Gp0(x)w(x) dx.

Aplicando ahora el Teorema 2.2 al par (F,G), tenemos que existe C > 0 tal que
∥
∥
∥Fv−q/p

∥
∥
∥
L1,∞(uvq/p)

≤ C
∥
∥
∥Gv−q/p

∥
∥
∥
L1,∞(uvq/p)

.

Entonces, utilizando la Proposición 1.24, obtenemos que
∥
∥
∥
∥

Iγ(fv)

v

∥
∥
∥
∥
Lq,∞(uvq/p)

=
∥
∥Iγ(fv)

qv−q
∥
∥1/q

L1,∞(uvq/p)

=
∥
∥
∥Fv−q/p

∥
∥
∥

1/q

L1,∞(uvq/p)

≤ C
∥
∥
∥Gv−q/p

∥
∥
∥

1/q

L1,∞(uvq/p)

= C
∥
∥Mγ(fv)

qv−q
∥
∥1/q

L1,∞(uvq/p)

= C

∥
∥
∥
∥

Mγ(fv)

v

∥
∥
∥
∥
Lq,∞(uvq/p)

.

Ahora estamos en condiciones de enunciar las acotaciones mixtas del operador integral frac-

cionaria, Iγ .

Teorema 3.7. Sean 0 < γ < n, 1 ≤ p < n/γ y q que satisfacen 1/q = 1/p− γ/n. Si u y v son

pesos que verifican alguna de las siguientes condiciones:

(i) u, vq/p ∈ A1;

(ii) uv−q/p
′ ∈ A1 y vq ∈ A∞(uv−q/p

′
);

entonces existe una constante positiva C tal que para cada t > 0 y cada función f acotada con

soporte compacto tenemos que

uvq/p
({

x ∈ Rn :
|Iγ(fv)(x)|

v(x)
> t

})1/q

≤ C

t

(∫

Rn

|f(x)|pup/q(x)v(x) dx
)1/p

.

Observación 3.8. Formalmente, si consideramos γ = 0 obtendŕıamos un resultado análogo a la

estimación dada en el Teorema 2.3 para OCZ. Notar también que, al igual que lo expuesto para

Mγ , si suponemos que p = 1, v = 1 y uq ∈ A1 obtenemos el tipo débil (1, n/(n−γ)) de Iγ , dado
en el Teorema 3.5.

3.3. Aplicaciones

Como aplicación de los resultados presentados en este caṕıtulo daremos acotaciones mix-

tas para conmutadores de OISCZ y de Iγ , ambos con śımbolo en la clase Lipschitz, la cual

introduciremos a continuación.
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3.3.1. Estimaciones mixtas para Im
γ,b

Sea 0 < δ < 1. Diremos que una función f pertenece a la clase Lipschitz-δ, y lo denotamos

b ∈ Λ(δ), si existe una constante positiva C tal que para casi todo x, y ∈ Rn se tiene que

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|δ. (3.4)

A la menor constante para la que se satisface (3.4) se la denota ‖f‖Λ(δ).
Los conmutadores de orden m del operador Iγ , denotados con I

m
γ,b, se definen para b ∈ L1

loc

por

I1γ,bf(x) = [b, Iγ ]f(x) = b(x)Iγf(x)− Iγ(bf)(x),

y para m > 1, como

Imγ,bf = [b, Im−1
γ,b ]f.

Cuando el śımbolo b está acotado, podemos tener una representación integral de Imγ,bf en

todo punto x, la cual se enuncia en el siguiente resultado.

Lema 3.9. Si b ∈ L∞ y m ≥ 1, entonces para toda f acotada y de soporte compacto se tiene

que

Imγ,bf(x) =

∫

Rn

(b(x)− b(y))m
f(y)

|x− y|n−γ dy,

para todo x.

Demostración. Fijemos x ∈ Rn. Procederemos por inducción en m. Para el caso m = 1, las

hipótesis para b y f nos aseguran que las integrales

∫

Rn

f(y)

|x− y|n−γ dy y

∫

Rn

b(y)
f(y)

|x− y|n−γ dy

son finitas, y por lo tanto

Iγ,bf(x) = b(x)

∫

Rn

f(y)

|x− y|n−γ dy −
∫

Rn

b(y)
f(y)

|x− y|n−γ dy

=

∫

Rn

(b(x)− b(y))
f(y)

|x− y|n−γ dy.

Ahora supondremos que vale para m = k y lo probaremos para m = k + 1. En efecto,

Ik+1
γ,b f(x) = b(x)Ikγ,bf(x)− Ikγ,b(bf)(x)

= b(x)

∫

Rn

(b(x)− b(y))k
f(y)

|x− y|n−γ dy −
∫

Rn

(b(x)− b(y))kb(y)
f(y)

|x− y|n−γ dy

=

∫

Rn

(b(x)− b(y))k+1 f(y)

|x− y|n−γ dy,

y en consecuencia el resultado vale para todo m.
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Mediante esta representación de Imγ,bf podemos establecer un control puntual de este opera-

dor por una integral fraccionaria de f , para cierta fracción adecuada, cuando el śımbolo b está

en la clase Lipschitz-δ.

Lema 3.10. Sean 0 < γ < n, m ∈ N, 0 < δ < mı́n{(n − γ)/m, 1} y b ∈ Λ(δ). Entonces, para

todo x ∈ Rn, tenemos que

|Imγ,b(f)(x)| ≤ ‖b‖mΛ(δ) Iγ+mδ|f |(x),

para toda función f acotada y con soporte compacto.

Demostración. La idea de la prueba es utilizar la estimación dada por el Lema 3.9. Por lo tanto,

supongamos primero que b ∈ L∞. Entonces,

|Imγ,bf(x)| =
∣
∣
∣
∣

∫

Rn

(b(x)− b(y))m
f(y)

|x− y|n−γ dy
∣
∣
∣
∣

≤ ‖b‖mΛ(δ)
∫

Rn

|f(y)|
|x− y|n−(γ+mδ)

dy

≤ ‖b‖mΛ(δ) Iγ+mδ|f |(x).

Aśı, conseguimos la estimación deseada para b ∈ Λ(δ) ∩L∞. Si ahora b 6∈ L∞, fijamos N ∈ N y

definimos la sucesión de funciones {bN}N dadas por

bN (x) =







−N, si b(x) ≤ −N ;

b(x), si −N < b(x) < N ;

N, si b(x) ≥ N.

Entonces se tiene que |bN (x) − bN (y)| ≤ |b(x) − b(y)|, (ver Sección A.3 del Apéndice) lo cual

implica que ‖bN‖Λ(δ) ≤ ‖b‖Λ(δ). Aśı, obtenemos que

∣
∣
∣
∣

∫

Rn

(bN (x)− bN (y))
m f(y)

|x− y|n−γ dy
∣
∣
∣
∣
≤ ‖b‖mΛ(δ) Iγ+mδ|f |(x),

para todoN ∈ N. Por otro lado, siK(x, y) = |x−y|γ−n, tenemos que (bN (x)−bN (y))mK(x, y)f(y)

converge puntualmente a (b(x)− b(y))mK(x, y)f(y), y la sucesión está uniformemente acotada

por una función de L1, con lo cual el teorema de la convergencia dominada nos da la estimación

deseada.

Con el control puntual provisto por el lema anterior, y conociendo una estimación mixta

para Iγ , podemos obtener acotaciones análogas para Imγ,b. Más precisamente, combinando el

Teorema 3.7 con el Lema 3.10 podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 3.11. Sean 0 < γ < n, m ∈ N, 0 < δ < mı́n{(n − γ)/m, 1} y b ∈ Λ(δ). Sean

1 ≤ p < n/(γ +mδ) y q tales que 1/q = 1/p − (γ +mδ)/n. Si u y v son pesos que satisfacen

algunas de las siguientes condiciones
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(i) u, vq/p ∈ A1;

(ii) uv−q/p
′ ∈ A1 y vq ∈ A∞(uv−q/p

′
);

entonces la estimación

uvq/p

({

x ∈ Rn :
|Imγ,b(fv)(x)|

v(x)
> t

})1/q

≤ C

t
‖b‖mΛ(δ)

(∫

Rn

|f(x)|pup/q(x)v(x) dx
)1/p

vale para alguna constante positiva C, todo t > 0 y para toda función f acotada y con soporte

compacto.

3.3.2. Estimaciones mixtas para conmutadores de OISCZ con śımbolo Lips-

chitz

La herramienta fundamental para lograr esta acotación es una desigualdad puntual entre

Tmb y el operador Iγ , para un valor particular de γ, la cual está contenida en el siguiente lema.

Lema 3.12. Sean m ∈ N, 0 < δ < mı́n{n/m, 1}, b ∈ Λ(δ) y T un OISCZ. Entonces, para casi

todo x ∈ Rn, tenemos que

|Tmb f(x)| ≤ C ‖b‖mΛ(δ) Imδ|f |(x),

para cada función f acotada y con soporte compacto.

Demostración. Supongamos primero que b ∈ L∞. Podemos escribir

b(x)Tf(x)− T (bf)(x) = ĺım
ε→0

∫

|y−x|>ε
b(x)K(x, y)f(y) dy − ĺım

ε→0

∫

|y−x|>ε
b(y)f(y)K(x, y) dy.

Como b ∈ L∞, ambos ĺımites anteriores existen, y tenemos que

Tbf(x) = ĺım
ε→0

∫

|y−x|>ε
(b(x)− b(y))K(x, y)f(y) dy.

Procediendo por inducción en m se puede probar que

Tmb f(x) = ĺım
ε→0

∫

|y−x|>ε
(b(x)− b(y))mK(x, y)f(y) dy,

para casi todo punto x ∈ Rn. De esta manera, será suficiente demostrar que
∣
∣
∣
∣
∣

∫

|y−x|>ε
(b(x)− b(y))mK(x, y)f(y) dy

∣
∣
∣
∣
∣
≤ C ‖b‖mΛ(δ) Imδ|f |(x),

uniformemente en ε. Para ello, dado ε > 0, tenemos que
∣
∣
∣
∣
∣

∫

|y−x|>ε
(b(x)− b(y))mK(x, y)f(y) dy

∣
∣
∣
∣
∣
≤
∫

|y−x|>ε
|b(x)− b(y)|m|K(x, y)||f(y)| dy

≤ C ‖b‖mΛ(δ)
∫

|y−x|>ε

|f(y)|
|x− y|n−mδ dy
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≤ C ‖b‖mΛ(δ)
∫

Rn

|f(y)|
|x− y|n−mδ dy

= C ‖b‖mΛ(δ) Imδ|f |(x),

donde hemos utilizado la condición Lipschitz de b y la condición de tamaño de K.

Si b 6∈ L∞, procedemos como en la prueba del Lema 3.10, considerando la misma sucesión

de funciones {bN} y utilizando la estimación

∣
∣
∣
∣
∣

∫

|y−x|>ε
(bN (x)− bN (y))

mK(x, y)f(y) dy

∣
∣
∣
∣
∣
≤ C ‖b‖mΛ(δ) Imδ|f |(x),

válida para todo N y con C independiente de N . Esto completa la prueba.

Combinando este resultado con el Teorema 3.7 podemos obtener la siguiente estimación.

Teorema 3.13. Sean m un entero positivo, 0 < δ < mı́n{n/m, 1}, 1 ≤ p < n/(mδ) y q tales que

1/q = 1/p−mδ/n. Sean u y v son dos pesos que satisfacen alguna de las siguientes condiciones:

(i) u, vq/p ∈ A1;

(ii) uv−q/p
′ ∈ A1 y vq ∈ A∞(uv−q/p

′
).

Si b ∈ Λ(δ) y T es un OISCZ, entonces existe una constante positiva C tal que la estimación

uvq/p
({

x ∈ Rn :
|Tmb (fv)(x)|

v(x)
> t

})1/q

≤ C

t
‖b‖mΛ(δ)

(∫

Rn

|f(x)|pup/q(x)v(x) dx
)1/p

vale para todo t > 0 y toda función f acotada y con soporte compacto.





Caṕıtulo 4

Desigualdades mixtas para

operadores maximales generalizados

Introducción

En este caṕıtulo se estudiarán desigualdades mixtas para los operadores maximales Mϕ,

donde ϕ es una función de Young perteneciente a una clase adecuada. Las funciones que se

estudian están dadas por ϕ(t) = tr(1 + log+ t)δ, con r ≥ 1 y δ ≥ 0. En particular, para m ∈ N,

la función Φm(t) = t(1+ log+ t)m guarda estrecha relación con el conmutador de orden m de un

OCZ, Tmb . Esto puede verse en el Teorema 2.13, donde se muestra que MΦm controla a Tmb en

la norma Lp(w), cuando w ∈ A∞. Además, las desigualdades mixtas que se probaron para Tmb

resultan una extensión del tipo débil conocido para estos operadores, probado en [37]. Alĺı se

muestra que este operador satisface un tipo débil modular que involucra a Φm. Un interrogante

natural que surge en este sentido es si existe alguna acotación mixta análoga a la probada en [41]

para estos operadores maximales generalizados. La principal diferencia con el operador maximal

de Hardy-Littlewood clásico es que, en lugar de trabajar con promedios usuales, la definición

de Mϕ implica tratar con promedios de tipo Luxemburgo, lo que hace que las técnicas a utilizar

vaŕıen sustancialmente. Por otra parte, la condición a pedir en los pesos debeŕıa modificarse

adecuadamente según las caracteŕısticas de la función ϕ que intervenga.

Como aplicación de los resultados obtenidos, se exhibirán y demostrarán resultados de aco-

tación mixta para el operador maximal generalizado fraccionario Mγ,ϕ, donde ϕ es una función

de Young como las descriptas arriba.

4.1. Caso u ≥ 0 y v una función potencia

En el Caṕıtulo 2 hablamos sobre los oŕıgenes de las desigualdades mixtas, a través de los

resultados de Muckenhoupt y Wheeden en [34] y de Sawyer en [41]. Desigualdades similares a
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estas fueron estudiadas también por diferentes autores. Por ejemplo, Andersen y Muckenhoupt

probaron en [4] que, si u ∈ A1 y d 6= 1 entonces
∫

{x:|x|d|T f(x)|>t}
|x|−du(x) dx ≤ Cd

t

∫

R

|f(x)|u(x) dx,

donde T es el operador maximal de Hardy-Littlewood o la transformada de Hilbert. Este re-

sultado establece una desigualdad mixta en R para los operadores mencionados, en el caso en

que v(x) = |x|−d. Más aún, los autores muestran que el resultado es falso en el caso d = 1. Una

extensión a mayores dimensiones de este tipo de estimaciones fue probada luego en [30] para

OCZ.

Por otra parte, en [36] los autores prueban una desigualdad mixta de este estilo para M ,

pero sin la suposición adicional de que u sea un peso de la clase A1. El resultado se resume a

continuación.

Teorema 4.1. Sean u ≥ 0 y v(x) = |x|−nr, con r > 1. Entonces existe una constante positiva

C tal que la desigualdad

uv

({

x ∈ Rn :
M(fv)(x)

v(x)
> t

})

≤ C

t

∫

Rn

|f(x)|Mu(x)v(x) dx

vale para todo t > 0.

El primer resultado sobre acotaciones mixtas que obtuvimos para operadores maximales

generalizados es el siguiente.

Teorema 4.2. Sean u ≥ 0 y v(x) = |x|β, con β < −n. Definimos w(x) = 1/Φ
(
[v(x)]−1

)
, donde

Φ(t) = tr(1 + log+ t)δ, con r ≥ 1 y δ ≥ 0. Entonces, la estimación

uw

({

x ∈ Rn :
MΦ(fv)

v
> t

})

≤ C

∫

Rn

Φ

( |f(x)|v(x)
t

)

Mu(x) dx.

vale para todo t > 0.

Observación 4.3. El teorema anterior extiende al Teorema 4.1, ya que si consideramos r = 1 y

δ = 0, entonces Φ(t) = t, MΦ =M y w = v, como en dicho teorema.

4.2. Caso u y v independientes

Como ya establecimos previamente en el Caṕıtulo 2, en el Teorema 2.3 los autores suponen

dos condiciones diferentes en el par de pesos u y v involucrados en la acotación mixta para M :

(i) u, v ∈ A1;

(ii) u ∈ A1 y v ∈ A∞(u).
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En el caso (ii) decimos que los pesos están relacionados, dado que puede verse que el producto

uv es un peso de la clase A∞. En contrapartida, la condición (i) es más singular, en el sentido

de que puede ocurrir que el producto uv no sea siquiera localmente integrable. En este caso,

decimos que los pesos u y v son independientes entre śı.

El próximo resultado es una extensión de la estimación mixta para el operador maximal de

Hardy-Littlewood dada por el Teorema 2.3 en el caso en que los pesos son independientes. Por

esta razón, es necesario utilizar argumentos de descomposición similares a los de la prueba del

Teorema 2.1, la cual se basa en la construcción de “cubos principales”. Hay, obviamente, cambios

sustanciales debido a la naturaleza de los promedios que están involucrados en la definición de

Mϕ. El resultado obtenido se expone a continuación.

Teorema 4.4. Sean r ≥ 1, δ ≥ 0 y Φ(t) = tr(1 + log+ t)δ. Si u, vr son pesos de la clase A1 y

w(x) = 1/Φ
(
[v(x)]−1

)
, entonces existe una constante positiva C de modo que la desigualdad

uw

({

x ∈ Rn :
MΦ(fv)(x)

v(x)
> t

})

≤ C

∫

Rn

Φ

( |f(x)|v(x)
t

)

u(x) dx (4.1)

vale para cada t positivo y toda función f acotada y con soporte compacto.

El resultado presentado en este teorema resulta ser, entonces, una extensión de las acotacio-

nes mixtas conocidas para el operador M . Todo esto sugiere que cuando se estudian operadores

maximales más generales el peso v que aparece en el lado izquierdo se transforma en su corres-

pondiente versión general w. Por otra parte, si consideramos r = 1 y δ = m, donde m es un

entero positivo cualquiera, estamos en el caso del operador MΦm . El Teorema 2.13 nos da la

pauta de que si T es un OCZ, el par de operadores (Tmb ,MΦm) está ı́ntimamente relacionado,

y los tipos débiles en el extremo de estos operadores coinciden. Por lo tanto es heuŕısticamente

adecuado suponer que las acotaciones mixtas de ambos también. Sin embargo, comparando la

desigualdad que acabamos de probar con la dada en el Teorema 2.15 encontramos diferencias

sustanciales: en el segundo podemos ver que la medida subyacente en ambas expresiones de

la desigualdad es el producto uv, mientras que en el primero obtenemos uw a la izquierda y

uΦ(v) a la derecha, si usamos la submultiplicatividad de Φ. Este desequilibrio entre las medi-

das de ambos lados hace que la desigualdad encontrada no sea homogénea en el peso v. Más

precisamente, dado λ > 0 tomemos vλ = λv. Es fácil ver que si v ∈ A1, vλ ∈ A1 y además

[vλ]A1 = [v]A1 . Escribiendo la desigualdad del Teorema 4.4 para vλ obtenemos

u

Φ (1/(vλ))

({

x ∈ Rn :
MΦ(fvλ)(x)

v(x)λ
> t

})

≤ C

∫

Rn

Φ

(
λ|f(x)|v(x)

t

)

u(x) dx,

y esta expresión no resulta independiente de λ.

Por otra parte, recordemos que una motivación importante para estudiar las desigualdades

mixtas es que éstas permiten dar una prueba alternativa de la acotación de ciertos operadores

del Análisis Armónico. En vistas de esto último, y a partir de la desigualdad mixta probada,
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quisiéramos poder obtener una demostración alternativa de la acotación de MΦ. Sin embargo,

no es claro que esta disparidad en la medida y el hecho de que la desigualdad no sea homogénea

en v permitan utilizarla para obtener tal acotación.

En resumen, de todo lo expuesto anteriormente surge el interrogante de si la desigualdad

obtenida puede mejorarse, en algún sentido. La respuesta es afirmativa, y a continuación exhi-

biremos un resultado que mejora el Teorema 4.4 y permite dar la acotación de MΦ utilizando

técnicas de interpolación que involucran desigualdades de tipo débil modular.

En lo que sigue consideraremos una familia de funciones de Young un poco más general que

contiene a la clase de funciones ya estudiadas. Dado un número r ≥ 1, definimos la clase Fr
como el conjunto de todas las funciones Φ de Young que son de tipo inferior r, submultiplicativas

y que verifican que existen constantes C0, δ ≥ 0 y t0 ≥ 1 de modo que

Φ(t)

tr
≤ C0(log t)

δ, para t ≥ t0. (4.2)

Observar que si Φ(t) = tr(1+log+ t)δ con r ≥ 1 y δ ≥ 0, entonces Φ ∈ Fr. Además, podemos

considerar las funciones del estilo

Φ(t) = tr log(e+ log(e+ t))δ

donde r ≥ 1 y δ ≥ 0. Estas funciones también están en Fr.
El resultado de acotación mixta obtenido para funciones de la clase Fr se detalla a conti-

nuación.

Teorema 4.5. Sean r ≥ 1 y Φ ∈ Fr. Si u, vr son pesos que pertenecen a la clase A1 de

Muckenhoupt, entonces existe una constante positiva C tal que la desigualdad

uvr
({

x ∈ Rn :
MΦ(fv)(x)

v(x)
> t

})

≤ C

∫

Rn

Φ

( |f |
t

)

uvr

vale para todo t > 0 y toda función f acotada con soporte compacto.

Recordemos que si dos funciones de Young Φ,Ψ son equivalentes para todo t ≥ t0, entonces

sus promedios Luxemburgo resultan equivalentes. Esto implica que MΦf ≈ MΨf , hecho que

permite extender la estimación del teorema anterior a una clase más amplia de funciones de

Young.

Corolario 4.6. Sean r ≥ 1, Φ ∈ Fr y u, vr pesos de la clase A1 de Muckenhoupt. Sea Ψ una

función de Young que verifica Ψ(t) ≈ Φ(t), para todo t ≥ t∗ ≥ 0. Entonces existen constantes

positivas C1 y C2 de modo que la desigualdad

uvr
({

x ∈ Rn :
MΨ(fv)(x)

v(x)
> t

})

≤ C1

∫

Rn

Ψ

(
C2|f |
t

)

uvr

vale para todo t > 0.
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El Teorema 4.5 parece más adecuado para obtener una prueba alternativa de la acotación

del operador MΦ en Lp(w). Si comparamos esta estimación con la del Teorema 4.4 vemos que

resulta ser homogénea en el peso v y que la medida subyacente es uvr en ambos lados de la

desigualdad. Para el caso particular en que Φ = Φm, la acotación mixta obtenida es similar a

la del Teorema 2.15 para el caso del conmutador Tmb de un OCZ cuando el śımbolo b está en la

clase BMO, como se hab́ıa conjeturado.

A continuación utilizaremos este resultado para dar una prueba diferente de la acotación

del operador MΦ cuando Φ ∈ Fr, como nos hab́ıamos propuesto al comienzo. Concretamente,

fijado r < p < ∞, probaremos que si w ∈ Ap/r entonces Mϕ : Lp/r(w) → Lp/r(w). Para ello,

definimos el operador SΦ como

SΦf(x) =
MΦ(fv)(x)

v(x)
(4.3)

entonces la estimación del Teorema 4.5 puede reescribirse como

uvr ({x ∈ Rn : SΦf(x) > t}) ≤ C

∫

Rn

Φ

( |f |
t

)

uvr dx,

con lo que el operador SΦ satisface una desigualdad de tipo débil modular con respecto a la

medida dµ = uvr dx. Para lograr la acotación de MΦ utilizaremos el Teorema 1.61, para lo cual

probaremos algunos lemas previos.

Lema 4.7. Sean Φ ∈ Fr, SΦ el operador dado por (4.3) y u, vr ∈ A1. Entonces, existe una

constante positiva C tal que

‖SΦf‖L∞(uvr) ≤ C ‖f‖L∞(uvr) .

Demostración. Observemos primero que L∞(uvr) = L∞ ya que los conjuntos que tienen me-

dida de Lebesgue nula coinciden con aquellos que miden cero con la medida µ, con dµ(x) =

u(x)vr(x) dx. Entonces, será suficiente con probar el lema para la medida de Lebesgue. Supon-

dremos además que ‖f‖L∞ = 1 y el caso general se seguirá luego por homogeneidad.

Como vr ∈ A1, existe ε > 0 tal que vr+ε ∈ A1. Como Φ ∈ Fr, si t ≥ t0 tenemos

que Φ(t) ≤ C0t
r(log t)δ ≤ Ctr+ε, en virtud del inciso (e) de la Proposición 1.18. Quere-

mos estimar MΦ(fv)(x)[v(x)]
−1. Fijemos un punto x y un cubo Q que lo contiene. Eligiendo

λ =
(

|Q|−1
∫

Q v
r+ε
)1/(r+ε)

tenemos que

1

|Q|

∫

Q
Φ

(
fv

λ

)

≤ 1

|Q|

∫

Q
Φ
(v

λ

)

=
1

|Q|

[
∫

Q∩{v≤t0λ}
Φ
(v

λ

)

+

∫

Q∩{v>t0λ}
Φ
(v

λ

)
]

≤ Φ(t0) +
C

|Q|

∫

Q

(v

λ

)r+ε

≤ C.
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De esta manera,

‖fv‖Φ,Q ≤ Cλ ≤ C[vr+ε]
1/(r+ε)
A1

v(x), c.t.p. x ∈ Q,

y tomando supremo sobre todos los cubos Q que contienen a x, MΦ(fv)(x)[v(x)]
−1 ≤ C0.

Finalmente, tomando supremo sobre x podemos concluir la estimación deseada.

El siguiente lema trata con la relación ≺ definida previamente en el Caṕıtulo 1. Recordemos

que si Φ ≺ Ψ entonces existe una constante positiva ρ tal que la desigualdad

1

x

∫ x

0
Ψ(t)Φ(α/t) dt ≤ ρΨ(x)Φ(α/x)

vale para todo x > 0 y todo α > 0.

Lema 4.8. Si Φ ∈ Fr, p > r y ψ(t) = ptp−1, entonces Φ ≺ ψ.

Demostración. Observemos primero que si Φ0(t) = tr(1 + log+ t)δ entonces Φ(t) . Φ0(t), para

cada t > 0. En efecto, si t ≤ t0 podemos usar el hecho de que Φ ∈ Fr para obtener

Φ(t) = Φ

(
t

t0
t0

)

≤ Cr

(
t

t0

)r

Φ(t0) ≤ CΦ0 (t) .

Por otro lado, si t > t0 tenemos que

Φ(t) ≤ C0t
r(log t)δ ≤ CΦ0(t).

Por lo tanto,

1

x

∫ x

0
ψ(t)Φ

(α

t

)

dt =
1

x

∞∑

k=0

∫ x/2k

x/2k+1

ψ(t)Φ
(α

t

)

dt

≤ 1

x

∞∑

k=0

∫ x/2k

x/2k+1

ψ(t)Φ

(
2k+1

x
α

)

dt

.
1

x
Φ
(α

x

) ∞∑

k=0

∫ x/2k

x/2k+1

ψ(t)Φ(2k+1) dt

Como p > r, existe ε > 0 tal que p− r > ε. Recordando que ψ(t) = ptp−1 y Φ0(t) ≤ Cν−1tr+ν ,

para cada ν > 0 y t ≥ 1 podemos estimar

1

x

∫ x

0
ψ(t)Φ

(α

t

)

dt .
1

x
Φ
(α

x

) ∞∑

k=0

2(k+1)(r+ε)

∫ x/2k

x/2k+1

ptp−1 dt

.
1

x
Φ
(α

x

) ∞∑

k=0

2(k+1)(r+ε)

(
xp

2kp
− xp

2(k+1)p

)

.
1

x
Φ
(α

x

) ∞∑

k=0

2(k+1)(r+ε−p)xp

. ψ(x)Φ
(α

x

)

.
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Procedamos finalmente a mostrar la acotación de MΦ. Por el Teorema de Factorización

de Jones, podemos escribir w = uvr(1−p/r) = uvr−p, donde u, vr son pesos de la clase A1.

Combinando los dos lemas anteriores con el Teorema 4.5, podemos aplicar el Teorema 1.61 con

dµ(x) = u(x)vr(x) dx, ϕ = Φ, F = SΦf , G = f y ψ(t) = tp para obtener

∫

Rn

(SΦf(x))
pu(x)vr(x) dx ≤ C

∫

Rn

|f(x)|pu(x)vr(x) dx.

Con esto, si g = f/v podemos escribir

∫

Rn

(MΦf(x))
pw(x) dx =

∫

Rn

(
M(gv)(x)

v(x)

)p

u(x)vr(x) dx

=

∫

Rn

(SΦg(x))
pu(x)vr(x) dx

≤ C

∫

Rn

|g(x)|pu(x)vr(x) dx

= C

∫

Rn

|f(x)|pw(x) dx.

4.3. Aplicación: desigualdades mixtas para el operador Mγ,Φ

En el Teorema 1.74 se caracteriza la acotación que verifica el operador Mγ,Φ cuando Φ(t) =

tr(1 + log+ t)δ, con r ≥ 1 y δ ≥ 0. Continuando con la motivación de encontrar desigualdades

mixtas que sirvan como herramienta auxiliar para dar una prueba alternativa de esta acota-

ción, buscamos las condiciones que deben cumplir los pesos u y v para lograr este propósito.

Consideremos entonces Φ(t) = tr(1 + log+ t)δ, 0 < γ < n/r, r < p < n/γ, 1/q = 1/p − γ/n

y w un peso que verifica wr ∈ Ap/r,q/r. Esto implica, en virtud de la Proposición 1.40 que

wq ∈ A1+(q/r)/(p/r)′ = At. Entonces, por el Teorema 1.28 existen pesos u y v en A1 tales que

wq = uv1−t. Sea z = u1/qv1−(p−r)/(rp). Definimos el operador

Sγ,Φf(x) =
Mγ,Φ(fv)(x)

v(x)
.

Si se cumple que

‖Sγ,Φf‖Lq(zq) ≤ C ‖f‖Lp(zp) (4.4)

entonces tenemos una prueba alternativa de la acotación fuerte (p, q) de Mγ,Φ. En efecto, si

g = |f |/v podemos escribir

(∫

Rn

(Mγ,Φf(x))
qwq(x) dx

)1/q

=

(∫

Rn

(
Mγ,Φ(gv)(x)

v(x)

)q

u(x)(v(x))1−t+q dx

)1/q

=

(∫

Rn

(Sγ,Φg(x))
qzq(x) dx

)1/q

≤ C

(∫

Rn

(g(x)z(x))p dx

)1/p
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= C

(∫

Rn

|f(x)|pwp(x) dx
)1/p

.

La demostración de (4.4) puede obtenerse, para un caso concreto de pesos u y v, de la misma

forma que se hizo para el operador Mγ en la Página 75. Para ello, y debido a que la medida es

diferente en ambos miembros, es necesario conocer todas las estimaciones de tipo débil de Sγ,Φ

respecto a estas medidas. Más precisamente, si sabemos que se verifica

‖Sγ,Φf‖Lq,∞(zq) ≤ C ‖f‖Lp(zp) ,

para todo r < p < n/γ, q que cumple 1/q = 1/p − γ/n y z = u1/qv1−(p−r)/(rp). El siguiente

teorema establece precisamente esta estimación para Sγ,Φ.

Teorema 4.9. Sea Φ(t) = tr(1 + log+ t)δ, con r ≥ 1 y δ ≥ 0. Sean 0 < γ < n/r, r < p < n/γ

y 1/q = 1/p− γ/n. Si u y vq(1/p+1/r′) son pesos de la clase A1, entonces tenemos que

uvq(1/p+1/r′)

({

x ∈ Rn :
Mγ,Φ(fv)(x)

v(x)
> t

})1/q

≤ C

[∫

Rn

( |f(x)|
t

)p

up/q(x)(v(x))1+p/r
′
dx

]1/p

.

Observación 4.10. Cuando r = 1 y δ = 0 tenemos que Mγ,Φ =Mγ y en este caso obtenemos la

desigualdad mixta dada en el Teorema 3.1 para el caso en que los pesos no están relacionados.

Para el caso extremo p = r, la estimación obtenida está contenida en el siguiente teorema.

Teorema 4.11. Sea Φ(t) = tr(1 + log+ t)δ, con r ≥ 1 y δ ≥ 0. Sean 0 < γ < n/r y 1/q =

1/r−γ/n. Si u y vq son pesos de la clase A1, entonces existe una constante positiva C de modo

que

uvq
({

x ∈ Rn :
Mγ,Φ(fv)(x)

v(x)
> t

})

≤ ϕ

(∫

Rn

Φγ

( |f(x)|
t

)

Ψ
(

u1/q(x)v(x)
)

dx

)

,

donde ϕ(t) = [t(1 + log+ t)δ]q/r, Ψ(t) = tr(1 + log+(t1−q/r))nδ/(n−rγ) y Φγ(t) = Φ(t)(1 +

log+ t)δrγ/(n−rγ).

Observación 4.12. La estimación obtenida en este teorema cuando v = 1 es similar a la del

Teorema 1.75, aunque la función que interviene en el miembro derecho es más grande que la

función Φ que aparece en dicha estimación. En este sentido, este resultado parece no ser óptimo.

Sin embargo, cuando Φ(t) = t, tenemos r = 1 y δ = 0. En este caso, obtenemos la desigualdad

mixta correspondiente a p = 1 del Teorema 3.1, cuando los pesos u y v son independientes.



Caṕıtulo 5

Demostraciones de los teoremas

Esta sección está dedicada a las demostraciones de los resultados principales, los cuales

fueron enunciados en los Caṕıtulos 2, 3 y 4.

5.1. Teoremas del Caṕıtulo 2

Demostración del Teorema 2.14. Dado que [b, T ](f/‖b‖BMO) = [b/‖b‖BMO, T ]f , podemos su-

poner que ‖b‖BMO = 1. Podemos suponer además, sin pérdida de generalidad, que f es una

función no negativa, acotada y con soporte compacto.

Fijemos t > 0. Utilizando el Teorema 1.65 hacemos la descomposición de Calderón-Zygmund

de f a nivel t, con respecto a la medida duplicante µ dada por dµ(x) = v(x) dx (notar que µ es

duplicante pues, por la Proposición 1.42, v ∈ A∞(u) implica v ∈ A∞). Esto nos da una colección

de cubos diádicos disjuntos {Qj}∞j=1, tales que t < fvQj
≤ Ct para algún C > 1, donde fvQj

está

definido por

fvQj
=

1

v(Qj)

∫

Qj

f(y)v(y) dy.

De esta descomposición tenemos que, si Ω =
⋃∞
j=1Qj , entonces f(x) ≤ t en casi todo x ∈ Rn\Ω.

También descomponemos f = g + h, donde

g(x) =

{

f(x), si x ∈ Rn\Ω;
fvQj

, si x ∈ Qj ,

y h(x) =
∑∞

j=0 hj(x), con

hj(x) =
(

f(x)− fvQj

)

XQj (x).

Se sigue entonces que g(x) ≤ Ct en casi todo x. Además, cada hj está soportada en Qj y

∫

Qj

hj(y)v(y) dy = 0. (5.1)
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Sea Q∗
j = 3Qj y Ω∗ =

⋃

j Q
∗
j . Entonces

uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

[b, T ](fv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
> t

})

≤ uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

[b, T ](gv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

+ uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

[b, T ](hv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

≤ uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

[b, T ](gv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

+ (uv)(Ω∗)

+ uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣

[b, T ](hv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

= I + II + III.

Estimaremos cada término por separado. Como v ∈ A∞(u), existe q′ > 1 tal que v ∈ Aq′(u),

y entonces se tiene que v1−q ∈ Aq(u). Luego, aplicando la Proposición 1.42, concluimos que

uv1−q ∈ Aq. Utilizando la desigualdad de Tchebychev con q > 1 obtenemos

I = uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

[b, T ](gv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

≤ C

tq

∫

Rn

|[b, T ](gv)(x)|qu(x)(v(x))1−q dx

≤ C

tq

∫

Rn

g(x)qu(x)v(x) dx

≤ C

t

∫

Rn

g(x)u(x)v(x) dx,

ya que uv1−q ∈ Aq implica que el conmutador [b, T ] está acotado en Lq(uv1−q) en virtud

de (2.15), y g(x) ≤ Ct. De la definición de g y la parte (d) de la Proposición 1.42 tenemos que

I ≤ C

t

∫

Rn\Ω
f(x)u(x)v(x) dx+

C

t

∞∑

j=1

(uv)(Qj)

v(Qj)

∫

Qj

f(y)v(y) dy

≤ C

t

∫

Rn\Ω
f(x)u(x)v(x) dx+

C

t

∞∑

j=1

∫

Qj

f(x)u(x)v(x) dx

≤ C

t

∫

Rn

f(x)u(x)v(x) dx.

Por otra parte, como uv es duplicante, y de la parte (d) de la Proposición 1.42 obtenemos que

II = uv(Ω∗) =
∑

j

uv(Q∗
j )

≤ C
∑

j

v(Qj)
uv(Qj)

v(Qj)

≤ C
∑

j

(́ınf
Qj

u)
1

t

∫

Qj

f(x)v(x) dx
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≤ C

t

∫

Rn

f(x)u(x)v(x) dx.

Observando que

[b, T ](hv)

v
=
∑

j

[b, T ](hjv)

v
=
∑

j

(b− bQj )T (hjv)

v
−
∑

j

T
(
(b− bQj )hjv

)

v
,

la estimación de III puede hacerse como sigue

III ≤ uv










x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

(b− bQj )T (hjv)

v

∣
∣
∣
∣
∣
∣

>
t

4











+ uv










x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

T ((b− bQj )hjv)

v

∣
∣
∣
∣
∣
∣

>
t

4











= A+B.

Estimemos primero A. Utilizando la desigualdad de Tchebychev, el teorema de Tonelli y (5.1)

tenemos que

A ≤ C

t

∫

Rn\Ω∗

∑

j

|b(x)− bQj ||T (hjv)(x)|u(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Rn\Q∗
j

|b(x)− bQj |
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Qj

hj(y)v(y)K(x, y) dy

∣
∣
∣
∣
∣
u(x) dx

=
C

t

∑

j

∫

Rn\Q∗
j

|b(x)− bQj |
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Qj

hj(y)v(y)
[
K(x, y)−K(x, xQj )

]
dy

∣
∣
∣
∣
∣
u(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∫

Rn\Q∗
j

∣
∣b(x)− bQj

∣
∣
∣
∣K(x, y)−K(x, xQj )

∣
∣u(x) dx dy.

Dado un cubo Qj , denotemos con xQj a su centro, ℓ(Qj) la longitud de sus lados, rj = 2−1ℓ(Qj)

y Aj,k = {x : 2krj ≤ |x− xQj | < 2k+1rj}. Entonces, para cada y ∈ Qj , de (2.9) tenemos que

∫

Rn\Q∗
j

|b(x)− bQj ||K(x, y)−K(x, xQj )|u(x) dx

≤
∞∑

k=1

∫

Aj,k

|b(x)− bQj |
|y − xQj |

|x− xQj |n+1
u(x) dx

≤
∞∑

k=1

rj
(2krj)n+1

∫

2k+1Qj

|b(x)− bQj |u(x) dx.

Utilizando que u ∈ A1, junto con los Lemas 2.11 y 2.12, podemos escribir

∞∑

k=1

rj
(2krj)n+1

∫

2k+1Qj

|b− bQj |u ≤ C
∞∑

k=1

2−k

|2k+1Qj |

∫

2k+1Qj

|b− bQj |u

≤ C
∞∑

k=1

2−k

|2k+1Qj |

∫

2k+1Qj

|b− b2k+1Qj
|u
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+ C
∞∑

k=1

2−k

|2k+1Qj |

∫

2k+1Qj

|b2k+1Qj
− bQj |u

≤ C
∞∑

k=1

2−k
u(2k+1Qj)

|2k+1Qj |
1

u(2k+1Qj)

∫

2k+1Qj

|b− b2k+1Qj
|u

+ C
∞∑

k=1

2−kC(k + 1)u(y) ≤ Cu(y).

Luego, por la Proposición 1.42 parte (d), tenemos que

A ≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|u(y)v(y) dy

≤ C

t

∑

j

(
∫

Qj

f(y)u(y)v(y) dy +

∫

Qj

fvQj
u(y)v(y) dy

)

≤ C

t

∑

j

(
∫

Qj

f(y)u(y)v(y) dy +
(uv)(Qj)

v(Qj)

∫

Qj

f(y)v(y) dy

)

≤ C

t

∫

Rn

f(y)u(y)v(y) dy,

Para terminar, estimaremos la parte B. Observemos que, si x ∈ Rn\Ω∗ entonces

T




∑

j

(b− bQj )hjv



 (x) =
∑

j

T ((b− bQj )hjv)(x).

La prueba de esta igualdad puede encontrarse en la Sección A.2 del Apéndice. Aplicando el

Teorema 2.3 para T obtenemos

B ≤ C

t

∫

Rn

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

(b(x)− bQj )hj(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

u(x)v(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|b(x)− bQj |f(x)u(x)v(x) dx+
C

t

∑

j

∫

Qj

|b(x)− bQj |fvQj
u(x)v(x) dx

= B1 +B2.

Para estimar B1, aplicamos la desigualdad de Hölder generalizada (Teorema 1.53) con respecto a

w = uv, con las funciones de Young Φ1(t) = t(1+log+ t) y su complementaria. Luego, utilizamos

los Lemas 1.55 y 2.10 que permiten estimar la norma exponencial de las oscilaciones b− bQj por

‖b‖BMO, y finalmente la Proposición 1.42, parte (d). Aśı, obtenemos

B1 ≤
C

t

∑

j

uv(Qj)‖b− bQj‖expL,Qj ,uv ‖f‖LlogL,Qj ,uv

≤ C

t

∑

j

(uv)(Qj)‖b− bQj‖expL,Qj ,uv ı́nf
τ>0

{

τ +
τ

(uv)(Qj)

∫

Qj

Φ

(
f

τ

)

uv

}
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≤ C
∑

j

(

(uv)(Qj) +

∫

Qj

Φ

(
f

t

)

uv

)

≤ C
∑

j

(

v(Qj) ı́nf
Qj

u+

∫

Qj

Φ

(
f

t

)

uv

)

≤ C
∑

j

(

ı́nf
Qj

u
1

t

∫

Qj

fv dx+

∫

Qj

Φ

(
f

t

)

uv

)

≤ C

∫

Rn

Φ

(
f

t

)

uv.

Para estimar B2, sea s el exponente reverse Hölder del peso uv. Entonces, aplicando la desigual-

dad de Hölder con s y s′, obtenemos

B2 ≤
C

t

∑

j

|Qj |
v(Qj)

(
∫

Qj

f(y)v(y) dy

)(

1

|Qj |

∫

Qj

|b− bQj |s
′

)1/s′(

1

|Qj |

∫

Qj

(uv)s

)1/s

≤ C

t

∑

j

(uv)(Qj)

v(Qj)

∫

Qj

f(y)v(y) dy

≤ C
1

t

∑

j

ı́nf
Qj

u

∫

Qj

f(y)v(y) dy

≤ C
1

t

∫

Rn

f(y)u(y)v(y) dy,

y el resultado queda probado.

Demostración del Teorema 2.15. Procederemos por inducción en m. El paso base, correspon-

diente am = 1, se encuentra en el Teorema 2.14. Supongamos que el resultado vale para todo 1 ≤
i ≤ m− 1, y probémoslo para i = m. Notemos nuevamente que Tmb (f/‖b‖BMO) = Tmb/‖b‖BMO

(f),

con lo cual podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ‖b‖BMO = 1. También suponemos

que f es una función no negativa, acotada y con soporte compacto.

Fijemos t > 0. En virtud del Teorema 1.65, consideramos la descomposición de Calderón-

Zygmund de f a nivel t con respecto a la medida duplicante µ dada por dµ(x) = v(x) dx.

Utilizando la misma notación que en la prueba del Teorema 2.14 tenemos que

uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

Tmb (fv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
> t

})

≤ uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

Tmb (gv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

+ uv(Ω∗) + uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣

Tmb (hv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

= I + II + III.

La estimación de I es análoga a la del Teorema 2.14, utilizando el tipo fuerte con pesos para

Tmb (2.15). La estimación de II es exactamente igual a la del mencionado teorema.
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Centremos ahora la atención en III. Observar que hjv está soportada en Qj , con lo cual si

x 6∈ Qj podemos escribir

Tmb (hjv)(x) =

∫

Rn

(b(x)− b(y))mK(x, y)hj(y)v(y) dy

=
m∑

ℓ=0

Cℓ,m(b(x)− bQj )
m−ℓ

∫

Rn

(b(y)− bQj )
ℓK(x, y)hj(y)v(y) dy

= C0,m(b(x)− bQj )
mT (hjv)(x) + Cm,mT

(
(b− bQj )

mhjv
)
(x)

+

m−1∑

ℓ=1

Cℓ,m(b(x)− bQj )
m−ℓ

∫

Rn

(b(y)− bQj )
ℓK(x, y)hj(y)v(y) dy.

Luego, expandiendo nuevamente la expresión binomial (b−bQj )
m−ℓ, obtenemos (ver Figura 5.1)

que

m−1∑

ℓ=1

Cℓ,m(b(x)− bQj )
m−ℓ

∫

Rn

(b(y)− bQj )
ℓK(x, y)hj(y)v(y) dy

=

m−1∑

ℓ=1

Cℓ,m

m−ℓ∑

i=0

Ci,ℓ,m

∫

Rn

(b(x)− b(y))i(b(y)− bQj )
m−iK(x, y)hj(y)v(y) dy

=

m−1∑

i=1

m−i∑

ℓ=1

Cℓ,mCi,m,ℓ

∫

Rn

(b(x)− b(y))i(b(y)− bQj )
m−iK(x, y)hj(y)v(y) dy

+
m−1∑

ℓ=1,i=0

Cℓ,mC0,m,ℓ

∫

Rn

(b(y)− bQj )
mK(x, y)hj(y)v(y) dy.

m

1

i

1 m− 1 ℓ

Figura 5.1: 1 ≤ ℓ ≤ m− 1; 0 ≤ i ≤ m− ℓ.

Aśı,

m−1∑

i=0

Ci,m

∫

Rn

(b(x)− b(y))i(b(y)− bQj )
m−iK(x, y)hj(y)v(y) dy

= C̃0,mT ((b− bQj )
mhjv)(x) +

m−1∑

i=1

Ci,mT
i
b

(
(b− bQj )

m−ihjv
)
(x),
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con lo cual
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

Tmb (hjv)(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤

∣
∣
∣
∣
∣
∣

C0,m

∑

j

(b(x)− bQj )
mT (hjv)(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Cm,m
∑

j

T
(
(b− bQj )

mhjv
)
(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

m−1∑

i=1

Ci,mT
i
b ((b− bQj )

m−ihjv)(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Entonces podemos estimar III como sigue:

III ≤ uv










x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣
∣

C0,m

∑

j

(b− bQj )
mT (hjv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

>
t

6











+ uv










x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Cm,m
∑

j

T ((b− bQj )
mhjv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

>
t

6











+ uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣

m−1∑

i=1

Ci,m
T ib (
∑

j (b− bQj )
m−ihjv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
∣
>
t

6

})

= I1 + I2 + I3.

Para estimar I1 utilizamos la desigualdad de Tchebychev para obtener:

I1 ≤
C

t

∫

Rn\Ω∗

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

(b(x)− bQj )
mT (hjv)(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

u(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Rn\Q∗
j

|b(x)− bQj |m
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Qj

(
K(x, y)−K(x, xQj )

)
hj(y)v(y) dy

∣
∣
∣
∣
∣
u(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∫

Rn\Q∗
j

|b(x)− bQj |m|K(x, y)−K(x, xQj )|u(x) dx dy

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∞∑

k=1

∫

Aj,k

|b(x)− bQj |m
|y − xQj |

|x− xQj |n+1
u(x) dx dy

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∞∑

k=1

2−k

|2k+1Qj |

∫

2k+1Qj

|b(x)− bQj |mu(x) dx dy,

donde Aj,k es el conjunto definido en la prueba del Teorema 2.14, y xQj es el centro de Qj . Para

y ∈ Qj podemos acotar la suma sobre k por la expresión

∞∑

k=1

2−k

|2k+1Qj |

∫

2k+1Qj

|b(x)− bQj |mu(x) dx

≤ 2m
∞∑

k=1

2−k

|2k+1Qj |

∫

2k+1Qj

|b(x)− b2k+1Qj
|mu(x) dx
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+ 2m
∞∑

k=1

2−k

|2k+1Qj |

∫

2k+1Qj

|bQj − b2k+1Qj
|mu(x) dx

= K1 +K2.

Con un cambio de variable, tenemos que

‖gm‖expL1/m,Q = ‖g‖mexpL,Q (5.2)

para cada cubo Q. Combinando esta estimación y la desigualdad de Hölder generalizada, para

y ∈ Qj obtenemos que

K1 ≤ C
∞∑

k=1

2−k‖(b− b2k+1Qj
)m‖expL1/m,2k+1Qj

‖u‖L(logL)m,2k+1Qj

≤ C
∞∑

k=1

2−k‖b− b2k+1Qj
‖mexpL,2k+1Qj

ML(logL)mu(y)

≤ CMm+1u(y)

≤ Cu(y),

donde hemos utilizado (1.23) y que u ∈ A1.

Por otra parte, por el Lema 2.11 tenemos que K2 se acota por

K2 ≤ C
∞∑

k=1

2−k

|2k+1Qj |

∫

2k+1Qj

(k + 1)mu(x) dx

≤ Cu(y)

∞∑

k=1

2−k(k + 1)m

= Cu(y).

De esta manera,

I1 ≤
C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|u(y)v(y) dy,

y desde este punto podemos proceder como en la estimación correspondiente a I1 en la prueba

del Teorema 2.14. Para estimar I2 aplicamos el Teorema 2.3 a T para obtener

I2 ≤
C

t

∫

Rn

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

(b(x)− bQj )
mhj(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

u(x)v(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|b(x)− bQj |m|hj(x)|u(x)v(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|b(x)− bQj |mf(x)u(x)v(x) dx

+
C

t

∑

j

∫

Qj

|b(x)− bQj |mfvQj
u(x)v(x) dx
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= I2,1 + I2,2.

Utilizando la desigualdad de Hölder generalizada con respecto a la medida µ definida por

dµ(x) = u(x)v(x) dx, y en virtud de (5.2) tenemos que

I2,1 ≤
C

t

∑

j

uv(Qj)‖(b− bQj )
m‖expL1/m,Qj ,uv

‖f‖L(logL)m,Qj ,uv

≤ C

t

∑

j

uv(Qj)‖b− bQj‖mexpL,Qj ,uv

{

t+
t

uv(Qj)

∫

Qj

Φm

(
f(x)

t

)

u(x)v(x) dx

}

≤ C
∑

j

(

uv(Qj)

v(Qj)
v(Qj) +

∫

Qj

Φm

(
f(x)

t

)

u(x)v(x) dx

)

≤ C
∑

j

(

1

t

∫

Qj

f(x)u(x)v(x) dx+

∫

Qj

Φm

(
f(x)

t

)

u(x)v(x) dx

)

≤ C

∫

Rn

Φm

(
f(x)

t

)

u(x)v(x) dx,

donde hemos usado la Proposición 1.42, parte (d).

Para I2,2 aplicamos la desigualdad de Hölder con exponentes s y s′, donde s > 1 es tal que

uv ∈ RHs. Entonces,

I2,2 ≤
∑

j

C

t

|Qj |
v(Qj)

(

1

|Qj |

∫

Qj

|b− bQj |ms
′

)1/s′ (

1

|Qj |

∫

Qj

(uv)s

)1/s ∫

Qj

fv

≤ C

t

∑

j

(uv)(Qj)

v(Qj)

∫

Qj

f(x)v(x) dx

≤ C

t

∫

Rn

f(x)u(x)v(x) dx,

aplicando nuevamente la Propoisición 1.42, parte (d). Solo resta estimar I3.

I3 ≤
m−1∑

i=1

uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣

T ib (
∑

j (b− bQj )
m−ihjv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
∣
>

t

C

})

≤
m−1∑

i=1

uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣

T ib (
∑

j (b− bQj )
m−ifXQjv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
∣
>

t

C

})

+
m−1∑

i=1

uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣

T ib (
∑

j (b− bQj )
m−ifvQj

XQjv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
∣
>

t

C

})

= I3,1 + I3,2.

Estimemos entonces I3,1 e I3,2 por separado. Usaremos la hipótesis inductiva y la Proosición 1.17.

Tomemos α tal que αs′ < C2, donde C2 es la constante que aparece en la Proposición 2.8

para b, y s′ es el exponente conjugado de s que verifica uv ∈ RHs.
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Sea Ψi(t) = eαt
1/i − 1. En virtud de lo obtenido en la prueba de la parte (d) de la Proposi-

ción 1.18 tenemos que Ψ−1
i (t) ≈ (log(e+ t))i. Además, por el inciso (c) de la misma proposición,

Φ−1
m (t) ≈ t/(log(e+ t))m. De esta manera,

Φ−1
m (t)Ψ−1

m−i(t) ≈
t

(log(e+ t))m
(log(e+ t))m−i =

t

(log(e+ t))i
≈ Φ−1

i (t).

Por la Proposición 1.17 conclúımos que

Φi(st) ≤ Φm(s) + Ψm−i(t),

para todo 0 < s, t < ∞. Combinando la hipótesis inductiva junto a este resultado, obtenemos

que

I3,1 ≤ C

m−1∑

i=1

∫

Rn

Φi

(∑

j (b(x)− bQj )
m−if(x)XQj (x)

t

)

u(x)v(x) dx

≤ C

m−1∑

i=1

∑

j

∫

Qj

Φi

(

(b(x)− bQj )
m−if(x)

t

)

u(x)v(x) dx

≤ C
m−1∑

h=1

∑

j

∫

Qj

(

Φm

(
f(x)

t

)

+Ψm−i

(
(b(x)− bQj )

m−i
)
)

u(x)v(x) dx.

Ahora, aplicando la desigualdad de Hölder, la Proposición 2.8 y la parte (d) de la Proposi-

ción 1.42 tenemos que
∫

Qj

Ψm−i

(
(b(x)− bQj )

m−i
)
u(x)v(x) dx

≤
∫

Qj

e
α|b(x)−bQj

|
u(x)v(x) dx

≤
(

1

|Qj |

∫

Qj

e
|b(x)−bQj

|αs′
dx

)1/s′ (

1

|Qj |

∫

Qj

(u(x)v(x))s dx

)1/s

|Qj |

≤
(∫ ∞

0
αs′eαs

′λC1e
−λC2 dλ

)1/s′

(uv)(Qj)

= C uv(Qj)

≤ C
uv(Qj)

v(Qj)
v(Qj)

≤ C

t

∫

Qj

f(x)u(x)v(x) dx.

Aśı,

I3,1 ≤
C

t

∫

Rn

Φm

(
f(x)

t

)

u(x)v(x) dx,

tal como se queŕıa ver. En el caso de I3,2 notemos primero que

fvQj

t
=

1

t

1

v(Qj)

∫

Qj

f(y)v(y) dy ≤ 1

t
Ct = C,
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con lo cual Φm

(
fvQj

t

)

≤ Φm(C). Esto nos conduce a

I3,2 ≤ C

m−1∑

i=1

∑

j

∫

Qj

Φi

(
(b(x)− bQj )

m−ifvQj

t

)

u(x)v(x) dx

≤ C

m−1∑

i=1

∑

j

(
∫

Qj

Φm

(
fvQj

t

)

u(x)v(x) dx+

∫

Qj

Ψm−i

(
(b(x)− bQj )

m−i
)
u(x)v(x) dx

)

≤ C

m−1∑

i=1

∑

j

uv(Qj)

v(Qj)
v(Qj)

≤ C

t

∫

Rn

f(x)u(x)v(x) dx,

que es la estimación deseada para i = m, y el teorema queda probado.

Demostración del Teorema 2.22. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f es no

negativa. Fijemos t > 0. Utilizando el Teorema 1.65 hacemos la descomposición de Calderón-

Zygmund de f a nivel t, con respecto a la medida duplicante dada por dµ(x) = v(x) dx: en

efecto, por hipótesis tenemos que v ∈ A(q/β)′(u) ⊆ A∞(u), y esto último implica que v ∈ A∞

(ver Proposición 1.42, parte (e)). Obtenemos aśı una colección de cubos diádicos disjuntos

{Qj}∞j=1, que verifican t < fvQj
≤ Ct para C > 1, donde fvQj

está definido como en la prueba del

Teorema 2.14. De la descomposición realizada, resulta que si Ω =
⋃∞
j=1Qj entonces f(x) ≤ t en

c.t.p. x ∈ Rn\Ω.
También descomponemos f como f = g+h, donde g y h se definen como en el Teorema 2.14.

Sean Q∗
j = 2c

√
nQj y Ω∗ =

⋃

j Q
∗
j , donde c ≥ 1 es la constante que aparece en la condición Hϕ

de K. Entonces

uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

T (fv)

v

∣
∣
∣
∣
> t

})

≤ uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

T (gv)

v

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

+ uv(Ω∗)

+ uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣

T (hv)

v

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

= I + II + III.

Estimaremos cada término por separado. Aplicando la desigualdad de Tchebychev con q > 1

obtenemos

I ≤ C

tq

∫

Rn

|T (gv)(x)|qu(x)v1−q(x) dx =
C

tq

∫

Rn

|T (gv)(x)|qwq(x) dx,

donde wq = uv1−q ∈ Aq/β . En efecto, como vr ∈ A(q/β)′(u), la Observación 1.41 nos dice que

vr(1−q/β) ∈ Aq/β(u) o, equivalentemente, v1−q ∈ Aq/β(u). De esta forma, la Proposición 1.42

nos da uv1−q = wq ∈ Aq/β . Si ‖T (gv)w‖q <∞ entonces el Teorema 2.19 nos permite obtener

∫

Rn

|T (gv)(x)|qwq(x) dx ≤ C

∫

Rn

(g(x)v(x))qwq(x) dx = C

∫

Rn

gq(x)u(x)v(x) dx. (5.3)
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Veamos entonces que el lado izquierdo de la desigualdad anterior es finito. En efecto, podemos

suponer como primer paso que wq ∈ L∞. Como β > q2/(2q − 1), esta condición asegura que vq

es localmente integrable. Por la Observación 2.16, T está acotado en Lq, con lo cual
∫

Rn

|T (gv)(x)|qwq(x) dx ≤ C ‖wq‖L∞

∫

Rn

gq(x)vq(x) dx ≤ C ‖wq‖L∞ ‖g‖qL∞

∫

sop(g)
vq(x) dx <∞.

Entonces, el lado izquierdo de la desigualdad de arriba es finito y la estimación vale para

estos pesos. A continuación definimos, para N ∈ N, wqN = mı́n{wq, N}. No es dif́ıcil ver que

wqN ∈ Aq/β y que [wqN ]Aq/β
≤ C[wq]Aq/β

, con C independiente de N . Entonces (5.3) puede

obtenerse para todo N , con constante independiente de N . La desigualdad entonces se consigue

al hacer N → ∞. Aśı,

I ≤ C

tq

∫

Rn

gq(x)u(x)v(x) dx ≤ C

t

∫

Rn

g(x)u(x)v(x) dx.

Luego, la estimación de I se sigue como en la prueba del Teorema 2.14. La estimación de II es

la misma que en la página 94.

Finalmente, estimaremos III. Sea Aj,k = {x : 2k−1rj < |x − xQj | ≤ 2krj}, donde xQj es el

centro del cuboQj y rj = c
√
nℓ(Qj). Notar que para cada j,B(xQj , rj) = B(xQj , ℓ(Q

∗
j )/2) ⊆ Q∗

j ,

y entonces Rn\Q∗
j ⊆

⋃∞
k=1Aj,k (ver Figura 5.2). Además, si y ∈ Qj entonces

c |y − xQj | ≤ c
√
n
ℓ(Qj)

2
<
ℓ(Q∗

j )

2
= rj , (5.4)

lo cual usaremos para poder aplicar la condición de Hörmander.

xQj

rj

Q∗
j

Figura 5.2: B(xQj , rj) ⊆ Q∗
j .

Usando que
∫

Qj
hjv = 0 junto a la desigualdad de Hölder generalizada conBk

j := B(xQj , 2
k+1rj) ⊆

2k+1Q∗
j , tenemos que

III ≤ uv










x ∈ Rn\Ω∗ :

∑

j

|T (hjv)|
v

>
t

2











≤ C

t

∫

Rn\Ω∗

∑

j

|T (hjv)(x)|u(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Rn\Q∗
j

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Qj

hj(y)v(y)(K(x− y)−K(x− xQj )) dy

∣
∣
∣
∣
∣
u(x) dx
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≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∫

Rn\Q∗
j

|K(x− y)−K(x− xQj )|u(x) dx dy

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∞∑

k=1

∫

Aj,k

|K(x− y)−K(x− xQj )|u(x) dx dy

=
C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∞∑

k=1

∫

Bk
j

|K(x− y)−K(x− xQj )|XAj,k
(x)u(x) dx dy

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∞∑

k=1

(2krj)
n
∥
∥|K(· − y)−K(· − xQj )|XAj,k

(·)
∥
∥
ϕ,Bk

j
‖u‖ϕ̃,Bk

j

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∞∑

k=1

(2krj)
n
∥
∥K(· − (y − xQj ))−K(·)

∥
∥
ϕ,|x|∼2krj

‖u‖ϕ̃,2k+1Q∗
j

≤ Cϕ
t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)Mϕ̃u(y) dy

≤ Cϕ
t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)u(y) dy,

donde hemos utilizado la Proposición 1.50, el hecho de que K ∈ Hϕ (ver (5.4)) y el Lema 1.58.

Aśı, con la misma estimación que en la página 96 obtenemos que

III ≤ C

t

∫

Rn

f(y)u(y)v(y) dy,

y el teorema queda probado.

Para la demostración del Teorema 2.24 utilizaremos el siguiente resultado auxiliar, en el cual

asumimos para q y para los pesos u y v, las mismas hipótesis que en dicho teorema.

Lema 5.1. Si f es una función acotada con soporte compacto y m es un entero no negativo,

entonces existe una constante positiva C tal que
∫

Rn

|Tmb (fv)|quv1−q ≤ C

∫

Rn

|f |quv.

Demostración. Supongamos primero que tanto b como wq = uv1−q pertenecen a L∞. A fines

de aplicar el Teorema 2.20 debemos ver que
∫

Rn |Tmb (fv)|quv1−q es finita. En efecto, en virtud

de la Proposición 2.7 y la Observación 2.16 tenemos que

‖Tmb (fv)w‖Lq =

∥
∥
∥
∥
∥
∥

m∑

j=0

Cm,jb
m−jT (bjfv)w

∥
∥
∥
∥
∥
∥
Lq

≤ C
m∑

j=0

∥
∥bm−jT (bjfv)w

∥
∥
Lq

≤ C

m∑

j=0

‖b‖m−j
L∞ ‖w‖L∞

(∫

Rn

|T (bjfv)(x)|q dx
)1/q
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≤ C ‖b‖mL∞ ‖w‖L∞ ‖f‖L∞

(
∫

sop(f)
vq(x) dx

)1/q

<∞.

Entonces podemos aplicar el Teorema 2.20. De esta manera, si wq ∈ Aq/β ∩ L∞

∫

Rn

|Tmb (fv)(x)|qu(x)v1−q(x) dx ≤ C

∫

Rn

|f(x)|qu(x)v(x) dx, (5.5)

para todo b ∈ BMO ∩ L∞, y con C = C(‖b‖BMO, [w]Aq/β
). A continuación, para cada N ∈ N

definimos la sucesión de funciones {bN}N de la misma forma que se hizo en la Página 81. y

entonces ‖bN‖BMO ≤ 2‖b‖BMO. Luego, se tiene (5.5) con b reemplazado por bN , para todo

N ∈ N. Observar que bjNf → bjf en Lq, para 0 ≤ j ≤ m, dado que f es acotada y de soporte

compacto. Por la Proposición 2.7, TmbN f → Tmb f en Lq, y por lo tanto existe una subsucesión

{Nk}k tal que TmbNk
f → Tmb f en casi todo punto x. De esta manera, por el lema de Fatou,

∫

Rn

|Tmb (fv)|quv1−q =
∫

Rn

ĺım inf
k→∞

|TmbNk
(fv)|quv1−q

≤ C ĺım inf
k→∞

∫

Rn

|TmbNk
(fv)|quv1−q

≤ C

∫

Rn

|f |quv.

Aśı, vale (5.5) para todo b ∈ BMO y w ∈ Aq/β ∩ L∞.

Finalmente, teniendo en cuenta que w ∈ Aq/β , definimos para J ∈ N, wJ(x) = mı́n{w(x), J}.
Entonces wJ ∈ Aq/β y [wJ ]Aq/β

≤ [w]Aq/β
. Aplicando el caso ya probado con wJ y utilizando

que wJ(x) ր w(x) para J → ∞, el teorema de la convergencia monóntona nos asegura que

(5.5) vale para w.

Demostración del Teorema 2.24. Procederemos por inducción. Comenzaremos probando el caso

correspondiente a m = 1. Sin pérdida de generalidad, supondremos que f es no negativa y que

‖b‖BMO = 1. Como en la prueba del Teorema 2.22, fijamos t > 0 y hacemos la descomposición

de Calderón-Zygmund de f a nivel t, con respecto a la medida dµ(x) = v(x) dx. Obtenemos aśı

Ω∗, {Q∗
j}, fvQj

, g y h como alĺı, de modo que

uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

[b, T ](fv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
> t

})

≤ uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

[b, T ](gv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

+ uv(Ω∗)

+ uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣

[b, T ](hv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

= I + II + III.
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Aśı, aplicando la desigualdad de Tchebychev con q > 1 y el Lema 5.1 a la función g,

obtenemos que

I ≤ C

tq

∫

Rn

|[b, T ](gv)(x)|qu(x)v1−q(x) dx

≤ C

tq

∫

Rn

gq(x)u(x)v(x) dx.

Desde este punto, podemos proceder exactamente igual que en la página 94. La estimación

de II es idéntica a la del Teorema 2.22. Para estimar III, escribimos

[b, T ](hv)

v
=
∑

j

[b, T ](hjv)

v
=
∑

j

(b− bQj )T (hjv)

v
−
∑

j

T ((b− bQj )hjv)

v
,

y entonces

III ≤ uv










x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

(b− bQj )T (hjv)

v

∣
∣
∣
∣
∣
∣

>
t

4











+ uv










x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

T ((b− bQj )hjv)

v

∣
∣
∣
∣
∣
∣

>
t

4











= A+B.

Para la estimación de A, notar que

A ≤ C

t

∫

Rn\Ω∗

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

(b(x)− bQj )

(
∫

Qj

(K(x− y)−K(x− xQj ))hj(y)v(y) dy

)
∣
∣
∣
∣
∣
∣

u(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∫

Rn\Q∗
j

|K(x− y)−K(x− xQj )||b(x)− bQj |u(x) dx dy

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∞∑

k=1

∫

Aj,k

|K(x− y)−K(x− xQj )||b(x)− b2k+1Qj
|u(x) dx

︸ ︷︷ ︸

dy

(∗)

+
C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∞∑

k=1

∫

Aj,k

|K(x− y)−K(x− xQj )||b2k+1Qj
− bQj |u(x) dx

︸ ︷︷ ︸

dy,

(∗∗)

donde Aj,k es el conjunto definido en la prueba del Teorema 2.22. Para y ∈ Qj fijo, utilizando

la desigualdad de Hölder generalizada con η̃, ϕ, y Ψ̃(t) = et − 1 y la Proposición 1.50, tenemos

que

(∗) ≤ C
∞∑

k=1

(2krj)
n
∥
∥|K(· − (y − xQj ))−K(·)|XAj,k

(·)
∥
∥
ϕ,Bk

j

∥
∥
∥b− b2k+1Qj

∥
∥
∥
Ψ̃,Bk

j

‖u‖η̃,Bk
j
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≤ C
∞∑

k=1

(2krj)
n
∥
∥K(· − (y − xQj ))−K(·)

∥
∥
ϕ,|x|∼2krj

∥
∥
∥b− b2k+1Qj

∥
∥
∥
Ψ̃,2k+1Q∗

j

‖u‖η̃,2k+1Q∗
j
,

donde Bk
j = B(xQj , 2

k+1rj) como en el teorema anterior. Por otro lado, utilizando la desigualdad

de Hölder generalizada con η, η̃ y el Lema 2.11 obtenemos que

(∗∗) ≤ C
∞∑

k=1

(2krj)
nk
∥
∥|K(· − (y − xQj ))−K(·)|XAj,k

(·)
∥
∥
η,Bk

j
‖u‖η̃,Bk

j

≤ C

∞∑

k=1

(2krj)
nk
∥
∥K(· − (y − xQj ))−K(·)

∥
∥
η,|x|∼2krj

‖u‖η̃,2k+1Q∗
j
,

nuevamente por la Proposición 1.50.

Notar que ambas sumas están acotadas por CϕMη̃(u)(y). Entonces

A ≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)Mη̃u(y) dy ≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)u(y) dy,

en virtud del Lema 1.58. Desde aqúı podemos proceder como en la página 96.

Para finalizar la prueba de este caso usaremos el Teorema 2.22 para estimar B. En efecto,

B ≤ uv










x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣
∣
∣

T
(
∑

j(b− bQj )hjv
)

v

∣
∣
∣
∣
∣
∣

>
t

4











≤ C

t

∫

Rn

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

(b− bQj )hj

∣
∣
∣
∣
∣
∣

u(x)v(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|b(x)− bQj ||hj(x)|u(x)v(x) dx.

Utilizando la definición de h reescribimos la última integral como suma de dos integrales, a las

cuales denotamos con B1 y B2, respectivamente, como en las páginas 96 y 97. La acotación de

las mismas es análoga y esto completa la prueba para el caso m = 1.

Supongamos ahora que el resultado vale para cada 1 ≤ ℓ ≤ m− 1. Probaremos que es cierto

para ℓ = m. Para t > 0 fijo, consideramos nuevamente la descomposición de Calderón-Zygmund

de f a nivel t con respecto a la medida duplicante µ dada por dµ(x) = v(x) dx. Procediendo de

manera análoga al caso correspondiente a m = 1 escribimos

uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

Tmb (fv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
> t

})

≤ uv

({

x ∈ Rn :

∣
∣
∣
∣

Tmb (gv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

+ uv(Ω∗)

+ uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣

Tmb (hv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

2

})

= I + II + III.
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Para estimar I utilizamos la desigualdad de Tchebychev con exponente q > 1 y el Lema 5.1

aplicado a g para obtener

I ≤ 1

tq

∫

Rn

|Tmb (gv)|quv1−q

≤ C

tq

∫

Rn

gquv,

y desde este punto podemos proceder como en la página 94 .

La estimación de II es la misma que en el Teorema 2.22. Para estimar III, utilizamos la

descomposición hecha en la página 99 para obtener

III ≤ uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
C

∑

j(b(x)− bQj )
mT (hjv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

6

})

+ uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
C

∑

j T ((b− bQj )
mhjv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
>
t

6

})

+ uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣
C

m−1∑

ℓ=1

T ℓb (
∑

j(b− bQj )
m−ℓhjv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
∣
>
t

6

})

= I1 + I2 + I3.

Acotemos primero la expresión correspondiente a I1.

I1 ≤
C

t

∫

Rn\Ω∗

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

(b(x)− bQj )
mT (hjv)(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

u(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Rn\Q∗
j

|b(x)− bQj |m
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Qj

(K(x− y)−K(x− xQj ))hj(y)v(y) dy

∣
∣
∣
∣
∣
u(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∫

Rn\Q∗
j

|b(x)− bQj |m|K(x− y)−K(x− xQj )|u(x) dx dy

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∞∑

k=1

∫

Aj,k

2m|b(x)− b2k+1Qj
|m|K(x− y)−K(x− xQj )|u(x) dx

︸ ︷︷ ︸

dy

(∗)

+
C

t

∑

j

∫

Qj

|hj(y)|v(y)
∞∑

k=1

∫

Aj,k

2m|b2k+1Qj
− bQj |m|K(x− y)−K(x− xQj )|u(x) dx

︸ ︷︷ ︸

dy.

(∗∗)

Sea Ψ̃k(t) = eαt
1/k − 1, donde α es el parámetro que seleccionamos en la demostración del

Teorema 2.15. Primero aplicamos la desigualdad de Hölder generalizada con las funciones η̃, ϕ

y Ψ̃k para obtener

(∗) ≤ C

∞∑

k=1

(2krj)
n
∥
∥K(· − (y − xQj ))−K(·)

∥
∥
ϕ,|x|∼2krj

∥
∥
∥b− b2k+1Qj

∥
∥
∥
Ψ̄k,2k+1Q∗

j

‖u‖η̃,2k+1Q∗
j
.
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Luego, aplicamos la misma desigualdad con las funciones η y η̃ junto al Lema 2.11. Aśı,

(∗∗) ≤ C
∞∑

k=1

(2krj)
nkm

∥
∥K(· − (y − xQj ))−K(·)

∥
∥
η,|x|∼2krj

‖u‖η̃,2k+1Q∗
j
,

para cada y ∈ Qj . Ambos términos están acotados por CϕMη̃u(y) que a su vez se acota por

Cu(y), en virtud de la hipótesis y del Lema 1.58. Entonces, obtenemos que

I1 ≤
∑

j

C

t

∫

Qj

|hj(y)|u(y)v(y) dy,

y desde aqúı podemos proceder como en la página 96. Para estimar I2 utilizaremos el Teore-

ma 2.22. Para ello, escribimos

I2 ≤
C

t

∫

Rn

∑

j

|b(x)− bQj |m|hj(x)|u(x)v(x) dx

≤ C

t

∑

j

∫

Qj

|b(x)− bQj |mf(x)u(x)v(x) dx+
C

t

∑

j

∫

Qj

|b(x)− bQj |mfvQj
u(x)v(x) dx

= I2,1 + I2,2.

Las correspondientes estimaciones para I2,1 e I2,2 son análogas a las hechas en la página 101

y 101. Finalmente, acotaremos I3.

I3 ≤
m−1∑

ℓ=1

uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣

T ℓb (
∑

j(b− bQj )
m−ℓfXQjv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
∣
>

t

C

})

+
m−1∑

ℓ=1

uv

({

x ∈ Rn\Ω∗ :

∣
∣
∣
∣
∣

T ℓb (
∑

j(b− bQj )
m−ℓfvQj

XQjv)(x)

v(x)

∣
∣
∣
∣
∣
>

t

C

})

= I3,1 + I3,2.

Para I3,1 usamos la hipótesis inductiva, ya que K ∈ Hη ∩Hϕ,m implica que K ∈ Hϕ,ℓ para cada

1 ≤ ℓ ≤ m. Entonces

I3,1 ≤ C

m−1∑

ℓ=1

∫

Rn

Φℓ

(∑

j(b− bQj )
m−ℓfXQj

t

)

uv dx

≤ C
m−1∑

ℓ=1

∑

j

∫

Qj

Φℓ

(∑

j(b− bQj )
m−if

t

)

uv dx,

y desde aqúı podemos tener las cotas deseadas para I3,1 e I3,2 procediendo como en las pági-

nas 102 y 103.

5.2. Teoremas del Caṕıtulo 3

Demostración del Teorema 3.1. Como Mγ(fv) = Mγ(|f |v), podemos suponer sin pérdida de

generalidad que f es no negativa. Fijemos 1 ≤ p < n/γ y supongamos que
∫

Rn f
pup/qv es finita.
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Consideremos primero la condición (i). Poniendo q0 = q/p > 1, la desigualdad deseada puede

reescribirse como sigue

uvq0
({

x ∈ Rn :
Mγ(fv)(x)

v(x)
> t

})1/q0

≤ C

tp

∫

Rn

|f(x)|pu1/q0(x)v(x) dx.

Denotemos entonces γ0 = pγ. De esta manera,

1/q0 = p/q = 1− pγ/n = 1− γ0/n,

y 0 < γ0 < n ya que p < n/γ. Podemos aśı aplicar la Proposición 1.70 para obtener

Mγ0(f0/w)(x) ≤M(f0w
−q0)1/q0(x)

(∫

Rn

f0(y) dy

)γ0/n

, (5.6)

para todo w no negativo y f0 ∈ L1. Consideremos entonces w = u1/q0 y f0 = fpu1/q0v. Entonces

f0 ∈ L1 por la suposición anterior. Utilizando el Lema 1.72 y (5.6) tenemos que

Mγ(fv)(x)

v(x)
≤ [v]

1/p′

A1

(
Mγ0(f

pv)(x)

v(x)

)1/p

= [v]
1/p′

A1




Mγ0

(
f0
w

)

(x)

v(x)





1/p

≤ [v]
1/p′

A1

[(
M(f0w

−q0)(x)

vq0(x)

)1/q0 (∫

Rn

f0

)γ0/n
]1/p

.

Entonces, aplicando el Teorema 2.3 con g = f0w
−q0v−q0 , u0 = u y v0 = vq0 , obtenemos que

uvq0
({

x :
Mγ(fv)(x)

v(x)
> t

})1/q0

≤ uvq0

({

x :
M(f0w

−q0v−q0vq0)(x)

vq0(x)
>

(

[v]1−pA1
tp

(∫

Rn f0
)γ0/n

)q0})1/q0

≤ C
[v]p−1

A1

tp

(∫

Rn

f0

)γ0/n(∫

Rn

f0w
−q0v−q0uvq0

)1/q0

=
C

tp

∫

Rn

fpu1/q0v,

tal como se queŕıa.

Finalmente, supongamos que u y v satisfacen (ii). Definimos ahora f0 = fvw, donde w =

u1/qv−1/p′ . Entonces f0/w = fv y fp0 = fpup/qv. Aplicando la desigualdad (1.25) que aparece

en la Observación 1.71, podemos estimar

uvq/p
({

x :
Mγ(fv)(x)

v(x)
> t

})p/q

≤ uvq/p

({

x :
M(fp0w

−q)(x)

vq(x)
>

(

t
(∫

Rn f
p
0 dy

)γ/n

)q})p/q

≤ uv−q/p
′
vq

({

x :
M(fp0w

−qv−qvq)(x)

vq(x)
>

tq
(∫

Rn f
p
0 dy

)qγ/n

})p/q
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≤ C

tp

(∫

Rn

fp0

)pγ/n(∫

Rn

fp0w
−qv−quvq/p

)p/q

,

en virtud del Teorema 2.3 aplicado a g = fp0w
−qv−q, u0 = uv−q/p

′
y v0 = vq. Notemos ahora

que

w−qv−quvq/p = 1,

y entonces la última expresión de la desigualdad precedente puede escribirse como

C

tp

(∫

Rn

fp0 (y) dy

)p(1/q+γ/n)

=
C

tp

∫

Rn

fp0 (y) dy,

y el resultado queda probado.

Demostración del Teorema 3.7. Consideremos primero el caso en que u y v cumplen con (i) .

Fijemos t > 0. Utilizando los Teoremas 3.1 y 3.6 obtenemos que

tpuvq/p
({

x ∈ Rn :
|Iγ(fv)(x)|

v(x)
> t

})p/q

≤ sup
t>0

[

tpuvq/p
({

x ∈ Rn :
|Iγ(fv)(x)|

v(x)
> t

})p/q
]

=

∥
∥
∥
∥

Iγ(fv)

v

∥
∥
∥
∥

p

Lq,∞(uvq/p)

≤ C

∥
∥
∥
∥

Mγ(fv)

v

∥
∥
∥
∥

p

Lq,∞(uvq/p)

= C sup
t>0

[

tpuvq/p
({

x ∈ Rn :
Mγ(fv)(x)

v(x)
> t

})p/q
]

≤ C sup
t>0

[

tp
C

tp

∫

Rn

|f(x)|pu(x)p/qv(x) dx
]

= C

∫

Rn

|f(x)|pu(x)p/qv(x) dx,

y de aqúı se sigue la estimación buscada.

A continuación, probaremos el resultado para el caso en que u y v verifican (ii). Observemos

primero que la hipótesis y la Proposición 1.38 implican que uvq/p = uv−q/p
′
vq ∈ A∞, y esto nos

permite concluir que

vq =
uvq/p

uv−q/p′

es un peso de la clase A∞ en virtud de la Proposición 1.42. Aśı, aplicando el Teorema 2.2,

∥
∥
∥
∥

Iγ(fv)

v

∥
∥
∥
∥
Lq,∞(uvq/p)

=
∥
∥(Iγ(fv))

qv−q
∥
∥1/q

L1,∞(uvq/p)

=
∥
∥(Iγ(fv))

qv−q
∥
∥1/q

L1,∞(uv−q/p′vq)

≤ C
∥
∥(Mγ(fv))

qv−q
∥
∥1/q

L1,∞(uv−q/p′vq)
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= C

∥
∥
∥
∥

Mγ(fv)

v

∥
∥
∥
∥
Lq,∞(uv−q/p′vq)

= C

∥
∥
∥
∥

Mγ(fv)

v

∥
∥
∥
∥
Lq,∞(uvq/p)

.

Entonces,

tpuvq/p
({

x ∈ Rn :
|Iγ(fv)(x)|

v(x)
> t

})p/q

≤ sup
t>0

[

tpuvq/p
({

x ∈ Rn :
|Iγ(fv)(x)|

v(x)
> t

})p/q
]

=

∥
∥
∥
∥

Iγ(fv)

v

∥
∥
∥
∥

p

Lq,∞(uvq/p)

≤ C

∥
∥
∥
∥

Mγ(fv)

v

∥
∥
∥
∥

p

Lq,∞(uvq/p)

= C sup
t>0

[

tpuvq/p
({

x ∈ Rn :
Mγ(fv)(x)

v(x)
> t

})p/q
]

≤ C sup
t>0

[

tp
C

tp

(∫

Rn

|f(x)|pup/q(x)v(x) dx
)]

= C

∫

Rn

|f(x)|pup/q(x)v(x) dx,

de donde se sigue el resultado deseado.

5.3. Teoremas del Caṕıtulo 4

Comenzaremos esta sección con la prueba del Teorema 4.2. Para esto, necesitaremos enunciar

y probar dos resultados técnicos. El primero de ellos es una adaptación del Lema 5.1 que aparece

en [36].

Lema 5.2. Sea f ∈ Lϕ
loc

una función positiva. Entonces, para cada γ, λ > 0 existe un número

a > 0 que depende de f y que satisface
(
∫

|y|≤aγ
ϕ(f(y)) dy

)

an = λ.

Demostración. Consideremos la función g definida por

g(z) =

(
∫

|y|≤zγ
ϕ(f(y)) dy

)

zn.

Entonces se tiene que g es una función continua. Además, g(0) = 0 y ĺımz→∞ g(z) = ∞, con lo

cual el teorema del valor intermedio nos asegura que existe a de modo que se verifica la tesis.

Proposición 5.3. Sea w un peso, {Ak}k∈Z una sucesión de conjuntos que particionan Rn y

{bk}k∈Z una sucesión estrictamente decreciente de números no negativos que satisface

ĺım
k→−∞

bk = ∞, ĺım
k→∞

bk = 0 y C1 ≤
bk+1

bk
≤ C2,
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donde C1 y C2 son menores que 1 e independientes de k. Entonces existe una constante positiva

C0 tal que

∑

k∈Z

bkw({x ∈ Ak : |f(x)| > bk+1}) ≤ C0

∫ ∞

0
w({x ∈ Rn : |f(x)| > t}) dt.

Demostración. En virtud de la condición sobre {bk} y {Ak} podemos escribir

∫ ∞

0
w({x ∈ Rn : |f(x)| > t}) dt =

∑

k∈Z

∫ bk

bk+1

w({x ∈ Rn : |f(x)| > t}) dt

≥
∑

k∈Z

∫ bk

bk+1

w({x ∈ Ak : |f(x)| > t}) dt

=
∑

k∈Z

C1

∫ bk/C1

bk+1/C1

w({x ∈ Ak :
|f(x)|
C1

> t}) dt

≥
∑

k∈Z

C1

∫ bk/C1

bk+1/C1

w({x ∈ Ak : |f(x)| > bk+1}) dt

=
∑

k∈Z

w({x ∈ Ak : |f(x)| > bk+1})(bk − bk+1).

Notar que la condición sobre {bk} implica que

bk − bk+1 = bk

(

1− bk+1

bk

)

≥ bk (1− C2) ,

lo cual implica finalmente que

∑

k∈Z

bkw({x ∈ Ak : |f(x)| > bk+1}) ≤
1

1− C2

∫ ∞

0
w({x ∈ Rn : |f(x)| > t}) dt.

Demostración del Teorema 4.2. Siguiendo la notación de la prueba del Teorema 4.1, definimos

los conjuntos Gk = {x : 2k < |x| ≤ 2k+1}, Ik = {x : 2k−1 < |x| ≤ 2k+2}, Lk = {x : 2k+2 < |x|} y

Ck = {x : |x| ≤ 2k−1}. Sin pérdida de generalidad podemos escribir g = fv y suponer que t = 1

por homogeneidad. Entonces

uw ({x ∈ Rn :MΦ(g)(x) > v(x)}) ≤
∑

k∈Z

uw ({x ∈ Gk :MΦ(gXIk)(x) > v(x)})

+
∑

k∈Z

uw ({x ∈ Gk :MΦ(gXLk
)(x) > v(x)})

+ uw ({x ∈ Rn :MΦ(gXCk
)(x) > v(x)})

=I + II + III.

Comenzaremos estimando I. Recordando que w = 1/Φ(1/v) y que v(x) = |x|β , si x ∈ Gk

tenemos que

2(k+1)β ≤ v(x) < 2kβ,



5.3 Teoremas del Caṕıtulo 4 115

y también
1

Φ
(

1
2(k+1)β

) ≤ w(x) <
1

Φ
(

1
2kβ

) .

Usando estas estimaciones y el tipo débil modular de MΦ (ver Teorema 1.60) con peso u

obtenemos que

I ≤
∑

k∈Z

1

Φ
(

1
2kβ

)u
({

x ∈ Gk :MΦ(gXIk)(x) > 2(k+1)β
})

≤
∑

k∈Z

1

Φ
(

1
2kβ

)

∫

Rn

Φ

(
gXIk(x)
2(k+1)β

)

Mu(x) dx

≤C
∑

k∈Z

1

Φ
(

1
2kβ

)Φ

(
1

2kβ

)∫

Ik

Φ(g(x))Mu(x) dx

≤C
∑

k∈Z

∫

Ik

Φ(g(x))Mu(x) dx

=C

∫

Rn

Φ(g(x))Mu(x) dx,

donde hemos usado la submultiplicatividad de Φ. Esto nos da la estimación deseada para I.

Para estimar II definimos

F (x) = 4ncn

∫

|y|>|x|

Φ(g(y))

|y|n dy,

para x ∈ Gk y donde cn es el área de la superficie de la esfera unitaria Sn−1. Fijemos x ∈ Gk y sea

B = B(x0, r) una bola que contiene a x. Queremos obtener una cota superior para ‖gXLk
‖Φ,B.

Notar que, si y ∈ Lk ∩B, como además x ∈ Gk tenemos que |y|
2 > |x|, y entonces

2r ≥ |y − x| ≥ |y| − |x| > |y|
2
.

Como Φ es submultiplicativa, esto nos conduce a

1

|B|

∫

B
Φ

(
gXLk

(y)

(1/Φ−1(1/F (x)))

)

dy ≤ 1

|B|

∫

B
Φ(Φ−1(1/F (x)))Φ(gXLk

(y)) dy

≤ 1

F (x)

1

|B|

∫

B∩Lk

Φ(g(y)) dy

≤ cn4
n

F (x)

∫

|y|>|x|

Φ(g(y))

|y|n dy

=
1

F (x)
F (x) = 1.

De esta manera,

‖gXLk
‖Φ,B ≤ 1

Φ−1(1/F (x))

y podemos proceder como sigue

II ≤
∑

k∈Z

uw

({

x ∈ Gk :
1

Φ−1(1/F (x))
> v(x)

})
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=
∑

k∈Z

uw

({

x ∈ Gk : Φ
−1(1/F (x))} < 1

v(x)

})

=
∑

k∈Z

uw ({x ∈ Gk : F (x) > w(x)})

≤
∑

k∈Z

1

Φ
(

1
2kβ

)u










x ∈ Gk : F (x) >

1

Φ
(

1
2(k+1)β

)









 .

A continuación aplicaremos la Proposición 5.3 con las sucesiones bk = 1/Φ(2−kβ), Ak = Gk y con

peso u. Es claro que {bk} es estrictamente decreciente, ĺımk→−∞ bk = ∞ y que ĺımk→∞ bk = 0.

Veamos la otra condición que debe cumplir la sucesión {bk}. Usando la submultiplicatividad de

Φ podemos escribir

bk+1

bk
=

Φ
(

1
2kβ

)

Φ
(

1
2(k+1)β

) ≥ 1

Φ(2−β)
,

y, por ser β < 0,
Φ
(

1
2kβ

)

Φ
(

1
2(k+1)β

) ≤ 2β

en virtud del Lema 1.2. Entonces podemos elegir C1 = 1/Φ(2−β) y C2 = 2β . Aśı,

∑

k∈Z

1

Φ
(

1
2kβ

)u










x ∈ Gk : F (x) >

1

Φ
(

1
2(k+1)β

)









 ≤ C

∫ ∞

0
u ({x ∈ Rn : F (x) > t}) dt

= C

∫

Rn

F (x)u(x) dx

= C

∫

Rn

Φ(g(y))
1

|y|n
∫

|y|>|x|
u(x) dx dy

≤ C

∫

Rn

Φ(g(y))Mu(y) dy,

lo que nos da la estimación del segundo término.

Finalmente, estimemos III. Para ello definimos, para x ∈ Gk,

H(x) =
4ncn
|x|n

∫

|y|≤
|x|
2

Φ(g(y)) dy.

Para x ∈ Gk fijo, tomemos B = B(x0, r) una bola que contiene a x. Si y ∈ Ck, obtenemos que

|y| ≤ |x|
2 . Siguiendo las mismas ideas que en la estimación de II tenemos que ‖gXCk

‖Φ,B ≤
1/(Φ−1(1/H(x))). En consecuencia,

III ≤ uw ({x ∈ Rn : H(x) > w(x)}) .

Sea γ = n/(−n − rβ). Notemos que γ > 0 ya que, por hipótesis, β < −n. Aplicando ahora el

Lema 5.2 con γ y λ = 1, existe a > 0 que verifica
(
∫

|y|≤aγ
Φ(g(y)) dy

)

an = 1. (5.7)
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Entonces,

uw ({x ∈ Rn : H(x) > w(x)}) = uw










x : |x| ≤ aγ ,

Cn
|x|n

∫

|y|≤
|x|
2

Φ(g(y)) dy >
1

Φ
(

1
|x|β

)











+
∞∑

k=0

uw










x : 2kaγ < |x| ≤ 2k+1aγ ,

Cn
|x|n

∫

|y|≤
|x|
2

Φ(g(y)) dy >
1

Φ
(

1
|x|β

)











= A+B.

Procederemos a estimar A y B por separado. Notemos que, si Cn = 4ncn, entonces






x :

Cn
|x|n

∫

|y|≤aγ
Φ(g(y)) dy >

1

Φ
(

1
|x|β

)






=






x :

Φ
(

1
|x|β

)

|x|n > C−1
n an






. (5.8)

Si denotamos z = |x|−β entonces

|x|−nΦ
(

1

|x|β
)

= zr+n/β(1 + log+ z)δ = zα(1 + log+ z)δ =: ϕ(z),

donde α = r + n/β, que es positivo por ser β < −n. Por la Proposición 1.18, parte (c), existe

una constante D ≥ 1 tal que

1

D
z1/α(1 + log+ z)−δ/α ≤ ϕ−1(z) ≤ Dz1/α(1 + log+ z)−δ/α.

Luego, podemos estimar (5.8) como sigue

{

x : ϕ(|x|−β) > C−1
n an

}

=
{

x : |x|−β > ϕ−1(C−1
n an)

}

⊆
{

x : |x|−β > (C−1
n an)1/α

D(1 + log+(C−1
n an))δ/α

}

=

{

x : D

(
(1 + log+(C−1

n an))δ

C−1
n an

)1/α

> |x|β
}

=

{

x : D1/β

(
(1 + log+(C−1

n an))δ

C−1
n an

)1/(αβ)

< |x|
}

=

{

x : D1/β

(
C−1
n

(1 + log+(C−1
n an))δ

)−1/(αβ)

aγ < |x|
}

.

Como D ≥ 1, tenemos que D1/β
(

C−1
n

(1+log+(C−1
n an))δ

)−1/(αβ)
=: C0 < 1. Aśı, obtenemos que

A ≤ uw ({x : C0a
γ < |x| ≤ aγ})

≤
∫

|x|>C0aγ
u(x)vr(x) dx

=

∞∑

k=1

∫

C02k−1aγ≤|x|<C02kaγ
u(x)vr(x) dx
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≤
∞∑

k=1

1

(C02k−1aγ)−rβ

∫

|x|<C02kaγ
u(x) dx

=
∞∑

k=1

2nCrβ0 2(k−1)(n+rβ)

∫

|y|≤aγ
Φ(g(y))

(

1

(2kaγ)n

∫

|x|<2kaγ
u(x) dx

)

dy

≤ C

∫

Rn

Φ(g(y))Mu(y) dy
∞∑

k=0

2(k−1)(n+rβ)

≤ C

∫

Rn

Φ(g(y))Mu(y) dy,

dado que n+ rβ < 0. Para finalizar la prueba, solo resta estimar la parte B.

B ≤
∞∑

k=0

uvr
(

{x : 2kaγ < |x| ≤ 2k+1aγ}
)

≤
∞∑

k=0

1

(2kaγ)−rβ

∫

|x|≤2k+1aγ
u(x) dx

≤
∞∑

k=0

(2k+1aγ)n

(2kaγ)−rβ
1

(2k+1aγ)n

∫

|x|≤2k+1aγ
u(x) dx

= C
∞∑

k=0

2n2k(n+rβ)
∫

|y|≤aγ
Φ(g(y))

(

1

(2k+1aγ)n

∫

|x|≤2k+1aγ
u(x) dx

)

dy

≤ C

∫

Rn

Φ(g(y))Mu(y) dy
∞∑

k=0

2k(n+rβ)

≤ C

∫

Rn

Φ(g(y))Mu(y) dy,

lo que completa la prueba.

Ahora procederemos a demostrar el Teorema 4.4. Debido a que la prueba de este resultado

es bastante delicada, enunciaremos y demostraremos algunos lemas previos con el objeto de que

resulte lo más clara posible. Asimismo, enunciaremos algunas afirmaciones dentro del cuerpo

de la prueba principal que serán demostradas al final de la misma. Recordemos que Φ(t) =

tr(1 + log+ t)δ, con r ≥ 1 y δ ≥ 0.

Lema 5.4. Dado un número a > 1 definimos, para k ∈ Z, bk = 1/Φ(a−k). Entonces,

ar ≤ bk+1

bk
≤ Φ(a),

para cada k.

Demostración.

bk+1

bk
=

a−rk(1 + log+ a−k)δ

a−r(k+1)(1 + log+ a−(k+1))δ

= ar
(

1 + log+ a−k

1 + log+ a−(k+1)

)δ

=: ar(ϕk(a))
δ.
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Notemos que

ϕk(a) =







1, si k ≥ 0;

1 + log a, si k = −1;

1 + log a
1+log a−(k+1) , si k < −1.

De aqúı podemos deducir que

1 ≤ ϕk(a) ≤ 1 + log+ a.

Elevando cada miembro al exponente δ y multiplicando por ar obtenemos la tesis.

Dado un número a > 1 fijo definimos, para cada k ∈ Z, el conjunto

Ωk = {x ∈ Rn :MDv(x) > ak} ∩ {x ∈ Rn :MΦ,Dg(x) > ak},

donde vr ∈ A1 y g es una función que se define luego en la prueba del Teorema 4.4. Para

cada k, Ωk puede escribirse como la unión disjunta de cubos diádicos {Qkj }j contenidos en la

grilla diádica D. En efecto, por la Proposición 1.63 cada conjunto en la definición de Ωk puede

escribirse de esta manera. Luego,

Ωk =

(
⋃

ℓ

Rkℓ

)

∩
(
⋃

i

Ski

)

=
⋃

ℓ,i

(

Rkℓ ∩ Ski
)

=
⋃

j

Qkj , (5.9)

donde Qkj = Ski si Ski ⊆ Rkℓ y Q
k
j = Rkℓ en otro caso, para cada (ℓ, i) para los cuales la intersección

es no vaćıa. Para estos cubos, tenemos que

ak

[v]A1

≤ 1

[v]A1

ı́nf
Qk

j

MDv ≤ ı́nf
Qk

j

v. (5.10)

Los próximos lemas se relacionan con los cubos diádicos maximales {Qkj }j que descomponen

a Ωk.

Lema 5.5. Sean k ∈ Z, vk(x) = mı́n{vr(x), bk+1} con v ∈ A1 y bk como en el Lema 5.4. Si Qℓj

es un cubo como en (5.9) con ℓ ≥ k, entonces

bk
[v]rA1

≤ 1

|Qℓj |

∫

Qℓ
j

vk(x) dx ≤ bk+1.

Demostración. La segunda desigualdad vale trivialmente por la definición de vk. Para ver que

vale la primera, consideremos los subconjuntos deQℓj definidos por A = {x ∈ Qℓj : vk(x) = vr(x)}
y B = Qℓj\A. Notemos entonces que

1

|Qℓj |

∫

Qℓ
j

vk =
1

|Qℓj |

[∫

A
vr +

∫

B
bk+1

]
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≥ 1

|Qℓj |

[

(́ınf
A
vr)|A|+ bk+1|B|

]

≥ 1

|Qℓj |

[

(́ınf
Qℓ

j

vr)|A|+ bk
bk+1

bk
|B|
]

.

Usando (5.10) y el Lema 5.4 tenemos que

1

|Qℓj |

∫

Qℓ
j

vk ≥
1

|Qℓj |

[(
aℓ

[v]A1

)r

|A|+ bka
r|B|

]

≥ 1

|Qℓj |

[(
ak

[v]A1

)r

|A|+ bk
[v]rA1

ar|B|
]

≥ bk
[v]rA1

[

|A|+ |B|
|Qℓj |

]

=
bk

[v]rA1

,

donde hemos usado que ℓ ≥ k y ark ≥ bk, por la definición de Φ.

Definamos ahora Γ = {(k, j) : |Qkj ∩ {x : v(x) ≤ ak+1}| > 0}. Aśı, si (k, j) ∈ Γ obtenemos

que

ak

[v]A1

≤ 1

[v]A1

ı́nf
Qk

j

MDv ≤ ı́nf
Qk

j

v ≤ 1

|Qkj |

∫

Qk
j

v ≤ [v]A1 ı́nf
Qk

j

v ≤ [v]A1a
k+1. (5.11)

Además, los cubos cuyos ı́ndices pertenecen a Γ poseen la siguiente propiedad que resultará

fundamental en la prueba del Teorema 4.4.

Lema 5.6. Sea Qts un cubo tal que (t, s) ∈ Γ, vr ∈ A1 y E = Qts ∩ {x : MDv(x) > ak}, k ∈ Z.

Entonces, existen constantes positivas C > 0 y η > 1 tales que

vt(E) ≤ Cvt(Q
t
s)a

(t−k)rη.

Demostración. Notar que

E = Qts ∩ {x : (MDv(x))
r > akr} ⊆ Qts ∩ {x : vr(x) > akr/[v]rA1

} =: F.

Usando la Proposición 1.29 para vr ∈ A1 ⊆ A∞, tenemos que existen constantes positivas C y

ε < 1 tales que

|E| ≤ |F | =
∣
∣
∣
∣
∣
Qts ∩

{

x : vr(x) >
akr

[v]rA1

}∣
∣
∣
∣
∣
≤ C|Qts|

[

1

akr|Qts|

∫

Qt
s

vr(x) dx

]1/(1−ε)

. (5.12)

Aśı, para dicho ε, elegimos p > 1/ε y aplicamos la desigualdad de Hölder con exponentes p

y p′. De la definición de vt y de (5.12) obtenemos

∫

E
vt ≤

(∫

E
vpt

)1/p

|E|1/p′
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≤ Cbt+1|Qts|1/p|Qts|1/p
′

[

1

|Qts|akr
∫

Qt
s

vr

]1/(p′(1−ε))

.

Usando (5.11), los Lemas 5.4 y 5.5 y eligiendo η = 1/(p′(1− ε)) tenemos que

∫

E
vt dx ≤ C

bt+1

bt
bt|Qts|a(t−k)rη

≤ CΦ(a)vt(Q
t
s)a

(t−k)rη

= Cvt(Q
t
s)a

(t−k)rη.

Demostración del Teorema 4.4. En virtud del Corolario 1.67, será suficiente probar la desigual-

dad para el operador MΦ,D, para D una grilla diádica cualquiera. Fijemos entonces t > 0, una

grilla diádica D y escribamos g = fv/t. Entonces, bastará probar que

uw ({x ∈ Rn :MΦ,D(g)(x) > v(x)}) ≤ C

∫

Rn

Φ(g(x))u(x) dx.

También podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que g es una función acotada con soporte

compacto. Fijemos un número a > máx{2n, L}, donde L es una cantidad que será elegida en

forma conveniente más adelante. Para cada k ∈ Z consideramos los números ak, bk = 1/Φ(a−k)

y el conjunto

Ωk = {x ∈ Rn :MDv(x) > ak} ∩ {x ∈ Rn :MΦ,Dg(x) > ak},

el cual se puede escribir como unión disjunta de cubos diádicos maximales {Qkj }j (ver (5.9)).
Notar que, si Ak = {x : ak < v(x) ≤ ak+1}, entonces para cada k vale que

Ak ∩ {x :MΦ,Dg(x) > v(x)} ⊆ {x :MDv(x) > ak} ∩ {x : v(x) ≤ ak+1} ∩ {x :MΦ,Dg(x) > ak}
⊆

⋃

j:(k,j)∈Γ

Qkj ,

excepto por un conjunto de medida cero, siendo Γ como en la página 120. También, si x ∈ Ak

entonces bk < w(x) ≤ bk+1. Combinando esto, podemos escribir

uw({x ∈ Rn :MΦ,Dg(x) > v(x)}) =
∑

k∈Z

uw({MΦ,Dg > v} ∩Ak)

≤
∑

k∈Z

bk+1

bk
bku({MΦ,Dg > v} ∩Ak)

≤ Φ(a)
∑

k∈Z

∑

j:(k,j)∈Γ

bku(Q
k
j )

≤ Φ(a)[v]rA1

∑

k∈Z

∑

j:(k,j)∈Γ

u(Qkj )
vk(Q

k
j )

|Qkj |
,
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donde hemos usado los Lemas 5.4 y 5.5.

Fijamos a continuación un entero negativo N y definimos ΓN = {(k, j) ∈ Γ : k ≥ N}. El
objetivo es probar que existe una constante positiva C, independiente de N , para la cual

∑

(k,j)∈ΓN

u(Qkj )
vk(Q

k
j )

|Qkj |
≤ C

∫

Rn

Φ(g(x))u(x) dx.

Si podemos lograr esta estimación, el resultado se sigue haciendo N → −∞.

Para probar dicha desigualdad, sea ∆N = {Qkj : (k, j) ∈ ΓN}. Dados dos cubos en ∆N , o

bien son disjuntos o uno está contenido en el otro. Observar también que, si k > t, Ωk ⊆ Ωt,

con lo cual si existen cubos Qkj , Q
t
s para los cuales Qkj ∩Qts 6= ∅ necesariamente debemos tener

que Qkj ⊆ Qts.

Si η > 1 es la constante que aparece en el Lema 5.6, elegimos 1 < α < η y definimos una

sucesión de conjuntos inductivamente de la siguente manera:

G0 = {(k, j) ∈ ΓN : Qkj es maximal en ∆N},

donde la maximalidad se entiende en el sentido de la inclusión de conjuntos. Una vez definido Gn

y de una forma coloquial, un par (k, j) en ΓN pertenece a Gn+1 si el cubo Q
k
j tiene un “ancestro”

Qts, con (t, s) ∈ Gn, y Q
k
j es el “primer descendiente” en ΓN que satisface µ(Qkj ) > µ(Qts), donde

µ(Qts) es el promedio pesado dado por

µ(Qts) :=
bt
aαrt

1

|Qts|

∫

Qt
s

u(x) dx,

en el sentido de que µ(Qℓi) ≤ µ(Qts) para cada (ℓ, i) ∈ ΓN y Qkj ( Qℓi ⊆ Qts. En resumen,

definimos para n ≥ 0, Gn+1 como el conjunto de pares (k, j) ∈ ΓN tales que existe (t, s) ∈ Gn

con Qkj ( Qts y de modo que valen las desigualdades

1

|Qkj |

∫

Qk
j

u(x) dx > a(k−t)αr
bt
bk

1

|Qts|

∫

Qt
s

u(x) dx (5.13)

y
1

|Qℓi |

∫

Qℓ
i

u(x) dx ≤ a(ℓ−t)αr
bt
bℓ

1

|Qts|

∫

Qt
s

u(x) dx, (5.14)

con (ℓ, i) ∈ ΓN y Qkj ( Qℓi ⊆ Qts.

Observemos que si Gn0 = ∅ para algún n0, entonces Gn = ∅ para todo n ≥ n0. Sea P =
⋃

n≥0Gn. Si (t, s) ∈ P diremos que el cubo Qts es un cubo principal.

Afirmación 1. Existe una constante positiva C tal que

∑

(k,j)∈ΓN

1

|Qkj |
vk(Q

k
j )u(Q

k
j ) ≤ C

∑

(k,j)∈P

1

|Qkj |
vk(Q

k
j )u(Q

k
j ).
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Posponemos la demostración de esta afirmación hasta el final de la prueba de este teorema.

Para cada k ∈ Z fijo, consideremos la colección disjunta de cubos diádicos maximales {Q̃ki }i
dados por la Proposición 1.63, cuya unión es el conjunto {x ∈ Rn :MΦ,Dg(x) > ak}. Entonces,
para cada i se sigue que

ak < ‖g‖Φ,Q̃k
i
, (5.15)

que equivale a

1 <
1

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

Φ

(
g(y)

ak

)

dy. (5.16)

Como Qkj ⊆ {x :MΦ,Dg(x) > ak}, para cada j existe un único i = i(j, k) tal que Qkj ⊆ Q̃ki . Por

la Afirmación 1, el Lema 5.5 y la condición (5.16) tenemos que

∑

(k,j)∈ΓN

1

|Qkj |
vk(Q

k
j )u(Q

k
j ) ≤ C

∑

(k,j)∈P

1

|Qkj |
vk(Q

k
j )u(Q

k
j )

≤ C
∑

(k,j)∈P

bk+1

bk
bk
u(Qkj )

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

Φ

(
g(x)

ak

)

dx.

Dado que Φ es submultiplicativa y por la definición de bk obtenemos que

∑

(k,j)∈ΓN

1

|Qkj |
vk(Q

k
j )u(Q

k
j ) ≤ C

∑

(k,j)∈P

Φ(a)
1

Φ(a−k)
Φ(a−k)

u(Qkj )

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

Φ(g(x)) dx

= C

∫

Rn




∑

(k,j)∈P

1

|Q̃ki |
u(Qkj )XQ̃k

i
(x)



Φ(g(x)) dx

= C

∫

Rn

h(x)Φ(g(x)) dx,

donde h(x) =
∑

(k,j)∈P |Q̃ki |−1u(Qkj )XQ̃k
i
(x).

Para finalizar, solo resta mostrar que existe una constante C > 0 tal que h(x) ≤ Cu(x).

Dado x ∈ Rn, podemos suponer que u(x) < ∞. Para cada k fijo existe a lo sumo un cubo

Q̃ki que verifica x ∈ Q̃ki . Si existe, lo denotamos con Q̃k y definimos entonces los conjuntos

Pk = {(k, j) ∈ P : Qkj ⊆ Q̃k} y G = {k : Pk 6= ∅}. Recordemos que k ≥ N , lo que implica

que G está acotado inferiormente. Sea k0 el mı́nimo de G. Construiremos una sucesión en G de

la siguiente manera: elegido km, para m ≥ 0, seleccionamos km+1 el entero más chico en G y

mayor que km que satisface

1

|Q̃km+1 |

∫

Q̃km+1

u(y) dy >
2

|Q̃km |

∫

Q̃km

u(y) dy. (5.17)

Es claro que, si km ≤ ℓ < km+1, entonces

1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy ≤ 2

|Q̃km |

∫

Q̃km

u(y) dy. (5.18)
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La sucesión {km}m≥0 aśı construida tiene solo una cantidad finita de términos. En efecto,

si no fuera el caso, aplicando la condición (5.17) repetidamente, obtendŕıamos que

[u]A1u(x) ≥
1

|Q̃km |

∫

Q̃km

u(y) dy > 2m
1

|Q̃k0 |

∫

Q̃k0

u(y) dy

para cada m > 0, y tomando ĺımite para m→ ∞ llegaŕıamos a una contradicción. Por lo tanto,

{km} = {km}m0
m=0.

Utilizando este hecho y denotando Fm = {ℓ ∈ G : km ≤ ℓ < km+1} podemos escribir

h(x) =
∑

(k,j)∈P

1

|Q̃ki |
u(Qkj )XQ̃k

i
(x)

=
∑

(k,j)∈P

u(Qkj )

u(Q̃k)

(
1

|Q̃k|

∫

Q̃k

u(y) dy

)

=

m0∑

m=0

∑

ℓ∈Fm

(
1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy

)
∑

j:(ℓ,j)∈Pℓ

u(Qℓj)

u(Q̃ℓ)

≤ 2

m0∑

m=0

(
1

|Q̃km |

∫

Q̃km

u(y) dy

)
∑

ℓ∈Fm

∑

j:(ℓ,j)∈Pℓ

u(Qℓj)

u(Q̃ℓ)
,

donde en la última desigualdad hemos usado la condición (5.18).

Afirmación 2. Existe una constante positiva C tal que

∑

ℓ∈Fm

∑

j:(ℓ,j)∈Pℓ

u(Qℓj)

u(Q̃ℓ)
≤ C.

Si esta afirmación vale, habremos terminado. En efecto, si denotamos Cm = |Q̃km |−1
∫

Q̃km u

y usamos la estimación de arriba obtenemos que

h(x) ≤ C

m0∑

m=0

Cm ≤ C

m0∑

m=0

Cm02
m−m0

= CCm02
−m0

m0∑

m=0

2m = CCm02
−m0(2m0+1 − 1)

≤ CCm0 ≤ C[u]A1u(x).

Para completar la prueba, demostraremos a continuación las Afirmaciones 1 y 2.

Demostración de la Afirmación 1. Fijemos (t, s) ∈ P y definamos

I(t, s) = {(k, j) ∈ ΓN : Qkj ⊆ Qts y Q
t
s es el cubo principal más chico que contiene a Qkj }.

En particular, cada Qkj con (k, j) ∈ I(t, s) no es principal, a menos que (k, j) = (t, s). Usando

la condición (5.14) podemos escribir

∑

(k,j)∈I(t,s)

vk(Q
k
j )

|Qkj |
u(Qkj ) ≤

∑

(k,j)∈I(t,s)

a(k−t)αr
bt
bk

u(Qts)

|Qts|
vk(Q

k
j )

vt(Qkj )
vt(Q

k
j ).
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Además, en virtud del Lema 5.5 con k > t tenemos que

vk(Q
k
j )

vt(Qkj )
≤ [v]rA1

bk+1

bt
≤ [v]rA1

Φ(a)
bk
bt
,

con lo cual

∑

(k,j)∈I(t,s)

vk(Q
k
j )

|Qkj |
u(Qkj ) ≤ Φ(a)[v]rA1

u(Qts)

|Qts|
∑

(k,j)∈I(t,s)

a(k−t)αr
bt
bk

bk
bt
vt(Q

k
j )

≤ Φ(a)[v]rA1

u(Qts)

|Qts|
∑

(k,j)∈I(t,s)

a(k−t)αrvt(Q
t
s ∩ {x :MDv(x) > ak}).

Usando el Lema 5.6, obtenemos que

∑

(k,j)∈I(t,s)

vk(Q
k
j )

|Qkj |
u(Qkj ) ≤ CΦ(a)[v]rA1

u(Qts)

|Qts|
∑

(k,j)∈I(t,s)

a(k−t)αrvt(Q
t
s)a

(t−k)rη

≤ CΦ(a)[v]rA1

u(Qts)

|Qts|
vt(Q

t
s)
∑

k≥t

a(t−k)r(η−α)

≤ CΦ(a)[v]rA1

u(Qts)

|Qts|
vt(Q

t
s),

ya que η − α > 0 y a > 2n > 1. En definitiva, hemos concluido que

∑

(k,j)∈I(t,s)

vk(Q
k
j )

|Qkj |
u(Qkj ) ≤ CΦ(a)[v]rA1

u(Qts)

|Qts|
vt(Q

t
s),

y al sumar sobre todos los (t, s) ∈ P tenemos que

∑

(k,j)∈ΓN

vk(Q
k
j )

|Qkj |
u(Qkj ) ≤

∑

(t,s)∈P

∑

(k,j)∈I(t,s)

vk(Q
k
j )

|Qkj |
u(Qkj ) ≤ C

∑

(t,s)∈P

vk(Q
t
s)

|Qts|
u(Qts),

ya que
⋃

(t,s)∈P I(t, s) = ΓN .

Demostración de la Afirmación 2. Supongamos, por el momento, que existe un número positivo

γ tal que, si (ℓ, j) ∈ Pℓ y km ≤ ℓ < km+1, entonces

1

|Qℓj |

∫

Qℓ
j

u(y) dy >
a(ℓ−km)γ

2[u]A1

1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy. (5.19)

Con esto, si y ∈ Qℓj ,

u(y)[u]A1 ≥ 1

|Qℓj |

∫

Qℓ
j

u(z) dz

>
a(ℓ−km)γ

2[u]A1

1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy
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y en consecuencia,

u(y) >
a(ℓ−km)γ

2[u]2A1

u(Q̃ℓ)

|Q̃ℓ|
=: λ,

lo que implica que
⋃

j:(ℓ,j)∈Pℓ

Qℓj ⊆ {x ∈ Q̃ℓ : u(x) > λ}.

Dado que u ∈ A1 ⊆ A∞, existen constantes positivas C y ν que verifican u(E)
u(Q) ≤ C

(
|E|
|Q|

)ν
, para

todo E ⊆ Q medible. Por la desigualdad de Tchebychev y la definición de λ tenemos que

∑

j:(ℓ,j)∈Pℓ

u(Qℓj) = u




⋃

j:(ℓ,j)∈Pℓ

Qℓj





≤ u({x ∈ Q̃ℓ : u(x) > λ})

≤ Cu(Q̃ℓ)

(

|{x ∈ Q̃ℓ : u(x) > λ}|
|Q̃ℓ|

)ν

≤ Cu(Q̃ℓ)

(
1

λ|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy

)ν

= Cu(Q̃ℓ)a(km−ℓ)γν ,

y finalmente

∑

ℓ∈Fm

∑

j:(ℓ,j)∈Pℓ

u(Qℓj)

u(Q̃ℓ)
≤ C

∑

ℓ∈Fm

a(km−ℓ)γν

≤ C
∑

ℓ≥km

a(km−ℓ)γν = C,

dado que a > 1. Esto da la prueba de la afirmación.

Probaremos ahora que vale (5.19). Seleccionamos (ℓ, j) ∈ Pℓ con km ≤ ℓ < km+1. Como

Ωℓ ⊆ Ωkm , por maximalidad existe un único s tal queQℓj ⊆ Qkms . Queremos ver que (km, s) ∈ ΓN .

Si (km, s) ∈ P no hay nada que probar, ya que P ⊆ ΓN . Entonces, supongamos que (km, s) 6∈ P .

Por las definiciones de G y Pkm , Q̃
km contiene un cubo Qkmp con (km, p) ∈ P . Veremos, como

primer paso, que Qkms ( Q̃km . En efecto, existe un único i(s) tal que Qℓj ⊆ Qkms ⊆ Q̃kmi(s). Además,

{

x :MΦ,Dg(x) > aℓ
}

⊆
{

x :MΦ,Dg(x) > akm
}

=
⋃

i

Q̃kmi ,

con lo que existe un único i0 que verifica Qℓj ⊆ Q̃ℓ ⊆ Q̃kmi0 . Por otro lado, tenemos que x ∈ Q̃km

y x ∈ Q̃kmi0 con lo cual debe ocurrir que

Q̃kmi(s) = Q̃kmi0 = Q̃km ,

que implica directamente que Qkms ⊆ Q̃km . De hecho, esta contención es estricta debido a que

tanto Qkms como Qkmp están contenidos en Q̃km , y s 6= p.
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Recordemos que Q̃km es un cubo maximal del conjunto {x : MΦ,Dg(x) > akm} y que Qkms

es maximal en

Ωkm = {x ∈ Rn :MDv(x) > akm} ∩ {x ∈ Rn :MΦ,Dg(x) > akm}.

Debido a que Qkms ( Q̃km concluimos que Qkms es un cubo diádico maximal del conjunto

{x :MDv(x) > akm}. Aśı,
1

|Qkms |

∫

Qkm
s

v(y) dy ≤ 2nakm ≤ akm+1, (5.20)

y esto nos dice que |Qkms ∩ {x : v(x) ≤ akm+1}| > 0. En efecto, si no fuera el caso, denotando

con E = Qkms ∩ {x : v(x) > akm+1} tendŕıamos que

1

|Qkms |

∫

Qkm
s

v(y) dy =
1

|E|

∫

Qkm
s

v(y) dy >
1

|E|

∫

E
v(y) dy > akm+1,

lo que contradice a (5.20). Entonces (km, s) ∈ ΓN y por lo tanto Qkms está contenido en, al

menos, un cubo principal. Sea Qkσ el cubo principal más chico que contiene a Qkms . Usando las

condiciones (5.13) y (5.14) podemos escribir

1

|Qℓj |

∫

Qℓ
j

u(y) dy > a(ℓ−k)αr
bk
bℓ

1

|Qkσ|

∫

Qk
σ

u(y) dy ≥ a(ℓ−km)αr bkm
bℓ

1

|Qkms |

∫

Qkm
s

u(y) dy.

Por otro lado, de (5.18) tenemos que

1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy ≤ 2

|Q̃km |

∫

Q̃km

u(y) dy ≤ 2[u]A1 ı́nf
Q̃km

u ≤ 2[u]A1

1

|Qkms |

∫

Qkm
s

u(y) dy.

Con estas dos desigualdades obtenemos la siguiente estimación:

1

|Qℓj |

∫

Qℓ
j

u(y) dy > a(ℓ−km)αr bkm
bℓ

1

|Qkms |

∫

Qkm
s

u(y) dy

>
1

2[u]A1

a(ℓ−km)αr

(Φ(a))ℓ−km
1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy,

donde hemos usado el Lema 5.4. Supongamos primero que δ > 0. En este caso aplicamos

la Proposición 1.18, parte (e) con 0 < ε < r(α − 1). Entonces, para t ≥ 1, tenemos que

Φ(t) ≤ C0t
r+ε, con C0 = máx{1, (δ/ε)δ}. Aśı,

1

|Qℓj |

∫

Qℓ
j

u(y) dy >
1

2[u]A1

a(ℓ−km)(αr−r−ε)

Cℓ−km0

1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy.

Recordemos que a > máx{2n, L}. Elegiremos L de manera que

aαr−r−ε > C0.

Si C0 = 1 esta condición se cumple trivialmente dado que αr−r−ε > 0. Si no, basta con tomar

L = (δ/ε)δ/(r(α−1)−ε). Entonces, eligiendo γ = loga(C
−1
0 aαr−r−ε) obtenemos (5.19).

Si δ = 0, entonces Φ(t) = tr y a(ℓ−km)αr/a(ℓ−km)r = a(ℓ−km)(α−1)r. En este caso podemos

tomar γ = (α− 1)r.
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Antes de dar la prueba del Teorema 4.5, enunciaremos y demostraremos el siguiente lema

técnico.

Lema 5.7. Sea f la función definida en [0,∞) por

f(x) =

{ (
1 + 1

x

) x
1+x , si x > 0;

1, si x = 0.

Entonces 1 ≤ f(x) ≤ e1/e, para cada x ≥ 0.

Demostración. Observemos que

f ′(x) = f(x)
1

(1 + x)2

(

log

(

1 +
1

x

)

− 1

)

si x > 0.

Es fácil ver que f tiene un máximo relativo en x = 1/(e− 1) cuyo valor es f(1/(e− 1)) = e1/e.

Por otro lado,

ĺım
x→0+

f(x) = ĺım
x→∞

f(x) = 1,

que directamente implica la tesis.

Demostración del Teorema 4.5. La prueba de este resultado seguirá ideas similares a la del

Teorema 4.4, con algunos cambios importantes. Utilizaremos, en general, la misma notación

que en esta prueba. Fijemos t > 0, una grilla diádica D y denotemos g = fv/t. Será suficiente

demostrar que

uvr ({x ∈ Rn :MΦ,D(g)(x) > v(x)}) ≤ C

∫

Rn

Φ

(
f

t

)

uvr.

Fijemos un número a > 2n y, para cada entero k, definimos el conjunto

Ωk = {x ∈ Rn :MDv(x) > ak} ∩ {x ∈ Rn :MΦ,Dg(x) > ak},

que puede ser escrito como unión disjunta de cubos diádicos {Qkj }j , en virtud de la Proposi-

ción 1.63.

Como antes, consideramos el conjunto Γ = {(k, j) : |Qkj ∩ {x : v(x) ≤ ak+1}| > 0}. Como

v ∈ A1, si (k, j) ∈ Γ entonces tenemos que

ak

[v]A1

≤ 1

[v]A1

ı́nf
Qk

j

MDv ≤ ı́nf
Qk

j

v ≤ 1

|Qkj |

∫

Qk
j

v ≤ [v]A1 ı́nf
Qk

j

v ≤ [v]A1a
k+1. (5.21)

Como vr ∈ A1, también tenemos que

1

|Qkj |

∫

Qk
j

v ≤
(

1

|Qkj |

∫

Qk
j

vr

)1/r

≤ [vr]
1/r
A1

1

|Qkj |

∫

Qk
j

v.
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Combinando esta estimación con (5.21) obtenemos que

akr

[v]rA1

≤ 1

|Qkj |

∫

Qk
j

vr ≤ [vr]A1 [v]
r
A1
arakr. (5.22)

A continuación, observar que si Ak =
{
x : ak < v(x) ≤ ak+1

}
, para cada entero k tendremos

que

Ak ∩ {MΦ,Dg > v} ⊆
{

MDv > ak
}

∩
{

v ≤ ak+1
}

∩
{

MΦ,Dg > ak
}

⊆
⋃

j:(k,j)∈Γ

Qkj ,

excepto por un conjunto de medida nula. De esta manera,

uvr({x ∈ Rn :MΦ,Dg > v}) =
∑

k∈Z

uvr({MΦ,Dg > v} ∩Ak)

≤ ar
∑

k∈Z

akru({MΦ,Dg > v} ∩Ak)

≤ ar
∑

k∈Z

∑

j:(k,j)∈Γ

akru(Qkj )

≤ ar[v]rA1

∑

k∈Z

∑

j:(k,j)∈Γ

u(Qkj )
vr(Qkj )

|Qkj |
,

donde hemos utilizado (5.22).

Fijemos ahora un entero negativo N y definamos ΓN = {(k, j) ∈ Γ : k ≥ N}. Veremos que

existe una constante positiva C, independiente de N , para la cual

∑

k≥N

∑

j:(k,j)∈ΓN

u(Qkj )
vr(Qkj )

|Qkj |
≤ C

∫

Rn

Φ

(
f

t

)

uvr.

Si logramos probar esta estimación, el resultado se sigue directamente al hacer N → −∞.

Sea ∆N = {Qkj : (k, j) ∈ ΓN}. Dados dos cubos en ∆N , o bien son disjuntos, o uno está

contenido en el otro. Notar además que, si k > t, Ωk ⊆ Ωt. Aśı, si los cubos Q
k
j y Qts verifican

Qkj ∩Qts 6= ∅, entonces necesariamente debemos tener Qkj ⊆ Qts.

Como vr ∈ A1 ⊆ A∞, existen constantes positivas C y η tales que, para cada cubo Q ⊆ Rn

y cada subconjunto medible E de Q,

vr(E)

vr(Q)
≤ C

( |E|
|Q|

)η

.

Sea 0 < β < η y definamos la siguiente sucesión de conjuntos de manera inductiva:

G0 = {(k, j) ∈ ΓN : Qkj es maximal en ∆N},
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y a partir de Gn, definimos Gn+1 como el conjunto de pares (k, j) ∈ ΓN que cumplen que existe

un par (t, s) ∈ Gn con Qkj ( Qts y de modo que las desigualdades

1

|Qkj |

∫

Qk
j

u(x) dx > a(k−t)β
1

|Qts|

∫

Qt
s

u(x) dx, (5.23)

y
1

|Qℓi |

∫

Qℓ
i

u(x) dx ≤ a(ℓ−t)β
1

|Qts|

∫

Qt
s

u(x) dx (5.24)

se verifican con (ℓ, i) ∈ ΓN y Qkj ( Qℓi ⊆ Qts.

Sea P =
⋃

n≥0Gn, el conjunto de ı́ndices correspondiente a los cubos principales.

A continuación enunciaremos algunas afirmaciones claves para este resultado. La prueba de

las mismas se pospondrá para el final de esta demostración.

Afirmación 3. Existe una constante positiva C tal que

∑

(k,j)∈ΓN

vr(Qkj )

|Qkj |
u(Qkj ) ≤ C

∑

(k,j)∈P

vr(Qkj )

|Qkj |
u(Qkj ).

Para cada k ∈ Z fijo consideraremos la familia {Q̃ki }i de cubos diádicos maximales dada por

la Proposición 1.63, que descomponen al conjunto {x ∈ Rn : MΦ,Dg(x) > ak}. Entonces, para
cada i, se sigue que

ak < ‖g‖Φ,Q̃k
i

o, equivalentemente, 1 <
∥
∥
∥
g

ak

∥
∥
∥
Φ,Q̃k

i

. (5.25)

Afirmación 4. Existe una constante positiva C que cumple que

akr ≤ C
1

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

Φ

(
f

t

)

vr(x) dx, (5.26)

para cada cubo Q̃ki .

Supongamos entonces que las afirmaciones son ciertas. Dado que Qkj ⊆ {x :MΦ,Dg(x) > ak},
para cada j existe un único i = i(j, k) para el cual Qkj ⊆ Q̃ki . Aplicando las Afirmaciones 3 y 4

tenemos que

∑

(k,j)∈ΓN

1

|Qkj |
vr(Qkj )u(Q

k
j ) ≤ C

∑

(k,j)∈P

1

|Qkj |
vr(Qkj )u(Q

k
j )

≤ C
∑

(k,j)∈P

akru(Qkj )

≤ C
∑

(k,j)∈P

u(Qkj )

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

Φ

(
f(x)

t

)

vr(x) dx

= C

∫

Rn

Φ

(
f(x)

t

)

vr(x)




∑

(k,j)∈P

1

|Q̃ki |
u(Qkj )XQ̃k

i
(x)



 dx
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= C

∫

Rn

Φ

(
f(x)

t

)

h(x)vr(x) dx,

donde h(x) =
∑

(k,j)∈P |Q̃ki |−1u(Qkj )XQ̃k
i
(x).

Para finalizar, solo resta mostrar que existe una constante positiva C tal que h(x) ≤ Cu(x).

La prueba de esta desigualdad es similar a la que aparece en [41]. La incluimos para mayor

claridad.

En efecto, dado x ∈ Rn, podemos suponer que u(x) <∞. Para cada entero fijo k existe, a lo

sumo, un Q̃ki que satisface x ∈ Q̃ki . Si este cubo existe, lo denotamos por Q̃k y además definimos

los conjuntos Pk = {(k, j) ∈ P : Qkj ⊆ Q̃k} y G = {k : Pk 6= ∅}. Recordemos que k ≥ N , por lo

que G está acotado inferiormente. Sea k0 el mı́nimo de G. Construiremos una sucesión en G de

la siguiente manera: elegido km, para m ≥ 0, seleccionamos km+1 como el entero más chico en

G y mayor que km que verifique

1

|Q̃km+1 |

∫

Q̃km+1

u(y) dy >
2

|Q̃km |

∫

Q̃km

u(y) dy. (5.27)

Es claro que, si ℓ ∈ G y km ≤ ℓ < km+1, entonces

1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy ≤ 2

|Q̃km |

∫

Q̃km

u(y) dy. (5.28)

La sucesión {km}m≥0 aśı construida tiene un número finito de términos, que denotaremos con

m0. En efecto, si este no fuera el caso, aplicando la condición (5.27) repetidamente, tendŕıamos

que

[u]A1u(x) ≥
1

|Q̃km |

∫

Q̃km

u(y) dy > 2m
1

|Q̃k0 |

∫

Q̃k0

u(y) dy

para cada m ∈ N, y haciendo m→ ∞ llegaŕıamos a una contradicción.

Si denotamos con Fm = {ℓ ∈ G : km ≤ ℓ < km+1} podemos escribir

h(x) =
∑

(k,j)∈P

1

|Q̃ki |
u(Qkj )XQ̃k

i
(x)

=
∑

(k,j)∈P

u(Qkj )

u(Q̃k)

(
1

|Q̃k|

∫

Q̃k

u(y) dy

)

=

m0∑

m=0

∑

ℓ∈Fm

(
1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy

)
∑

j:(ℓ,j)∈Pℓ

u(Qℓj)

u(Q̃ℓ)

≤ 2

m0∑

m=0

(
1

|Q̃km |

∫

Q̃km

u(y) dy

)
∑

ℓ∈Fm

∑

j:(ℓ,j)∈Pℓ

u(Qℓj)

u(Q̃ℓ)
,

donde en la última desigualdad hemos utilizado (5.28).

Afirmación 5. Existe una constante positiva C que satisface

∑

ℓ∈Fm

∑

j:(ℓ,j)∈Pℓ

u(Qℓj)

u(Q̃ℓ)
≤ C.
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Si esta afirmación vale, habremos terminado. En efecto, denotando con Cm = |Q̃km |−1
∫

Q̃km u,

y utilizando la estimación de arriba junto con (5.27) tenemos que

h(x) ≤ C

m0∑

m=0

Cm ≤ C

m0∑

m=0

Cm02
m−m0

= CCm02
−m0

m0∑

m=0

2m = CCm02
−m0(2m0+1 − 1)

≤ CCm0 ≤ C[u]A1u(x).

Para completar la prueba, probaremos entonces las tres afirmaciones.

Demostración de la Afirmación 3. Fijemos (t, s) ∈ P y definamos el conjunto de ı́ndices

I(t, s) =
{

(k, j) ∈ ΓN : Qkj ⊆ Qts y Q
t
s es el cubo principal más chico que contiene a Qkj

}

.

Particularmente, cada Qkj con (k, j) ∈ I(t, s) no es principal, salvo que (k, j) = (t, s). Utilizando

la condición (5.24) podemos estimar

∑

(k,j)∈I(t,s)

vr(Qkj )

|Qkj |
u(Qkj ) ≤

∑

(k,j)∈I(t,s)

a(k−t)β
u(Qts)

|Qts|
vr(Qkj )

≤ C
u(Qts)

|Qts|
∑

(k,j)∈I(t,s)

a(k−t)βvr(Qkj )

≤ C
u(Qts)

|Qts|
∑

(k,j)∈I(t,s)

a(k−t)βvr(Qts ∩ {x :MDv(x) > ak}).

Por otra parte, usando la condición A∞ de vr, la desigualdad de Tchebychev y (5.21) obtenemos

que

vr(Qts ∩ {x :MDv(x) > ak}) ≤ vr(Qts ∩ {x : [v]A1v(x) > ak})
vr(Qts)

vr(Qts)

≤ [vr]A∞

( |Qts ∩ {x : [v]A1v(x) > ak}|
|Qts|

)η

vr(Qts)

≤ [vr]A∞

(

[v]A1

|Qts|ak
∫

Qt
s

v(x) dx

)η

vr(Qts)

≤ [vr]A∞(a[v]2A1
)ηa(t−k)ηvr(Qts).

Combinar estas dos desigualdades nos conduce a

∑

(k,j)∈I(t,s)

vr(Qkj )

|Qkj |
u(Qkj ) ≤ C

u(Qts)

|Qts|
∑

(k,j)∈I(t,s)

a(k−t)βa(t−k)ηvr(Qts)

= C
u(Qts)

|Qts|
vr(Qts)

∑

k≥t

a(t−k)(η−β)
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≤ C
u(Qts)

|Qts|
vr(Qts),

ya que η − β > 0 y a > 2n > 1. Hemos obtenido entonces que

∑

(k,j)∈I(t,s)

vr(Qkj )

|Qkj |
u(Qkj ) ≤ C

u(Qts)

|Qts|
vr(Qts),

y si sumamos sobre todos los pares (t, s) ∈ P se sigue que

∑

(k,j)∈ΓN

vr(Qkj )

|Qkj |
u(Qkj ) ≤

∑

(t,s)∈P

∑

(k,j)∈I(t,s)

vr(Qkj )

|Qkj |
u(Qkj ) ≤ C

∑

(t,s)∈P

vr(Qts)

|Qts|
u(Qts),

dado que
⋃

(t,s)∈P I(t, s) = ΓN .

Demostración de la Afirmación 4. Fijemos uno de los cubos Q̃ki , y consideremos los conjuntos

definidos por A = {x ∈ Q̃ki : v(x) ≤ t0a
k}, donde t0 está dado en (4.2) y B = Q̃ki \A. Entonces,

1 <
∥
∥
∥
g

ak

∥
∥
∥
Φ,Q̃k

i

≤
∥
∥
∥
g

ak
XA
∥
∥
∥
Φ,Q̃k

i

+
∥
∥
∥
g

ak
XB
∥
∥
∥
Φ,Q̃k

i

= I + II.

De aqúı podemos deducir que, o bien I > 1/2 o II > 1/2. Si se da el primer caso, por la

submultiplicatividad y el tipo inferior r de Φ, tenemos que

1 <
1

|Q̃ki |

∫

A
Φ

(
2f(x)v(x)

tak

)

dx

≤ Φ(2t0)
1

|Q̃ki |

∫

A
Φ

(
f(x)

t

)

Φ

(
v(x)

t0ak

)

dx

≤ CrΦ(2t0)
1

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

Φ

(
f(x)

t

)
vr(x)

tr0a
kr
dx

≤ C

akr
1

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

Φ

(
f(x)

t

)

vr(x) dx,

lo que significa que

akr < C
1

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

Φ

(
f(x)

t

)

vr(x) dx.

Para el segundo caso, si escribimos Ji,k = {ℓ : Qkℓ ⊆ Q̃ki }, entonces B ⊆ ⋃

ℓ∈Ji,k
Qkℓ . En

efecto, B = Q̃ki ∩ {v > t0a
k} ⊆ Q̃ki ∩ {MDv > ak}, y esto implica que

B ⊆ Q̃ki ∩ {x :MDv(x) > ak} ∩ {x :MΦ,Dg(x) > ak} = Q̃ki ∩ Ωk.

En consecuencia,

B ⊆ Q̃ki ∩




⋃

ℓ∈Ji,k

Qkℓ



 =
⋃

ℓ∈Ji,k

(

Q̃ki ∩Qkℓ
)

=
⋃

ℓ∈Ji,k

Qkℓ . (5.29)
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Luego, como Φ ∈ Fr, entonces

1 <
1

|Q̃ki |

∫

B
Φ

(
2f(x)v(x)

tak

)

dx

≤ Φ(2)
1

|Q̃ki |

∫

B
Φ

(
f(x)

t

)

Φ

(
v(x)

ak

)(
v(x)

ak

)−r vr(x)

akr
XQ̃k

i ∩B
(x) dx

≤ C

|Q̃ki |

∫

B
Φ

(
f(x)

t

)
vr(x)

akr

(

log

(
v(x)

ak

))δ

XQ̃k
i ∩B

(x) dx,

y usando (5.29) podemos escribir

akr < C
1

|Q̃ki |

∫

B
Φ

(
f(x)

t

)

vr(x)

(

log

(
v(x)

ak

))δ

XQ̃k
i ∩B

(x) dx

≤ C

|Q̃ki |
∑

ℓ∈Ji,k

∫

Qk
ℓ

Φ

(
f(x)

t

)

wk(x)v
r(x) dx,

donde wk(x) =
(

log
(
v(x)
ak

))δ
XQk

ℓ∩B
(x).

Notemos que, como vr ∈ A1, existe un exponente s > 1 tal que vr ∈ RHs. Sean

δ0 = máx{δ, 1} y ε0 = mı́n{1/(s′[v]1/s
′

A1
a1/s

′
[vr]RHsδ0 − 1), 1}.

Fijados 0 < ε ≤ ε0 y γ = 1 + ε, tenemos que γ′ = 1 + 1/ε. Aśı, aplicando la desigualdad de

Hölder con exponentes γ y γ′, con respecto a la medida dµ(x) = vr(x) dx, obtenemos que

akr <
C

|Q̃ki |
∑

ℓ∈Ji,k

vr(Qkℓ )

(

1

vr(Qkℓ )

∫

Qk
ℓ

[

Φ

(
f

t

)]γ

vr

)1/γ (

1

vr(Qkℓ )

∫

Qk
ℓ

wγ
′

k v
r

)1/γ′

. (5.30)

A continuación probaremos que el segundo promedio está acotado por una constante K,

independiente de ε. En efecto, usando (5.21), que log(t) ≤ ξ−1tξ, para cada t, ξ > 0 y la

desigualdad de Hölder con exponentes s y s′, podemos estimar

(

1

vr(Qkℓ )

∫

Qk
ℓ

wγ
′

k (x)vr(x) dx

)1/γ′

=

(

1

vr(Qkℓ )

∫

Qk
ℓ∩B

log

(
v(x)

ak

)δγ′

vr(x) dx

)1/γ′

≤
(

1

vr(Qkℓ )

∫

Qk
ℓ∩B

δs′γ′
(
v(x)

ak

)1/s′

vr(x) dx

)1/γ′

≤



δs′γ′
|Qkℓ |
vr(Qkℓ )

(

1

|Qkℓ |

∫

Qk
ℓ

v

ak

)1/s′ (

1

|Qkℓ |

∫

Qk
ℓ

vrs

)1/s




1/γ′

≤
(

[v]
1/s′

A1
a1/s

′
[vr]RHsδ0γ

′s′
)1/γ′

≤ (γ′γ′)1/γ
′

≤ e2/e,
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donde hemos utilizado la definición de ε y el Lema 5.7. Aśı, podemos elegir K = e2/e. De esta

manera, hemos probado que

akr <
C

|Q̃ki |
∑

ℓ∈Ji,k

vr(Qkℓ )

(

1

vr(Qkℓ )

∫

Qk
ℓ

[

Φ

(
f

t

)]γ

vr

)1/γ

, (5.31)

y observemos que, si Ψ(t) = tγ , la expresión entre paréntesis es ‖Φ(f/t)‖Ψ,vr,Qk
ℓ
. Usando la

Proposición 1.52 tenemos que

‖Φ(f/t)‖Ψ,vr,Qk
ℓ
≤ τ +

τ1−γ

vr(Qkℓ )

∫

Qk
ℓ

[

Φ

(
f

t

)]γ

vr, (5.32)

para cada τ > 0. Combinando las estimaciones dadas por (5.31) y (5.32) tenemos

akr < C
∑

ℓ∈Ji,k

(

τ
vr(Qkℓ )

|Q̃ki |
+
τ1−γ

|Q̃ki |

∫

Qk
ℓ

[

Φ

(
f

t

)]γ

vr

)

.

Como los cubos en Ji,k son diádicos y además

⋃

ℓ∈Ji,k

Qkℓ ⊆ Q̃ki ,

podemos concluir que

akr < Cτ
vr(Q̃ki )

|Q̃ki |
+
Cτ1−γ

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

[

Φ

(
f

t

)]γ

vr. (5.33)

Observar que
1

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

vr(x) dx ≤ (1 + ar[v]rA1
[vr]A1)a

kr. (5.34)

En efecto, observar primero que

{x ∈ Q̃ki : v(x) > ak} ⊆
⋃

ℓ∈Ji,k

Qkℓ ,

y entonces

1

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

vr(x) dx =
1

|Q̃ki |

[
∫

Q̃k
i ∩{v≤a

k}
vr(x) dx+

∫

Q̃k
i ∩{v>a

k}
vr(x) dx

]

≤ akr +
∑

j∈Ji,k

|Qkℓ |
|Q̃ki |

1

|Qkℓ |

∫

Qk
ℓ

vr(x) dx

≤ akr + [v]rA1
[vr]A1a

rakr

≤ (1 + [v]rA1
[vr]A1a

r)akr,

en virtud de (5.22).
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Aśı, escogemos τ tal que Cτ(1 + [v]rA1
[vr]A1a

r) = 1/2. Observar que τ < 1. Usando la

definición de γ y (5.33) tenemos que

akr < 2C

(

1

2C(1 + [v]rA1
[vr]A1a

r)

)1−γ
1

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

[

Φ

(
f(x)

t

)]γ

vr(x) dx

≤ C
1

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

[

Φ

(
f(x)

t

)]γ

vr(x) dx,

para cada 0 < ε ≤ ε0. Luego, haciendo ε→ 0 y usando el teorema de la convergencia dominada

obtenemos que

akr < (4C)2(1 + [v]rA1
[vr]A1a

r)
1

|Q̃ki |

∫

Q̃k
i

Φ

(
f(x)

t

)

vr(x) dx,

lo que completa la prueba de la afirmación.

Demostración de la Afirmación 5. Supongamos primero que, si (ℓ, j) ∈ Pℓ y km ≤ ℓ < km+1,

entonces
1

|Qℓj |

∫

Qℓ
j

u(y) dy >
a(ℓ−km)β

2[u]A1

1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy. (5.35)

Con esto, si y ∈ Qℓj ,

u(y)[u]A1 ≥ 1

|Qℓj |

∫

Qℓ
j

u(z) dz >
a(ℓ−km)β

2[u]A1

1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy

y en consecuencia

u(y) >
a(ℓ−km)β

2[u]2A1

u(Q̃ℓ)

|Q̃ℓ|
=: λ.

Esto implica que
⋃

j:(ℓ,j)∈Pℓ

Qℓj ⊆ {x ∈ Q̃ℓ : u(x) > λ}.

Como u ∈ A1 ⊆ A∞, existen constantes positivas C y ν para las cuales vale la desigualdad
u(E)
u(Q) ≤ C

(
|E|
|Q|

)ν
, para cada conjunto medible E ⊆ Q. Entonces, utilizando la desigualdad de

Tchebychev y la definición de λ, tenemos que

∑

j:(ℓ,j)∈Pℓ

u(Qℓj) = u




⋃

j:(ℓ,j)∈Pℓ

Qℓj





≤ u({x ∈ Q̃ℓ : u(x) > λ})

≤ Cu(Q̃ℓ)

(

|{x ∈ Q̃ℓ : u(x) > λ}|
|Q̃ℓ|

)ν

≤ Cu(Q̃ℓ)

(
1

λ|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy

)ν
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= Cu(Q̃ℓ)a(km−ℓ)βν .

Finalmente,

∑

ℓ∈Fm

∑

j:(ℓ,j)∈Pℓ

u(Qℓj)

u(Q̃ℓ)
≤ C

∑

ℓ∈Fm

a(km−ℓ)βν

≤ C
∑

ℓ≥km

a(km−ℓ)βν = C,

dado que a > 1.

Para terminar la prueba de la afirmación, veamos que vale la desigualdad (5.35). Tomemos

(ℓ, j) ∈ Pℓ con km ≤ ℓ < km+1. Como Ωℓ ⊆ Ωkm , por maximalidad, existe un único s que

satisface Qℓj ⊆ Qkms . Probaremos que (km, s) ∈ ΓN . Si (km, s) ∈ P no hay nada que probar, pues

P ⊆ ΓN . Supongamos entonces que (km, s) 6∈ P . De la definición de G y Pkm , Q̃
km contiene un

cubo Qkmp con (km, p) ∈ P . Veremos primero que Qkms ( Q̃km . En efecto, existe un único i(s)

para el cual Qℓj ⊆ Qkms ⊆ Q̃kmi(s). Además,

{

x :MΦ,Dg(x) > aℓ
}

⊆
{

x :MΦ,Dg(x) > akm
}

=
⋃

i

Q̃kmi ,

y esto implica que existe también un único i0 tal que Qℓj ⊆ Q̃ℓ ⊆ Q̃kmi0 . Por otro lado, de la

definición de Q̃k, x ∈ Q̃km y x ∈ Q̃kmi0 . Esto nos lleva a concluir que

Q̃kmi(s) = Q̃kmi0 = Q̃km ,

lo que directamente implica que Qkms ⊆ Q̃km . De hecho, la contención es estricta porque tanto

Qkms como Qkmp están contenidos en Q̃km , y s 6= p.

Observar que Q̃km es un cubo maximal del conjunto {x : MΦ,Dg(x) > akm} y Qkms es un

cubo maximal de la descomposición de

Ωkm = {x ∈ Rn :MDv(x) > akm} ∩ {x ∈ Rn :MΦ,Dg(x) > akm}.

Como Qkms ( Q̃km tenemos que Qkms es un cubo diádico maximal del conjunto {x : MDv(x) >

akm}. Esto significa que
1

|Qkms |

∫

Qkm
s

v(y) dy ≤ 2nakm ≤ akm+1, (5.36)

ya que a > 2n, lo que nos conduce a que |Qkms ∩ {x : v(x) ≤ akm+1}| > 0. En efecto, si no fuera

el caso, denotando E = Qkms ∩ {x : v(x) > akm+1} obtendŕıamos que

1

|Qkms |

∫

Qkm
s

v(y) dy =
1

|E|

∫

Qkm
s

v(y) dy >
1

|E|

∫

E
v(y) dy > akm+1,
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lo que contradice (5.36). Por lo tanto, (km, s) ∈ ΓN y Qkms está contenido en, al menos, un cubo

principal. Sea Qkσ el cubo principal más chico que contiene a Qkms . Usando las condiciones (5.23)

y (5.24) podemos escribir

1

|Qℓj |

∫

Qℓ
j

u(y) dy > a(ℓ−k)β
1

|Qkσ|

∫

Qk
σ

u(y) dy ≥ a(ℓ−km)β 1

|Qkms |

∫

Qkm
s

u(y) dy.

También, por (5.28), tenemos

1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy ≤ 2

|Q̃km |

∫

Q̃km

u(y) dy ≤ 2[u]A1 ı́nf
Q̃km

u ≤ 2[u]A1

1

|Qkms |

∫

Qkm
s

u(y) dy.

Combinando estas dos estimaciones tenemos que

1

|Qℓj |

∫

Qℓ
j

u(y) dy > a(ℓ−km)β 1

|Qkms |

∫

Qkm
s

u(y) dy >
1

2[u]A1

a(ℓ−km)β 1

|Q̃ℓ|

∫

Q̃ℓ

u(y) dy,

y esto completa la demostración.

Demostración del Corolario 4.6. Por la equivalencia entre Φ y Ψ, existen constantes positivas

A y B de modo que

AΨ(t) ≤ Φ(t) ≤ BΨ(t),

siempre que t ≥ t∗. La Proposición 1.51 establece entonces que existen dos constantes positivas

D y E de modo que

DMΦ(fv)(x) ≤MΨ(fv)(x) ≤ EMΦ(fv)(x),

para casi todo punto x. Luego, utilizando el Teorema 4.5 tenemos que

uvr
({

x ∈ Rn :
MΨ(fv)(x)

v(x)
> t

})

≤ uvr
({

x ∈ Rn :
MΦ(fv)(x)

v(x)
>

t

E

})

≤ C

∫

Rn

Φ

(
E|f |
t

)

uvr.

De manera similar a lo que se hizo en el Lema 4.7, podemos probar que existe una constante

positiva C0 de modo que
∥
∥
∥
∥

MΨ(fv)

v

∥
∥
∥
∥
L∞(uvr)

= ‖SΨf‖L∞(uvr) ≤ C0 ‖f‖L∞(uvr)

y, en consecuencia, del Lema 1.62 obtenemos que

uvr
({

x ∈ Rn :
MΨ(fv)(x)

v(x)
> t

})

≤ C

∫

{x:|f(x)|>t/(2C0)}
Φ

(
2E|f(x)|

t

)

u(x)vr(x) dx

≤ CΦ

(
E

C0t∗

)∫

{x:|f(x)|>t/(2C0)}
Φ

(
2C0t

∗|f(x)|
t

)

u(x)vr(x) dx

≤ BCΦ

(
E

C0t∗

)∫

{x:|f(x)|>t/(2C0)}
Ψ

(
2C0t

∗|f(x)|
t

)

u(x)vr(x) dx

≤ C1

∫

Rn

Ψ

(
C2|f(x)|

t

)

u(x)vr(x) dx.
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Demostración del Teorema 4.9. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f es no negativa.

Consideremos

σ =
nr

n− rγ
, ν =

nδ

n− rγ
y β =

q

σ

(
1

p
+

1

r′

)

.

Sea ξ la función auxiliar definida por

ξ(t) =

{

tq/β , si 0 ≤ t ≤ 1,

tσ(1 + log+ t)ν , si t > 1.

Entonces, para todo t ≥ 1 tenemos que

ξ−1(t)tγ/n ≈ t1/σ+γ/n

(1 + log+ t)ν/σ
=

t1/r

(1 + log+ t)δ/r
≈ Φ−1(t).

Observar además que σ < q, ya que r < p. Esto implica que β > 1. En efecto, es claro que

q/(σr′) > 1/r′. Por otro lado,
p

q
= 1− p

γ

n
< 1− r

γ

n
,

lo cual implica que q/p(1 − rγ/n) > 1 o, equivalentemente, q/p(1/r − γ/n) > 1/r. De esta

manera,
q

σ

(
1

p
+

1

r′

)

>
1

r
+

1

r′
= 1.

Combinando la Proposición 1.56 con la Proposición 1.76 podemos concluir que

Mγ,Φ

(
f0
w

)

(x) ≤ C

[

Mξ

(

f
pβ/q
0

wβ

)

(x)

]1/β (∫

Rn

fp0 (y) dy

)γ/n

.

Observar que ξ es equivalente a una función de Fσ, para t ≥ 1. Si f0 = fwv, dado que

q(1/p+ 1/r′) = βσ podemos utilizar el Corolario 4.6 para estimar

uvq(1/p+1/r′)

({

x :
Mγ,Φ(fv)(x)

v(x)
> t

})

= uvβσ
({

x :
Mγ,Φ(fv)(x)

v(x)
> t

})

≤ uvβσ










x :

Mξ

(

f
pβ/q
0 w−β

)

(x)

vβ(x)
>

tβ
(∫

|f0|p
)βγ/n











≤ C

∫

Rn

ξ

(

fpβ/q(wv)β(p/q−1)

tβ

[∫

Rn

fp(wv)p
]γ/nβ

)

uvσβ

= C

∫

Rn

ξ(λ)uvσβ

= C

(∫

A
ξ(λ)uvσβ +

∫

B
ξ(λ)uvσβ

)

,

donde

λ =
fpβ/q(wv)β(p/q−1)

tβ

[∫

Rn

fp(wv)p
]γ/nβ

,
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A = {x ∈ Rn : λ(x) ≤ 1} y B = Rn\A. Por definición de ξ tenemos que
∫

A
ξ(λ(x))u(x)[v(x)]σβ dx =

∫

A
[λ(x)]q/βu(x)[v(x)]σβ dx.

Notar que si w = u1/qv1/p+1/r′−1, entonces

λq/βuvσβ =
fp

tq
(wv)p−q

[∫

Rn

fp(wv)p
]qγ/n

uvσβ

=
fp

tq

[∫

Rn

fp(wv)p
]qγ/n

up/qvσβ+(p−q)(1/p+1/r′).

Observar que

σβ + (p− q)

(
1

p
+

1

r′

)

= q

(
1

p
+

1

r′

)

+ (p− q)

(
1

p
+

1

r′

)

= 1 +
p

r′
.

También notar que

(wv)p = up/qv1+p/r
′−p+p = up/qv1+p/r

′
.

Por lo tanto,

∫

A
ξ(λ)uvσβ = t−q

[∫

Rn

fpup/qv1+p/r
′

]qγ/n [∫

Rn

fpup/qv1+p/r
′

]

≤ t−q
[∫

Rn

fpup/qv1+p/r
′

]1+qγ/n

= t−q
[∫

Rn

fpup/qv1+p/r
′

]q/p

.

Por otra parte, λ(x) > 1 sobre B, y como ξ es de tipo superior q/β podemos estimar el integrando

por λq/βuvσβ . A partir de este punto, la estimación para B es similar a la de A. Por lo tanto,

hemos obtenido que

uvq(1/p+1/r′)

({

x ∈ Rn :
Mγ,Φ(fv)(x)

v(x)
> t

})1/q

≤ C

[∫

Rn

(
f(x)

t

)p

up/q(x)(v(x))1+p/r
′
dx

]1/p

.

Demostración del Teorema 4.11. Supongamos nuevamente que f es no negativa. Por la Propo-

sición 1.76 tenemos que

Mγ,Φ

(
f0
w

)

(x) ≤ C

[

Mξ

(

f
r/q
0

w

)]

(x)

(∫

Rn

f r0 (y) dy

)γ/n

,

donde ξ(t) = tq(1 + log+ t)ν , con ν = δq/r. Entonces, llamando f0 = fwv podemos escribir

uvq
({

x :
Mγ,Φ(fv)(x)

v(x)
> t

})

= uvq
({

x :
Mγ,Φ(f0/w)(x)

v(x)
> t

})

≤ uvq

({

x :
Mξ(f

r/q
0 /w)(x)

v(x)
>

t
( ∫

f r0
)γ/n

})

.
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Como ξ ∈ Fq podemos aplicar el resultado de acotación mixta para Mξ, con lo cual

uvq
({

x :
Mγ,Φ(fv)(x)

v(x)
> t

})

≤ C

∫

Rn

ξ

(

f
r/q
0

(∫
f r0
)γ/n

wvt

)

uvq. (5.37)

El argumento de ξ en el integrando de arriba puede escribirse como

f
r/q
0

(∫
|f0|r

)γ/n

wvt
=

(
f

t

)r/q

(wv)r/q−1

(∫ (
f

t

)r

(wv)r
)γ/n

=

[(
f

t

)

(wv)1−q/r
(∫ (

f

t

)r

(wv)r
)γq/(nr)

]r/q

.

Observemos a continuación que, para 0 ≤ t ≤ 1, ξ(tr/q) = tr, y para t > 1,

ξ(tr/q) = tr(1 + log tr/q)ν

= tr
(

1 +
r

q
log t

)ν

,

con lo cual ξ(tr/q) ≤ Φγ(t) = tr(1 + log+ t)ν . Con esto, podemos estimar

ξ

(

f
r/q
0

(∫

Rn f
r
0

)γ/n

wvt

)

≤ Φγ

((
f

t

)

(wv)1−q/r
(∫ (

f

t

)r

(wv)r
)γq/(nr)

)

≤ Φγ

([∫

Rn

Φγ

(
f

t

)

(wv)r
]γq/(nr)

)

Φγ

(
f

t
(wv)1−q/r

)

Volviendo a (5.37) y tomando w = u1/q tenemos que el lado derecho se acota por

Φγ

([∫

Rn

Φγ

(
f

t

)

(wv)r
]γq/(nr)

)
∫

Rn

Φγ

(
f

t
(wv)1−q/r

)

(wv)q.

Observar ahora que Φγ(t
1−q/r)tq ≤ Ψ(t). Entonces, lo anterior puede acotarse por

Φγ

([∫

Rn

Φγ

(
f

t

)

Ψ(u1/qv)

]γq/(nr)
)
∫

Rn

Φγ

(
f

t

)

Ψ(u1/qv).

Para terminar, observemos que

tΦγ(t
γq/(nr)) . t1+γq/n(1 + log+ t)ν = tq/r(1 + log+ t)δq/r = ϕ(t).





Apéndice

Esta parte de la tesis puede considerarse un complemento de lo realizado en los caṕıtulos

previos, puesto que contiene demostraciones y observaciones que pueden resultar conocidas para

el lector familiarizado con los temas abordados. El objetivo de incluirlas aqúı es el de lograr un

trabajo lo más completo y autocontenido posible.

A.1. Acerca del conjunto de funciones consideradas

Todos los resultados obtenidos en esta tesis requieren que las funciones a considerar en el

dominio de los distintos operadores estudiados sean acotadas y con soporte compacto. Veremos

aqúı que esta hipótesis no produce pérdida de generalidad puesto que, a partir de esto, pueden

deducirse las mismas estimaciones para funciones medibles.

En efecto, consideremos la siguiente desigualdad, la cual engloba de una forma general a las

desigualdades mixtas estudiadas para los distintos operadores considerados en este trabajo.

uξ(v)

({

x ∈ Rn :
|T (fv)(x)|

v(x)
> t

})

≤ CΨ

(∫

Rn

ϕ

( |f(x)|vα(x)
t

)

ζ(η(u(x))θ(v(x))) dx

)

,

(A.38)

donde u y v son pesos, T es un operador sublineal acotado de Lp en Lq, para algunos valores

p, q > 1, α ∈ {0, 1} y ξ,Ψ, ϕ, ζ, η y θ son funciones. Además, ϕ es una función de Young

submultiplicativa.

Por ejemplo, la desigualdad del Teorema 2.15 puede obtenerse tomando u ∈ A1, v ∈ A∞(u),

T = Tmb , p = q = 2, α = 0, ξ(t) = Ψ(t) = ζ(t) = η(t) = θ(t) = t y ϕ = Φm. Por otro lado, una

de las estimaciones dadas en el Teorema 3.7 puede conseguirse considerando u ∈ A1, v
q/p ∈ A1,

T = Iγ , 1 < p < n/γ, q que satisface 1/q = 1/p − γ/n, α = 0, ξ(t) = Ψ(t) = tq/p, ϕ(t) = tp,

η(t) = tp/q y θ(t) = ζ(t) = t.

Supongamos entonces que (A.38) vale para toda función f acotada y con soporte compacto.

Queremos ver que esto implica que la misma estimación es cierta para f medible.

Fijemos t > 0 y f medible no negativa. Podemos suponer que el lado derecho de (A.38) es

finito pues en otro caso no hay nada que probar. Definimos, para k ∈ N, la sucesión de funciones
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{fk}k, donde
fk(x) = f(x)XB(0,k)XAk

(x),

y Ak = {x : |f(x)| ≤ k}. Es claro que cada función fk es acotada y de soporte compacto.

Además, {fk} es creciente y fk converge a f en todo punto x. Aplicando (A.38) a cada función

fk obtenemos que

uξ(v)

({

x ∈ Rn :
|T (fkv)(x)|

v(x)
> t

})

≤ CΨ

(∫

Rn

ϕ

( |fk(x)|vα(x)
t

)

ζ(η(u(x))θ(v(x))) dx

)

,

con C independiente de f y k. Como |fk| ≤ |f | para todo k, esta desigualdad implica que

uξ(v)

({

x ∈ Rn :
|T (fkv)(x)|

v(x)
> t

})

≤ CΨ

(∫

Rn

ϕ

( |f(x)|vα(x)
t

)

ζ(η(u(x))θ(v(x))) dx

)

,

para todo k.

Observemos a continuación que fkv converge a fv en Lp, en virtud del teorema de la con-

vergencia monótona. Luego,

‖T (fkv)‖Lq = ‖T ((fk − f)v + fv)‖Lq

≤ ‖T ((fk − f)v) + T (fv)‖Lq

≤ ‖T ((fk − f)v)‖Lq + ‖T (fv)‖Lq

≤ C ‖(fk − f)v‖Lp + ‖T (fv)‖Lq ,

puesto que T está acotado de Lp en Lq. De esta manera,

ĺım
k→∞

‖T (fkv)‖Lq ≤ ‖T (fv)‖Lq .

Análogamente,

‖T (fv)‖Lq = ‖T ((f − fk)v + fkv)‖Lq

≤ ‖T ((fk − f)v) + T (fkv)‖Lq

≤ ‖T ((fk − f)v)‖Lq + ‖T (fkv)‖Lq

≤ C ‖(fk − f)v‖Lp + ‖T (fkv)‖Lq .

Esto nos permite concluir que

‖T (fv)‖Lq ≤ ĺım
k→∞

‖T (fkv)‖Lq ,

es decir, que T (fkv) converge a T (fv) en Lq. Entonces existe una subsucesión {fkj}j de {fk}
de modo que

ĺım
j→∞

T (fkjv)(x) = T (fv)(x) para c.t.p. x. (A.39)
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A continuación, observamos que para cada N que verifique N > t−1 existe j0 = j0(N) que

satisface |T (fkjv)(x)− T (fv)(x)| ≤ N−1, para todo j ≥ j0. Entonces

|T (fv)(x)| ≤ |T (fv)(x)− T (fkjv)(x)|+ |T (fkjv)(x)|

≤ 1

N
+ |T (fkjv)(x)|.

Aśı

uξ(v)

({

x ∈ Rn :
|T (fv)(x)|

v(x)
> t

})

≤ uξ(v)

({

x ∈ Rn :
|T (fkjv)(x)|

v(x)
> t− 1

N

})

≤ CΨ

(∫

Rn

ϕ

( |fkj (x)|vα(x)
t−N−1

)

ζ(η(u(x))θ(v(x))) dx

)

≤ CΨ

(∫

Rn

ϕ

( |f(x)|vα(x)
t−N−1

)

ζ(η(u(x))θ(v(x))) dx

)

,

≤ Cϕ

(
t

t−N−1

)

Ψ

(∫

Rn

ϕ

( |f(x)|vα(x)
t

)

ζ(η(u(x))θ(v(x))) dx

)

,

para todo N > t−1. Haciendo N → ∞ obtenemos finalmente que

uξ(v)

({

x ∈ Rn :
|T (fv)(x)|

v(x)
> t

})

≤ CΨ

(∫

Rn

ϕ

( |f(x)|vα(x)
t

)

ζ(η(u(x))θ(v(x))) dx

)

.

Si f es medible arbitraria, descomponemos f = f+− f−, y aplicando lo anterior a cada una

de estas funciones, tenemos el resultado para f .

A.2. Consideraciones sobre OCZ

En la prueba de algunos de nuestros resultados, utilizamos la siguiente igualdad:






x ∈ Rn\Ω∗ :

T
(
∑

j(b− bQj )hjv
)

(x)

v(x)
> t






=

{

x ∈ Rn\Ω∗ :

∑

j T ((b− bQj )hjv)(x)

v(x)
> t

}

Para verla, observemos que

T




∑

j

(b− bQj )hjv



 (x) =

∫

Rn

∑

j

(b(y)− bQj )hj(y)v(y)K(x− y) dy,

mientras que

∑

j

T ((b− bQj )hjv)(x) =
∑

j

∫

Rn

(b(y)− bQj )hj(y)v(y)K(x− y) dy.
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Estas representaciones son válidas ya que x ∈ Rn\Ω∗ y cada función hj está soportada en el

cubo Qj . Denotemos con

gm(y) =
m∑

j=1

(b(y)− bQj )hj(y)v(y)K(x− y)

y

g(y) =
∞∑

j=1

(b(y)− bQj )hj(y)v(y)K(x− y).

Notar que gm(x) → g(x) en casi todo punto x. Supongamos que existe ϕ ∈ L1 tal que |gm(x)| ≤
|ϕ(x)| para todo m. Luego, por el teorema de convergencia dominada podemos escribir

∫

Rn

g(y) dy =

∫

Rn

ĺım
m→∞

gm(y) dy = ĺım
m→∞

∫

Rn

gm(y) dy,

y esto nos dice que

∫

Rn

∑

j

(b(y)− bQj )hj(y)v(y)K(x− y) dy =
∑

j

∫

Rn

(b(y)− bQj )hj(y)v(y)K(x− y) dy.

Esto nos daŕıa la igualdad deseada. Veamos entonces que tal función ϕ existe. Fijemos un

término de gm. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que b ∈ L∞, v ∈ L∞ y f es

acotada con soporte compacto.

Afirmamos que existen x0 ∈ Rn y R > 0 fijos tales que la bola B(x0, R) contiene a Ω.

Notemos que si Q es un cubo en Rn tal que Q ∩ sop(f) = ∅, entonces fvQ = 0. Dado que cada

Qj de Ω verifica que fvQj
> t, entonces Qj ∩ sop(f) 6= ∅. Como sop(f) es compacto, existe un

cubo Q0 que lo contiene. Además, cada cubo Qj de Ω verifica que

t <
1

v(Qj)

∫

Qj

f(y)v(y) dy.

Como v ∈ A∞, existe s > 1 tal que v ∈ RHs. Aśı

v(Qj) <
1

t

∫

Qj

f(y)v(y) dy

≤ 1

t

(
∫

Qj

f s
′

)1/s′ (

1

|Qj |

∫

Qj

vs

)1/s

|Qj |1/s

≤ 1

t
‖f‖1/s∞

(
∫

Qj

f

)1/s′

[v]RHs

v(Qj)

|Qj |
|Qj |1/s.

Esto implica que

|Qj |1/s
′ ≤ 1

t
‖f‖1/s∞ ‖f‖1/s

′

L1 [v]RHs ,

o bien

|Qj | < t−s
′ ‖f‖1/(s−1)

∞ ‖f‖L1 [v]
s′

RHs
.
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Es decir, existe una cota superior M > 0 para la medida de todos los cubos Qj .

Con esto, podemos afirmar que Ω ⊆ B, si elegimos x0 como el centro del cubo Q0 y R =

2−1diam(Q0) +
√
nM1/n. Entonces,

|b(y)− bQj ||hj(y)|v(y)|K(x− y)| ≤ 2 ‖b‖L∞ |f(y)K(x− y)|v(y)XQj (y)

+ 2 ‖b‖L∞ |fvQj
K(x− y)|v(y)XQj (y)

≤ 2 ‖b‖L∞ ‖f‖L∞ ‖v‖L∞ |K(x− y)|XQj∩sop(f)(y)+

+ 2 ‖b‖L∞ ‖v‖L∞ ‖f‖L∞ |K(x− y)|XQj∩B(y)

≤ 4 ‖b‖L∞ ‖f‖L∞ ‖v‖L∞ |K(x− y)|XQj∩B(y)

Con esto, llamando C0 = 4 ‖b‖L∞ ‖f‖L∞ ‖v‖L∞ podemos estimar gm como sigue

|gm(y)| ≤
m∑

j=1

|(b(y)− bQj )hj(y)K(x− y)|v(y)

≤
m∑

j=1

C0|K(x− y)|XQj∩B

= C0|K(x− y)|
m∑

j=1

XQj∩B

≤ C0|K(x− y)|XΩ∩B

≤ C0|K(x− y)|XB

Dado que x ∈ Rn\Ω∗ e y ∈ Ω, |x − y| ≥ δ > 0. Luego, utilizando la condición de tamaño

para K ∫

B
|K(x− y)| dy ≤

∫

B

C

|x− y|n dy ≤ Cδ−n|B| <∞.

Entonces |gm(y)| ≤ ϕ(y) para todo m, donde ϕ(y) = C0|K(x− y)|XB(y) ∈ L1.

A.3. Sobre śımbolos BMO y Lipschitz-δ

En algunas demostraciones de resultados relacionados a śımbolos en las clases BMO y

Lipschitz-δ hemos definido, para N ∈ N, la sucesión de funciones

bN (x) =







−N, si b(x) ≤ −N ;

b(x), si −N < b(x) < N ;

N, si b(x) ≥ N.

Afirmamos que |bN (x)− bN (y)| ≤ |b(x)− b(y)| para todo x, y. En efecto, dados x e y arbitrarios

notemos que, si b(x) y b(y) son ambos menores que −N o mayores que N , entonces se tiene que

bN (x)− bN (y) = 0. Consideremos, luego, los siguientes casos:
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(i) b(x) ≤ −N , b(y) ∈ (−N,N). En este caso tenemos que

|bN (x)− bN (y)| = bN (y)− bN (x)

= b(y) +N

≤ b(y)− b(x)

= |b(y)− b(x)|.

(ii) b(x) ≤ −N , b(y) ≥ N . Escribimos

|bN (x)− bN (y)| = 2N

≤ b(y)− b(x)

= |b(y)− b(x)|.

(iii) b(x) ∈ (−N,N), b(y) ≥ N . Bajo estas condiciones

|bN (x)− bN (y)| = bN (y)− bN (x)

= N − b(x)

≤ b(y)− b(x)

= |b(y)− b(x)|.

De esta forma queda probada la desigualdad deseada. En el caso en que b sea un śımbolo

en la clase Lipschitz-δ, tenemos que

|bN (x)− bN (y)| ≤ |b(x)− b(y)| ≤ ‖b‖Λ(δ) |x− y|δ,

lo que nos dice que ‖bN‖Λ(δ) ≤ ‖b‖Λ(δ), para todo N .

Si b ∈ BMO, para todo cubo Q de Rn podemos escribir

1

|Q|

∫

Q
|bN (x)− (bN )Q| dx =

1

|Q|

∫

Q

∣
∣
∣
∣
bN (x)−

1

|Q|

∫

Q
bN (y) dy

∣
∣
∣
∣
dx

≤ 1

|Q|2
∫

Q

∫

Q
|bN (x)− bN (y)| dx dy

≤ 1

|Q|2
∫

Q

∫

Q
|b(x)− b(y)| dx dy

≤ 1

|Q|

∫

Q

(
1

|Q|

∫

Q
|b(x)− bQ| dx+

1

|Q|

∫

Q
|b(y)− bQ| dx

)

dy

≤ ‖b‖BMO +
1

|Q|

∫

Q
|b(y)− bQ| dy

≤ 2‖b‖BMO,

con lo cual ‖bN‖BMO ≤ 2‖b‖BMO.
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Si b ∈ Λ(δ) existe una caracterización útil de estas funciones en término de oscilaciones

medias. La misma se establece en el siguiente lema. Una prueba para el caso con peso puede

encontrarse en [19].

Lema A.8. Sea 0 < δ < 1. Entonces f ∈ Λ(δ) si y solo si

sup
Q

1

|Q|1+δ/n
∫

Q
|f(x)− fQ| dx <∞. (A.40)

Demostración. Supongamos primero que f ∈ Λ(δ). Fijemos un cubo Q. Entonces

1

|Q|1+δ/n
∫

Q
|f(x)− fQ| dx =

1

|Q|1+δ/n
∫

Q

∣
∣
∣
∣

1

|Q|

∫

Q
(f(x)− f(x)) dy

∣
∣
∣
∣
dx

≤ 1

|Q|2+δ/n
∫

Q

∫

Q
|f(x)− f(y)| dy dx

≤ 1

|Q|2+δ/n
∫

Q

∫

Q
‖f‖Λ(δ) |x− y|δ dy dx

≤ 1

|Q|2+δ/n
∫

Q

∫

Q
‖f‖Λ(δ) nδ/2|Q|δ/n dy dx

≤ nδ/2 ‖f‖Λ(δ) .

Rećıprocamente, supongamos que vale (A.40). Fijados x e y en Lf , consideramos el cubo

Q1 centrado en x y con lado ℓ(Q1) = |x− y|/2. También consideramos el cubo Q2 centrado en

y con lado de igual longitud. Entonces

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fQ1 |+ |f(y)− fQ2 |+ |fQ2 − fQ1 |.

Bastará con encontrar la cota deseada para el primer término, ya que los dos restantes son

análogos. En efecto, si denotamos con Qk1, para k ≥ 1, al cubo centrado en x y con lado

ℓ(Qk1) = 2−(k+1)|x− y| entonces

|f(x)− fQ1 | ≤ ĺım
m→∞

(

|f(x)− fQm
1
|+

m−1∑

k=0

|fQk+1
1

− fQk
1
|
)

≤ C
∞∑

k=0

1

|Qk1|

∫

Qk
1

|f(z)− fQk
1
| dz

= C

∞∑

k=0

|Qk1|δ/n

= C|x− y|δ
∞∑

k=0

2−(k+1)δ

≤ C|x− y|δ.
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A.4. Demostraciones de resultados del Caṕıtulo 1

En esta sección recopilamos las demostraciones de algunos de los resultados técnicos que

se utilizaron a lo largo del Caṕıtulo 1, los cuales son conocidos en la literatura que aborda

contenidos relacionados a esta tesis.

Demostración del Lema 1.1. Sea k el menor entero positivo que verifica L < 2k. Por hipótesis,

observemos que

Ψ(Lt) ≤ Ψ(2kt) ≤ CkΨ(t).

Por otra parte,

Ψ(t/L) ≥ Ψ(2−kt) ≥ C−kΨ(t).

Entonces podemos concluir que

C−kΨ(t) ≤ Φ(t) ≤ CkΨ(t).

Demostración del Lema 1.2. Para probar el ı́tem (a) usamos la convexidad para escribir

Φ(at) = Φ(at+ (1− a)0) ≤ aΦ(t) + (1− a)Φ(0) = aΦ(t),

ya que Φ(0) = 0. Para el inciso (b), simplemente observamos que

Φ(t) = Φ(A−1(At)) ≤ A−1Φ(At),

en virtud de (a). Reordenando esta expresión obtenemos la estimación deseada.

Demostración del Lema 1.6. Para probar la parte (a), fijemos 0 ≤ a ≤ 1. En virtud del Lema 1.2

tenemos que

{s ≥ 0 : Φ(s) ≥ at} ⊆
{

s ≥ 0 : Φ
(s

a

)

≥ t
}

,

con lo cual

Φ−1(at) = ı́nf{s ≥ 0 : Φ(s) ≥ at} ≥ ı́nf
{

s ≥ 0 : Φ
(s

a

)

≥ t
}

= aΦ−1(t).

Para probar (b), consideramos A ≥ 1 y aplicamos la parte (a) a A−1, obteniendo aśı

Φ−1(t) = Φ−1(A−1At) ≥ A−1Φ−1(At),

lo cual implica la tesis.

Demostración de la Proposición 1.17. Será suficiente probar que si

Φ(z) ≥ Ψ(s) + η(t), (A.41)



A.4 Demostraciones de resultados del Caṕıtulo 1 151

entonces z ≥ st. De aqúı, por la definición de inversa generalizada, podemos concluir directa-

mente que

st ≤ Φ−1(Ψ(s) + η(t)),

y aplicando Φ en ambos miembros implica la tesis, en virtud de la parte (a) del Lema 1.4.

Veamos entonces que (A.41) implica que z ≥ st. Por un lado, de (A.41) podemos deducir que

Ψ(s) ≤ Φ(z) y η(t) ≤ Φ(z). Por ser Ψ y η funciones de Young podemos estimar

s = Ψ−1(Ψ(s)) ≤ Ψ−1(Φ(z)), y t = η−1(η(t)) ≤ η−1(Φ(z)).

Entonces, por hipótesis,

st ≤ Ψ−1(Φ(z))η−1(Φ(z)) ≤ Φ−1(Φ(z)) = z,

ya que Φ es de Young.

Demostración de la Proposición 1.18. Comencemos con el inciso (a). Supongamos primero que

st > 1. Entonces podemos escribir

Φ(st) = (st)r(1 + log(st))δ

= (st)r(1 + log s+ log t)δ

≤ (st)r(1 + log+ s+ log+ t)δ

≤ sr(1 + log+ s)δtr(1 + log+ t)δ

= Φ(s)Φ(t).

Si st ≤ 1, entonces

Φ(st) = srtr

≤ sr(1 + log+ s)δtr(1 + log+ t)δ

= Φ(s)Φ(t).

Para probar el inciso (b) mostraremos que

1

2δ
Φ(t) ≤ Ψ(t) ≤ 2δΦ(t).

En efecto, notemos primero que si 0 ≤ t < 1, entonces Φ(t) = tr ≤ tr log(e + t)δ = Ψ(t). Si

t ≥ 1, tenemos que

Φ(t) = tr(1 + log t)δ

≤ tr(log(e+ t) + log(e+ t))δ

= 2δtr (log(e+ t))δ

= 2δΨ(t).



152 Apéndice

Luego, para todo t vale que Φ(t) ≤ 2δΨ(t). Para la otra desigualdad, si t ≤ e, entonces

Ψ(t) ≤ tr(log(2e))δ ≤ log(2e)δΦ(t).

Además, si t > e, e+ t < t2 y entonces log(e+ t) ≤ 2 log t. Con esto,

Ψ(t) ≤ 2δtr(log t)δ

≤ 2δtr(1 + log+ t)δ

= 2δΦ(t).

Entonces podemos concluir que Ψ(t) ≤ 2δΦ(t), para todo t. Combinando las dos estimaciones

se tiene el resultado.

Veamos (c). Sea ϕ(t) = t1/r(1 + log+ t)−δ/r. Supongamos primero que r ≥ 1. Queremos

encontrar dos constantes positivas C1 y C2 de modo que se verifique

C1ϕ(t) ≤ Φ−1(t) ≤ C2ϕ(t).

Como Φ es de Young, en virtud de la Observación 1.8, la desigualdad anterior equivale a mostrar

que

Φ(C1ϕ(t)) ≤ t ≤ Φ(C2ϕ(t)).

Veamos la primera desigualdad. Observemos que

Φ(ϕ(t)) =
t

(1 + log+ t)δ

(

1 + log+

(

t1/r

(1 + log+ t)δ/r

))δ

≤ t

(1 + log t)δ

(

1 +
1

r
log t

)δ

≤ t

(1 + log t)δ
(1 + log t)δ .

Luego, si t ≥ 1

Φ(ϕ(t)) ≤ t

(1 + log t)δ

(

1 +
1

r
log t

)δ

≤ t,

y si 0 ≤ t ≤ 1

Φ(ϕ(t)) = t,

lo que nos da la primera desigualdad con C1 = 1. Para ver la segunda, notemos primero que,

para 0 < ε < 1 a elegir y t > 0 cualesquiera, se tiene que

1 + log t ≤ 1

ε
tε. (A.42)

En efecto, si f(t) = ε−1tε − log t− 1, entonces es fácil comprobar que

ĺım
t→0+

f(t) = ĺım
t→∞

f(t) = +∞.

Por otro lado, f ′(t) = tε−1 − t−1, para todo t > 0. Observando que f ′(t) es negativa para

0 < t < 1 y positiva para t > 1, podemos ver que f tiene un mı́nimo absoluto en t = 1 cuyo

valor es f(1) = 1/ε− 1 > 0, de donde se deduce (A.42).
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Elegimos C2 > (δ + r)δ/r. Esta elección permite tomar ε tal que C
−r/δ
2 < ε < 1/(δ + r).

También, esta restricción sobre ε equivale a

Cr2

(
1− εδ

r

)δ

> 1, (A.43)

e implica que ε < δ−1. Entonces, si t > 1, utilizando (A.42) y estas condiciones sobre ε podemos

estimar

Φ(C2ϕ(t)) = Cr2
t

(1 + log t)δ

(

1 + log+

(

C2
t1/r

(1 + log t)δ/r

))δ

≥ Cr2
t

(1 + log t)δ

(

1 + log
(

C2t
1/r−εδ/rεδ/r

))δ

= Cr2
t

(1 + log t)δ

(

1 + log
(

C2ε
δ/r
)

+ log t1/r−εδ/r
)δ

= Cr2
t

(1 + log t)δ

(

1 + log
(

C2ε
δ/r
)

+

(
1− εδ

r

)

log t

)δ

Por (A.43),

1 + log
(

C2ε
δ/r
)

+

(
1− εδ

r

)

log t ≥ C
−r/δ
2 + C

−r/δ
2 log t,

por lo que

Φ(C2ϕ(t)) ≥ Cr2
t

(1 + log t)δ
C−r
2 (1 + log t)δ = t.

Si 0 ≤ t ≤ 1, dado que Φ es creciente y C2 > 1, entonces

Φ(C2ϕ(t)) = Φ(C2t
1/r) ≥ Φ(t1/r) = t.

De esta manera, probamos la equivalencia cuando r ≥ 1.

Si 0 < r < 1, definimos η(t) = (Φ(t))1/r = t(1 + log+ t)δ/r y por lo probado anteriormente

tenemos que η−1(t) ≈ t(1 + log+ t)−δ/r. Observar además que η−1(t) ≈ Φ−1(tr). Aśı,

Φ−1(t) ≈ η−1
(

t1/r
)

≈ t1/r(1 + log+ t)−δ/r.

Pasemos a la prueba del ı́tem (d). Si r > 1, el Lema 1.14 nos asegura que Φ̃−1(t) ≈ g(t),

donde g(t) = t/Φ−1(t), para todo 0 < t < ∞. Entonces, utilizando el inciso anterior, tenemos

que

g(t) ≈ t1−1/r(1 + log+ t)δ/r = t1/r
′
(1 + log+ t)δ/r = β(t).

Dado que β−1 ∈ △2 el Corolario 1.10 conduce a

g−1(t) ≈ β−1(t) ≈ tr
′
(1 + log+ t)−δ/(r−1)

y, en consecuencia, g−1 es duplicante. Aplicando nuevamente el Corolario 1.10 podemos concluir

que (Φ̃−1)−1 ≈ g−1, y esto implica que Φ̃ ≈ g−1, en virtud del Lema 1.4, parte (d).
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Consideremos, por último, el caso r = 1 y δ > 0. Si 0 ≤ t ≤ 1, entonces ts−Φ(s) < 0 para todo

s > 1. En consecuencia,

Φ̃(t) = sup
s≥0

{ts− Φ(s)} = sup
s∈[0,1]

{s(t− 1)} = 0.

Aśı, Φ̃(t) = 0 para todo 0 ≤ t ≤ 1. Si ahora t > 1, por el inciso (c) tenemos que Φ−1(t) ≈
t(1 + log+ t)−δ. Si h(t) = et

1/δ − e entonces h−1(t) = log(e + t)δ ≈ (1 + log t)δ en virtud de la

parte (b). Utilizando el Lema 1.14 obtenemos

Φ−1(t)h−1(t) ≈ t ≈ Φ−1(t)Φ̃−1(t),

de donde se sigue la estimación deseada combinando el Corolario 1.10 con el Lema 1.4, parte (d).

Para finalizar, probemos (e). Consideremos C = máx{(δ/ε)δ, 1}. La desigualdad puede ob-

tenerse mostrando que

1 ≤ C1/δtε/δ − log t, (A.44)

para todo t ≥ 1. Para ello, definamos f(t) = C1/δtε/δ− log t. Entonces, para t > 1, tenemos que

f ′(t) =
ε

δ
C1/δ t

ε/δ

t
− 1

t
.

Luego, f ′(t) > 0 si y solo si t > (δ/ε)δ/εC−1/ε. Por la elección de la constante C, esta última

desigualdad vale siempre. Además, notar que f(1) = C1/δ ≥ 1. Como f es una función creciente,

esto implica directamente (A.44).

Demostración de la Proposición 1.40. Para el punto (a), notemos que si elevamos a la p los

factores de la condición (1.18) obtenemos

(
1

|Q|

∫

Q
wq
)p/q ( 1

|Q|

∫

Q
w−p′

)p/p′

≤ Cp,

y llamando r = 1 + q/p′ tenemos que

p′ = q/(r − 1) = q(r′ − 1) y p/p′ = (p/q)(r − 1).

Aśı, obtenemos que

(
1

|Q|

∫

Q
wq
)p/q ( 1

|Q|

∫

Q
w−p′

)p/p′

=

(
1

|Q|

∫

Q
wq
)p/q ( 1

|Q|

∫

Q
wq(1−r

′)

)(p/q)(r−1)

,

lo que prueba el inciso (a).

Para probar (b), notemos que si s = 1+ p′/q, entonces q = p′/(s− 1) = p′(s′ − 1). Elevando

los factores de (1.18) a la p′ resulta

(
1

|Q|

∫

Q
wq
)p′/q ( 1

|Q|

∫

Q
w−p′

)

=

(
1

|Q|

∫

Q
w−p′(1−s′)

)s−1( 1

|Q|

∫

Q
w−p′

)

.



A.4 Demostraciones de resultados del Caṕıtulo 1 155

Para (c), notemos que supQw = (́ınfQ 1/w)−1, con lo cual

(

sup
Q
w

)(
1

|Q|

∫

Q
w−p′

)1/p′

≤ C

equivale a
(

1

|Q|

∫

Q
w−p′

)1/p′

≤ C ı́nf
Q

1

w
,

y elevando a la p′ tenemos la equivalencia deseada.

Finalmente, para ver que vale (d), notemos que w ∈ A1,q nos indica que

(
1

|Q|

∫

Q
wq
)1/q

sup
Q

1

w
≤ C,

y esto puede reescribirse como
1

|Q|

∫

Q
wq ≤ C ı́nf

Q
wq,

que es precisamente la condición wq ∈ A1.





Conclusiones

En esta tesis se obtuvieron resultados de acotación mixta para diferentes operadores del

Análisis Armónico. Como ya se expresó anteriormente, estos resultados extienden algunas esti-

maciones de tipo débil conocidas en la literatura cuando tomamos v = 1.

En el Caṕıtulo 2 se obtuvieron resultados de acotación mixta para conmutadores de orden

m ∈ N de OCZ. Estas desigualdades son de tipo modular y guardan relación con las funciones

de Young Φm(t) = t(1 + log+ t)m. También se consiguieron estimaciones mixtas para opera-

dores de convolución con núcleos que satisfacen una regularidad asociada a ciertas funciones

de Young. Estos operadores son más singulares que los OCZ tradicionales y las estimaciones

mixtas son válidas bajo hipótesis ligeramente más restrictivas en los pesos involucrados. Todas

las estimaciones conseguidas refieren al caso en que los pesos están relacionados entre śı, lo que

significa que el producto es un peso de la clase A∞ y, por lo tanto, las pruebas permitieron la

aplicación de técnicas clásicas del Análisis Armónico. Un problema abierto en esta dirección es

determinar si las desigualdades antes mencionadas son ciertas para el caso más delicado en que

los pesos son independientes entre śı.

En el Caṕıtulo 3 se estudiaron desigualdades mixtas para el operador maximal fraccionario

Mγ , con 0 < γ < n. Estas desigualdades extienden las propiedades conocidas de continuidad

de Mγ con pesos de Ap,q cuando 1 ≤ p < n/γ, 1/q = 1/p − γ/n y v = 1. Es importante

destacar que no solo se consideró el caso extremo correspondiente a p = 1, sino también todas

las acotaciones intermedias para 1 < p < n/γ. Estas estimaciones permitieron dar una prueba

alternativa de la acotación fuerte con pesos en espacios de Lebesgue de Mγ via un argumento

de interpolación, para un caso concreto de pesos u y v. La estimación mixta de Mγ permitió, a

su vez, obtener la correspondiente desigualdad mixta para el operador integral fraccionaria Iγ

mediante una adaptación de un resultado de extrapolación. Las estimaciones para Iγ permitieron

concluir además desigualdades mixtas para otro tipo de operadores, como los conmutadores de

integrales singulares de Calderón-Zygmund y del mismo operador Iγ , ambos con śımbolo en la

clase Lipschitz-δ. El correspondiente problema para los conmutadores de orden superior de Iγ

con śımbolo en la clase BMO permanece abierto.

En el Caṕıtulo 4 se exhibieron resultados de acotación mixta para operadores maximales

generalizados MΦ, donde Φ es una función de Young. La clase de funciones consideradas es
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una familia que abarca a la función Φm mencionada anteriormente, la cual está ı́ntimamente

relacionada con las estimaciones de conmutadores de orden m de un OCZ. Uno de los resultados

para estos operadores es un caso especial en el que u es una función no negativa y v una

potencia que no es si quiera localmente integrable. Por otro lado, se consideró también el caso

en que los pesos son independientes, y ambos en la clase A1 de Muckenhoupt. La conjetura

que establecemos en este contexto es que el mismo tipo de desigualdades probadas para este

último caso debeŕıa ser cierto bajo una hipótesis menos restrictiva: u ∈ A1 y v ∈ A∞. Los

fundamentos para justificar esta conjetura se basan en la estimación mejorada para el operador

maximal de Hardy-Littlewood y para OCZ establecida en [25]. Por último, cabe aclarar que las

estimaciones obtenidas en este caṕıtulo sirvieron de herramienta para demostrar desigualdades

mixtas para el operador maximal fraccionario Mγ,Φ, para cierta clase de funciones Φ. Estos

resultados extienden tanto las estimaciones conocidas en espacios de Lebesgue con pesos para

este operador como las mixtas obtenidas para Mγ , cuando se considera Φ(t) = t.
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and weighted endpoint estimates. Studia Math., 195(2):157–192, 2009.

[27] M. Lorente, J. M. Martell, M. S. Riveros, and A. de la Torre. Generalized Hörmander’s
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débil (p, q), 41

fuerte (p, q), 41

inferior, 24

superior, 24


