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Resumen

En este trabajo se desarrolla y analiza una secuencia diddctica sobre la validacion de las
propiedades de desigualdad triangular y suma de dngulos interiores de tridngulos por medio
de construcciones dindmicas, aprovechando las ventajas que ofrece GeoGebra para explorar,
investigar y observar regularidades. Se busca promover el planteo de conjeturas y su
validacion, fomentando la necesidad de justificar sus respuestas. Con este trabajo se espera
brindar una solucién, en parte, a las dificultades en el desarrollo de procesos de validacién de
los estudiantes, avanzando desde explicaciones basadas en la observacién y razonamientos
inductivos, a demostraciones deductivas informales, permitiéndoles adquirir conocimientos

significativos.

Se enmarca en el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento (EOS), tomando como
principales referentes tedricos diversos trabajos de Godino, Batanero, Font, Planas, entre
otros. Para llevar a cabo el analisis de la secuencia, se tienen en cuenta los niveles de
razonamiento de los estudiantes, los elementos involucrados en las tareas, asi como los tipos
de tareas y de demostraciones, y varios de los niveles de andlisis didactico para la valoracién
de la idoneidad didictica de la propuesta. Para finalizar, se esbozan posibles resoluciones de

los estudiantes, dificultades e intervenciones docentes al implementar la secuencia.
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Uso de software de geometria dinimica para la validacion de propiedades de los
triangulos

1. Introduccion

En este trabajo se pretende arribar el problema de la validacién en el aula de matemaética
por medio de la elaboraciéon de una propuesta didictica enfocada en el uso del software
GeoGebra como herramienta para la realizacion de conjeturas y validaciones sobre
propiedades de los tridngulos. Dicha propuesta se enmarca en el Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento (EOS) y estd orientada a estudiantes de segundo afo del Ciclo Basico Comin
(CBC) de la Escuela Normal “José Maria Torres” de la ciudad de Parand, donde la autora se

desempefia como docente en la actualidad.

Para la elaboracion de dicha propuesta se tienen en cuenta los lineamientos del Disefo
Curricular de Secundaria de la Provincia de Entre Rios (2010), en los que se plantea la
caracterizacion y clasificacion de tridngulos, proponiendo la “exploracion de las condiciones
necesarias para que la construcciéon de una figura sea posible, analizando en qué casos la
solucién es Unica, en qué casos se obtienen infinitas soluciones y en qué casos es imposible”
(p-40). Ademas, se establece la validaciéon de propiedades, como por ejemplo la propiedad
triangular y la suma de dngulos interiores en tridngulos. Si bien estos contenidos son
planteados para primer afio del CBC, el Plan de Estudios de Educacién Secundaria de la
Universidad Auténoma de Entre Rios (UADER, 2012), universidad a la que pertenece la
institucién escolar a la cual estd destinada la propuesta, propone para segundo afio en el eje
“Geometria y mediciones” el estudio de “Tridngulos: Elementos. Propiedades y Clasificacion
(...)” (p.156). Por su parte, en los Nucleos de Aprendizajes Prioritarios estipulados por el
Consejo Federal de Educaciéon (2011) se establecen como objetivos para segundo afio del
CBC, “la produccion y validacion de conjeturas sobre relaciones y propiedades geométricas,

avanzando desde las argumentaciones empiricas hacia otras mas generales” (p.17).

Por otro lado, en Argentina en el afio 2010 se puso en marcha el Programa Conectar
Igualdad, el cual buscd “dotar a los establecimientos educativos de todos los niveles de
educacion obligatoria de gestion estatal con los mejores recursos tecnoldgicos para garantizar
la plena implementacion de la iniciativa y asi ampliar su alcance” (Ministerio de Educacién

de la Nacion, s.f). En base a esto, se consider6 que:

La entrega masiva de computadoras portdtiles en las escuelas promoverd un clima
propicio para el uso cotidiano de la tecnologia integrando las actividades
pedagdgicas en el aula, el aprendizaje de los alumnos, fortaleciendo procesos de
formacién y de practica docente y multiplicando recursos para la ensefianza (Consejo
Federal de Educacion, 2010, p.16).
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A pesar de ello, luego de una busqueda por las bibliotecas escolares de la ciudad de Paran4,
se constaté que los libros de texto enviados a las escuelas desde el Ministerio de Educacion
Provincial, a partir del 2011, poseen escasas o nulas propuestas de trabajo con software de
geometria dindmica. Como excepcion, se puede mencionar un material especifico
proporcionado por el Ministerio de Educacion (2011), denominado Geometria: Serie para la
ensefianza del modelo 1 a 1, destinado a brindar apoyo a los docentes en el uso de las
computadoras portdtiles en las aulas, en el marco del Programa Conectar Igualdad. Sin
embargo, dicho material solo presenta, con relacién al estudio de los tridngulos, una secuencia
sobre el Teorema de Pitdgoras y otra sobre la suma de dngulos exteriores de un tridngulo,
utilizando como recurso el software GeoGebra. En relacién con esta escasa correlacion entre
los lineamientos curriculares y los materiales brindados por el Estado, Conejo Garrote et al.
(2019) expresan la relevancia que tienen los libros de texto dentro de los procesos de

enseflanza y aprendizaje de las matematicas en el aula:

(...) es innegable que los libros de texto juegan un papel y tienen una influencia muy
importante en ellos, aunque el rol que se le asigne y los usos de ellos que se hagan
puedan diferir mucho de unos docentes a otros. Como afirma Schubring (1987), en la
préctica los libros de texto pueden llegar a determinar la enseflanza de un pais mas

que los propios curriculos promulgados por las érdenes ministeriales (p.135).

Por otra parte, es sabido que en la era digital que se transita actualmente, los docentes no
solo cuentan con libros de texto como material de trabajo. Particularmente en la dltima
década, los recursos digitales se han vuelto cada vez mdas accesibles y, a su vez, se van
incrementando constantemente. Sin embargo, “mas” no siempre significa “mejor”. Por ello, es
importante que los docentes sean capaces de buscar, discernir y seleccionar aquellos
materiales de calidad, en el sentido de curadores de materiales, también inspirarse en
materiales disponibles para crear nuevos, siendo prosumidores. Ademds, es necesario saber
secuenciarlos y adaptarlos a los grupos de estudiantes con los que interactian dia a dia en las
aulas, de modo que los conocimientos que se pretenden desarrollar les presenten un desafio y,

a su vez, resulten acordes a los niveles de razonamiento y saberes previos que poseen.

Lo expresado anteriormente, y como se plantea en los lineamientos curriculares tanto a
nivel provincial como nacional, refleja la necesidad de brindar a los estudiantes situaciones
que les permitan desarrollar estrategias de validacién, aprovechando a su vez los recursos

tecnoldgicos como herramientas para tal fin.
2. Objetivo

Este trabajo tiene por objetivo la elaboracion de una secuencia diddctica que permita a los
estudiantes relacionar, conjeturar, justificar, contrastar y validar propiedades geométricas,

empleando como recurso un software de geometria dindmica. Especificamente, se estudia la
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desigualdad triangular y la suma de los dngulos interiores de un tridngulo, utilizando el
software GeoGebra. Esta secuencia es complementada con el andlisis de su potencialidad,

exponiendo posibles resoluciones de los estudiantes y eventuales intervenciones docentes.
3. Fundamentacion

La Geometria es una rama de la Matemadtica cuyo estudio tiene la particularidad de poder
percibirse por medio de la vista y producir imigenes mentales a partir de ello. Aqui
intervienen dos procesos distintos, el primero se relaciona con la visién y el segundo con la
visualizacion, lo que conlleva variadas dificultades al momento de aprender geometria. “La
confusién entre los dos procesos contribuye a que se crea que la representacién (en papel o
computadora) es el objeto geométrico que se estd estudiando” (Larios Osorio et al., 2017,
p-42). Sin embargo, parece ser que esta confusion forma parte del aprendizaje de la geometria.
“En términos semidticos la representacion (dibujo) sirve al individuo para acceder al objeto
(geométrico) a través del otorgamiento de significados, todo esto dentro de un contexto que le
da sentido” (Larios Osorio et al., 2017, p.42).

Esto se sustenta en la Teoria de Conceptos Figurales (Fischbein, 1993), donde se considera
a los objetos geométricos como una mezcla entre el dibujo (representacion particular de una
figura) y concepto (en relacion con la definicion tedrica del objeto con sus respectivas
propiedades). Estos objetos “son entonces entidades mentales, llamadas por nosotros
conceptos figurales, que reflejan propiedades espaciales (forma, posicién y tamafio), y al
mismo tiempo, poseen cualidades conceptuales tales como idealidad, abstraccion, generalidad
y perfeccion” (Fischbein, 1993, p.143).

Existen diversos autores, como Arcavi y Hadas (2000), que manifiestan que la utilizacion
del software GeoGebra en el trabajo de la geometria favorece la visualizacién y, en
consecuencia, la comprension de las figuras geométricas como conceptos figurales, y no
meros dibujos, puesto que el dinamismo del software admite el arrastre, 10 que permite una
manipulacién directa y continua de los objetos. De esta forma se pueden estudiar sus
variaciones, observando qué cambia (caracteristicas particulares de una representacion

grifica) y qué permanece constante (propiedades del objeto en cuestion).

Esta operacion, como elemento de una herramienta que funciona como mediador
semidtico entre objetos geométricos e individuos, (...) puede ser utilizada como
medio para que el alumno siga un proceso no necesariamente lineal (avances y
retrocesos), que le lleve a desarrollar habilidades de razonamiento y de observacién
al permitir diferenciar progresivamente entre dibujo (representacioén) y figura
(relacién conceptual entre dibujo y objeto geométrico) (Larios Osorio et al., 2017,
pp-42-43).

Por su parte, Novembre et al. (2015) expresan que la Geometria dindmica permite
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“observar propiedades geométricas, relaciones entre objetos, validar o no las construcciones”
(p-37) y destacan que es una de las utilidades mas importantes que poseen los programas,
puesto que esto no puede verse reflejado en el trabajo con lapiz y papel. “Con GeoGebra, los
alumnos no estdn haciendo un dibujo, sino comunicando su procedimiento de construccién a
un programa” (p.37). Los estudiantes obtienen retroalimentacién constante por medio de la
manipulacién directa de sus construcciones al utilizar la funcién de arrastre, ya que si los
objetos obtenidos se deforman, son llevados a buscar otras estrategias. En este caso, ‘“‘se trata
de usar el arrastre no como un medio de constatacion, sino para elaborar conjeturas o para

realizar una construccién y validar la estrategia utilizada™ (p.38).

Ademds, el uso de un software de Geometria dindmica para el trabajo con figuras
geométricas, como plantean Arcavi y Hadas (2000), presenta ciertas caracteristicas que
“tienen el potencial de nutrir, siempre que ellos estén acompafiados convenientemente por
materiales del curriculo y practicas del aula” (p.25). La utilizacion del software proporciona
no solo la visualizacién de la figura construida y la realizacién de mediciones, sino que
también permite transformar facilmente y con rapidez las construcciones, experimentando as{
con un gran nimero de ejemplos variados y pudiendo observar regularidades que los lleven a
plantear una conjetura. Para ello, es importante guiar a los estudiantes para buscar casos
extremos, que salgan de los ejemplos estereotipados (Barrantes et al., 2015) con los que
generalmente llegan al aula, mediante la elaboracién de preguntas que cumplan un papel
significativo en la profundidad e intensidad de un aprendizaje experimental, que les exijan
hacer predicciones explicitas.

Como sugieren Arcavi y Hadas (2000), “el reto es encontrar situaciones en las cuales el
resultado de la actividad sea inesperado o contra-intuitivo, de tal forma que la sorpresa (o el
desconcierto) generado cree una clara diferencia con las predicciones explicitamente
enunciadas” (p.26). Con estas sorpresas se busca la retroalimentacion, que los estudiantes se
motiven a volver a verificar, revisar y reformular la prediccion, infundiendo la necesidad de
buscar una justificacion y realizar una prueba o demostracion. “Se trata de un enorme desafio
que los alumnos asuman como parte del trabajo identificar las razones que explican por qué
valen ciertas propiedades, mas alla de lo ‘visible’” (Broitman e Itzcovich, 2008, p.62). Sin
embargo, conviene tener en cuenta que no todos los estudiantes disponen de los mismos
recursos y conocimientos para validar ciertas afirmaciones, por lo que “serd necesario
entonces considerar vélidas -intuitivamente o por medio de un trabajo exploratorio- relaciones

que para la matemadtica deberian ser demostradas rigurosamente” (pp.62-63).

Garcia y Lopez (2008) manifiestan que es recomendable, siempre que sea posible, solicitar
a los estudiantes que expliquen y justifiquen sus afirmaciones en base a resultados y
propiedades que ya conocen, puesto que “de esta manera convertimos las actividades en

tareas de demostracion fomentando la cultura de la argumentacién légica y el desarrollo de su
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habilidad para comunicarse” (p.52). Respecto a esto, Bernardis y Moriena (2007) expresan
que “el desafio sera disefiar actividades para lograr que los alumnos valoren la necesidad de

justificar sus construcciones y conjeturas” (p.56).

Teniendo en cuenta que este trabajo se centra en estudiantes de segundo afio del CBC, cabe
considerar que existe una diversidad en las formas de razonamiento que poseen, por lo que
resulta importante plantear situaciones que permitan resolverse de diferentes maneras
dependiendo de los niveles de razonamiento con los que cuenten. Por lo general, en relacion
con el afio de escolaridad en el que se encuentran, las estrategias de validaciéon que emplean
pertenecen al nivel 2 de razonamiento que plantea Van Hiele (Gutiérrez, 2007), aunque
también es posible que aparezcan razonamientos de los niveles 1 y 3, dependiendo del trabajo
previo con situaciones que los hayan estimulado a razonar, establecer relaciones, explicar,
justificar, probar, etc. El nivel 1 de Van Hiele se basa en descripciones o exhibiciones de
caracteristicas fisicas de las figuras, en las cuales no se logran desarrollar razonamientos
matematicos, aunque si los estudiantes son capaces de explicar sus respuestas, utilizando un
lenguaje informal. Por su parte, en el nivel 2 se utilizan razonamientos inductivos, basados en
la observacién y manipulaciéon de ejemplos concretos a partir de los cuales generalizan
propiedades matematicas. Utilizan demostraciones del tipo empirico, es decir, comprobando
que la conjetura se verifica en un nimero limitado de ejemplos. Por dltimo, el nivel 3 agrupa
los razonamientos y demostraciones con caricter informal, en el que necesitan apoyarse en la
manipulacién de un ejemplo concreto como guia, sin utilizar simbologia matematica formal.
Los restantes dos niveles (4 y 5) no suelen abordarse, ni son recomendables, en el nivel basico
del secundario. Esto se debe a que, segun la teoria de Van Hiele, antes de comenzar un
estudio de geometria orientado hacia la demostracién formal, es necesario ayudar a los
estudiantes a progresar gradualmente desde niveles inferiores de pensamiento geométrico. “Se
considera que enfrentar a los estudiantes prematuramente a la demostracion formal puede
conducirlos a solo intentos de memorizacién y a confundir el propédsito de la demostracién”
(Battista y Clements, 1995; citado en Gétte et al., 2009, p.1).

4. Marco tedrico-metodologico

En esta seccion se delimitan los términos matematicos mds destacados involucrados en este
trabajo (apartado 4.1), se describen las principales herramientas y funciones que proporciona
GeoGebra (apartado 4.2) y se recorren los constructos tedrico-metodoldgicos utilizados para

la elaboracion y andlisis de la secuencia (apartado 4.3).
4.1. Vocabulario matematico

Para lograr una mayor comprensién del contenido expuesto en este trabajo, es necesario
delimitar el sentido en el que son utilizados los términos matematicos que se involucran con

mayor frecuencia (conjetura, visualizacidn, verificacion, generalizacién, argumentacion,
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razonamiento, validacion, explicacién, prueba y demostracién). Para ello, se toman como
referentes los trabajos de Alvarez Alfonso et al. (2014), Balacheff (2000), Recio (2001) y
Godino y Recio (2001).

En este trabajo se utiliza el término conjetura siguiendo la definicién planteada en Alvarez
Alfonso et al. (2014), donde se la concibe como una observacién que realiza una persona
acerca de las caracteristicas de determinados objetos o las relaciones que se dan entre estos,
creyendo, en principio, en su veracidad. Indican que, una vez que la persona obtiene certeza
de su verdad (segun su vision), dicha observacién deja de ser una conjetura y se convierte en
un hecho. Asimismo, entienden a la visualizacién como el “proceso de observar el objeto
matemadtico para identificar sus caracteristicas y las relaciones que se establecen entre ellas,
fundamentdndose en los esquemas cognitivos previos que tiene el observador sobre tales
objetos” (p.77). Esta visualizacion habilita la creacién de imagenes mentales, las cuales

permiten referirse a objetos matematicos sin que se encuentren necesariamente presentes.

Respecto a la verificacion, estos autores se refieren a ella como un proceso en el que “se
busca probar si la conjetura es valida en algunos nuevos casos o por el contrario que se
muestre que la conjetura es falsa (puede ser a través de un contragjemplo)” (p.79). También
esbozan que la generalizacion de la conjetura implica la concepcion de esta como afirmacién
verdadera para cualquier caso del contexto estudiado, convirtiéndose en una regla
generalmente aceptada. Siempre que se pretenda garantizar la verdad o falsedad de una
afirmacion, estd presente la argumentacién. En este sentido, Alvarez Alfonso et al. (2014)
plantean que los argumentos aceptados como validos dependen del contexto en el que se esté
desarrollando la actividad matemaética. Por ejemplo, para estudiantes de primaria, verificar
una propiedad general en muchos ejemplos podria ser un argumento valido, mientras que en

un ambito universitario o cientifico, no seria suficiente.

Por su parte, Balacheff (2000) utiliza el término razonamiento “para designar la actividad
intelectual no completamente explicita que se ocupa de la manipulacion de la informacién
dada o adquirida, para producir una nueva informacién” (p.13). A su vez, considera el proceso
de validacién como esa misma actividad “cuando tenga como fin asegurarse de la validez de
una proposicidn y, eventualmente, producir una explicacion (una prueba o una demostracion)”
(p-13). Se entiende por explicacién a un discurso que para el locutor establece y garantiza la
validez de un enunciado, arraigado en sus conocimientos y en sus propias reglas de decision
de la verdad. Esta explicacion adquiere la posicion de prueba cuando es aceptada por una
comunidad (por ejemplo, dentro de un aula). Y considera a la demostracion como una forma
particular de prueba, donde la veracidad de un enunciado se deduce de una serie de
enunciados que le preceden, organizados siguiendo un conjunto bien definido de reglas. Es
decir, en esta concepcion, una demostracion implica la validacion de una propiedad por medio

de un sistema axiomatico deductivo.
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Sin embargo, Recio (2001) sostiene que, en la actualidad, en el dmbito escolar se le
designa a la demostracién matematica un significado menos formalista, mas abierto. “Junto al
pensamiento estrictamente deductivo, se resalta también la necesidad de potenciar otros
modos validativos de tipo empirico-inductivo, la formulacién de conjeturas, los ejemplos y
contraejemplos, los procesos de generalizacion, etc.” (p.31). En consonancia con esto, en
Godino y Recio (2001) se define al término demeostraciéon en un sentido genérico, como
“objeto emergente del sistema de practicas argumentativas (o argumentos) aceptadas en el
seno de una comunidad, o por una persona, ante situaciones de validacion y decision” (p.406).

En este trabajo se utiliza el término demostracién en este tltimo sentido.
4.2. GeoGebra

Ademads de los términos matemaéticos involucrados en el trabajo, es importante tener en
claro el vocabulario tecnoldgico que interviene. Por ello, en este apartado se definen las
principales herramientas y funciones de interés que proporciona el software GeoGebra, asi

como los principales atributos que presenta el trabajo con geometria dindmica.

En primer lugar, es importante dejar en claro lo que se entiende por software de
geometria dinamica. Es un programa informatico que permite la creaciéon y manipulacion de
construcciones geométricas, a partir de objetos tales como puntos, rectas, circulos, asi como
de las dependencias que pueden relacionar unos objetos con otros. La principal caracteristica
que posee es el dinamismo, esto es, el usuario puede manipular la construccién deslizando
algunos elementos y el software automdticamente realiza los cémputos para mover los
elementos dependientes manteniendo la construccion (Manzano Mozo, 2017). En GeoGebra,
este movimiento se consigue mediante el arrastre, “funcion del software que permite mover
o arrastrar un elemento de un objeto geométrico, que deforma dicho objeto preservando todas
las propiedades geométricas que se usaron para su construccion” (Garcia Lopez, 2011, p.19).
Dicha funcion se ejecuta a través de la herramienta Elige y mueve, la cual permite seleccionar

un objeto desplazable haciendo clic en €l, arrastrarlo y soltarlo en otra posicion del plano.

Otra herramienta importante que interviene en este trabajo es el Deslizador. Es la
representacion grafica de un nimero o dngulo libre, que permite variar y ajustar su valor'.
Dicha herramienta es implementada en la secuencia para que los estudiantes exploren la
variabilidad de las amplitudes de dngulos y la incidencia en la posibilidad de construccién de

tridngulos, favoreciendo de este modo la elaboracién de conjeturas.

Garcia Lopez (2011) menciona que este software, de uso libre y de facil acceso, motiva a
los estudiantes en la “busqueda de demostraciones y facilita este proceso al posibilitar la
generacion de modo rdpido y sencillo de gran cantidad de ejemplos sobre los que razonar y
argumentar” (p.54), lo que a su vez mejora la visualizacién y la contextualizacién de las

propiedades de los conceptos y procesos matemdticos. Esto, sumado a muchos otros atributos

1

httEs://Wiki.%eo%ebra.or%/es/Herramienta de Deslizador
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y funciones que proporciona GeoGebra (como la ejecucién de acciones del usuario con
precision y rigor, la retroalimentaciéon inmediata y efectiva, la necesidad de pensar y razonar
los problemas en términos de propiedades matematicas, la priorizacioén de la reflexion y el
andlisis de resultados al requerir menos tiempo para hacer representaciones y cdlculos),

influye de forma positiva en el aprendizaje de los contenidos geométricos.
4.3. Principales constructos teérico-metodologicos

Para la elaboracién de la secuencia didictica se opta por una estrategia de aprendizaje
basada en el modelo llamado “aproximativo” (centrado en la construccion del saber por el
alumno) que plantea Charnay (1994), en la cual el rol que cumple el docente es proponer y
organizar una serie de tareas con distintos obstdculos (variables didécticas) y organizar las
diferentes fases del trabajo (experimentaciéon, formulacién de conjeturas, validacidén
institucionalizacion). El objetivo es que sea el estudiante quien ensaye soluciones, busque

regularidades, plantee conjeturas, las confronte con las de sus compafieros y las valide.

En cuanto al andlisis did4ctico de la secuencia, en primer lugar, se caracterizan las tareas
propuestas considerando algunas variables que proponen Moreno y Ramirez (2016). Estas

son:
. La meta o finalidad: se refiere a la expectativa de aprendizaje que trabaja la tarea.

. La formulacion: es el modo en que esa tarea se presenta. Puede ser un texto escrito, un

material, un video, etc.
« Los materiales y recursos: que se necesitan para la ejecucion de la tarea.

« El tipo de agrupamiento: hace referencia al modo en que se dispone a los estudiantes
para la realizacion de la tarea. La eleccion de un tipo de agrupamiento u otro depende de

las intenciones educativas del docente.
. La situacion de aprendizaje o contexto: en el que se propone la accion.
. La temporalizacion: indica la duracién estimada de la tarea.

Ademas, se estudian los tipos de tareas matemadticas planteadas desde tres puntos de vista
diferentes que esbozan Garcia y Lopez (2008):

« Tareas de conceptualizacion: relacionadas con la construcciéon de conceptos y

relaciones geométricas.

« Tareas de investigacion: enfocadas al estudio de las caracteristicas, propiedades y

relaciones entre objetos geométricos con el propdsito de darles un significado.

« Tareas de demostraciéon: que tienen como objetivo fomentar la capacidad para
elaborar conjeturas o procedimientos de resolucién de problemas que deben ser
explicados, probados o demostrados utilizando argumentos 16gicos.
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En cuanto a las tareas de demostracién’, se clasifican seglin las posibles funciones que
cumplen, tomando como referente el trabajo de De Villiers (1996), retomado en Bernardis y
Moriena (2007). Desde esta perspectiva se pueden mencionar las siguientes funciones de la

demostracién matematica:
« Explicacion: profundizacién del porqué de la veracidad de una afirmacién.
« Descubrimiento: exploracion, descubrimiento e invencion de nuevos resultados.

. Verificacion: construcciones sencillas que permiten dar una prueba empirica que

confirma una conjetura dada.

« Sistematizacion: organizacion de resultados dentro de un sistema deductivo de

axiomas, definiciones y teoremas.
« Comunicacion: transmision del conocimiento matematico resultante.

De Villiers (1993) explica que, aunque las funciones anteriores “(...) pueden ser
diferenciadas unas de otras, a menudo estdn intrincadamente relacionadas en casos
especificos. En algunos, ciertas funciones pueden dominar sobre otras, en otros casos, algunas

de estas funciones son inexistentes” (p.26).

A su vez, se realiza un estudio de la secuencia en base a niveles o tipos de andlisis
aplicables a un proceso de estudio matemadtico, desarrollados en diversos trabajos llevados a
cabo en el marco del EOS (D’Amore et al., 2007; Font y Contreras, 2008; Godino et al.,
2009), citados en los trabajos de Alsina y Domingo (2010) y Font et al. (2010). Estos autores

han propuesto cinco niveles:

1) Tipos de problemas y sistemas de practicas: se orienta a identificar practicas
matematicas implicadas en las actividades, descomponiendo cada una en secuencias de

episodios y siguiendo su curso temporal.

2) Configuraciones de objetos y procesos matematicos: consiste en identificar los
objetos (situaciones-problema, lenguaje, conceptos, proposiciones, procedimientos y
argumentos) y procesos que intervienen en las practicas matematicas, y también los que

emergen de ellas.

3) Trayectorias e interacciones didacticas: orientado, sobre todo, a la descripcién de los

patrones de interaccion y su puesta en relacion con los aprendizajes de los estudiantes.

4) Sistema de normas y metanormas: estudia la compleja trama de reglamentaciones,
directrices curriculares y acuerdos de aula (tanto explicitos como implicitos) que

soportan y condicionan los procesos de estudio.

% Se considera el término demostracién en su sentido amplio, abarcando los distintos tipos de validacion
(explicacién, prueba y demostraciéon formal propiamente dicha).
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5) Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de estudio: se basa en los cuatro
andlisis previos y constituye una sintesis final orientada a la identificacién de

potenciales mejoras del proceso de estudio en nuevas implementaciones.

Resulta importante aclarar, como sefialan Font et al. (2010), que es posible seleccionar solo
algunos de los niveles de andlisis de acuerdo a las caracteristicas particulares del proceso que
se pretende analizar desde el EOS. En este trabajo, se aplican el primer y segundo nivel de
andlisis puesto que son fundamentales en la planificacién del proceso de estudio. También se
aplica el nivel 4, haciendo hincapié en el sistema de normas involucradas en la planificacién
de la secuencia, en funcién de los disefios curriculares, y de los acuerdos didécticos a realizar
con el grupo de clase. No se analiza en este trabajo el nivel 3, puesto que estd orientado a la
interaccion que se produce entre los estudiantes y con el docente al llevar la secuencia al aula.
Del mismo modo, no se analiza el nivel 5, puesto que para valorar la idoneidad didactica
global de un proceso de instruccion “se necesita disponer de un andlisis longitudinal previo y

amplio que el andlisis de los niveles 1, 2, 3 y 4 (...) no proporciona” (Font et al., 2010, p.3).

Para finalizar, se hace una descripcién de las posibles resoluciones de los grupos de
estudiantes y se sugieren potenciales intervenciones docentes. En esta descripcion se efectia
una distincién entre construcciones blandas y robustas (Healy, 2000). Las construcciones
blandas son aquellas que se realizan a partir de la percepcion visual, sin utilizar todas las
propiedades geométricas necesarias, por lo que al utilizar la funcién arrastre del software, la
construccion se deforma. Por otra parte, una construccién robusta se concreta utilizando las
propiedades geométricas involucradas y, por lo tanto, al aplicar el arrastre de puntos, la figura
las mantiene. Asi, mediante el desplazamiento se puede ir de lo particular a una familia de

figuras que conservan las propiedades geométricas.

Resumidamente, de acuerdo a lo expresado y a los objetivos del presente trabajo, los
constructos tedrico-metodoldgicos que servirdn de categorias centrales para analizar la

secuencia en cuestion serdn los siguientes cinco:

« Niveles de razonamiento

« Elementos de las tareas

o Tipos de tareas y de demostraciones

« Niveles de andlisis didédctico

« Posibles resoluciones y conflictos al implementar la secuencia
S. Desarrollo

Se presenta, en primer término, la secuencia didictica disefada (apartado 5.1) y

posteriormente se efectia un andlisis detallado de la misma (apartado 5.2).

12

Claudia Roxana Boxler



Especializacion en Diddctica de la Matemdtica
Trabajo final integrador

Para la elaboracién de la secuencia se toman como referencia los trabajos realizados en
Itzcovich (2005), Broitman e Itzcovich (2008), Cappelletti y Costoya (2008), Podesta (2011)
y Novembre et al. (2015).

5.1. Secuencia

Para llevar a cabo esta propuesta se utiliza la Version 6.0 de GeoGebra Geometria®,
software libre y de ficil acceso, que puede descargarse o utilizarse de forma online a través
del sitio web de GeoGebra. Si bien es probable que los estudiantes hayan tenido experiencias
anteriores con el software en primer afio del CBC, es necesario destinar una clase previa a la
implementacién de la secuencia, donde realicen un trabajo exploratorio de las herramientas
que presenta este programa, comprender y/o recordar el significado de cada una y su forma de
usar, como construir dngulos y figuras, medir longitudes y amplitudes de dngulos, modificar
nombres y ocultar objetos, entre otros. Para mayor comodidad y visualizacion, se recomienda
que cada grupo trabaje al menos con una computadora, siendo 6ptimo que cada integrante

tenga la propia.

Ademads del uso de herramientas de GeoGebra, se requiere que los estudiantes cuenten con
los siguientes saberes previos: construccion y clasificaciéon de dngulos segin su amplitud;
angulos formados por dos rectas paralelas cortadas por una transversal; cdlculo de perimetro
de figuras; definiciéon de circunferencia como lugar geométrico; concepto de tridngulo,

elementos y clasificacion segin lados y seglin dngulos; tridngulos iguales o congruentes.

Antes de la implementacion de la secuencia se recomienda acordar varias cuestiones en el
grupo de clase (Gutiérrez, 2007). Respecto a los contenidos matematicos aceptables para
demostrar una conjetura, solo pueden utilizar aquellas definiciones y propiedades que ya han
estudiado previamente, aunque estas tltimas no necesariamente hayan sido demostradas, sino
que fueron aceptadas como verdaderas. En relacién con las formas de expresarse para
comunicar sus razonamientos, se sugiere un equilibrio entre un vocabulario intuitivo y el uso
de términos matemadticos (incorporando estos ultimos progresivamente). La respuesta solo se
acepta si, ademds de ser correcta, es acompafiada por un argumento verbal (aunque tenga

algunas imprecisiones matematicas).

Se propone que los estudiantes trabajen en grupos de 4 miembros, preferentemente cada
uno con una computadora desde la cual accede al software. Como se mencioné anteriormente,
la secuencia se basa en el modelo aproximativo del aprendizaje, por lo que son los estudiantes
quienes van construyendo su conocimiento, otorgando al docente el rol de guia y organizador

de las fases de trabajo. Es importante que se les brinde el tiempo necesario para la lectura,

3 En la actualidad, el software GeoGebra esta dividido en diversas aplicaciones (tanto en version de escritorio
como para celulares), como Calculadora grafica, Graficadora 3D, Geometria, entre otras; cada una de las cuales
posee funciones especificas. En particular, para esta secuencia se elige la aplicacion Geometria por considerarse
la mas idénea, ya que estd equipada con herramientas para el trabajo con geometria sintética, su vista grafica
tiene ocultos los ejes coordenados y la cuadricula, y la vista algebraica también estd oculta.
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comprension de las consignas y planteo de interrogantes que surjan de la misma. Luego de
esto, se sugiere dejar que los estudiantes, en grupos, comiencen a experimentar con el
software, realizar las construcciones, buscar regularidades, esbozar conjeturas y buscar

validarlas, o en caso de refutarlas, reformular las conjeturas y nuevamente probar su validez.

Es fundamental solicitar a los estudiantes que redacten los pasos que realizaron, los
interrogantes y debates que surgieron en el grupo, y todos los razonamientos que tuvieron, asi

como la justificacion de sus respuestas, puesto que esto sirve para el posterior analisis.

Esta secuencia estd dividida en tres partes. Al terminar cada parte, se propone realizar una
puesta en comun de los grupos donde se genere un debate mediante el que se confronten las
conjeturas planteadas, y las formas de validacion y contrastacion utilizadas, lo que enriquece
las producciones. Por ultimo, es necesaria la institucionalizacion de los conceptos y

propiedades arribadas por parte del docente.

A continuacion, se presenta la secuencia a través de sus tres partes, de acuerdo a la
particularidad de las construcciones que se solicitan (seguin los datos brindados), y teniendo
en cuenta las propiedades que se pretenden estudiar. Cada una de dichas partes (I a III)

presenta sus objetivos, contenidos y consignas a desarrollar.
Parte 1
Objetivos

« Distinguir entre construcciones blandas (se deforman) y robustas (no se deforman).

« Identificar propiedades y conceptos geométricos involucrados en las figuras para la
realizacion de construcciones robustas, discerniendo las herramientas de GeoGebra mas
apropiadas para tal fin.

« Reconocer la funcién de arrastre como medio para verificar construcciones de figuras a
partir de propiedades geométricas.

« Observar cambios y permanencias en construcciones de figuras a partir de la utilizacion
de la funcion de arrastre.

o Formular conjeturas y validarlas o refutarlas a través de explicaciones o pruebas
sencillas.

« Desarrollar el hdbito de fundamentar las respuestas a través de propiedades y conceptos
geométricos.

o Iniciar producciones escritas donde se plasmen los procesos, razonamientos y

argumentos involucrados en la resolucién de las actividades.
Contenidos

 Invariantes geométricos en geometria dindmica.

« Construcciones de tridngulos segin condiciones dadas.
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En grupos de cuatro integrantes, utilicen GeoGebra para realizar las siguientes

Consignas

construcciones y responder.

Aclaracion. Para cada construccion que se solicite, abran un nuevo archivo y guardenlo
colocando como titulo el nimero de la actividad y los apellidos de los integrantes del grupo.
Ejemplo: Parte I. Construccionl. (Apellidos).ggb. Ademas, a las respuestas a las actividades

deben registrarlas en sus carpetas.

1) Construyan un tridngulo ABC isésceles, con AB = AC. Si mueven alguno de sus
vértices, ¢sigue siendo un tridngulo isosceles? Si la respuesta es “no”, y el tridngulo se
deforma, busquen otra forma de construirlo de modo que soporte el arrastre y siga siendo

99

AB = AC. En caso de que la respuesta haya sido “si”, redacten como realizaron la

construccion.

2) Construyan un tridngulo rectidngulo DEF. Si arrastran los vértices, ;sigue siendo
rectingulo? De ser asi, expliquen cdmo lo construyeron. Si se deforma, busquen otra forma de

construirlo para que mantenga la condicion original.

3) Realicen la siguiente construccion, registrando en sus carpetas la herramienta utilizada
en cada paso, y luego respondan:
i. Tracen un segmento GH de 7 unidades de longitud.
ii. En H, tracen una circunferencia con un radio de 6 unidades.
ili. Ubiquen en la circunferencia un punto /.
iv. Determinen el tridngulo GHI.

v. Midan los lados del tridngulo.
a) ;Cudntas unidades mide el lado HI?

b) Si se desea que el lado GI mida 3 unidades, ;qué pasos pueden agregar en la

construccion para que esto sea asi?

¢) Realicen nuevamente la construccion, anexando los pasos que describieron en el item
anterior. Si se desliza algiin vértice, ;los lados mantienen las longitudes pedidas? Si no es asf,

reformulen los pasos de construccién para lograrlo.

4) Natalia, Esteban y Marcela analizan la consigna del punto anterior, y llegan a la
conclusion de que para lograr que en el tridngulo GHI el lado GI mida 3 unidades, luego de
los dos primeros pasos indicados en la construccién, deben:

- Realizar una circunferencia con centro en G y radio de 3 unidades.

- Buscar la interseccion de las dos circunferencias que quedan trazadas.

- Designar a uno de esos puntos como /.

- Trazar el tridngulo GHI.
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a) Sin realizar la construccion, respondan: ;ese tridngulo cumplird con la condicion

pedida? ;Por qué creen que funciona, o no, ese procedimiento propuesto por los chicos?

b) Realicen la construcciéon que detallan Natalia y sus amigos, ja qué distancia se
encuentra el punto / de los puntos G y H? El tridngulo determinado, ;cumple con la condicién
pedida?

¢) (Qué creen que sucederd si consideran al otro punto de intersecciéon como [? ;Por qué?

d) Denominen al otro punto de intersecciéon como I’ y tracen el tridngulo GHI’. ;Cumple

con la condicion pedida?, ;en qué se diferencia con el tridngulo GHI?
Parte I1
Objetivos

« Explorar y realizar conjeturas sobre la cantidad de soluciones y las condiciones de
posibilidad de la construccién de tridngulos a partir de dos y tres segmentos de
longitudes dadas.

« Reconocer construcciones imposibles.

« Validar las conjeturas realizadas utilizando como recurso la funcién de arrastre que
proporciona GeoGebra.

« Determinar que la longitud de tres lados es una condicidn suficiente para construir un
Unico tridngulo.

« Arribar a la propiedad de desigualdad triangular.

o Continuar el desarrollo de producciones escritas donde se plasmen los procesos,

razonamientos y argumentos involucrados en la resolucion de las actividades.
Contenidos

« Construccion dindmica de tridngulos a partir de sus lados.

« Propiedad de desigualdad triangular.
Consignas

1) Realicen la siguiente construccién y luego respondan:

a) Construyan un tridngulo ABC en el cual el lado AB mida 4 unidades y el lado BC mida

6 unidades. Redacten codmo realizaron la construccion.

b) Modifiquen el tridngulo construido para obtener uno distinto, manteniendo las

condiciones iniciales.
¢) (Cudntos tridngulos diferentes se pueden construir con esas condiciones? ;Por qué?
d) Al mover uno de los vértices del tridngulo, ;qué cambia y qué se mantiene?

e) (Qué dato agregarian para asegurar que solo se puede construir un tnico tridngulo con

esas condiciones?
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f) ;Cuanto deberia medir el lado AC para maximizar el perimetro del tridngulo? ;Y para
b p p g Y P

que el perimetro sea minimo?

2) Construyan, si es posible, los tridngulos que se piden a continuacion:

a) Un tridngulo cuyas longitudes de lados sean 3, 5 y 7 unidades. ;Es la unica construccion

(13 2

posible? Si la respuesta es ‘“no”, construyan un tridngulo distinto que respete esas

[Pl

condiciones. Si la respuesta es “si”’, expliquen por qué.

b) Un tridngulo cuyos lados midan 3, 8 y 12 unidades. ;Cudntos tridngulos pudieron
construir? ;Por qué creen que sucede eso?

¢) Un tridngulo cuyos lados midan 9, 4 y 5 unidades. ;Cudantos tridngulos pudieron
construir? ;Por qué?

3) Sin hacer la construccién, decidan y justifiquen si es posible construir un tridngulo
cuyos lados midan:

a) 6, 10 y 15 unidades

b) 4,7 y 11 unidades

¢) 2, 1 y 5 unidades

d) 20, 13 y 4 unidades

e) 9, 16 y 5 unidades

f) 13, 12 y 5 unidades

4) Verifiquen las respuestas del punto anterior realizando las construcciones posibles.

5) Redacten las condiciones que deben cumplir las longitudes de tres segmentos para que
sea posible construir un tridngulo con ellos. Ayuda. Observen las construcciones posibles e
imposibles de los puntos anteriores y busquen una relacion entre las longitudes de dos de los
segmentos con la longitud del tercer segmento.

Parte 111
Objetivos

« Explorar cambios y permanencias en las figuras, utilizando la funcién de arrastre y los
deslizadores que ofrece GeoGebra.

o Indagar y realizar conjeturas sobre la cantidad de soluciones y las condiciones de
posibilidad de la construccion de tridngulos a partir de dos y tres dngulos de amplitudes
dadas.

o Determinar que la amplitud de tres dngulos no es una condicién suficiente para construir
un unico tridngulo.

« Validar conjeturas por medio de la funcion de arrastre y los deslizadores de GeoGebra,

e iniciarse en el desarrollo de demostraciones 16gico-deductivas informales.
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 Arribar a la propiedad de la suma de los angulos interiores de un tridngulo.
o Profundizar el desarrollo de producciones escritas donde se plasmen los procesos,

razonamientos y argumentos involucrados en la resolucidn de las actividades.

Contenidos

« Construccién dindmica de tridngulos a partir de sus dngulos.

« Propiedad de suma de dngulos interiores de un tridngulo.

Consignas

1) Construyan un tridngulo ABC que tenga el dngulo interior BAC de 40° y el dngulo

interior ABC de 65°.

a) Redacten cémo realizaron la construccion.
b) (Es el tnico tridngulo que se puede construir con esas condiciones?
¢) ;/Qué sucede si arrastran los vértices del tridngulo? ;Qué cambia y qué queda igual?

d) ;Es posible que siempre se puedan construir tridngulos a partir de dos dngulos?

[1Pbl

2) A partir de la construccion 1 dada®, utilicen los deslizadores “a” y “b”, ubicados en la

vista algebraica, que modifican las amplitudes de los dngulos ABC y BAC respectivamente, y

exploren si es posible construir, en cada caso, tridngulos con:

a) Un angulo interior de 45° y uno de 30° de amplitud.

Se entrega a los grupos de estudiantes un archivo de GeoGebra titulado “Construccion 1 en el que se observa
la construccion de la Fig. 1, y se describe a continuacion:

Se construye un segmento AB.

Con la herramienta Angulo de amplitud dada, se selecciona el punto A y luego el B, y se ingresa como
amplitud la letra a. El software crea asi el punto A" y un deslizador en la vista algebraica con el cual se
puede modificar el valor de a, por lo que al moverlo cambia la amplitud del dngulo ABA’. Luego se traza la
semirrecta BA’.

Del mismo modo, utilizando nuevamente la herramienta Angulo de amplitud dada se selecciona el punto B
y luego el punto 4, y como amplitud se ingresa b. El software crea el punto B’ y otro deslizador en la vista
algebraica, que al moverlo cambia la amplitud del 4ngulo BAB’. Luego se traza la semirrecta AP’
Finalmente, se busca la interseccién de las semirrectas, obteniendo asi el punto C, y se traza el poligono

ABC : Nombre Descripcion
1 Punto A
2 Punto B
3 Segmento f Segmento [A, B]
4 Numero a
5 Punto A' A rotado por el angulo a
6 Angulo a Angulo entre A, B, A'
7 Semirrecta g Semirrecta que pasa por B, A'
8 Numero b
9 Punto B' B rotado por el angulo -b

10  Angulo B Angulo entre B', A, B
1 Semirrecta h Semirrecta que pasa por A, B’

12 PuntoC Interseccion de h, g

& 13  Triangulot1 Poligono B, C, A
13 Segmentoai Segmento [B, C]
13 Segmento by Segmento [C, A]

Figura 1. Protocolo de Construcciéon (Parte III, actividad 2)

18

Claudia Roxana Boxler



Especializacion en Diddctica de la Matemdtica
Trabajo final integrador

b) Un dngulo interior de 90° y uno de 80° de amplitud.

¢) Un angulo interior de 110° y uno de 50° de amplitud.

d) Un dngulo interior de 170° y uno de 10° de amplitud.

e) Dos dngulos interiores de 90° de amplitud.

f) Un dngulo interior de 145° y uno de 90° de amplitud.

3) (Fue posible construir todos los tridngulos solicitados en el punto anterior? ;Por qué

creen que desaparece el punto C en algunas ocasiones al modificar con los deslizadores el

valor de uno o ambos dngulos?
4) Natalia, Esteban y Marcela contindan resolviendo las actividades y, analizando la
pregunta anterior, se produce la siguiente conversacion:

- Natalia: Con dos dngulos agudos siempre se puede construir un tridngulo; en cambio,

con dos dngulos obtusos no.

- Esteban: Entonces para poder construir un tridngulo a partir de dos angulos, estos jsi o

si tienen que ser agudos!

- Marcela: Esto significa que no se puede construir un tridngulo utilizando un angulo
obtuso.

a) ;Estan de acuerdo con los chicos? ;Estdan afirmando lo mismo? Justifiquen su respuesta.

b) ;Qué sucede en el caso de los dngulos rectos para formar tridngulos?

5) Observen las construcciones de tridngulos posibles realizados en la actividad 2 y
determinen la amplitud del dngulo ACB con la herramienta “Angulo”.

a) (Qué sucede con dicho dngulo si se arrastran los vértices del tridngulo?

b) Registren en una tabla como la siguiente las amplitudes de los dngulos de cada tridngulo
construido:
ftem  Amplitud de ABC Amplitud de BAC Amplitud de ACB

6) Prevean si es posible realizar las construcciones que se piden e indiquen cudntos
tridngulos se pueden obtener con esas condiciones. Luego, utilizando la construccién de la
actividad 2, exploren y comprueben o refuten sus conjeturas relativas a tridngulos que tengan,
en cada caso, dngulos interiores con las siguientes amplitudes:

a) 40°, 60° y 80°
b) 60°, 70° y 90°
¢) 30°,50°y 65°
d) 30°, 50° y 100°
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7) Observen las amplitudes de los tres angulos de cada tridngulo que lograron construir:
a) ;Qué similitud encuentran? ;Qué relacién pueden establecer?

b) Esa relacidn, ;se cumple para cualquier tridngulo? Si la respuesta es “no”, grafiquen un

tridngulo en el que no se verifique y busquen otra relacién que sea general para cualquier

[P=Eel]

tridngulo. Si la respuesta es “si”, ;como pueden comprobarlo?

8) Natalia y sus compafieros estdn buscando una relacién entre los dngulos interiores de los

tridngulos. Luego de pensar un rato, se produce la siguiente conversacion:

- Esteban: {Tengo una idea!, si construimos un tridngulo cualquiera ABC y trazamos una
recta paralela al lado AB, que contenga al vértice C, podemos trabajar con los dngulos
que se forman por dos paralelas cortadas por una transversal.

- Marcela: No entiendo, para eso necesitamos tres rectas, y en tu procedimiento solo

construis una.

- Natalia: Si trazamos las rectas que contienen los lados del tridngulo se puede apreciar

mejor...

Y realizan la construccion que encontrardn en el archivo de GeoGebra titulado

., 5
“Construccion 2

a) Observen los dngulos interiores del tridngulo y establezcan igualdades con los dngulos

que tienen al punto C como vértice, utilizando sus conocimientos sobre dngulos formados por

dos rectas paralelas cortadas por una transversal. Ayuda. Observen primero los dngulos

formados por las dos rectas paralelas AB y DE, cortadas por la transversal AC, y luego con la

transversal BC pueden nombrar los dngulos mediante tres puntos o utilizar letras griegas para

denotarlos.

® Se entrega a los grupos de estudiantes un archivo de GeoGebra titulado “Construccién 2 que contiene la
construccion que se muestra en la Fig. 2, y se detalla a continuacion:

Se trazan tres rectas no paralelas y se construye el poligono ABC a partir de la interseccion de dichas rectas.
Se marcan los dngulos interiores de ABC (ocultando sus amplitudes, para hacerlo de forma general).

Se traza una recta i paralela a 4B, que contiene al punto C.
Se ubican dos puntos en la recta i: el punto D en el semiplano determinado por la recta BC que contiene al
punto A y el punto E en el semiplano determinado por la recta AC que contiene al punto B.

Se ubican los puntos F y G en BC y AC respectivamente, para que los estudiantes puedan determinar todos
los dngulos con vértice en C.

Figura 2. Protocolo de Construccién (Parte III, actividad 8)

20

Claudia Roxana Boxler



Especializacion en Diddctica de la Matemdtica -
FHUC
Trabajo final integrador |

b) Elijan tres dngulos consecutivos con vértice en C, ;pudieron hacerles corresponder a
cada uno de ellos una igualdad con los dngulos interiores del tridngulo ABC? Registren dichas

igualdades, justificando con la clasificacion de angulos.

¢) ;Coémo son estos tres dngulos consecutivos con vértice en C? ;Qué dngulo determinan?
(Cuanto mide?

d) A partir del punto anterior y teniendo en cuenta las igualdades planteadas en b), ;qué

pueden concluir respecto a los dngulos interiores de un tridngulo?
e) Esta relacion, ;se cumplird para todo tridngulo?

f) Redacten la propiedad que cumplen los dngulos de todos los tridngulos.

Se deja abierta la posibilidad futura de continuar la secuencia con el trabajo de
construcciones de tridngulos a partir de lados y dngulos, analizando su existencia y unicidad.
Esto permite indagar y conjeturar qué condiciones son necesarias y suficientes saber para
poder construir un unico tridngulo, lo que da pie al estudio de los criterios de congruencia de

tridngulos asi como también a los de semejanza.
5.2. Analisis de la secuencia

A continuacidén se realiza un analisis didactico de la secuencia, teniendo en cuenta la
pertinencia y la potencialidad de la misma en funcién del curso al que estd destinado (segundo
afio del CBC). Dicho andlisis estd seccionado en cinco subapartados (5.2.1 a 5.2.5), de

acuerdo a las categorias centrales de interés presentadas marco tedrico-metodolégico.
5.2.1. Niveles de razonamiento

Un desarrollo de las formas de argumentar o demostrar de los estudiantes, a través de los
afios, supone un avance de los razonamientos empiricos de nivel 1 de Van Hiele hasta ser

capaces de adquirir un razonamiento 16gico deductivo formal (nivel 5).

En el curso escolar en el que se ubica esta propuesta, es esperable que a partir de esta
secuencia los estudiantes logren desprenderse de razonamientos puramente visuales y fisicos
(nivel 1) y alcancen razonamientos inductivos (observando las regularidades que mantiene un
conjunto de figuras), siendo capaces de realizar demostraciones de tipo empirico,
comprobando sus conjeturas en una cantidad de casos particulares (nivel 2). La peculiaridad
de esta secuencia es que al utilizar el software GeoGebra, con solo arrastrar un objeto o mover
un deslizador, se puede observar una sucesion casi continua de figuras que verifican la
conjetura (lo que refuerza la veracidad de la misma), o bien, hallar algin contraejemplo que la
refute. Sin embargo, es necesario que los estudiantes comprendan la limitacion de las
demostraciones empiricas. Es por esto que, al finalizar la secuencia, se busca introducirlos al
razonamiento 16gico deductivo informal (nivel 3), apoyandose en un ejemplo concreto como

guia y en preguntas que orientan a encadenar una serie de conocimientos previos de forma
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deductiva para lograr validar su conjetura.

5.2.2. Elementos de las tareas

Teniendo en cuenta los datos que describen las tareas matemadticas mencionados en

Moreno y Ramirez (2016), se puede caracterizar a la secuencia propuesta a través de la

informacién que se muestra en la Tabla 1.

Tabla 1. Elementos de las tareas matematicas en la secuencia

Datos de las
tareas

Descripcion

Meta o finalidad

Si bien la meta de la secuencia estd dada en los objetivos planteados para cada
parte de la misma, se pueden mencionar, de forma general, la principal meta o
finalidad de cada parte:

Parte I: explorar construcciones dindmicas con el software GeoGebra,
distinguiendo aquellas blandas de las robustas, y valorar las ventajas que estas
dltimas brindan al mantener las propiedades geométricas con el arrastre.

Parte II: arribar a la propiedad de la desigualdad triangular aprovechando el
dinamismo del software como herramienta para conjeturar y validar o refutar sus
ideas por medio del arrastre.

Parte III: abordar a la propiedad de la suma de los dngulos interiores de un
tridngulo por medio de la exploracion con los deslizadores del software, e
introducirlos en la realizacién de demostraciones sencillas.

Formulacion

Las consignas son dadas de forma escrita y han sido presentadas en el apartado
5.1. Se dividen en tres partes (I a III): la primera estd conformada por cuatro
actividades, la segunda por cinco, mientras que la dltima por ocho. La mayoria
de las actividades, a su vez, estin subdivididas en items. Se procura una
enunciacién concisa que invite al accionar reflexivo por parte de los estudiantes.

Materiales y
recursos

Computadoras con acceso a internet, o bien con el programa GeoGebra
Geometria descargado. Ademads, l4piz, goma y papel para el registro de las
respuestas.

Tipo de
agrupamiento

Trabajo en grupos de cuatro estudiantes, agrupados libremente, los cuales deben
conservarse en cada una de las tres partes de la secuencia. El trabajo en pequefios
grupos alienta la colaboracién y comparacién de hallazgos entre pares.

Contexto

En la sala de informatica o en el aula con laboratorio mévil. De ser necesario,
como tltima opcién, pueden usar celulares®.

Temporalizacion

Cuatro clases de 80 minutos, distribuidas en dos semanas (una clase para cada
parte de la secuencia y una adicional para integrar las conclusiones). De no
terminar una parte en clase, se contintia en la préxima, ya que es fundamental
poder observar la interaccion entre los estudiantes y con el docente al momento
de resolver las actividades.

5.2.3. Tipos de tareas y de demostraciones

De acuerdo a lo expresado en el apartado 4.3, se pueden distinguir los tipos de tareas que

se proponen siguiendo la clasificacion esbozada por Garcia y Lopez (2008). Cada actividad

planteada no se corresponde necesariamente con un tnico tipo de tarea pero, por lo general,

® Aunque no es recomendable, ya que resulta un trabajo mas engorroso debido la dificultad de observacion de las
construcciones por el tamafio de la pantalla. Ademds, en algunos casos, se obstaculiza la visibilidad de
longitudes de segmentos y amplitudes de éngulos por superposicion de elementos.

22

Claudia Roxana Boxler



Especializacion en Diddctica de la Matemdtica
Trabajo final integrador

hay uno que se destaca mas. En la secuencia se proponen actividades en las que intervienen
mayoritariamente tareas de investigacion y de demostracion. Las tareas de conceptualizacion
aparecen como cierre para plasmar las relaciones geométricas halladas utilizando las tareas
anteriores. A su vez, las tareas de demostracion se clasifican segun las funciones que

cumplen, siguiendo las categorias propuestas por De Villiers (1996).

En relacién con esta dltima categorizaciéon, no se considera aqui la funcién de
demostracién como sistematizacion, ya que en el nivel educativo de interés no se trabaja con
demostraciones dentro de un sistema deductivo de axiomas, definiciones y teoremas.
Respecto a la funcién de la demostracion como comunicacién, De Villiers (1996) sostiene que
estd presente todo el tiempo, ya que el profesor necesita renegociar continuamente con sus
alumnos los criterios acerca de qué constituye una explicacion, una demostracion, etc. Esta
funcién puede analizarse una vez implementada la secuencia, al momento de la interaccion
con los grupos de estudiantes y en la posterior puesta en comun y debate; por lo que se omite

en este andlisis a priori.

En la Tabla 2 se retoman extractos de los enunciados de las consignas en los que se ve

. . . 7 L) .z
reflejado el tipo de tarea que se involucra en cada caso’, para llevar a cabo su clasificacion.

Tabla 2. Tipos de tareas en la Parte I de la secuencia

Tipo de tarea
Investigacion Demostracion Conceptualizacion

Extracto de consigna

Si mueven alguno de sus vértices,
;sigue siendo un tridngulo isésceles? Si
la respuesta es “no”, busquen otra
forma de construirlo.

Si arrastran los vértices, ;sigue siendo
rectangulo? Si se deforma, busquen
otra forma de construirlo para que
mantenga la condicién original.

a) ;Cudntas unidades mide el lado HI? X
b) Si se desea que el lado GI mida 3

unidades, ;qué pasos pueden agregar X X
en la construccion para que esto sea asi?

X

¢) Si se desliza algin vértice, ;los lados
mantienen las longitudes pedidas? Si no

es asi, reformulen los pasos de X X
construccion para lograrlo.
a) ;/Por qué creen que funciona o no ese X
procedimiento...?

4 b) (A qué distancia se encuentra el
punto [ de los puntos G y H? El X X

tridngulo determinado, ;cumple con la
condicion pedida?

7 Para evitar la pérdida de sentido de los enunciados, en algunos casos se transcribe el parrafo o una oracién
completa de la consigna, por lo que se destacan en negrita las palabras que refieren al tipo de tarea involucrada.
Esto se utiliza también en las Tablas 4 y 6.
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c¢) (Qué creen que sucederd si

consideran al otro punto de interseccion X
como [? ;Por qué?

d) ;Cumple con la condicién pedida?,

(en qué se diferencia con el tridngulo X X
GHI?

En la Tabla 3 se detallan las funciones presentes en las tareas de demostracién de la

primera parte de la secuencia.

Tabla 3. Tipos de demostracion en la Parte I de la secuencia

Tipo de demostracion

Activi
st Explicacion  Descubrimiento Verificacién
b) X
3 ) X
a) X
b) X
4 ) X
d) X

En la primera parte de la secuencia predominan las tareas de investigacion, acompafiadas
de tareas de demostracién como explicacion y verificacion. Esto se debe a que tiene por
finalidad que los estudiantes exploren e indaguen diversas construcciones asi como la
robustez de las mismas. Esta parte no involucra la conceptualizacién de nuevas definiciones,
relaciones ni propiedades. Este trabajo exploratorio es necesario, puesto que es el puntapié

inicial para llevar a cabo las actividades de la Parte 1II.

En la Tabla 4 se distinguen los tipos de tareas involucrados en la segunda parte de la
secuencia, seguida de la Tabla 5, en la que se clasifican los tipos de demostraciones que

intervienen.

Tabla 4. Tipos de tareas en la Parte 11 de la secuencia

Tipo de tarea

Extracto de consigna ——Y 7 Y
g Investigacion Demostracion Conceptualizacion

a) Construyan un tridngulo ABC en el

cual el lado AB mida 4 unidades y el X
lado BC mida 6 unidades.

b) Modifiquen el tridngulo para obtener

uno distinto, manteniendo las X

condiciones iniciales.

¢) (Cuantos triangulos diferentes se
1 pueden construir con esas condiciones? X X
Por qué?

d) Al mover uno de los vértices del
triangulo, ;Qué cambia y qué se X
mantiene?

e) ;Qué dato agregarian para asegurar
que solo se puede construir un udnico X
tridngulo con esas condiciones?
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f) ;Cu4nto deberia medir el lado AC
para maximizar el perimetro del

tridngulo? (Y para que el perimetro sea X
minimo?

a) ¢(Es la inica construccion posible? Si

la respuesta es “no”, construyan un

tridngulo distinto que respete esas X X
condiciones. Si la respuesta es “si”,

expliquen por qué.

b) y ¢) (Cuantos tridngulos pudieron X X
construir? ;Por qué?

Sin hacer la construccién, decidan y X
justifiquen si es posible construir.

Verifiquen las respuestas. X

Redacten las condiciones que deben
cumplir las longitudes de tres segmentos
para que sea posible construir un
tridngulo con ellos.

Tabla 5. Tipos de demostracion en la Parte II de la secuencia

Tipo de demostracion

Actividad

Explicaciéon Descubrimiento Verificacion
c) X
1 e) X
f) X
2 a,byo X X
3 X
4 X

Las Tablas 4 y 5 permiten observar que la Parte II comienza con tareas de investigacidn,

donde los estudiantes exploran la posibilidad de construcciones de tridngulos teniendo como
datos medidas de lados, por medio de GeoGebra. A partir de estas, avanzan a tareas de
demostracién en las cuales explican los resultados de sus exploraciones, descubren resultados
inesperados, verifican sus construcciones y conjeturas, o bien las refutan y reformulan. Este

proceso los guia a concluir en la conceptualizacion de la desigualdad triangular.

Por su parte, en la Tabla 6 se presenta la clasificacion de la dltima parte de la secuencia,

que intervienen.

segun los tipos de tareas propuestas, y en la Tabla 7 se identifican los tipos de demostraciones

Tabla 6. Tipos de tareas en la Parte I1I de la secuencia

Extracto de consigna

Tipo de tarea

Investigacion Demostracion Conceptualizacion

Construyan un tridngulo ABC.

a) Redacten cOmo realizaron la X
construccion.
b) (Es el unico tridngulo que se puede X

construir con esas condiciones?
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¢) (Qué sucede si arrastran los vértices

del trigngulo? X
d) (Es posible que siempre se pueda
construir tridngulos a partir de dos X

angulos?

A partir de la construccién dada,
2 exploren si es posible construir, en cada X
caso, triangulos con...

(Fue posible construir todos los
tridngulos  solicitados en el punto
anterior? ;Por qué creen que desaparece
el punto C en algunas ocasiones...?

a) Justifiquen su respuesta X

4 b) ;Qué sucede en el caso de los dngulos
rectos para formar tridngulos?

a) /Qué sucede con dicho angulo si se
arrastran los vértices del tridngulo?

Prevean si es posible realizar las
construcciones que se piden...

Luego, exploren y comprueben o
refuten sus conjeturas...

a) (Qué similitud encuentran? ;Qué
relacién pueden establecer?

b) Esa relaciéon, ;se cumple para
cualquier tridngulo? Si la respuesta es
“no”, grafiquen un triangulo en el que no
se verifique y busquen otra relacion ...

1P S¢E]

Si la respuesta es “si”, ;jcomo pueden
comprobarlo?

a) Observen y establezcan igualdades X

b)  Registren  dichas  igualdades,
justificando con la clasificacion de X
angulos.

¢) (Coémo son estos tres angulos...? ;Qué
8 angulo determinan? ;Cuédnto mide?

d) (Qué pueden concluir respecto a los
angulos interiores de un tridngulo?

e) Esta relacion, ;se camplira para todo
triangulo?

f) Redacten la propiedad... X

Tabla 7. Tipos de demostracion en la Parte III de la secuencia

Tipo de demostracion
Explicaciéon Descubrimiento Verificacion
X
a) X

Actividad

X

X
b) X X
b),0),d)ye)

FIRNIENENEY
S Ilelkails
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Las Tablas 6 y 7 permiten observar que en la Parte III se utiliza una estructura similar a la
usada en parte anterior, comenzando con tareas de investigacion y de demostracién, aunque
esta vez con la finalidad de concluir en la conceptualizacién de la propiedad de la suma de los
angulos interiores de un tridngulo. Cabe destacar, en esta ultima parte, la importancia de las
tareas de demostracion, puesto que se busca un avance en las formas de validacién de los
estudiantes, guidndolos a pasar de explicaciones y demostraciones inductivas por medio de la
verificacion de muchos casos particulares, a una demostraciéon deductiva informal, en

transicion del nivel 2 al 3 de razonamiento de Van Hiele.

Para concluir este subapartado, se resume en la Tabla 8 la clasificacién de la secuencia
segtin los tipos de tareas y de demostraciones.

Tabla 8. Tipos de tareas y de demostraciones en la secuencia

Actividad Tipo de tarea Tipo de demostracion
1 Investigacion
; 2 Investigacion
B . - < . - e -
g 3 Investigacion y demostracion Explicacién y verificacién
4 Investigacion y demostracion Explicacién y verificacion
1 Investigacion y demostracion Explicacién y descubrimiento
= 2 Investigacion y demostracion Explicacién y descubrimiento
% 3 Demostracion Explicacién
& 4 Demostracion Verificacion
5 Conceptualizacion
1 Investigacion
2 Investigacion
3 Demostracion Explicacién
= 4 Demostracion Explicacién, descubrimiento y verificacion
% 5 Investigacion
& 6 Investigacién y demostracién Descubrimiento y verificaciéon
7 Demostracion Descubrimiento, explicacion y verificacién
3 Investigacién, demostracién y Verificacion

conceptualizacién

En general, en la secuencia predominan las tareas de investigacion y demostracion. Si bien
la primera parte es exploratoria, las dos siguientes tienen la finalidad de conceptualizar una
propiedad geométrica en particular. Para ello se requiere de un trabajo progresivo con los
estudiantes, que los guien a desarrollar las propiedades por medio de la busqueda de
regularidades que les permitan hacer conjeturas y validarlas. La utilizacién de GeoGebra es de
suma conveniencia en este tipo de tareas, ya que su dinamismo favorece la visualizacion de

(in)variantes en las construcciones geométricas.
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5.2.4. Niveles de analisis didactico

Como se menciond en el apartado 4.3, la secuencia propuesta se estudia en funcion de tres
de los cinco niveles de andlisis didactico. Se comienza con la descripcion de las situaciones-
problema presentadas y las practicas matematicas necesarias para su resolucion (nivel 1) y se
continda con las configuraciones de objetos y procesos matemadticos que posibilitan dichas
practicas (nivel 2). A partir de alli, se dirige hacia el estudio de las normas y metanormas que

regulan las practicas matematicas (nivel 4).
» Nivel de analisis didactico 1: tipos de problemas y sistemas de practicas

Este nivel de andlisis se aplica, sobre todo, a la planificacién y a la implementacién de un
proceso de estudio y pretende estudiar las practicas mateméticas planificadas y realizadas en
dicho proceso. Permite descomponerlo en una secuencia de episodios y, para cada uno,
describir las précticas realizadas siguiendo su curso temporal. También posibilita caracterizar
una configuracion epistémica global (previa y emergente) que determina las practicas

planificadas y realizadas (Godino et al., 2008).

En este trabajo se estudian solo las practicas planificadas y la configuracion epistémica
previa. En cuanto a las pricticas realizadas y la configuracion epistémica emergente, pueden

ser descriptas luego de implementada la secuencia.

Para analizar la propuesta en base al primer nivel, se usan como guia los interrogantes
planteados en Godino et al. (2008): ;Qué problemas y practicas se contemplan en el proceso

de instruccién analizado? ;Como se secuencian?

Las actividades propuestas son abiertas, por lo que permiten diversas formas de resolucién
y, dependiendo el nivel de razonamiento que posean los estudiantes, son mds o menos

desafiantes para ellos.

En la Parte I se propone la realizacion de cuatro actividades, a fin de que los estudiantes
exploren distintas construcciones, analicen la robustez de las mismas a través de los
procedimientos utilizados, las verifiquen mediante el arrastre y aprecien la importancia de

lograr construcciones sélidas a partir de la aplicacion de propiedades geométricas.

Ademas, se pretende que los estudiantes adquieran el habito de explicar y fundamentar los
procedimientos que utilizan, por lo que se pide que plasmen de forma escrita lo realizado.
Esto también permite un andlisis a futuro de las producciones, para revisar los razonamientos,
conjeturas, explicaciones, pruebas y contrastaciones utilizadas para validar sus

construcciones, y comparar las estrategias puestas en juego por los distintos grupos.

En cuanto a la Parte II, estd orientada a que los estudiantes indaguen y conjeturen sobre la
cantidad de soluciones y las condiciones de posibilidad de la construccion de tridngulos a

partir de dos y tres segmentos de longitudes dadas, asi como el reconocimiento de
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construcciones imposibles, para luego arribar a la propiedad de la desigualdad triangular.
Nuevamente se les solicita registrar los procesos, razonamientos y argumentos involucrados
en las construcciones realizadas, para continuar desarrollando el hédbito de plasmar de forma
escrita sus explicaciones, esperando que se centren cada vez mas en lo matematico que en lo

meramente observable.

Respecto a la Parte III de la secuencia, se propone indagar acerca de la existencia y la
unicidad de las construcciones de tridngulos a partir de las amplitudes de sus dngulos, para
luego derivar en la propiedad de la suma de los dngulos interiores de un tridngulo. En esta
seccion, se agrega el uso de deslizadores de GeoGebra como una herramienta que posibilita
explorar los cambios y las permanencias en las construcciones, permitiendo realizar
conjeturas que luego deben ser validadas. Respecto a los procedimientos de validacion, se
busca introducirlos a las demostraciones informales, por medio de una actividad final. Cabe
recordar que los estudiantes asisten a segundo afio del CBC, por lo que han tenido
practicamente nulo contacto con este tipo de validacion, y hasta el momento han utilizado la

funcién de arrastre de GeoGebra como instrumento para contrastar sus conjeturas.

Como en las secciones anteriores, se busca reforzar también el trabajo con el desarrollo

escrito de los razonamientos y procedimientos que explican o fundamentan sus producciones.
» Nivel de analisis didactico 2: configuraciones de objetos y procesos matematicos

Este nivel se centra en los objetos y procesos que intervienen en la realizacién de las

précticas, y también los que emergen de ellas.

En cuanto a los objetos matemadticos primarios, Godino et al. (2007) proponen la siguiente

tipologia:

« Elementos lingiiisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos...) en sus diversos

registros (escrito, oral, gestual...)
« Situaciones-problema (aplicaciones extra-matemadticas, tareas, €jercicios...)
« Conceptos-definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones)
« Proposiciones (enunciados sobre conceptos...)
« Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de cdlculo...)

o Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y

procedimientos, deductivos o de otro tipo...)

Para la realizacion de este andlisis se tienen en cuenta los objetos involucrados en el
planteamiento de la secuencia. No se mencionan los objetos emergentes puesto que estos
pueden distinguirse luego de la implementacion de la secuencia, a partir del andlisis de las
observaciones del docente durante su interaccion con los estudiantes.
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En la Tabla 9 se describen los objetos matemdticos primarios que intervienen en las

practicas de la primera parte de la secuencia propuesta.

Tabla 9. Objetos matematicos primarios en la secuencia: Parte I

Objetos Descripcion

Geométrico (tridngulo isésceles y rectingulo, circunferencia, radio, interseccion de
circunferencias, distancia).

.gi Grifico (construcciones de segmentos, rectas, y figuras).
a Métrico (unidades de medida de longitud).
5 Aritmético (nimeros naturales, racionales).
~ Propios del software GeoGebra (construccidn, arrastre, herramientas -Segmento de
longitud dada, Angulo dada su amplitud, Circunferencia: centro y radio-).
172}
g 1, 2 y 3) Problemas intra-matematicos de construcciones robustas de tridngulos.
= 4) Problema contextualizado en el que se debe analizar la propuesta de personajes
'§ ficticios sobre una construccion, realizarla y analizarla.
=
" Tridngulo (elementos y clasificacion).
8 Circunferencia.
? Poligono.
g Longitud.
o Uso elemental de GeoGebra (funcién arrastre, construcciones blandas y robustas).
Los tridngulos isdsceles tienen dos lados de igual longitud.
Los tridngulos rectdngulos tienen un dngulo recto.
" Los puntos de una circunferencia equidistan de su centro.
g Dos tridngulos son iguales si sus tres lados y sus tres dngulos correspondientes son
5 iguales.
4 Con tres segmentos, de ser construible, se determina un tnico tridngulo.
g Una construccién es blanda (se deforma) si al arrastrar alguno de sus elementos, la figura
A~ pierde al menos una de las condiciones iniciales.
Una construccién es robusta (resiste el arrastre) si se construye de manera tal que al
mover alguno de sus elementos, la figura mantiene las condiciones iniciales.
2 Construir tridngulos que cumplan las condiciones solicitadas y verificar su robustez por
b= medio del arrastre.
'é Arrastrar vértices de un tridngulo para indagar los cambios y permanencias.
= Relacionar los elementos de la circunferencia que intervienen en la construccién del
§ tridngulo.
& Registrar de forma escrita los procesos y razonamientos utilizados.
Explicacién de las construcciones realizadas, basandose en propiedades y conceptos
@ geométricos.
*2 Justificacién de la respuesta por medio de una explicacién asociada al concepto de
qé circunferencia y argumentacién de la respuesta basandose en el uso de la funcién arrastre
5 como verificacion.
E Justificacién de la respuesta en relacioén con el concepto figural que posean de tridngulo.

Fundamentacién de la respuesta en funcion de la idea de igualdad de tridngulos.

En esta primera parte (Tabla 9), se involucran lenguajes, conceptos, relaciones y
propiedades ya conocidos por los estudiantes. Puesto que el trabajo en esta parte es por medio
de problemas exploratorios, la importancia recae en los procedimientos que utilizan para
realizar las construcciones propuestas y las argumentaciones que esbozan para justificar sus

respuestas.
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Por otro lado, en la Tabla 10 se mencionan los objetos matemdticos primarios que

intervienen en la practica planteada de la Parte II.

Tabla 10. Objetos matematicos primarios en la secuencia: Parte 11

Objetos

Descripcion

Lenguajes

Geométrico (tridngulos, lados, perimetro).

Gréfico (construcciones de segmentos, tridngulos y circunferencias).

Métrico (unidades de medida de longitud, perimetro maximo y minimo).

Aritmético (nimeros naturales, racionales).

Términos propios del software GeoGebra (construccion, arrastre, herramientas -Segmento
de longitud dada, Distancia o longitud, Poligono, Circunferencia: centro y radio-).

Problemas

1 a 5) Problemas intra-mateméticos de construccién de tridngulos a partir de longitudes de
segmentos dadas, andlisis de condiciones de existencia y unicidad de los mismos y
bisqueda de regularidades para formular conjeturas que luego deben validar.

Conceptos

Tridngulo.

Circunferencia.

Poligonos.

Longitud.

Perimetro de figuras.

Uso elemental de GeoGebra (funcién arrastre, construcciones blandas y robustas).

Proposiciones

A partir de dos segmentos, se pueden construir infinitos tridngulos.
A partir de tres segmentos, de ser construible, se determina un tnico tridngulo.
La suma de dos lados de un tridngulo es mayor al lado restante.

Procedimientos

Realizar construcciones robustas de tridngulos a partir de condiciones iniciales,
modificarlos mediante arrastre de sus vértices para construir otros.

Observar cambios y permanencias.

Explorar cantidad de soluciones, imposibilidad de construccién a partir de dos y tres
lados.

Calcular perimetros, buscar el mdximo y el minimo.

Buscar regularidades entre las construcciones realizadas.

Redactar conjeturas y verificarlas a través de pruebas sencillas o refutarlas mediante
contraejemplos. En ambos casos, brindar explicaciones.

Generalizar regularidades halladas en casos particulares.

Redactar la propiedad de la desigualdad triangular.

Registrar de forma escrita los procesos y razonamientos utilizados.

Argumentos

Explicacién de la posibilidad o imposibilidad de construccién en base a la exploracion
dindmica y verificacién por medio del arrastre.

Justificacién de las respuestas basdndose en representaciones mentales de la figura,
utilizando un vocabulario intuitivo.

Argumentacion de las respuestas por medio de la verificacion.

Explicacién de las condiciones pedidas en base a lo trabajado previamente.

En esta segunda parte (Tabla 10), se continda trabajando con lenguajes y conceptos ya

conocidos por los estudiantes. Asimismo, se centra en la construccién de la propiedad

geométrica de la desigualdad triangular. Se hace hincapié tanto en los procedimientos que los

estudiantes realizan, como en las proposiciones que surgen de su andlisis e interaccion, y los
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argumentos que esbozan para validar sus conjeturas. Al momento de la planificacién de la

secuencia, se ha previsto que los argumentos aceptables sean acordes a los niveles de

razonamiento de los estudiantes del curso al que estd destinado.

Respecto a los objetos matematicos primarios previos que intervienen en la ultima parte de

la secuencia (III), se los detalla en la Tabla 11.

Tabla 11. Objetos matematicos primarios en la secuencia: Parte I11

Objetos

Descripcion

Lenguajes

Geométrico (tridngulos, dngulos, rectas paralelas y transversales).

Griéfico (construcciones de dngulos, rectas, tridngulos).

Métrico (unidades de medicién angular).

Aritmético (nimeros naturales, racionales, suma de amplitudes de dngulos).

Términos propios del software GeoGebra (arrastre, deslizadores, construcciones, vista
grifica, herramientas -Angulo dada su amplitud, Poligono-).

Problemas

1,2, 3,5, 6 y7) Problemas intra-mateméticos de construccioén de tridngulos a partir de
amplitudes de dngulos, asi como el andlisis de variabilidad de una construccién dada, y de
sus condiciones de posibilidad.

4 y 8) Problemas contextualizados, conectados entre si y con el problema contextualizado
de la Parte 1.

Conceptos

Angulos (y su clasificacién segiin amplitud, posicién, entre paralelas cortadas por una
transversal).

Tridngulo.

Poligonos.

Uso elemental de GeoGebra (arrastre, deslizador, construcciones blandas y robustas).

Proposiciones

No siempre es posible construir un tridngulo a partir de dos dngulos.

Si es posible construir un tridngulo a partir de dos dngulos, entonces se pueden construir
infinitos tridngulos con dichos dngulos.

A partir de tres dngulos, si es una construccién posible, se pueden construir infinitos
tridngulos con esos dngulos.

Los dngulos correspondientes entre dos paralelas cortadas por una transversal son iguales.
Los dngulos alternos entre dos paralelas cortadas por una transversal son iguales.

Los dangulos conjugados entre dos paralelas cortadas por una transversal son
suplementarios.

La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es siempre 180°.

tos

imien

Proced

Realizar construcciones de tridngulos a partir de dngulos dados como datos y modificarlos
mediante arrastre de sus vértices para construir otros distintos.

Observar cambios y permanencias utilizando el arrastre y deslizadores.

Explorar cantidad de soluciones, imposibilidad de construccién a partir de dos y tres
angulos.

Buscar regularidades entre las construcciones obtenidas.

Enunciar conjeturas y verificarlas o refutarlas a través de construcciones.

Redactar la propiedad de la suma de los angulos interiores de todo tridngulo.

Efectuar una demostracién deductiva informal utilizando preguntas-guia.

Registrar de forma escrita los procesos y razonamientos seguidos.

Argumentos

Explicacién de las respuestas por medio de propiedades y conceptos geométricos.
Justificaciéon de las respuestas basidndose en la verificacion a través del uso de
deslizadores y del arrastre.

Argumentacion de las respuestas en base a las construcciones mentales de tridngulos.
Construccién de contraejemplos como justificacion para refutar conjeturas.
Argumentacion de una respuesta por medio de demostracién informal.
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Esta ultima parte (Tabla 11), abarca diversos lenguajes, en su mayoria geométricos y
graficos, que van de la mano de conceptos y propiedades estudiadas previamente por los
estudiantes. Estos objetos son los que les servirdn para analizar las construcciones y validar
sus conjeturas por medio de argumentos basados en razonamientos matemadticos, mas alld de
lo observable a simple vista. Si bien la exploracién es necesaria para la buisqueda de
regularidades y la elaboracion de ideas, también es importante fomentar la abstraccién por
medio de problemas intra-matematicos, los cuales favorecen el desarrollo de la concepcién de
los tridngulos como conceptos figurales, y no como meros dibujos. Esto permite a los
estudiantes avanzar en los niveles de razonamiento que poseen, y de esta forma pueden
derivar en el desarrollo y la demostracién deductiva (informal) de la propiedad de la suma de
los dngulos interiores de un tridngulo.

Por otro lado, es importante mencionar que la emergencia de los objetos de la
configuracion (problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos) tiene
lugar mediante los respectivos procesos matemdticos de comunicacidon, problematizacion,
definicion, enunciacion, elaboracién de procedimientos (algoritmizacidn, rutinizacidn, ...) y
argumentaciéon (Godino et al., 2007). Siguiendo esta categorizacién, a continuacién se
analizan los procesos matemadticos involucrados en las pricticas matemadticas propuestas,

. . .8
separando la informacién en tres tablas, una para cada parte de la secuencia’.

Tabla 12. Procesos matematicos identificados en la secuencia: Parte I

Procesos matematicos

Actividad  Elaboracién de L s v Sy
Problematizacion Enunciacién Argumentacion Comunicacion

procedimientos
1 X X X
)
Q 2 X X X
g 3 X X X X
4 X X X X

En la Parte I (Tabla 12), todas las actividades implican procesos de problematizacién, ya
que se presentan problemas abiertos a los estudiantes que los desafian a encontrar una
estrategia de resolucion. También intervienen procesos de comunicacién en todas las
actividades, al solicitarles que redacten los procedimientos que realizan (comunicacién
escrita) y, en el momento de la puesta en comun, los grupos deben expresar los resultados y

conclusiones obtenidas (comunicacion oral).

Ademas, las primeras tres actividades implican procesos de elaboracion de procedimientos,
puesto que deben explorar y encontrar los pasos que los lleven a realizar las construcciones
robustas solicitadas. Por su parte, la actividad 4 involucra el proceso de enunciacién, ya que
en el item c) se pretende que realicen una conjetura respecto al tridngulo que se determina.
Asimismo, las ultimas dos actividades involucran procesos de argumentacion, al solicitarles

justificar las respuestas que realizan.

® Se omite en las Tablas 12 a 14 el proceso de definicion, ya que dicho proceso no forma parte de esta secuencia.
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Tabla 13. Procesos matematicos identificados en la secuencia: Parte 11

Procesos matematicos

Actividad  Elaboracién de

. Problematizacion Enunciaciéon Argumentacion Comunicacion
procedimientos
1 X X X X
= 2 X X X X
£ 3 X X X
& 4 X X X
5 X X

Respecto a la Parte I (Tabla 13), al igual que en la primera parte, los procesos de
comunicacién se encuentran presentes en todas las actividades. La elaboracion de
procedimientos estd involucrada en las actividades 1, 2 y 4 puesto que se espera que
produzcan un conjunto de pasos que los guien a obtener las construcciones propuestas. Los
procesos de problematizacion aparecen en las primeras tres actividades, al abarcar problemas
abiertos en los que deben examinar las posibles resoluciones y no se indican procedimientos

especificos para implementar.

Por su parte, la actividad 5 es la dnica de esta parte en la que no se encuentra presente el
proceso de argumentacion. Esto se debe a que el objetivo de dicha actividad es enunciar la
propiedad cuya justificacion es dada en las actividades previas.

Tabla 14. Procesos matematicos identificados en la secuencia: Parte II1

Procesos matematicos

Actividad  Elaboracion de

.. Problematizacion Enunciacién Argumentacion Comunicacion
procedimientos
1 X X X
2 X X
= 3 X X X
o 4 X X X X
T 5 X X
~ 6 X X X X
7 X X X X X
8 X X X X X

Por otro lado, en la Parte III de la secuencia, los procesos de elaboracion de
procedimientos disminuyen notoriamente, debido a que se brinda a los estudiantes
construcciones ya armadas con las cuales interactuar. Los procesos de problematizacion estan
presentes en la mayoria de las actividades, puesto que se busca desafiar a los estudiantes para
que cuestionen y utilicen sus conocimientos previos para la resolucion de los problemas que
se les presentan. Los procesos de argumentacién adquieren cada vez mds importancia,

pasando por diversas formas de validacion.

Los procesos de enunciacién abarcan tanto actividades en las que se espera que los
estudiantes expresen ideas surgidas de la visualizacion (4.b), como actividades donde se
solicita la enunciacion de predicciones (6) y aquellas en las que se pretende que expresen la

relacién que pueden establecer a partir de lo trabajado (7 y 8). Por dltimo, al igual que en las
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partes anteriores, todas las actividades involucran procesos de comunicacién tanto en la

redaccion de los procedimientos como en la puesta en comun.
» Nivel de analisis didactico 4: identificacion del sistema de normas y metanormas

La dimensién normativa de los procesos de estudio abarca desde las regulaciones explicitas
en el nivel mds general de las directrices curriculares, hasta los hdabitos, costumbres,
tradiciones originadas posiblemente de manera implicita en el nivel mds particular de la
relacién docente-alumnos. Hay diferentes criterios de clasificacion de las normas: segin el
momento en que intervienen, segun el aspecto del proceso de instruccién a que se refieren,

seglin su origen, y segun el tipo y grado de coercién (Godino et al., 2008).

Siguiendo el interrogante planteado por estos autores: “;Cuales son las principales normas
que intervienen en las distintas facetas del proceso de estudio?” (p.17), se pueden mencionar:

o Normas curriculares

En cuanto a las directrices curriculares, cabe sefalar que la propuesta se rige por los

lineamientos de:

- El Disefio Curricular de Secundaria de la Provincia de Entre Rios (Consejo General de
Educacioén, 2010), en el que se plantea la caracterizacion y clasificacion de tridngulos,
asi como la exploracion sobre las condiciones necesarias para la unicidad y existencia

de tridngulos y la validacion de propiedades (para primer afio de secundaria).

- El Plan de Estudios de Educaciéon Secundaria de la Universidad Auténoma de Entre
Rios (UADER, 2012), universidad a la que pertenece la institucion escolar a la cual estd
destinada la secuencia, propone para segundo afo en el eje “Geometria y mediciones” el

estudio de los elementos, las propiedades y la clasificacion de tridngulos.

- Los Nucleos de Aprendizajes Prioritarios, estipulados por el Consejo Federal de
Educaciéon (2011), establecen como objetivos para segundo afio del CBC, “la
produccién y validacién de conjeturas sobre relaciones y propiedades geométricas,

avanzando desde las argumentaciones empiricas hacia otras mas generales” (p.17).

Por otra parte, en este trabajo se estudian las normas que regulan las practicas operativas y

discursivas de los procesos de estudio de los estudiantes. Entre ellas, se pueden mencionar:
« Normas epistémicas

Como se menciond en el apartado 5.1, antes de la implementacién de la secuencia se debe
acordar con los estudiantes que:

- Solo pueden utilizar aquellas definiciones y propiedades que han estudiado previamente
para demostrar una conjetura, aunque estas ultimas no necesariamente hayan sido

demostradas, sino que fueron aceptadas como verdaderas.
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- Debe haber un equilibrio entre un vocabulario intuitivo y el uso de términos

matematicos al expresarse para comunicar sus razonamientos.

- La respuesta solo se acepta si, ademds de ser correcta, se anexa un argumento verbal

que la acompafie (aunque tenga imprecisiones matematicas).
o Normas que regulan las interacciones

- El docente interviene durante la implementacion de la secuencia para resolver

dificultades de los alumnos (siendo guia).

- Se realizan puestas en comun y debates luego de la culminacién de cada parte de la

secuencia, cumpliendo el docente el rol de mediador.
o Normas que regulan el uso de los materiales en el aula

- Guardar todas las construcciones en archivos con el nimero de la actividad y los

apellidos de los integrantes del grupo.
- Para cada actividad, abrir un nuevo archivo.
- Registrar en la carpeta los razonamientos y procedimientos realizados.

- No borrar lo redactado al darse cuenta de alguna equivocacion; aclarar debajo de lo ya

escrito cudl fue el razonamiento y/o procedimiento que les permitié notar el error.
5.2.5. Posibles resoluciones y conflictos al implementar la secuencia

Godino et al. (2008) plantean la necesidad de atender a las dificultades y conflictos
potenciales que pueden tener los estudiantes al realizar las practicas matemadticas. Es por ello
que a continuacion se hace una descripcion de cada actividad de la secuencia propuesta, con
las posibles resoluciones y dificultades que pueden presentarse. Se mencionan, ademas,

potenciales intervenciones docentes y respuestas a las que se pretende arribar.
Parte 1

En la actividad 1 se solicita construir un tridangulo isosceles. Puede ocurrir que realicen “a
0jo” la construccidn, trazando dos segmentos similares, o bien que midan con una regla sobre
la pantalla para trazar dos segmentos de igual longitud con un extremo en comiun, y luego
trazar el tercer lado uniendo los extremos restantes. Aqui es importante remarcar que
GeoGebra funciona con unidades internas propias del software, y no con centimetros u otras
unidades de medicién usadas habitualmente por los estudiantes’. Se espera que el arrastre les
permita observar que este tipo de construcciones no son robustas y, por lo tanto, deben buscar

otras herramientas que ofrece el software para realizar la construccidn solicitada.

9 L . . .

Esto se debe a que GeoGebra posee la funcién Zoom, mediante la cual se puede aproximar o alejar la
construccion, y de este modo no se conservan las unidades de longitud externas como el centimetro, el
milimetro, etc.
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Otra construccién blanda puede ser utilizando la herramienta Segmento de longitud dada 0
trazando dos segmentos de igual longitud AB y CD, sin extremos en comtn, luego arrastrar
los segmentos para hacer coincidir por ejemplo el punto A con D vy, por ultimo, trazar el
segmento BC. En este caso, al arrastrar los extremos, el tridngulo se desarmaria (Fig. 3).

c c

Figura 3. Secuencia de construccion blanda (Parte I, actividad 1)

Al surgir este tipo de construcciones, conviene orientar a los estudiantes haciéndoles ver
que para lograr que las condiciones se mantengan, es necesario utilizar alguna herramienta de

GeoGebra que las garantice, puesto que la percepcion sola no alcanza.

En cuanto a construcciones que resistan el arrastre, pueden trabajar con la herramienta
Segmento de longitud dada, trazando dos segmentos con un extremo en comun y de igual
longitud, y luego unir los otros dos extremos (Fig. 4). En este caso, al mover un vértice, la
longitud de los lados iguales no cambia, pero si lo hace la longitud del tercer lado.

Nombre Descripcion

ke

C 1 Punto A

Punto sobre
2 Punto B Circunferencia(A,
5)
fSegmer’to Segmento [A, B]
Punto sobre
4 Punto C Circunferencia(A,
5)
A B 5 Segmento
@ @ g
Segmento
h

Segmento [A, C]

6 Segmento [C, B]

Figura 4. Protocolo de construccion robusta 1 (Parte I, actividad 1)

Otra forma de realizar la construccién es utilizar la herramienta Rotacion, dando la
amplitud del dngulo de rotacién. De esta forma quedan determinados dos puntos que se
encuentran a la misma distancia del punto utilizado como centro de la rotacién. Al unirlos se
determina un tridngulo isdsceles (Fig. 5), en cuyo caso al arrastrar un vértice se modifica
simultdneamente la longitud de los lados iguales, pero el dngulo determinado por ellos
mantiene su amplitud.

' Esta herramienta utiliza implicitamente -de sostén- una circunferencia, cuyo centro es el primer punto
seleccionado, y su radio es la distancia asignada como longitud del segmento.
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Nombre  Descripcion

1 Punto A

2 Punto B

B rotado

3} Punto C porel

angulo 45°

B 4 Segmento Segmento
f [A, B]

A 5 Segmento Segmento
g [B. C]

Segmento Segmento
h [C, Al

Figura 5. Protocolo de construccion robusta 2 (Parte I, actividad 1)

6

Una construccion robusta, que es poco probable surja en el grupo de estudiantes, por no ser
tan intuitiva y requerir de construcciones auxiliares, consiste en el trazado de un segmento y
de dos circunferencias de igual radio con centro en cada extremo del segmento (al igual que
como se realizaria a mano con regla y compds), utilizando la herramienta Circunferencia:
centro y radio. De este modo, uniendo los extremos con uno de los puntos de interseccion de
las circunferencias se obtiene un tridngulo isésceles, que modifica su tamafo y la forma con el
arrastre, pero manteniendo la igualdad de dos de sus lados (Fig. 6). Con este procedimiento
cabe tener en cuenta que si el radio elegido para la construccién de las circunferencias es
menor a la mitad del segmento inicial (ya sea la medida original o la que adquiere al desplazar

uno de sus extremos), ocurre que las circunferencias no se intersecan y no se determina el

tridngulo.
& ¢ Nombre Descripcion

1 Punto A

C 2 Punto B
3 Segmento f Segmento [A, B]

’ 4 Circunferencia ¢ Circunferencia con centro A y radio 3

5 Circunferencia d Circunferencia con centro B y radio 3
6 Punto C Punto de interseccion de ¢, d
6 Punto D Punto de interseccion de ¢, d

o 7 Segmento g Segmento [A, C]
8 Segmento h Segmento [C, B]

Figura 6. Protocolo de construccion robusta 3 (Parte I, actividad 1)

La actividad 2 es similar a la anterior, dado que se busca que los estudiantes realicen
diversas construcciones y analicen su robustez, asi como reforzar la importancia que tiene en
ello la utilizacién de propiedades geométricas. La diferencia con la actividad 1 radica en que
esta vez no se centra en la clasificacion del tridngulo segin sus lados sino respecto a sus
angulos; en particular, se busca que exploren la construccion de un tridngulo con un dngulo

interior recto.

Una posible construccién blanda que puede surgir es utilizar el borde de la pagina como

guia para construir un dngulo recto, apoyar una escuadra en la pantalla, o simplemente buscar
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trazar lo mds preciso posible, un segmento horizontal y otro vertical, y luego trazar un tercer
segmento para determinar un tridngulo. Al mover un vértice, se observa que esas
construcciones no resisten el arrastre, lo que conlleva a buscar otras herramientas para la

construccion de un dngulo recto.

Algunos pueden recurrir a construcciones robustas utilizando la herramienta Angulo dada
su amplitud (Fig. 7), otros trazar una recta (también puede ser una semirrecta o segmento) y
una recta perpendicular a esta, luego determinar un punto en cada una y finalmente dibujar el

tridngulo rectédngulo trazando el segmento BC (Fig. 8).

c 0o 1' S:’::zr: Descripcion . o Nombre  Descripcion
P 1 Punto A
2 PuntoB 2  PuntoB
3 Segmento f Segmento [A, B] 3 fSegmemo Segmento [A, B]
4 Punto C B rotado por el angulo 90° . Rectag Recta que pasa por A
= g 5 Anguloa  Angulo entre B, A, C A B perpendicular a f
A 6  Segmento g Segmento A, C] L 5 PuntoC Punto sobreg
7  Segmento h Segmento [C, B] 6 :egmemo Segmento [C, B]
Figura 7. Construccién robusta 1 Figura 8. Construccion robusta 2
(Parte I, actividad 2) (Parte I, actividad 2)

Estas actividades los conducen a la necesidad de requerir de propiedades y conceptos
tedricos de geometria para su correcta resolucion. Se puede agregar como consejo-guia al
momento de llevarlo a la prictica, que pueden utilizar construcciones auxiliares y luego
ocultarlas para que se aprecie mejor el tridngulo. Es interesante que al momento de realizar la
puesta en comun se retomen las distintas construcciones realizadas por los grupos de
estudiantes para que visualicen que existe mas de una construccién posible, y que se genere
un debate en cuanto a los procedimientos utilizados y su relacion con la robustez de la figura

obtenida.

Resulta importante destacar algunas de las ventajas que aporta el software GeoGebra a la
secuencia. Los items donde dice arrastrar, mover, deslizar, o ver qué se modifica y qué se
mantiene, no se pueden realizar con regla y compads (o bien seria muy engorroso y conllevaria
mucho tiempo). Ademds, aporta precision en los graficos y requiere el uso de propiedades

geométricas para lograr construcciones robustas.

Respecto a la actividad 3, se busca guiar a los estudiantes en una construccién robusta (Fig.
9), aplicando propiedades y conceptos geométricos. Ademds, pueden vincularla y compararla
con las construcciones previamente realizadas. Para aquellos que no hayan logrado concretar
una construccién robusta en los puntos anteriores, se pretende que exploren las herramientas
que ofrece el software e identifiquen cudles les permiten realizar las construcciones
solicitadas. Se puede orientar en la puesta en comun hacia un debate en el que se analice la

construccion y razonen por qué es robusta.
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Los interrogantes del punto a) tienen el propdsito de guiarlos para que razonen y concluyan
que, al desplazar los vértices, el lado HI no cambia su longitud puesto que, por construccion,
es un radio de la circunferencia construida a partir del vértice y la medida del radio, de modo

que esta es fija y no varia (Fig. 10).

Nombre Descripcion
[ 2
1 Punto G
Punto sobre
2 Punto H Circunferencia(G,
7)
3 Segmentof  Segmento [G, H]
Circunferencia Circunferencia con
4 )
5 c centro H y radio 6
Punto | Punto sobre ¢

Triangulot1  Poligono G, I, H
Segmentoh  Segmento [G, ]
Segmentog Segmento [I, H]

D OO O o O

Segmentoi  Segmento [H, G]

Figura 9. Protocolo de construccion robusta (Parte I, actividad 3)

e~ o

Figura 10. Familia de tridngulos que se obtienen al desplazar el
vértice I sobre la circunferencia ¢) (Parte I, actividad 3)

En el item b) se pretende que los estudiantes observen cémo se construyd el lado de
longitud 6 unidades y con ello conjeturen que pueden construir de igual forma el tercer
segmento con longitud 3 unidades. Posiblemente, no todos logren darse cuenta de ello en una
primera instancia o, al menos, no lo consideren necesario y crean que con solo mover el
vértice I hasta lograr que GI mida 3 unidades es suficiente. Es por ello que se plantea el item
¢), donde se pretende que validen su conjetura, o bien la refuten y reformulen para lograr la
construccién pedida. Es alli donde pueden apreciar que ese simple procedimiento de “ir
probando” hasta obtener la medida deseada no es suficiente, y requiere de la utilizacién de
conceptos y propiedades para que la construccion sea robusta, esto es, que cumpla en
términos geométricos con lo establecido. Aqui puede suceder que para probar la robustez

arrastren solo el vértice G, observen que las longitudes se mantienen iguales, puesto que lo
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unico que logran es que la figura se traslade sobre el plano, y afirmen errébneamente que la
construccion es robusta. En este caso el docente debe intervenir preguntando qué sucederia si

arrastran otro de los vértices y otorgar tiempo a que lo hagan.

Con el punto 4 se espera que los estudiantes contrasten su procedimiento anterior con la
construccién dindmica que se propone. Ademds, en el item a), al solicitar que no realicen la
construccion, se pretende que los estudiantes se representen mentalmente la figura construida,
relaciondndola con las propiedades y conceptos geométricos involucrados, y anticipen si
funciona o no. De esta forma se fomenta la construccién mental de la figura geométrica del

tridngulo como un concepto figural, a partir de sus propiedades, y no como un mero dibujo.

Con el item b), se busca que comprueben o refuten su conjetura, y verifiquen que dicha
construccion permite obtener el tridngulo solicitado (Fig. 11). Si entre los grupos de
estudiantes no ha surgido este tipo de construccion, esta actividad permite resaltar la
utilizacion de la herramienta Circunferencia: centro y radio. Es importante que el docente
haga hincapié en esta herramienta durante la puesta en comun, ya que resulta de gran utilidad

para la resolucién de las actividades posteriores.

Nombre Descripcion
= o P
1 Punto G
Punto sobre
2 Punto H Circunferencia(G,
| 7
3 Segmentof  Segmento [G, H]
Circunferencia Circunferencia con
4 .
c centro H y radio 6
5 Circunferencia Circunferencia con
d centro G y radio 3
Punto de
6 Punto | interseccion de d,
c
Punto de
6 Punto B interseccion de d,
c
7 Triangulo t1  Poligono G, I, H
7 Segmentoh  Segmento [G, 1]
A
7 Segmentog Segmento [I, H]
O} 7 Segmento i Segmento [H, G]

Figura 11. Protocolo de construccion (Parte I, actividad 4)

En el item c) se pretende que indaguen qué sucede con el otro punto de interseccion, y
concluyan que ambos puntos cumplen las condiciones pedidas, por la construccion realizada
(Fig. 12). Sin embargo, es probable que consideren que no es lo mismo si utilizan el otro
punto y crean que se determina un tridngulo distinto, aunque logren ver una cierta simetria en

ellos.

La importancia del item c) reside en que se les solicita que realicen predicciones explicitas
acerca del resultado que creen que obtendrdn, siempre requiriendo que justifiquen su

respuesta. Este tipo de actividades les genera expectativas y motivaciones para la
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experimentacion real, lo cual se pide en el item siguiente.

Figura 12. Triangulos congruentes (Parte I, actividad 4)

En el item d) se espera que logren comparar los tridngulos obtenidos y concluir que son
iguales, aunque estén en otra posicion. Aqui puede surgir la discusion en la puesta en comun
al decir que son distintos, que estdn “al revés”, “espejados”, etc. Se les puede pedir que
recuerden qué condiciones deben cumplir dos tridngulos para ser iguales. Si bien se estipula
que los estudiantes posean este concepto como conocimiento previo, puede aparecer la idea
primaria de la superposicién de figuras como condicién de igualdad. En este caso, el docente
indagard qué supone el hecho de que puedan superponerse y qué condiciones deben cumplirse
para que esto ocurra. En definitiva, se procurard ayudarlos a ver que las posiciones del plano
en las que se encuentran no constituyen una condicién necesaria para determinar su igualdad,
por lo que el hecho de que estén “girados” (producto de una rotacidén) o “espejados”
(resultado de una simetria) no influye. De esta forma se los orienta a comprender y recordar
que es necesaria la igualdad de los tres lados y los tres dngulos correspondientes para
determinar su congruencia. Luego de esto se les puede sugerir que agreguen las
construcciones que crean necesarias para verificarlo. Se espera que observen que las
longitudes de los lados se corresponden y que marquen los dngulos interiores de ambos

tridngulos para comparar las amplitudes (Fig. 13).

Figura 13. Comparacion de triangulos a través de la amplitud de sus
angulos y la longitud de sus lados (Parte I, actividad 4)
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El hecho de que la consigna planteada genere un resultado contra-intuitivo para los
estudiantes, los conduce a la necesidad de analizar sus conocimientos y predicciones,

realizando una retroalimentacion que les permita generar un aprendizaje significativo.

Esto resulta un puntapié para la realizaciéon de la Parte II de esta secuencia, donde los

estudiantes exploran las relaciones y propiedades geométricas a través del software.

Como cierre de esta primera parte, se puede generar el debate sobre qué sucede si se
consideran otras longitudes para dos lados de un tridngulo, esperando que generalicen, por
medio de induccién a partir de la construccién que realizaron, que se obtienen infinitos

tridngulos a partir de dos lados cualesquiera.
Parte 11

Antes de iniciar esta segunda parte, resulta oportuno advertir a los estudiantes que tengan
en cuenta lo trabajado durante la resolucion y el debate producido en la Parte I asi como las
aclaraciones docentes, como por ejemplo que GeoGebra trabaja con unidades internas propias
del sistema (no con centimetros) y que, para verificar mediante arrastre la robustez de los
tridngulos construidos, deben probar desplazando todos los vértices. Ademads se espera que las
nuevas construcciones que realicen sean robustas, considerando las construcciones
previamente realizadas, puesto que continuamente se les solicita que modifiquen los

tridngulos mediante el arrastre, manteniendo las condiciones iniciales.

En la actividad 1 se busca trabajar las familias de tridngulos que se determinan con dos
segmentos de longitudes dadas. En el item a) es posible que algunos estudiantes manifiesten
que no pueden construir el tridngulo debido a que les falta la medida del tercer lado; aqui es
oportuno aclarar que los datos que no se brindan, quedan abiertos a la determinacion por cada

grupo de estudiantes.

Se espera que no surjan construcciones blandas como las planteadas en la primera parte
(utilizacion de la regla sobre la pantalla, medicidén aproximada, segmentos separados y luego
desplazados para hacer coincidir sus extremos, entre otras); aunque si ocurriera en algunos
grupos, las descartarian en el punto b) al solicitarles que modifiquen el tridngulo manteniendo
las condiciones iniciales. Sin embargo, puede ocurrir que el o los grupos de estudiantes
mantengan su concepcion erronea de que este tipo de construcciones son robustas, debido a
que verifican la robustez desplazando cuidadosamente los vértices del tridngulo buscando
mantener las longitudes de los lados AB y BC, ya sea midiendo con la regla o calculando “a
0jo”, o bien tratando de que no se separen los extremos de los segmentos para no desarmar el
tridangulo, dependiendo de los procedimientos que hayan realizado en su construccién. En
casos asi, se los puede orientar explicando que para cualquier lugar que arrastren cada vértice
en el plano se deben mantener las condiciones iniciales. Ademds se les puede recomendar que

para controlar las medidas de cada lado se puede utilizar la herramienta Distancia o longitud.
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Respecto a las construcciones robustas que pueden surgir en el item a), una de ellas
consiste en utilizar la herramienta Segmento de longitud dada, y trazar AB y BC, con el
extremo B en comtn y teniendo en cuenta las longitudes que se solicitan en la consigna, luego

trazar el segmento AC o utilizar la herramienta Poligono para determinar el tridngulo ABC
(Fig. 14).

Nombre  Descripcion
1 Punto A

Punto sobre
2 Punto B Circunferencia(A, 4)

c 3 ?egmento Segmento [A, B]
Punto sobre
“ Punto C Circunferencia(B, 6)
Segmento
9
Triangulo
t1
Segmento
c
A B Segmento
a
Segmento
b

Segmento [B, C]
Poligono A, B, C
Segmento [A, B]
Segmento [B, C]

6 Segmento [C, A]

Figura 14. Protocolo de construccion robusta 1 (Parte II, actividad 1)

Otra construccion viable, aunque posiblemente no todos los estudiantes la consideren
necesaria, es seguir el procedimiento de la actividad 3 de la Parte I, utilizando las
herramientas Segmento de longitud dada para la construccién de AB, y la herramienta
Circunferencia: centro y radio para determinar BC, o biceversa. Posteriormente determinar el

tridngulo ABC trazando el segmento AC, o utilizando la herramienta Poligono (Fig. 15).

Nombre Descripciéon
S e
1 Punto A
Punto sobre
2 Punto B Circunferencia(A,
4)
3 Segmentof  Segmento [A, B]
Circunferencia Circunferencia con
4
c centro B y radio 6
5 Punto C Punto sobre ¢
6 Triangulo t1  Poligono A, B, C
o 6 Segmento ¢4 Segmento [A, B]
6 Segmentoa Segmento [B, C]
6 Segmentob  Segmento [C, A]

Figura 15. Protocolo de construccion robusta 2 (Parte II, actividad 1)

En las dos ultimas construcciones, en funcién de la amplitud del dngulo ABC, varia la

longitud del tercer segmento. De esto también depende la existencia o no del tridngulo, puesto

que si ABC = 180°, los puntos A4, B y C se alinean, y el tridngulo desaparece.

En el item b) se busca aprovechar la ventaja del dinamismo que ofrece el software, por lo
que las construcciones realizadas no son un mero dibujo (como lo serfa con lapiz y papel) sino
que permiten, a través del arrastre, la obtencién de una familia de figuras, que comparten

ciertas condiciones. En este caso, se determina una familia de tridngulos que tienen en comun
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la longitud de dos de los lados (Fig. 16). Se espera que los estudiantes exploren a través del
arrastre, observen esto y distingan que lo que varia es la longitud del tercer lado. También
pueden observar que los dngulos interiores modifican su amplitud, aunque es probable que al
no haber mencionado el concepto de dngulos hasta el momento, pasen por alto esta

posibilidad.

.
. .
*eemascens et

Figura 16. Desplazamiento del punto C, con la funcién
Mostrar rastro activada (Parte II, actividad 1)

n los items c el propdsito es que realicen conclusiones a partir de lo observado,
En los it d) el t 1 1 tir de lo ob d

respondiendo que se pueden obtener infinitos tridngulos distintos (también pueden expresar
que se obtienen “muchos tridngulos™ si aiin contindan en el nivel 1 de razonamiento), al

desplazar los vértices, variando asf la longitud del lado AC y la amplitud del 4ngulo ABC.

Si el grupo de estudiantes utiliza la herramienta Distancia o longitud para determinar la
medida de AC, puede surgir también la idea de que es posible determinar solo 7 tridngulos
distintos, si es que consideran como longitudes posibles solamente a nimeros naturales (en
este caso puede medir 3, 4, 5, 6, 7, 8 0 9 unidades), puesto que en la institucién para la que
estd orientada esta secuencia los estudiantes de segundo afio trabajan solo con nudmeros
enteros, y los conocimientos que poseen de numeros racionales son los que han trabajado
durante su educacién primaria (y puede variar dependiendo de la escuela en la cual hayan
transitado esa etapa). Resulta importante remarcarles que, si bien en el afio en el que estdn no
se trabaja con ese tipo de nimeros, se hace una excepcion al estudiar Geometria, puesto que
los conocimientos previos que poseen son suficientes para la realizacion de esta secuencia.
También conviene que el software esté configurado para mostrar cifras decimales, y en la
puesta en comun debatir si es posible que un lado mida, por ejemplo, 2,5 unidades u otros
valores decimales. Resumidamente, se los orienta a notar que hay un intervalo con muchas
(infinitas) medidas posibles para ese lado (lo que no es sinénimo a “cualquier” medida),

generando asi un debate alrededor de las concepciones de infinito que poseen.

En la pregunta e), posiblemente solo contesten que hay que fijar la longitud del tercer lado
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para obtener un tnico triangulo. Sin embargo, también se puede fijar el 4ngulo ABC y de esta
forma obtener un unico tridngulo, aunque es probable que los estudiantes pasen por alto esta
posibilidad, por lo mencionado anteriormente. Si no surge esta conjetura, es conveniente no

. PR .11
entrar en ese debate porque se desvia del objetivo de la secuencia .

En cuanto a las interrogantes planteados en el item f), se pretende que exploren mediante
arrastre la menor y mayor longitud que puede adquirir el lado AC para hallar el menor y
mayor perimetro posible de ABC. Con esto se espera que implicitamente observen que se
determinan infinitos tridngulos distintos a partir de dos segmentos, pero a su vez existe una
limitacion en la longitud del tercer segmento. Se les puede sugerir, mientras realizan la
actividad, que utilicen la herramienta Distancia o longitud para poder apreciar la variacién de
la longitud de AC a medida que deslizan un vértice. Aqui puede ocurrir, como se mencioné
antes, que si solo consideran como longitudes posibles a nimeros naturales, respondan que el
lado AC deberia medir 9 unidades para maximizar el perimetro del tridngulo, y 3 unidades
para minimizarlo. Se espera que en la puesta en comun se retome la posibilidad de considerar
las expresiones decimales como medidas validas. En cuanto a esto, puede ocurrir que algunos
consideren la minima longitud posible de 2 unidades, que otros planteen que es 2,1 u otros
valores cercanos mayores que 2. Lo mismo puede ocurrir con la mdxima medida posible, que

seguramente gire en torno a las 9,9 y 10 unidades.

Es probable que solo consideren los valores que les brinda el software, y esto depende de
la configuracién que tiene sobre la cantidad de cifras decimales. Aqui puede surgir un debate
sobre cudles son exactamente esos valores que maximizan y minimizan el perimetro del
tridangulo. Puede que algunos estudiantes distingan que si los tres puntos estdn alienados, el
tridangulo no existe. Si, por el contrario, este razonamiento no surge en los grupos de
estudiantes, es necesario orientarlos mediante preguntas como, por ejemplo, el lado AC
puede medir 10 unidades?, ;qué sucede si hacen que adquiera esa medida desplazando un
vértice?, ;lo que obtienen sigue siendo un tridngulo?, ;por qué sucede esto? De este modo se
los guia a concluir que el lado AC no puede medir 10 unidades, ya que los lados AB y BC se
alinean. Con preguntas similares se los orienta a que reconozcan que tampoco puede medir 2
unidades, puesto que los lados AB y BC se superponen, por lo que en ambos casos al tomar
esas medidas el tridngulo se transforma en una linea (Fig. 17). Puede surgir el interrogante
sobre si una linea puede considerarse como un tridngulo “aplastado” o “aplanado”, aqui es

necesario remarcar que si los puntos estdn alineados, no existe tridngulo. También pueden

"Si se puede utilizar para una préxima secuencia complementaria a esta, en la que se trabajen los criterios de
congruencia de tridngulos, reabriendo el debate sobre esta actividad planteando interrogantes con el objetivo de
que tomen en consideracion la medida del dngulo, como los siguientes: ;pueden agregar algin otro dato en vez

de la longitud de AC para determinar un unico tridngulo?, ;qué otros elementos posee un tridngulo? Una vez que
surja el concepto de angulo, se puede preguntar ;con agregar el valor de cualquiera de los dngulos es suficiente
para que la figura sea unica? Se los puede invitar a explorar qué sucede con ello en sus computadoras,
desplazando los vértices.
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manifestar que al tomar valores cercanos al “valor limite”, el tridngulo que se forma es “muy
fino” o “angosto”, pero se debe dejar en claro que si bien la superficie que ocupan es pequeiia,

sigue siendo un tridngulo.

Debido a los conocimientos superficiales que poseen sobre nimeros racionales, como se
menciond anteriormente, puede dejarse esa respuesta abierta a los distintos valores que
propongan, haciendo ver que en caso del minimo, siempre van a encontrar otro nimero mas
chico, y a la vez mayor a 2. Respecto a la bisqueda del mdximo valor, pueden surgir un poco
mads intuitivamente las respuestas 9,9; 9,99; 9,999; hasta que concluyan que siempre pueden
encontrar un nimero mds grande (menor que 10) agregando en las cifras decimales el 9
repetidamente (infinitamente).

6 10

o—o0——0 ® o
C 2 A 4 B A 4 B 6

o] J

Figura 17. Puntos alineados (Parte II, actividad 1)

De esta forma se espera concluir grupalmente que para minimizar el perimetro es necesario
tomar un valor mayor a 2, el més cercano posible y, del mismo modo, para maximizarlo tomar
un valor menor que 10, el mas cercano posible. Esto los conduce a tener presente el concepto

de desigualdad, que necesitan para poder arribar a la propiedad de la desigualdad triangular.

Esto se vincula y se profundiza en la actividad 2, donde se solicita construir tres tridngulos,
de los cuales solo el primero es posible. Tanto el segundo como el tercero son construcciones
imposibles, puesto que no se cumple la desigualdad triangular. En el caso del item b) la suma
de dos de los lados es menor al tercer lado, y en el item c) la suma de dos de sus lados es igual
al restante. Al aclarar en la consigna que construyan “si es posible” da el indicio de que
existen casos en los que no pueden realizar la construccion. Esto implica que no solo deben

construir tridngulos, sino también analizar si la construccidn es o no posible.

Aqui, para realizar las construcciones, pueden surgir muchas variantes. En esta actividad se
da libertad a los nombres de los puntos. Se espera que a esta altura del trabajo logren reutilizar
algunas de las estrategias de construcciones robustas utilizadas previamente, o bien idear
nuevas. Sin embargo, es probable que atn surjan construcciones blandas. Aqui es necesario
volver a remarcar la importancia de las construcciones robustas para poder analizar las

propiedades que cumple la figura.

Puede ocurrir que tracen los tres segmentos por separado, utilizando la herramienta
Segmento de longitud dada, y traten de superponer los extremos por medio del arrastre (Fig.
18), o bien trazar tres segmentos consecutivos con las medidas que se indican y desplazar los
extremos hasta lograr determinar el tridngulo (Fig. 19). Aqui surge en el item b) que no es
posible unir los extremos debido a la longitud de los segmentos (Fig. 20). También puede

aparecer la posibilidad de construir el tridngulo del item c), por no hacer coincidir de forma
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precisa los extremos de los segmentos (Fig. 21). Si esto ultimo sucede, se debe intervenir
pidiendo que utilicen la herramienta Aproximar y asi ven que en realidad los puntos se

acercan pero no coinciden.

A F
Ay 5

Figura 18. Construccién blanda 1 Figura 19. Construccion blanda 2

(Parte II, actividad 2) (Parte II, actividad 2)
D
A
A 12 . 9
3 5
C 4
B 8 c
Figura 20. Imposibilidad de construccion Figura 21. Posible construccién errénea
del item b) (Parte II, actividad 2) del item c¢) (Parte II, actividad 2)

Una tercera construccion posible de presentarse es utilizando nuevamente la herramienta
Segmento de longitud dada, pero esta vez trazando los dos primeros segmentos con un
extremo en comun. Luego trazan el tercer segmento, y utilizando la herramienta Distancia o
Longitud, buscan arrastrando los vértices para que el tercer segmento mida lo que se solicita
(Fig. 22). En este caso, esta es una construccion blanda, puesto que al desplazar alguno de los
vértices el tridngulo pierde una de las condiciones pedidas (la longitud del tercer lado). Sin
embargo, este procedimiento permite observar que existe una limitacion respecto a la longitud
del tercer lado, como se trabajé en la actividad 1 de esta segunda parte, lo cual sirve de guia

para conjeturar la desigualdad triangular.

Nombre Descripcion
cC 0o P

1 Punto A

Punto sobre
< Punin® Circunferencia(A, 3)
Segmento
f
5 Punto sobre
4 Punto C Circunferencia(B, 5)

Segmento [A, B]

Segmento

g

A B 6 ﬁegmemo Segmento [A, C]

3

Segmento [B, C]

Figura 22. Protocolo de construccion blanda 3 (Parte I, actividad 2)

Es esperable que aparezca, al menos en algunos grupos de estudiantes, la construccién

robusta ya mencionada varias veces utilizando la herramienta Segmento de longitud dada para
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trazar el primer segmento, luego con la herramienta Circunferencia: centro y radio trazar dos
circunferencias con vértice en los extremos del primer segmento, cuyos radios sean las
longitudes de los otros dos segmentos indicados. De esta forma en el primer item encuentran
dos puntos de interseccioén entre las circunferencias, pueden optar por uno de ellos y
determinar el tridngulo (Fig. 23). Se espera que concluyan que, aunque se pueden determinar
dos tridngulos, estos son iguales, por lo que con esos tres segmentos se construye un Unico
tridngulo, como se trabajo en la Parte I. En el segundo item ocurre que las circunferencias no
se intersecan (Fig. 24) y deben razonar por qué ocurre esto. Por su parte, en el tercer item,
sucede que las circunferencias se intersecan en un solo punto, sobre el segmento inicialmente
trazado (Fig. 25), de lo se desprende que, como todos los puntos estdn alineados, no es posible

construir un tridngulo.

Si este procedimiento no surge entre los grupos de estudiantes, el docente puede
proponerlo como una opcion viable, puesto que se trata de la inica construccion robusta en la
que se evidencian los casos en los que es posible construir un tridngulo y en los que no,
dependiendo de la interseccion de las circunferencias (en dos puntos, en uno o en ninguno).

Esto les sirve para realizar las siguientes actividades.

Nombre Descripcion
o (e
1 Punto A
Punto sobre
Cc
2 Punto B Circunferencia(A, 3)
3 Segmentof  Segmento [A, B]
7 Circunferencia Circunferencia con centro
4
5 c Ay radio 5
5 Circunferencia Circunferencia con centro
d B yradio 7
A B .
3 6 Punto C E’ugto de interseccion de
6 Punto D Punto de interseccion de
cd
7 Triangulo t1  Poligono B, C, A
°® 7 Segmentoa Segmento [B, C]
D
7 Segmentob  Segmento [C, A]
7  Segmentocq Segmento [A, B]
a~

Figura 23. Protocolo de construccion robusta del item a (Parte II, actividad 2)

Nombre Descripcion
Ep e
1 Punto A
Punto sobre
2 Punto B Circunferencia(A,
3)
3 Segmentof  Segmento [A, B]
Circunferencia Clfounserencia
A B 4 d con centroBy
@ o radio 7

Circunferencia
Circunferencia
5 con centro Ay

© radio 12

Figura 24. Protocolo de construccion del item b) (Parte II, actividad 2)
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0 Nombre Descripcion
1 Punto A
Punto sobre
E Punto B Circunferencia(A, 9)
c 3 Segmentof  Segmento [A, B]
A B . — .
e—o — o 4 Circunferencia Circunferencia con
d centro B y radio 5
5 Circunferencia Circunferencia con
c centro Ay radio 4
6 Punto C Punto de

interseccién de c, d

Figura 25. Protocolo de construccion del item c) (Parte 11, actividad 2)

Estas construcciones les permiten experimentar y observar que no siempre es posible
determinar un tridngulo a partir de tres segmentos, por lo que es importante generar una
discusion sobre las razones por las que sucede esto, aproximdndose asi a conjeturar la
propiedad de desigualdad triangular. En la construccion del item a), puede ocurrir que
consideren que al arrastrar un vértice y rotar la figura, obtienen tridngulos distintos, por lo que
se puede retomar el debate generado con la actividad 4 de la Parte 1 sobre el concepto de
tridngulos iguales. Respecto a las construcciones imposibles, se espera que todos logren
observar que no pueden determinar los tridngulos, y que lo que varie sea en cuanto a la
fundamentacién. Pueden expresar, en cuanto al item b), que “no llega”, “no cierra”, “no se
unen”, “uno de los segmentos tiene que ser mas largo” o bien “uno de los segmentos debe ser
mas corto”. En el item ¢) pueden manifestar que “se forma una linea”, e incluso puede surgir,
si no ocurri6 en el debate del punto anterior, el interrogante sobre si una linea puede
considerarse como un triangulo “aplastado” o “aplanado”. Es posible que algunos estudiantes
reconozcan que, en este Ultimo caso, la suma de los dos primeros lados es exactamente igual a

la longitud del tercer lado. Este es un primer indicio para conjeturar la desigualdad triangular.

En el punto 3 se busca trabajar, ya no intentando hacer construcciones, sino creando la
imagen mental de la figura para realizar predicciones. Esto les permite aproximarse a la
propiedad de la desigualdad triangular y analizar en qué situaciones no es posible su
construccion. Solo el primero y el dltimo son construibles; el objetivo es que logren afirmarlo
diciendo que al sumar cualesquiera dos de sus lados, el resultado es mayor que el lado
restante.

Influye mucho el orden en que se presentan los datos, puesto que seguramente respeten ese
orden al momento de buscar construir mentalmente el tridngulo. En los primeros tres items se
ubica dltimo el segmento mas largo. Esto los induce a comenzar construyendo mentalmente
los dos primeros segmentos, y a reconocer en los items b) y ¢) que el tercer segmento es
demasiado largo, o bien que los dos primeros son muy cortos. Esto se debe a que en b), el
tercer lado es igual a la suma de los primeros dos lados, y en ¢), es mayor. Una posible

conjetura a la que pueden arribar es que la longitud del tercer lado no puede igualar ni superar
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la longitud de los primeros dos segmentos juntos. Para lograr esto necesitan de un gran
manejo del tridngulo como concepto figural; por ello es muy probable que no todos lleguen a
esta conjetura y posiblemente haya estudiantes que incluso no logren discernir mentalmente
cudles ternas determinan tridngulos y cudles no. En este ultimo caso, necesitan recurrir a la

representacion grifica que se plantea en el punto 4 para poder distinguirlo.

A partir del item d) de la actividad 3, estratégicamente se ubican primero los segmentos
mds largos. De este modo, si los estudiantes logran plantear la conjetura previamente
mencionada y deciden probarla solo con las longitudes de los dos primeros segmentos, los
conduce erréneamente a creer que los dltimos tres tridngulos son posibles de construir. Ya <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>