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INTRODUCCION

Las formulaciones multiescala son una poderosa herramienta de modelado, brindando un
marco tedrico general y riguroso capaz de describir el comportamiento complejo de materiales
heterogéneos y extendiendo la funcionalidad del conocido método de elementos finitos
(ampliamente usado en el modelado de problemas mecanicos). Debido a las caracteristicas
del problema multiescala y su resolucién numérica, se debe dar solucion a varios sistemas de
ecuaciones lineales (SEL). A esto se le suma el hecho de que en varios problemas de
aplicaciéon se deben utilizar mallas muy finas, lo cual implica que el SEL del problema de la
microescala sea grande y por lo tanto su resolucién adquiera cada vez mas relevancia en el
tiempo de calculo total del problema. Estas dimensiones del sistema obligan a abandonar el
uso de métodos directos para la solucién de estos SEL (debido a un mayor tiempo de célculo
y consumo de memoria RAM) y adoptar métodos iterativos (Ml).

OBJETIVOS

e |mplementar las condiciones de borde multiescala en los codigos preexistentes.

e Encontrar relaciones entre las caracteristicas de las matrices de rigidez y las condiciones
de borde multiescala.

e Introducir mejoras en la etapa de resolucién de los sistemas de ecuaciones lineales debido
a la importancia de esta en el tiempo total de célculo.

e Implementacién del esquema iterativo en la resolucién de sistemas de ecuaciones.

Titulo del proyecto: Andlisis y mejora de rendimiento de un cédigo computacional para la solucién
de problemas mecanicos multiescalas con la técnica FE2 considerando la aplicacién de métodos
iterativos en la solucién de sistemas lineales
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METODOLOGIA

En una primera etapa se pretendi6 lograr un entendimiento teérico del problema multiescala
(Feyel, 2000; Toro, 2014) y de los desafios que este presenta, asi como también familiarizarse
con el uso de funciones avanzadas de MATLAB logrando extender la funcionalidad de los
cédigos existentes provistos por los directores. Para esto se implement6 en el cédigo las
condiciones de borde multiescala, como Lineales (L), Periédicas (P) y de Minima Restriccién
(MR). Esto se hizo utilizando dos técnicas de aplicacion de las mismas, Condensacién
Estatica (CE) y Multiplicadores de Lagrange (ML).

Para la siguiente etapa (y los posteriores andlisis), se trabajoé sobre un VANAVAY Seavad
caso sencillo de estudio, constituido por un dominio cuadrado con un VAT
agujero en el centro discretizado con el método de elementos finitos
(Zienkiewicz, 2006). Se analiz6 diferentes tamafnos de malla para cada
condicién de borde, buscando determinar relaciones entre estas y las
caracteristicas matriciales que presenta el problema multiescala. Dentro 5
de la informacion a explorar se encuentra: patrén de dispersion, nimero < o+ @2 ° oz oc oo
de condicidon, espectro de autovalores, ancho de banda, entre otros Figura 1: Microcelda
(Golub, 2013). Cabe aclarar que este andlisis se realizé tanto para CE de estudio
como para ML.

Finalmente, se pretendi6 mejorar globalmente el cédigo utilizando las conclusiones
encontradas en la etapa previa, estas mejoras pueden provenir del tipo de método que se
utiliza (directo/iterativo), de mejoras propias de las caracteristicas como el numero de
condicion o el ancho de banda, o de cuestiones generales del funcionamiento del cédigo
donde se puedan encontrar optimizaciones.

Implementaciones adicionales al codigo

En el caso de las técnicas multiescala se afnadié por un lado la condicion de borde L, la cual
es la mas cercana a un problema mecanico elastico tipico ya que se basa en restringir el
movimiento de cuerpo rigido de los nodos de frontera. Por eso se lo considera como referencia
para analizar la influencia de las demas condiciones de borde (P y MR) en la solucién del
SEL. La correcta programacion de estas condiciones se realizd6 comprobando los valores del
tensor constitutivo que obtenemos al ejecutar el codigo. Una vez hecho esto se procedié a
aplicar las condiciones de borde mediante ML, una técnica que introduce ecuaciones en el
sistema global, verificando que los resultados coinciden con los obtenidos previamente.

Etapas criticas y métodos iterativos.

Para analizar las etapas criticas del cédigo se midieron los tiempos de célculo de cada
seccién. En todas las pruebas realizadas la etapa de resolucion del SEL es la que mayor
tiempo consume, lo cual es esperable basandose en la teoria de métodos numéricos para el
tamano de malla de interés en este andlisis. También se realizé una comparacién en tiempo
de resolucion del SEL utilizando diversos métodos directos y un método iterativo (en este caso
gradiente conjugado), a fin de determinar para qué tamanos de malla resulta méas apropiado
optar por métodos iterativos a la hora de resolver estos sistemas de ecuaciones.

Mejoras en la topologia

Se analizé como se encuentran distribuidos los valores dentro de la matriz, es decir se observa
la magnitud de los valores maximos y minimos, cantidad de entradas no nulas, dénde se
encuentran concentrados la mayor parte de dichas entradas, etc. Pudo concluirse que el
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hecho de usar MR (debido a que su formulacion relaciona todos los nodos de frontera) genera
blogues con gran densidad de elementos no nulos en la matriz. En el caso de la condicion P
el efecto es menor, pero se observa que hay un leve cambio de la estructura de la matriz con
respecto a la L (ademas del ancho de banda). En vista de esto y considerando las
consecuencias que esto puede generar a los métodos iterativos, se buscd mejorar esta
distribucion (usando como métrica el ancho de banda) mediante algoritmos de
reordenamiento. En la Fig. 2, puede verse que el ancho de banda (BandWidth) mejora
notablemente en cada caso. Se espera que esto luego ayude a aumentar la velocidad de
resolucion de los métodos iterativos a analizar.

nGdl: 298, BandWidth: 241 nGdl: 298, BandWidth: 55
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Figura 2: Topologia de matriz (P) antes y después de aplicar reordenamientos.

Evolucion del niumero de condicion

El segundo tipo de analisis se basa en los autovalores de las matrices de rigidez. Se
observaron los maximos, minimos y su distribucién. Esto ultimo teniendo en cuenta que en
general los M| convergen en menos iteraciones cuando los autovalores se encuentran
agrupados y no distribuidos uniformemente en el espectro. También se determina el nimero
de condicién (NC) de las matrices obtenidas, ya que este valor estéa relacionado a la dificultad
de resolver un SEL con un MI, ya que existen cotas teéricas basadas en dicho numero para
la mayoria de los MI (Kelley, 1995; Saad, 2003; Shewchuk, 1994). Adicionalmente se estudia
la variacién del NC de la matriz de rigidez en funcién del tamafo de la malla. Es conocido que
el NC en un problema (eliptico) de elementos finitos (EF) crece con el tamafo de la malla. En
el eje de abscisas de las Fig. 3 se indica el (logaritmo) tamafio maximo de todos los lados de
los EF de la malla (HMaxEF) y en las ordenadas el (logaritmo) del NC de la matriz de rigidez
correspondiente. Lo primero que se observa es que, para un mismo tamano de la malla, el
NC para las matrices obtenidas con la condicién de borde P es mayor que con la L (un poco
mas de un orden de magnitud). A su vez, en el caso con MR, los autovalores son bastante
mayores que para las otras dos condiciones de borde (mas de 4 6rdenes mayores con
respecto al L).

En la Fig. 3 se evidencia que no solo aumenta el numero de condicién al refinar la malla
(menores tamanos de EF) sino que también aumenta la velocidad con la que crece (la
pendiente representa el orden de crecimiento) a medida que complejizamos la condicion de
borde. En un problema tipico de elementos finitos se tiene que este orden es alrededor de 2,
que es lo que ocurre con el caso L. Ahora en el caso P este nimero tiene un ligero incremento
con respecto al L, pero es notable el aumento que se produce en el caso de MR. Esto muestra
la dificultad que hay en resolver problemas multiescala con mallas cada vez més finas, méas
si se considera el uso de métodos iterativos. Finalmente, realizando el mismo analisis pero
utilizando ML, se obtuvo que ésta pendiente en el P y MR estan alrededor de 2, es decir el
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utilizar ML asemeja el problema a uno lineal, lo cual podria resultar de gran utilidad a la hora
de aplicar métodos iterativos en la resolucion de estos sistemas.

_Lineal ____ Periédico Minima Restriccion
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Figura 3: Evolucién del NC en funcién del tamafio de malla para cada condicion de borde.
CONCLUSIONES

Utilizar técnicas multiescala conlleva una complejidad adicional, en particular debido a las
condiciones de borde no estandar, se genera un cambio en la topologia y numero de condicion
de las matrices del SEL que se debe resolver. Ademas, como se determind que esta etapa es
critica (en tiempo de calculo) para el codigo computacional utilizado, surge la necesidad de
realizar un estudio sobre la estrategia numérica de solucion del SEL (método directo, iterativo,
precondicionador, etc.) mas adecuada en robustez y tiempo de calculo, por lo que los analisis
realizados en este trabajo se encuentran destinados a este fin.

Dentro de estos estudios se encontr6 la distribucion de los autovalores de las matrices para
cada condicion de borde y técnica de aplicacion, mostrando las particularidades de cada una

y las posibles mejoras a implementar, como el ancho de banda. También se determiné la
evolucion del NC en este tipo de problemas, debido a su influencia en la resolucion de un SEL
con métodos iterativos.

Para verificar la generalidad de las conclusiones obtenidas se comprobaron que los resultados
utilizando otra microcelda diferente (dominio cuadrado, 2 poros de diferente tamano), fueran
los mismos.

Actualmente se esta trabajando en la etapa de seleccion del método iterativo vy
precondicionador mas adecuado, teniendo en cuenta las conclusiones encontradas en este
trabajo.
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