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A papi y mami

(...) “I know everything about you. Or once I did.
It is the way with all living things. There is always
someone -a parent, a mentor, a friend- who knows

you better than you know yourself. Then comes a

time when you surpass that knowledge and know
yourself best of all. That’s the day when you have

come of age. That is today.”

They both were silent for a time. Multani felt a
sudden tenderness toward this vessel, which he
had nurtured from a single seed. In a sense,
Weatherlight had been his ship that whole time.
Today she would never be his again.

What is to become of me, then, Mentor Multani?
What am I becoming?

He shrugged splintery shoulders. Knothole eyes
glinted with resin. “I don’t know. This is the day
when I stop knowing you best. What becomes of

you is what you make of yourself.” (...)

- J. Robert King, Apocalypse






“I said I liked being half-educated; you were so much more
surprised at everything when you were ignorant.”

- Gerald Durrell, My Family and Other Animals
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Resumen

En el contexto abstracto de espacios métricos con medida varios autores han conside-
rado espacios de funciones de regularidad tipo Lipschitz o Besov con orden de suavidad
a < 1. Para el extremo o = 1 otros autores ya han introducido diferentes espacios de
tipo Sobolev donde se define alguna nocién de gradiente.

En este trabajo definiremos espacios de Sobolev de orden fraccionario o a través de
un potencial que generaliza al de Bessel en el caso euclideo. De forma analoga a su ver-
sion clasica, veremos que estos espacios aqui definidos cumplen, por ejemplo, teoremas
de inmersiéon de Sobolev. Para valores pequenos de a probaremos que los espacios poten-
ciales pueden caracterizarse mediante operadores de derivacién fraccionaria apropiados,
resultado que también generaliza al caso de R".

Demostraremos ademas que los espacios que resultan de la interpolaciéon entre estos
espacios potenciales son los ya conocidos espacios de Besov. Esta caracterizacion de los
espacios de Besov nos permitird demostrar un teorema de trazas para este tipo de fun-
ciones: la restriccion de una funcién con regularidad Besov a un subespacio cerrado de
menor “dimension” es de hecho una funcion de la misma clase aunque con menor grado de
regularidad. Reciprocamente definiremos un operador de extension que resulta acotado
entre los correspondientes espacios de Besov.

En el caso del extremo de regularidad o« = 1 se introducen espacios de tipo Newton-
Sobolev donde se reemplaza la nocién de “longitud” de curva por otras medidas como por
ejemplo la medida de Hausdorff s-dimensional.

A fin de lograr estos objetivos, se requeririn muchas de las técnicas ya clasicas en el
Anélisis Armoénico en espacios de tipo homogéneo.

En la construccion del potencial de Bessel y de la derivacion fraccionaria necesita-
remos trabajar con aproximaciones a la identidad “suaves” y de soporte compacto, cuya
existencia ya ha sido probada en este contexto. Por otro lado, para probar la inversibilidad
de la composicion entre estos operadores, de manera que los espacios potenciales puedan
caracterizarse mediante la derivada fraccionaria, es imprescindible la teoria de integra-
les singulares de Calderon-Zygmund, y en particular el teorema 7'1, que utilizaremos de
forma andloga a los trabajos de Gatto, Segovia y Vagi y de Hartzstein y Viviani.

Con el propésito de obtener un resultado de interpolacion, siguiendo a Peetre, reque-
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riremos de la teoria de interpolacion entre espacios de Banach mediante los funcionales K
y .J. Para el uso del funcional .J necesitaremos formulas de reproducciéon de tipo Calderon.

Finalmente, para probar un teorema de trazas entre espacios de Besov, seguiremos las
ideas de Jonsson y Wallin: el teorema de extensién se basard esencialmente en un lema de
cubrimiento tipo Whitney, mientras que el teorema de restricciéon utilizara propiedades de
los espacios potenciales antes construidos, particularmente del teorema de interpolacion
recientemente mencionado.
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Introduccion

“Begin at the beginning,” the King said, very gravely,
“and go on till you come to the end: then stop.”

- Lewis Carroll, Alice’s Adventures in Wonderland

La formulacion variacional de los problemas clasicos de ecuaciones en derivadas par-
ciales tiene al menos dos consecuencias importantes en el desarrollo de la disciplina. Por
una parte las formas débiles de resolver EDP dan flexibilidad tedrica y més generalidad.
Por otra, es la base de los nuevos métodos numéricos como los elementos finitos. En el
centro de esta formulacién esta la identificacion de espacios funcionales adecuados en los
que sea posible hallar soluciones.

Las teorias de diferenciacion han sido una busqueda latente en las tltimas décadas
del andlisis en espacios métricos. En estos espacios, al menos dos tipos de regularidad
de funciones han sido considerados en la literatura: la regularidad Lipschitz (o Holder)
y la regularidad Besov (ver [MS1| y [HS]). Estas teorfas permiten a lo sumo un calculo
diferencial fraccionario, no es esperable desarrollar una teoria de regularidad de orden
superior a 1. El extremo de regularidad o = 1 en contextos generales es considerado por
[H1] y [Sh1], en los que se introducen normas de Sobolev de orden de derivacion 1.

Las teorias de regularidad Lipschitz y Besov dan un a&mbito propicio para derivaciones
fraccionarias definidas a través de la métrica del espacio (ver [GSV], [HV]). Por otra parte,
la teoria de integracion fraccionaria tiene una historia atin més larga en espacios métricos

con medida (ver [GSV]).

Las heuristicas asociadas a un transplante directo de resultados de R™ al contexto
de espacios de Ahlfors, o en forma mas general a espacios de tipo homogéneo, sirven
més para plantear los problemas que para resolverlos. Generalmente el paso a contextos
sin traslaciones requiere reformulaciones de los formatos clésicos que son en si mismas
maés sencillas, elegantes y esenciales porque pueden prescindir de hipotesis en apariencia
necesarias pero, finalmente, absolutamente superfluas.

La relacion clasica entre derivacion fraccionaria e integracion fraccionaria del mismo
orden no es tan precisa en espacios métricos como para garantizar que sean inversos una
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de la otra. En estos contextos su composiciéon constituye un operador integral singular
inversible (ver [GSV]).

No obstante, el problema de los espacios potenciales y los operadores de tipo Bessel
que pueden definirlos ha sido escasamente considerado en la literatura. En el contexto
euclideo el operador de Bessel de orden « corresponde a la potencia fraccionaria negativa
(I +A)~/2 con I la identidad, A el laplaciano y a > 0. A diferencia de la integracion
fraccionaria (i.e. el operador asociado a (—A)~%/2) el operador de Bessel tiene la ventaja
de preservar los espacios LP. De hecho, en R" viene dado por la convolucién con un nicleo
de L', que localmente se comporta como el potencial de Riesz, pero con un decaimiento
mayor en el infinito. Los espacios potenciales se definen entonces como la imagen de L
por estos operadores. Como el operador de Bessel de orden « puede verse como una
integracion de ese orden, que ademaés preserva LP, es natural preguntarse si las funciones
generadas tienen derivadas fraccionarias de orden «, en algiin sentido.

Uno de los objetivos centrales de esta tesis es considerar estos operadores y estudiar
las relaciones entre los espacios de tipo Sobolev (potenciales) generados por ellos y opera-
dores de derivacion fraccionaria. Para este fin se hace necesario investigar en qué sentido
nuestros potenciales de Bessel resultan inversibles, y en esta bisqueda, como en [GSV] o
[HV], la teoria de integrales singulares juega un papel central, en particular el teorema

T1 (ver [DJS]).

El estudio de estos espacios potenciales tiene ademas del interés propio una consecuen-
cia importante al momento de poder indentificar los espacios interpolados, que resultan
ser espacios de Besov no homogéneos como los considerados por [GKS]| en el contexto
métrico. En esta instancia la formula de reproducciéon de Calderén juega un rol esencial
para probar que funciones del adecuado espacio de Besov pueden obtenerse mediante la
interpolacion de los espacios potenciales de Sobolev.

Una herramienta importante en el estudio de regularidad de soluciones de ecuaciones
diferenciales es conocer propiedades de la restriccion de estas funciones a conjuntos de
menor dimension, como asi también el problema inverso de extension. En [JW] los autores
desarrollan una teoria de trazas (esto es, de extension - restricciéon) en la escala de los
espacios de Besov. El resultado sobre restriccion de funciones Besov de R™ a un cerrado de
menor dimension se obtiene viendo a los espacios de Besov como interpolados de espacios
de Sobolev potenciales. Gracias al teorema de interpolacién probado en el contexto de
espacios métricos Ahlfors N-regulares se pueden desarrollar las técnicas de [JW] y asi
obtener un resultado sobre la restriccion de funciones de Besov que dejan una “huella”
con suavidad también Besov pero de menor orden. Por otra parte se obtiene un teorema
de extension inverso, pero en un contexto mas general en el que el espacio ambiente es
un espacio de tipo homogéneo no necesariamente Ahlfors.

Finalmente, se consideran los espacios de Sobolev asociados a medidas sobre curvas
mas generales que la longitud, extendiendo de esta manera la teoria de Shanmugalingam
de espacios de tipo Newton-Sobolev. Al igual que en [Shl], se obtienen teoremas de
inmersion y relaciones entre estos espacios y espacios de Hajtasz-Sobolev.
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La tesis se organiza de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se presenta toda la maquinaria de anélisis en espacios métricos que
sera utilizada en los capitulos subsiguientes. Se dan las definiciones basicas de espacios de
tipo homogéneo y Ahlfors regulares, junto con algunas de sus propiedades geométricas que
nos seran de utilidad. También se exhiben herramientas més avanzadas, como integrales
singulares y el teorema 7’1, que caracteriza a los operadores de tipo Calderén-Zygmund.
Se cierra el capitulo dando una breve introducciéon a la teoria de interpolaciéon entre
espacios de Banach, mediante los funcionales K y J.

En el Capitulo 2, se describen los espacios de Besov en espacios métricos a partir del
modulo de continuidad, y se menciona una caracterizacion alternativa por diferencias de
aproximaciones a la identidad, y un resultado de interpolacion de [GKS|. A su vez se
presentan los espacios de Sobolev de Hajlasz, algunas de sus propiedades béasicas y su
relacion con los espacios de Besov.

En el Capitulo 3 se construyen espacios potenciales a través de un operador tipo
Bessel, y se prueba que satisfacen muchas de las mismas propiedades que cumplen en
el caso clasico. Se demuestra que el operador mejora distintos tipos de regularidad de
funciones y también se establecen diversos resultados de inmersién y densidad de los
espacios potenciales.

En el Capitulo 4, basandose en [GSV] y [HV], se demuestra por medio del operador
derivacion fraccionaria que el operador composicion Integracién-Derivacion es un opera-
dor de tipo Calderén-Zygmund y, para ordenes pequenos, se prueba inversibilidad. El
capitulo finaliza con la utilizaciéon de esta inversibilidad para caracterizar los espacios
potenciales y hacer una comparacién con el caso euclideo.

En el Capitulo 5 se prueba un teorema de interpolacién entre espacios potenciales,
utilizando las ideas de [P]. Se obtiene que este espacio interpolado esta inmerso en espacios
de Besov, y para 6rdenes pequenos de regularidad, se tiene la igualdad entre el interpolado
y el Besov, empleando los resultados de los capitulos anteriores.

En el Capitulo 6, utilizando las ideas de [JW], se demuestra un teorema de trazas en
el contexto métrico. Para el teorema de restriccion se aplican los resultados obtenidos en
el capitulo anterior, por lo que es necesario restringirse a érdenes pequenos de regulari-
dad. Para el teorema de extension, por otro lado, se requieren herramientas mucho mas
geométricas, y podemos considerar todo el rango 0 < o < 1.

En el Capitulo 7 se presentan los espacios de Newton-Sobolev, que generalizan los
espacios de Shanmugalingam introducidos en [Sh1] a un ambiente en el cual la “longitud”
de curvas no se calcula a través de la medida de Hausdorff unidimensional, sino a través
de una medida arbitraria.
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Capitulo 1

Preliminares

Cuando el anéalisis en espacios de tipo homogéneo se inici6 a principios de los afios 70
desde los trabajos de Coifman y de Guzman (|CG]), y luego el mucho méas difundido libro
de Coifman y Weiss ([CW]), el modelo subyacente en la generalizacion fue el de variedades
homogéneas. La evolucién simultédnea de las geometrias fractales, de la teoria de los pesos
de Muckenhoupt y del analisis en grupos localmente compactos (|R]), generaron ambientes
mucho mas diversos de aplicacién de los resultados y de extension de las técnicas a
estructuras no algebraicas.

Los trabajos fundamentales de estructura de los espacios de tipo homogéneo son los
de Roberto Macias y Carlos Segovia ([MS1], [MS2]). En el primero se prueba la existencia
de casi métricas equivalentes a la original que son potencias de métricas, que los 4tomos
son puntos aislados y que la normalidad (o el caracter Ahlfors) de un espacio (salvo por
los 4tomos) es mas una regla que una excepcion. La dificultad que todavia impone al
esquema de espacios Ahlfors puede, en muchos problemas, evitarse mediante adecuadas
desatomizaciones ([ACT]). En [MS1] se prueba también la no trivialidad y densidad en
clases de Lebesgue de los espacios de Lipschitz.

En [MS2] se estudian los espacios funcionales y de distribuciones de Schwartz sobre
espacios de tipo homogéneo. También alli se hallan por primera vez particiones suaves
de la unidad asociadas a cubrimientos de Whitney de abiertos. Si bien el paso de la
generalidad a la normalidad impone un cambio de casi-métrica por otra no equivalente,
en la nueva estructura, a falta de frecuencias, las escalas recuperan un papel central en
el analisis armonico.

Por otra parte, como lo muestran los trabajos de Mosco ([Mo]) el caracter Ahlfors
de un fractal autosimilar en el espacio euclideo es una caracteristica propia del proceso
iterativo de las contracciones que lo definen. En estos casos la propiedad de duplicacion
es una consecuencia del caracter Ahlfors del espacio cuando se lo equipa con la métrica
que hereda del espacio euclideo y con la medida de Hausdorff con la dimension correcta.

Muchas veces, cuando el lector se sienta limitado a la interpretacién de nuestros
teoremas en el contexto euclideo, conviene tener a mano un fractal autosimilar. Por
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razones topologicas (conexidad) y dimensionales, un ejemplo interesante es el triangulo
de Sierpinski que se obtiene por el teorema del punto fijo de Banach aplicado como lo hace
Hutchinson ([Hu]) a partir de un tridngulo inicial mediante las siguientes transformaciones

afines de R?:

A partir de este tridngulo de Sierpiniski, construimos un espacio de didmetro infinito
tomando dilataciones del mismo (potencias de 2), conservando muchas de las propiedades
del triangulo original (por ejemplo la dimension, y mas aun el caracter Ahlfors).

En este capitulo presentamos toda la maquinaria de analisis en espacios métricos que
serd utilizada en los capitulos subsiguientes. Una primer secciéon contiene los conceptos
basicos de espacios de tipo homogéneo y espacios Ahlfors regulares, y algunas de las
propiedades geométricas que utilizaremos més adelante, como un lema de cubrimiento
de Whitney; se incluyen también algunos ejemplos de estos espacios, que servirdn poste-
riormente como casos particulares. Otra seccién, ya en el caso de espacios Ahlfors, esta
destinada a la construccion de aproximaciones a la identidad “suaves”, que nos permitiran
trabajar con espacios potenciales y de Besov. A continuacion se definen los conceptos de
operadores de tipo integral singular y de Calderén-Zygmund, y se enuncia el teorema 7'1.
Finalmente, en la tultima seccién se mencionan los métodos de interpolacion J y K entre
espacios de Banach, que utilizaremos en el Capitulo 5.

1.1. Espacios de tipo homogéneo - regularidad Ahlfors

1.1.1. Espacios métricos - funciones Lipschitz

En este trabajo nos restringiremos siempre al caso de espacios métricos, aunque mu-
chas de las propiedades que utilizaremos son validas en el contexto méas general de espa-
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cios casi métricos. Los principales resultados que enunciaremos en esta seccion, pueden
encontrarse en [He| para el caso métrico o, para el contexto casi-métrico, en [A].

Un espacio métrico es un par (X,d) con X un conjunto no vacioy d : X x X —
[0, 00) una funcioén que satisface
» d(z,y)=0 siy solo si z = y;

= d(z,y) = d(y, v);
v d(z,z) <d(z,y)+d(y, x).

A d se la llama distancia o métrica.

Una bola de centro x € X y radio r > 0 es el conjunto B(z,r) = {y € X : d(z,y) <
r}. Si no importa especificar centro o radio diremos simplemente una bola B. Llamamos
AB a la bola de mismo centro que B y radio multiplicado por .

Una funciéon f : X — R se dice Lipschitz-a, para a > 0, si existe una constante L
tal que para todo par de puntos z,y € X vale

|f(x) = f(y)| < Ld(x,y)*,

y al infimo de todas esas constantes L (o equivalentemente a sup, ,, %

tamos por [f],. Las funciones Lipschitz son claramente (uniformemente) continuas.

) lo deno-

Si0<a<l1,§=d* define también una métrica en X, y las funciones Lipschitz-«
en el espacio (X, d) son las funciones Lipschitz-1 en (X, d) (de hecho para el caso a > 1,
0 = d* no es necesariamente una métrica pero si una casi-métrica, y la misma observacion
vale).

Notar que para zo € X, la funcion f(x) = d(zo,z) es Lipschitz-1 (con [f]; < 1),
y lo mismo ocurre con la funciéon f(z) = d(x, A) para A C X no vacio; ademas toda
funcion constante es Lipschitz-a para todo a > 0. En abiertos de R"™ se puede ver que las
tnicas funciones Lipschitz-a para a > 1 son las constantes. Esto no es cierto en espacios
métricos generales: si 3 < 1y definimos 6 = d”, si f : X — R era Lipschitz-1 en (X, d)
en el espacio (X, ) serd Lipschitz—%, y % > 1.

El espacio de las funciones Lipschitz-« es un espacio vectorial, y [-], es una seminorma
alli (no es norma porque las constantes tienen [c|, = 0). Para obtener un espacio normado,
nos restringimos a funciones acotadas:

CYX)={f:X —R: fes Lipschitz-a y acotada}

IEsta notacion se superpone con la notacién C* de R™ para funciones con derivadas continuas hasta
orden k, si k € Ny. El espacio de funciones Lipschitz-1 acotadas no coincide con el espacio C!, y para
el primero muchas veces se utiliza la notacion C%! (o en general C*“ para 0 < a < 1, que denota
al espacio de funciones derivables hasta orden k, cuyas derivadas k-ésimas son funciones Lipschitz-«).
Como no trabajaremos con funciones derivables (al menos en este sentido fuerte), C* siempre se referira
a funciones Lipschitz-a y acotadas, atn cuando a € Ny.
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y lo equipamos con la norma

[fllee = 11fllee + [fla-

Estos espacios satisfacen C® < C? si a > /3. La notacion A < B, que se lee A esta
continuamente contenido en B 6 A estd inmerso en B, se referird a lo largo de
este trabajo a que A C By que la inclusion i : A — B dada por i(a) = a para a € A es
continua.

También consideramos el espacio C de funciones Lipschitz-a de soporte compacto.
Aqui [-|5 es una norma (si X no es acotado), més ain, si K = supp(f), x € K, y € 0K,

[f (@) = [f(2) = f(y)] < [flad(z,y)* < diam(K)*[f]a-

Las funciones Lipschitz-1 (y por lo tanto las Lipschitz-a, con o < 1) tienen la bondad
de poder extenderse de cualquier subespacio a todo el espacio, como muestra el siguiente
teorema de McShane, que se puede encontrar en [He]:

Teorema 1.1.1. Si AC X y f: A — R es Lipschitz-1, existe ' : X — R Lipschitz-1
con constante [f|; tal que F(z) = f(x) para x € A.

Demostracion. Definimos
F(x) = mf{f(a) + [fl1d(x,a) : a € A}.
Entonces dados =,y € X, para todo ¢ > 0 existe a € A tal que
F(y) = f(a) + [fhd(y,a) — e

y por lo tanto, como para ese a también vale F'(z) < f(a) + [f]1d(x,a), tenemos que

F(x) = F(y) < [fl(d(z,a) = d(y,a)) + € < [fld(z,y) + €

y esto vale para todo € > 0, luego haciendo lo mismo para F(y) — F(x),

[F(x) = F(y)| < [fld(z, ).

Ademas, claramente vale F'(a) = f(a) para a € A. O

Para un resultado de extension, mas restrictivo, que preserva también la norma || - ||,
ver [A].
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1.1.2. Espacios de tipo homogéneo

Denotaremos por B a la sigma algebra de Borel, esto es B C P(X) es la menor sigma
algebra que contiene a todos los abiertos (y a todos los cerrados). Una medida de Borel
m : B — [0, 00] se dice no trivial si 0 < m(B) < oo para toda bola B.

Una medida m de Borel se dice que duplica si existe una constante A > 0 tal que
para toda bola B se satisface

m(2B) < Am(B).
Un espacio de tipo homogéneo es una terna (X, d, m) con (X, d) métrico y m una
medida de Borel no trivial duplicante.

Se define la maximal (no centrada) de Hardy-Littlewood para una funcion f
localmente integrable como

Mf(z) = sup — / \fldm

B>z m(B)

donde el supremo se toma sobre todas las bolas a las que pertenece .

A lo largo del trabajo utilizaremos la expresion § 1/ para referirnos al promedio

ﬁ 1) 4[> o alternativamente la expresion f4.

=

Llamaremos L = LP(X,m) al espacio de funciones f con norma || f||, = ([, | f[Pdm)
finita, para 1 < p < oo, y L™ = L*(X,m) al espacio de funciones f con norma | f|. =
ess sup,cy|f(z)| finita. Identificamos a las funciones iguales en casi todo punto, y asi los
espacios L resultan de Banach.

Teorema 1.1.2. Acotacion de la maximal. En un espacio de tipo homogéneo, M
satisface

= tipo débil (1,1): m({z: M f(z) > \}) < §||f|1 para todo A > 0;

- tipo fuerte (p,p):| Mfl, < Clfll, si1<p < ox.

Si m duplica entonces los conjuntos cerrados y acotados son compactos (ver [A]).
Una consecuencia de esto es que las funciones continuas son densas en L' (de hecho las
funciones Lipschitz—1 de soporte compacto son densas en LP, 1 < p < o0). Al igual que

en el caso euclideo, con esta propiedad y por el teorema anterior se puede demostrar el
siguiente resultado:

Corolario 1.1.3. Teorema de Diferenciaciéon de Lebesgue. En un espacio de tipo
homogéneo, para toda [ € L},.,

]i W) = 1@l 0

cuando r — 0, para casi todo x.
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En espacios de tipo homogéneo se define el espacio de funciones de oscilacién
media acotada BM O como aquellas funciones f para las que

11l sai0 = sup ][ f — faldm < oo,
B B

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B.

Observar que || - ||pmo es solo una seminorma, pues ||c||ppo = 0 para funciones
constantes ¢ en casi todo punto. En este espacio se identifican dos funciones f y g cuando
f — g es constante en casi todo punto. A su vez, si f € L™, claramente f € BMO, pues
para toda bola B se satisface

]i = fsldm < f ]i (@) — f@)ldm(y)dm(z) < 2 f ]l

Una herramienta esencial para obtener los resultados de la tesis en el contexto métrico
es la validez de un lema de cubrimiento de tipo Whitney en este contexto. Debido a que
se trata de un lema puramente geométrico, es posible obtenerlo bajo condiciones menos
restrictivas, que involucren sélo propiedades de la métrica.

Diremos que X tiene la propiedad de homogeneidad débil si existe n tal que para
todo r > 0, si F' C X satisface d(x,y) > r/2 para todo par z,y € F'y xo € X, entonces
#(FNB(xo,7)) < n. Se puede ver facilmente que todo espacio de tipo homogéneo cumple
esta propiedad.

El siguiente lema esta enunciado en la forma en que seréd utilizado, para una version
més general ver [A]%.

Lema 1.1.4. Cubrimiento tipo Whitney + particion de la unidad asociada. X
métrico con homogeneidad débil. FF C X cerrado, Q = {x € X : 0 < d(x,F) < 1}. Existe
una coleccion de bolas B; = B(x;,1;) que satisfacen

las bolas {B;} son disjuntas 2 a 2;

las bolas {3B;} cubren );

6B; C ) para todo i,

6r; < d(x, F) < 18r; para todo x € 6B;, para todo i;

para todo i existe t; € F' con d(x;,t;) < 18r;.
Asociada a la coleccion erxiste una familia de funciones reales (p;); con

= 3B; C suppp; C 6B;;

2La adaptacién consiste en tomar U F' como espacio métrico y € como abierto, luego 92 = F. En
[A] se requiere Q acotado, pero basta tomar los radios de las bolas acotados.
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.ngigl;

u Zz Pi = X,
» ; es Lipschitz-1 de constante < TQ

Lema 1.1.5. Solapamiento acotado. Sea (X, d) un espacio métrico con homogeneidad
débil y sean 1 < a < b. Sea {B;} una coleccion de bolas disjuntas y sean k > 1, r > 0.
Entonces existe C(k,a,b) (pero que no depende del radio ni de la coleccion) tal que

Observacion 1.1.6. Para el caso de las bolas { B;} del cubrimiento de Whitney, el lema an-
terior junto con las propiedades de {B;} permiten concluir que existe C' > 0 dependiendo
de x tal que

Z XkB; S C.

1.1.3. Espacios Ahlfors N-regulares

Para una gran parte del desarrollo de este trabajo, se requeriran hipoétesis adicionales
sobre el espacio de tipo homogéneo.

Dado un espacio métrico de medida (X, d, m), decimos que es Ahlfors N-regular si
existe una constante C'y > 1 tal que

1
— N < m(B) < CyrN
Cn
para toda bola de radio r, con 0 < r < 2diam(X) (donde diam(A) = sup, ,c 4 d(x,y)).

Como es usual en el Anéalisis Armoénico, para la existencia de constantes ci, ¢y tales
que ¢1b < a < cea usaremos la notacion a ~ b (con ¢y, co independientes de a,b). De

forma similar definimos < y 2 en los casos que se tenga sélo una desigualdad. De esta

forma la condicién de Ahlfors se puede escribir como m(B) ~ r¥.

En particular los espacios Ahlfors regulares son de tipo homogéneo.

Una propiedad esencial que poseen estos espacios, y que usaremos frecuentemente,
refiere a la integrabilidad de la funcion distancia:

Teorema 1.1.7. Sea X Ahlfors N-regqular, y sean x € X,r > 0. Entonces tenemos que

. fB(x " d(x,y)*dm(y) < oo si y solo si —N < s < co. En este caso

| dwyrdnt) ~
B(z,r)
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" fX\B(m) d(z,y)*dm(y) < oo si y sélo si —oo < s < —N. En este caso

[ deyydmi) ~
X\B(z,r)

1.1.4. Algunos ejemplos ilustrativos

R™ es el ejemplo basico de espacio Ahlfors n-regular. Espacios fractales como el con-
junto de Cantor o el tridangulo de Sierpiniski son ejemplos con orden de regularidad fraccio-

nario. La extension del triAngulo de Sierpinski mencionada en la introduccion del capitulo

es un ejemplo de espacio Ahlfors N-regular con N = % y con medida infinita.

Otro ejemplo interesante es X = R? con la métrica parabdlica

d((xa y)? (x,vy/)) = méXﬂfC - x,|> |y - y/|1/2}7

de modo que la dimension de Hausdorff de X es 3 y las curvas suaves no horizontales
tienen dimension 2. Con esta métrica, la medida de Hausdorff m = H? satisface

m(Bg(x,r)) ~ 13

Si tomamos un espacio de tipo homogéneo (F,d, ) y otro espacio (Y,d,v) Ahlfors
~v-regular, entonces el espacio producto

X =FxY, dyou((z,y), (@, y")) =mix(d(z,z"),d(y,y")),

m(Ba,, .. ((,y),7)) = p(Ba(x, 7))v(Bs(y,r)),

resulta también duplicante, y ademés si identificamos F' con F' x {yy} para algin yy € Y,
y consideramos p como una medida soportada en F' x {yo}, tenemos que se satisface

1.2. Aproximaciones a la identidad

En R", la manera mas usual de construir aproximaciones a la identidad es a partir de
una funcion ¢ : [0,00) — R tal que si ®(x) = ¢(|z|) para x € R", ésta satisface [P = 1.
En este caso se definen para z € R" y t > 0

(o) = o ()
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y las aproximaciones a la identidad se definen como

S.4@) = 1+ @) = [ 1) ( y')dy

Una propiedad esencial para obtener resultados del tipo S;f — f es que

S,1(x) =/tin¢ ("”;yl) dy = 1.

En R" esta construccion involucra la nocion de dimensién, y la igualdad se basa en
la invariancia por traslaciones y el comportamiento por dilataciones de la medida; esto
iltimo requiere el hecho que

m(B(z,r)) = wpr'.

Esto induce a pensar que se podria esperar una construcciéon de aproximaciones a la
identidad bajo la condiciéon de que el espacio sea Ahlfors N-regular. De hecho, esto es asi
y en lo que sigue presentamos una version continua del resultado dado en [HS], tal como
figura por ejemplo en [GSV].

Sea (X, d, m) un espacio métrico de medida Ahlfors N-regular, con m(X) = oco. Dada
una h : [0,00) — R no negativa decreciente y C>°, h = 1 en [0,1/2] y h = 0 en [2, 0),
parat >0y f € L;, definimos:

7) = & [y b (252) fy)am(y);
M, f(z) = p(z,t)f(x), con (. 1) = 77055

Vif(z) = (1) f(x), con ¢(x,t) = ——

Tf(ﬁ)@”);
» Sif(x) = MLV TLM, f(z) = [y s(z,y,t) f(y)dm(y), con
s(x,y,t) = W /X h (d(l; Z)) h (d(yt,z)) P(z, t)dm(z).

Diremos que (S;);~0 es una aproximaciéon a la identidad con nicleo s.

Proposicién 1.2.1. Con la notacion anterior, se satisfacen:

1. op~1,9 ~1;
2. ¢(-,t) es Lipschitz-1 con constante < 1/t;

3. S;1 =1 para todo t > 0;



10 Preliminares
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-y, 1) es Lipschitz-1 con constante < .

Demostracion. 1. Como

d(x,y
et < 1 (T < e ()

se tiene que

< T(x) < Cy2V

Cn2N
y por lo tanto

1 1

< < o2V
Cy2N = T(z) =N

1
<
2 92N —
32N ~ <_Tt 11(@) ()

< 2N

2. Sid(z,y) < 4t,

17l d(z, y)

Ti(x) - Til(y)] < =t

Cy6VtN < C%d(x, Y)

y si d(z,y) > 4t,

1

TA() - TA) <

1
(CN2NHY 4 On2NHY) < Cd(x, Y):

luego como T;1(x) > ¢ > 0, tenemos que 1/7;(1) también es Lipschitz-1 con cons-
tante < 1/¢.

3. Inmediato, por construccion.

4. Inmediato.
5. s(z,y,t) < 152% [ h (d(ﬁ’z)> dm(z) < t%

6. Sid(x,y) > 4t, B(x,2t) N B(y,2t) = 0, y por lo tanto

0 < (M) (22 < v @) ) =0
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7. Sid(z,y) <t/4, B(x,t/2) N B(y,t/2) D B(z,t/4), luego

d(x, z d(y, z
h( (t >) h( <t )) > XB(w,t/2) (2)XBw.t/2)(2) = XB(a,t/2)(2).

8. Tenemos que

C
590 = ' .0) < 7 [
B(y,2t)

o(x,t)h <

luego

\w,wh (520 - ptaton (52

p(H52) - (A2 e (152 et - vt

que es lo que queriamos.

<

< ¢(w,1)

O

Las aproximaciones a la identidad asi definidas satisfacen propiedades de acotacion y
convergencia similares a las del contexto euclideo.

Lema 1.2.2. Se satisfacen:

1. S, : LP — L? con constante independiente de t > 0;

2.1 (2) — F@)| < C Fypoan [ (@) = F@)ldm(y);

3. Sif — [ cuando t — 0 en casi todo punto, en LP para p < oo y uniformemente si
[ es uniformemente continua;

4. Sif =0 cuando t — oo si f € L',

En diversos problemas del Analisis, surge la necesidad de considerar niicleos que re-
sulten de derivar aproximaciones a la identidad respecto del pardmetro ¢. Estos nuevos
niicleos mantendran muchas de las propiedades de las aproximaciones a la identidad, pero
en lugar de integrar 1 su integral resultara 0.

En lo que sigue consideraremos este tipo de niicleos. Definimos

i(o00) = 0.0 Q) = [ w07 @amty).

y recordamos que

Sif(x) = /X s(x,y,8)f(y)dm(y),
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con lo que podemos derivar bajo la integral para obtener
d 1
%Stf(x) = —;Qtf@?)

De esta manera se pueden transferir las propiedades de tamano y suavidad de S; a
Qs

Lema 1.2.3. Se satisfacen:

1. q(x,y,t) = q(y, x,t) para todo x,y € X, t > 0;

o

\q(z,y,t)| < 1/tN para todo x,y € X, t > 0;

Co

gz, y,t) =0 sid(z,y) > 4t;

4. q(-,y,t) es Lipschitz-1 con constante < 1/tN+1;

<

. Q1 =0 para todo t > 0.

6. Q;: LP — LP, con constante independiente de t > 0.

La propiedad 5 del lema anterior marca una diferencia esencial entre ), y S;. Asi,
la familia (Q;);~0 no satisface propiededes de aproximacién como en el lema 1.2.2. Sin
embargo posee propiedades de “descomposicion” del operador identidad de tipo Calderon
que nos seran de gran utilidad.

Proposicion 1.2.4. Formulas de reproduccion de Calderon:

1. fooo Qtf% = [ uniformemente si f es continua de soporte compacto, y en LP si
1 <p<oo;

2. fooo fooo Q1 Qs %% = f uniformemente si  es continua de soporte compacto;

8. = [ QuQuf® para Qug = [y d(x,y,t)g(y)dm(y) satisfaciendo

~ t .
= (2, y,1)] < Cmampnrs
v [ q(x,y t)dm(y) = [y 4(z, x, t)dm(z) = 0 para todo x y todo t > 0;
v sid(z,2’) < co(t +d(z,y)), entonces

td(x,z")
(t+d(z,y))V+e

|qN(xay7t) - (j('xlayv t)l < C

Como referencias en espacios métricos mencionamos [HS|, [GSV] y [Hz|.
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1.3. Operadores de Calderéon-Zygmund y el teorema 7'1

Para un recuento mas detallado de operadores de Calderén-Zygmund en espacios de
tipo homogéneo, ver por ejemplo [DH| o [CW] para espacios normales. Utilizamos la
notacion de [Gal] para espacios métricos con una medida N-dimensional no-duplicante:
m(B(z,r)) < Cyr, pero trabajamos siempre en espacios Ahlfors N-regulares.

Nuevamente requerimos que m(X) = oc.

Decimos que una funcion continua K : X x X\A — R (donde A = {(z,z) : v € X})
es un nicleo estandar si existen constantes 0 < n < 1, C' > 0 tales que

= [K(z,y)| < Cd(z,y)™";
» para x # vy, d(z,2’) < cd(x,y) (con ¢ < 1) vale

|K(l’, y) - K(xly y)| < Od(l’, I,)nd<;p7 y)_(N‘H?);

» para z # vy, d(y,y') < cd(x,y) (con ¢ < 1) vale

K (z,y) — K(z,y)| < Cd(y,y')"d(z,y)" V7.

Un operador lineal y continuo 7" : CY — (C2)’ es un operador integral singular si
existe un nicleo estandar K tal que

11.9) = [| Ko f)a(@)dm(p)im(z).
para f,g € C?7 con soportes disjuntos. Un operador integral singular acotado en L? se
llama Operador de Calderéon-Zygmund (CZO).

Todo CZO es acotado de LP en LP para 1 < p < oo, de tipo débil (1,1), y ademaés es
acotado de L™ en BMO (recordar la definicion en la seccion 1.1.2).

Como una caracterizacion de los CZO tenemos el teorema 7'1. Decimos que un
operador es débilmente acotado si

(Tf. 9)| < Cm(B)**/N[f],[g],

para f,g € C7(B), para toda bola B.

Teorema 1.3.1. (T1) Sea T un operador integral singular. Entonces T es un CZO si
y solo st T1,T*1 € BMO y T es débilmente acotado.

Para una demostracion de este teorema ver por ejemplo [DH| o [DJS].
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1.4. Meétodos de Interpolacién en espacios de Banach

Esta seccion se basa en definiciones y resultados de [BS].

Dados dos espacios de Banach X,Y contenidos en el mismo espacio vectorial topolo-
gico, se definen en X +Y y X NY las normas

I lxy = f gl + [l

1Fllxry = max (|| fllx, [1/]v)

respectivamente. Los funcionales K y J de Peetre para esos espacios X, Y se definen
como

K = inf gl -+ tlhlly, f€X+Y;

Jf(t) = max(|[fl[x. tlflly), feXnY.

Ahora, para 0 < 6 < 1, 1 < ¢ < o0, se define el espacio interpolado (X,Y )y, (a
partir del funcional K) como el espacio de todas las f € X + Y que tienen la siguiente
norma finita:

£ llo.qc = N7 K (O] ago,00),20)-

Este espacio satisface
XNY <= (X,Y)p,— X+Y,

y ademaés si tenemos los pares X,Y y X', Y’ como antes, y T' es un operador lineal y
acotado de X en X’ y de Y en Y’, entonces se satisface

T : (X,Y)g,q — (X/, Y’)g,q
con

1T fllo.g.rc < ITIE 5 MUYy 11 g

Por otra parte, se puede definir el espacio interpolado (X,Y)s, s, mediante el
funcional J, como aquellas funciones f € X + Y que se pueden obtener a partir de una

integral de Bochner
= ars

con A,f € X NY para todo s, y que poseen la siguiente norma finita:
_ -0
1/ l6.q.0 = 1£f s J(Asf)(3)||m((o,oo),%)a
donde el infimo se toma sobre todas las descomposiciones de f.

Se tiene el teorema de equivalencias (ver [BS]):



1.4 Métodos de Interpolaciéon en espacios de Banach 15

Teorema 1.4.1. Para toda f € X+Y se verifica que || fllo.q.6 ~ || fllo.q.0, y en particular
(Xv Y)WLJ = (X> Y>9,q

con normas equivalentes.






Capitulo 2

Espacios de Besov y Sobolev

Es sabido que el médulo de continuidad en LP de una funcién en un espacio de
Lebesgue LP(R™) tiende a cero cuando el incremento tiende a cero. La clasificacion de
las funciones de L” por la velocidad de su convergencia a cero parece una “taxonomia”
natural y es valido preguntarse por, o investigar las, funciones tales que esa convergencia
asume una forma particular. En los anos 60, Oleg Besov en la Unién Soviética y Mitch
Taibleson en Estados Unidos estudian el comportamiento de las extensiones armonicas
a RTI de funciones que hoy llamamos de Besov en R"™. Logran caracterizar el caracter
Besov de una funcién f en R" a través de las propiedades de P, x f, donde P, es el
niicleo de Poisson en R". Notablemente, mucho después, las teorias de wavelets vienen a
reestablecer los mismos resultados en un contexto del comportamiento de los coeficientes
de wavelets ponderados por potenciales de las escalas.

Los espacios de Besov muestran propiedades de robustez, que superan a las de los
espacios de Sobolev, en la mediciéon de velocidades de convergencia de algoritmos no
lineales (greedy) de aproximacion en la teorfa de wavelets. Ademas, son espacios de trazas
de espacios de Sobolev en dimensiones superiores y son espacios de interpolacién entre
espacios de Sobolev.

Otra vez, como suele ocurrir en los problemas de transplante de teorias de anélisis
en el contexto de espacios de tipo homogéneo, la ausencia de transformada de Fourier,
de traslaciones, de funciones armonicas, de wavelets suaves®, parecen poner en riesgo la
posibilidad de capturar la esencia métrica de los espacios de Besov. Sin embargo, como
mostramos en la siguiente seccion, el moédulo de continuidad en LP(R") puede formularse
de una manera que olvida la estructura de espacio vectorial de R". En [HS| habia ya
otra definiciéon de espacios de Besov en términos de las frames dadas por diferencias de
aproximaciones a la identidad en escalas consecutivas, en espacios normales, que mimetiza
la caracterizacion con wavelets. Después de los trabajos de [KS] y [GKS]| en relaciéon con
la definicién abstracta de espacios de Sobolev, la alternativa de la obtencion de espacios
de Besov como interpolados entre espacios de Sobolev también se plantea.

1Recientemente en [AH]| se definen cierto tipo de wavelets ’suaves’, pero atin no han sido estudiadas
en profundidad.
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Para precisar la definicion més sencilla de espacios de Besov, en el espacio euclideo
R™ se define el modulo de continuidad de una funciéon f por

7 (0) = sup ([ 1+ i) v

El espacio de Besov de indices 0 < a < 1, 1 < p < 00, 1 < g < oo como el espacio de
funciones con la siguiente norma finita:

o0 de\ e
I£leg, =11+ [ o)

t
(con las modificaciones correspondientes para el caso p = 00 6 ¢ = 00).

Para ciertos subconjuntos de R"™ llamados d-sets, la definicion es similar. Un cerrado
no vacio F' C R" se dice un d-set si existe una medida p soportada en F' para la que

u(B) ~ 1
para toda bola centrada en F'y de radio r < diam(F).

En un d-set [JW] definen que una funcién f esta en el espacio de Besov By (F) si
existen una sucesion (fy) en LP(u) y una sucesion (ax) en (¢ con

" Hf - fk|

o < 27Fq,
1/p
¢ (i Fan oy V() = S0P a0 ()" < 2742,

la norma de f sera inf ||(ax)||;«, donde el infimo se toma sobre todas las sucesiones (ay).

Con estas definiciones, los espacios de Besov en R" verifican los siguientes resultados:

= (Interpolacion de espacios de Sobolev) (L?(R"), W'P(R")), . = BY (R™), don-
de WP es un espacio de Sobolev (ver por ejemplo [BS]);

» (Interpolacion de espacios Potenciales) (Ea’p(R"),Eﬁ’p(R"))gq = B (R"),
donde v = a +0(8 — ), y LY y LPP son espacios potenciales (ver [P]);
n—d

» (Trazas de espacios de Besov) BS, (R")|r = Bpg © (F) para F un d-set (ver
[TW]).

Para espacios métricos, hay una forma de redefinir el médulo de continuidad pres-
cindiendo de las traslaciones, de manera tal que estas definiciones coincidan. Con esta
definicion, en [GKS]| los autores prueban un teorema de interpolacién como el recién men-
cionado, para cierta clase de espacios de Sobolev. Més adelante en esta tesis retomaremos
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estos problemas, y probaremos un resultado de interpolacién entre espacios de tipo po-
tencial (en el Capitulo 5) y un resultado de trazas de espacios de Besov (en el Capitulo
6).

En la primera secciéon de este Capitulo, probaremos la equivalencia del médulo de
continuidad clésico con el presentado en [GKS|, para definir con éste espacios de Besov en
el contexto métrico y probar algunas propiedades basicas. Adicionalmente enunciaremos
el resultado de interpolacién entre LP y espacios de Sobolev de tipo Korevaar-Schoen
presentado en |[GKS], y probaremos un resultado de inmersién de un espacio interpolado
entre espacios de Besov, méas débil que lo anterior pero valido en un contexto mas general,
que nos sera 1til mas adelante.

En la segunda seccién, presentaremos un tipo de espacios de Sobolev, estrechamente
relacionados con los espacios de Besov. Daremos un pantallazo a estos espacios de Sobolev
definidos por Hajtasz en [H1]. Como se describe en [He], si f es una funcion suave definida
en una bola B (o0 en todo R"), vale la desigualdad

[f (@) = f(y)] < CoT(IV (@) + T(IV ) (Y)

para z,y € B, donde T, es el potencial de Riesz (—A)~/? (que del lado de Fourier
corresponde al multiplicador (27|¢])~!). Esta desigualdad se puede ajustar integrando
|V f| contra el nicleo de Riesz solo en una bola de tamano comparable a |z — y|, y se
puede ver que Z,(|V flxg)(z) < Culz —y|M(|Vf|)(z) y lo mismo para y, obteniéndose
la desigualdad

[f(2) = f(y)] < Culz = y[(M(V f])(x) + MV [])(y))

para x,y € B. Para p > 1 si f esta en el espacio de Sobolev W!?(B), tendremos que f
satisface

u(z) —u(y)] < |z =yl (9(x) + 9(y))
para una g > 0 en LP.

De hecho se puede ver que si B es una bola o todo R" y 1 < p < oo, f € W'?(B) si
y solo si f € LP y existe g € LP satisfaciendo la desigualdad anterior para casi todo par
de puntos z,y € B. Esta caracterizaciéon es la adaptada por Hajlasz al contexto métrico,
y es la que describiremos en este capitulo.

2.1. Espacios de Besov

En esta secciéon daremos una definicion de espacios de Besov en espacios métricos
de medida que generaliza los casos mencionados en la introduccién, a través de la de-
finicion de un maédulo de continuidad (ver, por ejemplo, [GKS]). Una definicion basada
en diferencias de aproximaciones a la identidad puede encontrarse en [HS| para espacios
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normales. Para la equivalencia entre ambas definiciones en el caso de medida duplicante
y reverse-doubling, ver [MY].

Para definir un médulo de continuidad £, con el cual introducir las funciones de
Besov en espacios métricos, veamos primero en R” una forma equivalente al médulo de
continuidad w,. Antes de ello, un lema:

Lema 2.1.1. Euziste C,, tal que para toda ¢ : R" — [0, 00| subaditiva se tiene que

¢(h) SCn][ ¢

B
para toda h € B y toda bola B = B(0,7).

Demostracion. Sea B = B(0,r) y sea h € B, entonces por subaditividad

eWIBl = [ oids < [ ph—s)+p@as= [ poist [ ¢

B(h,r)

< 2/ @(s)ds < 4/ ©(s/2)ds = 2"“/ ®,
2B 2B B

/ ©(s/2)ds = 2"/ ©.
B(0,2r) B(0,r)

pues

O

Sea ahora h € R"y f: R" — R una funcion. Definimos A, f(z) = f(x + h) — f(x),
luego el moédulo de continuidad w, f tomara la forma

wpf (1) = sup | Anfll,

|h|<t
y tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.1.2. En R" se verifica que para todo 1 < p < oo, t >0 y toda f € L?,

1/p
(][ HAthzdh) N)
B(0,t)

con constantes independientes de t.

Demostracion. Es trivial que
1/p
foaurtan< (£ jansigan) < s i,
B(0,t) B(0,t) |h|<t

y como ¢p(h) = ||Anf]|, es subaditiva y no negativa, por el lema anterior se tiene que,
para |h| < t,

1AWfl, < Co f 180l
t

)

con (), independiente de f y ¢, y la equivalencia. O
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Con esto, en [GKS] se ve que podemos ahora dar vuelta el orden de integracion:

]i(o,t) |ALfIhdh = ][B(O,t) /n |f(z+ h) — f(z)[Pdzdh
= [ f it - s
n JB(0,t)
- / ][ f(y) — f(@)|"dydz.
n J B(x,t)

Esta observacion, junto con el lema anterior, da una expresion equivalente a w, en
la que no aparecen las traslaciones, y asi podemos extender esta nociéon al caso de un
espacio métrico de medida arbitrario.

Definicién 2.1.3. Sea (X, d, m) un espacio métrico de medida, definimos para 1 < p < oo
y f medible su médulo de continuidad

g0~ f NCE ) Pdmy)im) "

Definimos para a > 0y 1 < g < 00, 1 < p < oo la norma Besov (no homogénea)
118, = LA Nlp + 187 Epf (Dl a(0.00), 22

y el espacio de Besov By (X) como el espacio de funciones con | f]|

By, < 00. Llamamos

g, = 1 Epf Ol oo, -

Observacion 2.1.4. Para ¢ = oo, tenemos que Bg,oo = L? (siempre que la medida duplique)
y que B = S, es el espacio de Sobolev de Korevaar-Schoen (ver [GKS], [KS]).

Observacion 2.1.5. Para p = 0o, podemos definir £, haciendo la obvia modificacién

E f(t) =sup ess |f(x) — f(y)],

d(z,y)<t

y entonces para ¢ = oo tendriamos By, = C.

El siguiente resultado proporciona una version discreta de la seminorma [f] Bg,» Cuya
demostracion es inmediata.

Proposicion 2.1.6. Si m duplica,

o la —l
167 Bl () 00,2 ~ | @ Bof @i, -

Observacion 2.1.7. Como E,f < C|[fll, ¥ 117 a((1,00),2t) < 00, podemos quedarnos solo
)
con t € (0,1) (o equivalentemente | € Ny). Es decir que

1 llsg, ~ I1fllp + 1 Epf (] Lago,1),2¢)-
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Observacion 2.1.8. Como w,f ~ E,f, tenemos que para R" la definicion clasica de espa-
cios de Besov coincide con la definicion 2.1.3. Para el caso de d-sets también coincidira
pues 4 duplica: si f es una funcién de Besov como en 2.1.3, la sucesion f, = f esta en
LP(F, ) y la sucesion ay = 2 FE,f(27%) estard en 14, y se satisfacen las condiciones de
[JW]. Reciprocamente, si f, (fx), (ax) satisfacen las condiciones de [JW], entonces f € L?

y
pep e <z [ f N F6) ~ P

1/p
ka ka p
B (27 42 (/ £ 100 = P
<2 f = fillp + 2" Epfi(27F) + 25| f — fillpp < Can,

y por lo tanto esti en [? y ambas normas Besov resultan equivalentes.

El siguiente teorema se encuentra en [GKS], donde se ve otra equivalencia de normas
para el caso p = ¢, que da una definicibn mas conocida de espacios de Besov que la que
utiliza E),, que nos sera ttil mas adelante.

Teorema 2.1.9. St m duplica, a« >0 y 1 < p < oo, tenemos que

[ [l o @)

Demostracion. Tenemos que:

[ st = [Tee [ LS i gan)

d(zy)<t

= [ 1@t [ e i < ma,)

XxX

y para tener lo deseado basta entonces ver que

[F_tw ey
o B 0) € (B, d(r,))

(z,y

Esto es inmediato, pues

Coo ! Yt _ (1 __d@y)
/d(x,y) mB.0) £~ m(Be,d(z,9) /d(x,y)t t (ap> m(B(z,d(z,y)))’

y por otro lado

/oo t—op io:/QkHd(W) t=eP  dt
d m(B(z,t 9 m(B(x,t)) t

(z,y) k=0 kd(z,y)
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o 2k+1d(xz,y)
S Sy il X maT
- m(B(x, 28 d(x,y))) t
=0 2kd(ay)

N g (2 y))
= 282 S e y)

0]

Los espacios de Sobolev de Korevaar-Schoen (no homogéneos) se definen por

KS'(X) = {f €Lr: h’msupw < oo} Sl kste = |If]lp + lim sup Epf(G).
=07 ¢ e—07F €
By (e E, f(e
ICS17P(X) =< fell: supL() < 00 >Hf’|icslm _ Hpr + sup pf( )
e>0 € >0 €

(ver [GKS], [KS]).

Un teorema de interpolacion entre espacios LP y estos espacios de Sobolev es presen-
tado en [GKS]|. Lo enunciamos a continuacion.

Teorema 2.1.10. St m duplica, se tiene que existen constantes c,C' tales que para toda

f € LP ytodot >0 valen las cotas

c(min(L O flly + Epf () < K(f.t, L7, KS™)

K(f,t,L7, KS"7) < C(min(L, )| f]l, + Ep /(1))

(donde K es el funcional de Peetre definido en 1.4).
En consecuencia se tiene el siguiente teorema.
Teorema 2.1.11. Si m duplica y KS'? = KS'? (con normas equivalentes), entonces

resulta que

o 1,
By, = (LP, KS*P) 44

Como corolario de este teorema tenemos que
Corolario 2.1.12. i m duplica y KS'"* = KS™* (con normas equivalentes), entonces
resulta que, para v = a+ 0(8 — ),

B;,q: (Ba BJ )H,q'

P90’ T Pq1
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En general en espacios métricos vale M7 — KS'? < KS'P < NP2 donde M'? es el
espacio de Hajlasz-Sobolev y N1? el de Newton-Sobolev, y todos estos espacios coinciden
(en particular K S*P = KS'?) cuando las funciones de Newton-Sobolev satisfacen una
desigualdad de tipo Poincaré.

Atn en caso de que no valga la igualdad K S™ = LS, siempre podemos demostrar
el siguiente resultado, basado en [BL].

Proposicion 2.1.13. Paraa#5>0,1<p,g<o00,0<0<1lyvy=(1-0)a+0p,
(B, Bg,oo)(’ﬂ = B;,q'

p,00?

Demostracion. Veamos primero que

tE,f(t) < Ct/B K f(#77).
En efecto, sea A = {s:t < 77 < 2t}, luego alli se tiene que

B, f(t) < Ot 0000 B f(s5-0),
ysi f =g+ h, como en A se tiene que s~ ~ ¢fmag=BB-a)
TE,f(t) < Ot 9B~) (S—Q(ﬁ—a)Epg(Sﬁ—a) + tﬂ—as—ﬁ(ﬁ—a)Eph(sﬁ—a)) ’
de donde
B () < O ((glag + 72l ) < €O (llgllag + )

y tomando el infimo sobre todas las descomposiciones tenemos lo que queriamos.

Ahora, de lo anterior se deduce
sy, < Cllf pa

y para ver que vale para la norma p, observamos que

min(L, )| fllp < llglly + tlinlly < llgllsg.. +tlAllgs

p,007 p,oo)Q,q’

y por lo tanto

min(L, )| fll, < Kf(1),

con lo que, para 1 < g < o0,

[Tt = ([T et ) i = (=g + g ) 1918

y concluimos
11l < Ol sy
El caso ¢ = oo también se deduce de min(1,?)||f||, < K f(t), pues

sup ™" K f(t) > sup ™" min(1, t)[| £, = [ ]l,.
>0 t>0

pw)ﬁq
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2.2. Espacios de Hajtasz-Sobolev

Lo presentado en esta secciéon es una generalizaciéon inmediata de los espacios de
Hajlasz-Sobolev presentados en [H1].

Sea (X,d,m) un espacio métrico de medida y sea > 0. Dada f : X — R Borel
medible, decimos que g : X — [0, 00] Borel medible es un -gradiente de Hajlasz de

fsi
1f (@) = f(y)] < d(z,y)"(g(z) + g(y)) (2.2.1)

para z,y € X\Z con m(Z) = 0. Redefiniendo g como oo en Z se puede lograr que 2.2.1
valga en todo punto.

Definimos para 1 < p < oo el espacio de Hajtasz-Sobolev M”? como el espacio
de funciones f € L” con un gradiente de Hajtasz g € L”. Lo equipamos de la norma

1 lags.o = £y + 0f gl

donde el infimo se toma sobre todos los gradientes de Hajtasz de f.

Observacion 2.2.1. Para § = 1 y X = B una bola de R" o todo R" con distancia y
medida usuales, tenemos que M'*(B) = W'P(B) si 1 < p < co. Ver [H1] o [He].

Observacion 2.2.2. Si B < 1, §(x,y) = d(x,y)? es también una métrica en X, y el
espacio M??(X,d, m) coincidira con el espacio M*?(X,d, m) presentado en [H1]. Muchas
de las propiedades aqui demostradas serdn generalizaciones de las de M!? debidas a esta
relacion.

Teorema 2.2.3. MP? es de Banach.

Demostracion. Es trivial que || - || 6., €s una norma. Para ver la completitud, sea (f,,) de
Cauchy en M?P. Sabemos que f, — f en LP para alguna f € LP, veamos que también
esta convergencia es en M”?. Pasando por una subsucesion podemos suponer

1fn = Frrallsp < 27"

y fn — [ ctp. De esta forma, para cada n existe g, € LP con g, gradiente de Hajtasz de
o — fat1, ¥ lgnllp < 27", Se puede ver que

‘(fn - fn-l—k)(a:) - (fn - fn-l—k)( )‘ < d T y ( Z gz +gz )

y por lo tanto haciendo k — oo tenemos que para casi todo par z,y vale

[(fo = O @) = (fa = HW)| < d(z,y) (Zgz ) + gy )

(la suma esta bien definida ctp y f,, — f ctp) y de esta forma G,, = > ° g; es un gradiente
de Hajlasz de f,, — f que satisface |G|, < C27"y

1 = Fllsp < N[fn = fllp + [1Gally = 0
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y se concluye f, — f en MPP y también que f € M?P (un gradiente de Hajtasz en LP
de f es la suma de G,, y un gradiente en L? de f,, para cualquier n). O

Definicion 2.2.4. Sea 1 < p < oo. Decimos que el par (f, g) satisface una desigualdad
de Poincaré (1,p) de exponente 3 > 0 y constante A > 0 si f € L}, y para toda bola

B vale
1/p
£ 15 = ful < Cldiampy’ (7[ gp) |
B AB

Lema 2.2.5. Si f € L. y g es un B-gradiente de Hajlasz de f, entonces el par (f,g)
satisface Poincaré (1,1) para X = 1,C = 2 y exponente 3.

Demostracion. Dada una bola B,

f f1s@ = 1w £ 17 fal,

][ |f = fs] < 2dmm<B)5][ g.
B B

por lo que

O

El siguiente resultado (como se lo encuentra en [KM2| para = 1) muestra que, bajo
ciertas hipotesis, la desigualdad de Poincaré caracteriza a los espacios M7,

Teorema 2.2.6. Supongamos que m duplica. Entonces si el par (f,g) satisface Poincaré
(1,q) para algin q, existe una constante C (independiente de f,g) tal que C(Mg?)'/? es
un [-gradiente de Hajtasz de f.

Demostracion. Sean x,y puntos de Lebesgue de f y sea d = d(x,y). Llamamos para
n € Ny,

B, = B(x,27"d), B, = B(y,27"d).

Por el teorema de diferenciacion de Lebesgue (ver 1.1.3),

|f(x) = [(y)] < <Z|an —an+1|> + |y — [By| + (ZVBLL —fB;+1|>
=I+I1I+1I1I.

El primer y el tercer miembro se acotan de manera similar. Para I, usando Poincaré se
obtiene

=Y Ifs, = Fnl SCF 17 = o Jam
n=0 n=0 Bn
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oo 1/q
< C0d? Z 98 <][ gq> < CdBng(x)l/q.
ABn

n=0

Analogamente para /1] obtenemos
I1T < CdPMgi(y)'/e.

Finalmente, /1 es similar,

II=|fp,— | SCH |f — fop,ldm < Cd°Mg"(x)"/".

2B

OJ

Luego para el caso p > 1, como (Mg?)'/? € LP cuando g € L? y ¢ < p, tenemos la
siguiente caracterizacion:

Corolario 2.2.7. Sim duplica y 1 < p < 00, dada f € LP se tiene que f € MPP siy
sdlo si existe g € LP tal que el par (f,g) satisface Poincaré (1,q) para 1 < g < p.

A continuaciéon veremos que, asumiendo 5 < 1, vale un resultado tipo Lusin para
funciones de M??. Esta demostracién se encuentra en [H1].
Teorema 2.2.8. Supongamos que 1 < p < oo y B < 1. Dada f € MP? y e > 0, eriste
¢ Lipschitz- con m({f # ¢}) < ey |lf —ollgp <e

Demostracion. Fijamos un representante f : X — R y g un gradiente de Hajlasz de f
tal que 2.2.1 vale en todo punto. Definimos

By = {o: [f(@)] < A g(x) < A}.

Entonces por Tchebyschev vale \Pm(X\ E,) — 0 cuando A — oo, y ademas [ es Lipschitz-
£ de constante 2\ en FE), y por lo tanto puede extenderse a una funciéon Lipschitz-3 de
constante 2\ en todo el espacio (ver Capitulo 6 de [He|), sea fy esta funcion. Si definimos
ay : R — R por ay(t) = sgn(t) min{|t|, A}, a, resulta Lipschitz-1 de constante 1, luego
haciendo h), = ay o f\, hy resulta Lipschitz-5 de constante 2\, coincide con f en E) y
ademés tiende a f en LP cuando A — oo. Consideremos la funcién

gr = (9 + 3N)Xx\E,

que resulta un gradiente de Hajlasz de h) — f, pertenece a L? (al menos para A grande)
y converge a 0 en LP. De esta forma, dado ¢ > 0, podemos encontrar A grande tal que
si definimos ¢ = h,, tenemos que ¢ es Lipschitz-8, m(f # ¢) < m(X\E)) < ey
If = llsp <e B

Corolario 2.2.9. Si 3 <1, las funciones Lipschitz-3 son densas en M.

Para finalizar este capitulo, tenemos la siguiente comparaciéon entre espacios de Besov
y Sobolev, como se la puede encontrar en |[GKS]?:

2En [GKS] este resultado pide la hipétesis adicional de X acotado, sin embargo ésta es innecesaria.
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Teorema 2.2.10. Supongamos que m duplica, 1 < p < 0.

« o,p.
1. By, — M®*F;

2. M*P — B¢ para todo 0 < € < a.

Demostracion. 1. Sea f € By,. Debemos ver que existe g € L” tal que

1f(x) = f)] < d(x,y)*(g(x) + g9(y))-

Sean entonces x,y € X y sea d = d(z,y). Por duplicacién tenemos que
|f(x) = fW)] < |f(x) = [B@al + |[(Y) = fB@al

< U@ - )+ Cf 5 - f)dm(z)

B(z,d) B(y,2d)
o L _ 1 _
<o (G U@ = 1@lnE) + g {150~ ()
y si definimos ¢ por
o) =sup— f [f(@) ~ 1(2)|dm(z)
r>0 T B(z,r)

entonces basta con ver que g € LP. Ahora bien, dados x € X,r > 0, tomando un
entero k con 21 < r < 2F resulta

% |f(x) = f(2)|dm(z) < Crmf |f(z) = f(2)|dm(2)
r B(x,r) B(xz,r)
1/p
<C (2_'“’0‘][ |f(z) — f(z)|pdm(z))
B(z,2F)
y entonces

ol < 03 2t /X ][B o [F@) = SEPdm(@)dm(z) < CI1l,

kEZ

2. Separamos en dos partes: cerca de la diagonal, usando la duplicacién de la medida,
tenemos que

|f(2) = fW)]”
//d(z7y)<]_ d(z,y)@=9rm(B(z, d(z, y)))dm(y)dm(x) <

o (9(x) +g(y))? ol dim
< // )2 (x () (z)

d(x,y)®
= 0/ /Bu , m(B(z, d(z, gy " @dm(@)
< Cllglt,
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pues al ser € > 0,

/ d(x,y)?
B(z,1) m(B<x7 d(l’,

Z/xQ’“\BmQ“*“)

<>
B(z,2=F)\ B(z,2—(k+1))

k=0

< Cio:Q_l“p < 0.

k=0

Por otra parte, lejos de la diagonal,

//d(:v,y)Zl d(z, y)<|0;f_(j”)m_( El‘ﬂp

) ))dm(y)dm(x) <

d(z,y)~ o

W7 im(y)

m(B(z, d(z,y)))

2—k:cp
dm(y)

m(B(e, 2 #0))

dm(y)dm(z)

<C |f /X\Bwl) m(B(z,d(z,y)))

< Cllpr,

pues al ser a — € > 0,

d(zx,y) (a—e)p B >
/X\B(x,l) m(B(z,d(z, Z/)))dm(y) a Z /B(z,zk+l)\3(z,2k) m(B(x,d(r,y)))

k=0

<C / 2
Z Bla2k+1)\ B(z,2k) M(B(x,2F))

k=0

<Oy e <o

k=0

d(x) y)—(a—E)p

dm(y)

2—k(a—e)p
dm(y)






Capitulo 3

Operadores de tipo Bessel y espacios
potenciales

En espacios métricos de Ahlfors la singularidad central local y global (en el caso no
acotado) del espacio esta dada por el reciproco de la distancia elevado a la dimension. Asi
haran falta niicleos con cancelaciones intrinsecas para que alguna extension de la teoria
de Calderén-Zygmund devuelva la esperanza de darle algin sentido a los operadores
con esos nicleos. Las potencias de d(;’y) menores que la dimensién producen integrales
fraccionarias del tipo de las de Riesz, mientras que potencias mayores s6lo pueden actuar
sobre funciones regulares y de una manera precisamente definida y se pueden ver como
derivaciones fraccionarias. En espacios no acotados (o de medida infinita, que es lo mismo
en espacios de tipo homogéneo), las desigualdades de Sobolev son inmejorables y no hay
modo de que una integral fraccionaria como la de Riesz preserve las clases de Lebesgue con
el mismo indice de integrabilidad. La mirada frecuencial de R™ a través de la transformada
de Fourier permite expresar de una manera unificada y compacta la acciéon esperada de un
potencial que para frecuencias chicas luzca como la identidad y para frecuencias grandes
como una integral fraccionaria de Riesz de orden «,

(1 +4m2le[*)2.

Esto da en el lado dual de la variable espacial £ un comportamiento adecuado inte-
grable globalmente y localmente singular como la integral fraccionaria de Riesz. Estas
propiedades del nicleo lucen faciles de imitar en espacios métricos, no obstante como
pretendemos obtener un operador inversible, la construcciéon serd mucho mas cuidadosa y
precisa. De algiin modo seguira el paradigma que instala la teoria de wavelets: las escalas
son un adecuado sustituto de las fracuencias.

En espacios métricos, los espacios de Sobolev de tipo potencial han sido escasamente
estudiados. En este capitulo presentaremos una forma de definir un operador de tipo Bes-
sel en espacios Ahlfors regulares, para definir espacios de tipo potencial, y probaremos
distintas propiedades que éstos cumplen, y sus relaciones con otros espacios de regula-
ridad. Repasaremos brevemente la definicién en el contexto euclideo y las propiedades
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béasicas del operador de Bessel, de su niicleo y de los espacios potenciales inducidos.

Los potencies de Riesz y Bessel de orden a > 0 en R” son los operadores Z, =
(=AY y J, = (I — A)~/? respectivamente, donde A es el Laplaciano. La acciéon de
estos operadores sobre funciones viene dada por la convolucién contra ciertos nicleos,
que mediante transformada de Fourier corresponden a los siguientes multiplicadores:

(Zof)" () = (2nle)) ™ f(€) (Taf)" (€) = (L +4m?|E") 2 (€).

En el caso de Riesz, dicha convolucion toma la forma:

Iaf(l') - Ca,n/%dya

|z — y|—

mientras que en el caso de Bessel el niicleo G () = ((1 4 4m2[£]?)~/2)V(x) es

1 > ¢ 7@ _(n—a) dt
Ga(x)—m/oee4t 2?

e s [ e
20mn21(3) Jo s

y satisface

1. G, >0;

2. G, es continua fuera del origen;

3. G, es radial;

4. Go(z) ~ |z|~"=* para |z| < 2;

5. Go(z) ~ e 1772 para |z| > 2;

6. |Ga(2) = Galy)| < Clo —yl(lz| A |y~ *;

7. |Ga(z) — Gu(y)| < Cla — yle=W=MD para 2|, [y| > 2;

oo

[ Ga=1.

Observar que el niicleo del potencial de Riesz también satisface las propiedades 1-4 y
6, pero no las demas (de hecho no es un niicleo integrable).

El operador 7, resulta acotado de LP en L, y si definimos el espacio potencial LYP =
Juo(LP) y 1o equipamos con la norma || f |, = || 7" f||», tenemos que 7, es un isomorfismo
entre LP y L*P. Mas generalmente, como 7, aumenta la regularidad, se puede ver (por
ejemplo en [S]) que es un isomorfismo entre £7? y L3T5P vy también entre espacios de
Besov BY  y BSH.
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También se tiene que, para k € N, estos espacios coinciden con los espacios de Sobolev
clasicos LM = WHP (con normas equivalentes).

En este capitulo construiremos un potencial de Bessel en espacios métricos, y trata-
remos de emular algunas de estas propiedades. En los capitulos 4,5 y 6 se veran otras
caracteristicas de 7, y L*P que valen para nuestras construcciones en el contexto métrico.

3.1. El potencial de Bessel J,

En esta primera seccién definiremos un ntcleo k,(z,y) con el que reemplazaremos al
nucleo de convolucion G, (x — y), para definir un potencial de tipo Bessel J,, que jugara
el rol de 7, en el caso métrico. Se probara que este nicleo posee propiedades similares a
las descriptas anteriormente para G, y se probardn algunas propiedades béasicas de J,
que tienen su equivalente en el caso euclideo.

Consideremos (X, d, m) un espacio métrico Ahlfors N-regular con m(X) = oo. Pode-
mos construir un espacio potencial de la siguiente manera:

Para a > 0y (5;);>0 aproximacion suave a la identidad como fue presentada en 1.2,
consideremos el ntcleo

> te dt
ko(w,y) = 04/0 ms(ﬂf,y,t)7,

definido fuera de la diagonal de X x X.
Observar que
e { v 0<t<l1

Attt t>1

Lema 3.1.1. Para a > 0, k, satisface:

1 ko >0y ko 20

ka(@,y) = ka(y, )

kalz,y) < d(a,y)~V=);

ka(z,y) < d(a,y)~ N+ para d(z,y) > 4;
ko (2, 2) = ka(y, 2)| S d(z,y)(d(z, 2) Ad(y, 2))~VH=);
6. |ka(z,2) — ka(y,2)| S d(z,y)(d(x, 2) Ad(

[y kal@, y)dm(y) =1 Va.

<
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Demostracion. 1y 2 siguen inmediatamente de la definicién de k,.

> t* 1 dt > 1 dt 1
|ka<x7y)| <C T L a2 N 7 SC/ Nfa_zcﬁ'
d(z,y)/4 (1 +1 ) ot d(z,y)/4 t t d(l’, y)

4. Si d(z,y) > 4, para que s(z,y,t) > 0 tiene que ser 4t > d(z,y) > 4, luegot > 1y
alli 1 4+t ~ t*

> t 1 dt e 1 dt 1
heplso [ Lo ltfcof” Lifooo
dag)/a (1 10)2 N ¢ day)/a PN T d(w,y)N+e
5.

(e, 2) — ka2 < € [ Calsl 2 t) = sty 501
a\T; 2) = Ral\lY; Z)| > s(x,z,t) —s(y,z,t)|—
s>d(w,2) 6 4t>d(y,) (L +1%)? t

o 1 dt

< Clzy) | oL

(da)ndwa VL

= Cd(z,y)(d(z, 2) Ad(y, 2))" N7,

6. Sid(z,z2),d(y,z) >4, t > 1 donde el integrando es no nulo, luego

= 1 dt
ka2, 2) = ka(y, 2)| < € s, 70) = sy, 2,0)] 5
(d(z,2)nd(y,2)) /4 T t

> 1 dt

< Cd(z,y) / 1 od

(da,)nd(y,2))/a T T T

= Cd(x,y)(d(x, 2) A d(y, 2))" N,

7. Como todo es positivo cambiamos el orden de integracion (y usamos que [ s = 1):

< at® dt

ko(z,y)d = ———s(x,y,t)—d
[ totedmin) = [ [ s Fimiy)
at®  dt > 1

%0 d
-/ = _“_ [ 2 dt =1
/; (1+t°‘)2 t /0 dt (1+t°‘>

Con ese niicleo definimos el potencial de Bessel

Jag(z) = /X 9(2)ka(z, 2)dm(2)

siempre que la integral sea convergente.
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Lema 3.1.2. J, es lineal donde esté bien definido. Ademds, para g € LP, 1 < p < o0,
se tiene que J,g(x) estd bien definido para casi todo x € X. Mds ain para 1 < p < 0o el
operador resulta acotado

Jo 1 LP(X) = LP(X).

Demostracion. Surge del hecho que [ kq(z,y)dm(y) = [ ko(z,y)dm(z) =1.S11 < p <

/|Jag ) [Pdm(z // (z,y)|g(y)|Pdm(y)dm(x /|g|pdm

Los casos p =1y p = oo son mas directos. O

luego

Un operador relacionado a J, es el operador integral fraccionaria /,,, que se puede
definir para @ > 0 (ver [GSV]) mediante el nicleo
1

o dt
k/ — ta t __
(z,y) /0 at®s(z,y, )t Az g

como
= /X fW)K (z,y)dm(y)

(siempre que esta integral tenga sentido). La relacion entre un operador y el otro es la
siguiente:

Lema 3.1.3. Para a > 0, |Jog(x)| < Cl,|g|(x) siempre que el término de la izquierda
esté bien definido.

Demostracion. Por la propiedad 3 del lema 3.1.1, tenemos que

ag(@)] < C /X a(z,9)lgw)ldm(y) < C / W40 < Cllgl(@),

X d([[’, y)Nia

3.2. Propiedades de J,: mejora de regularidad

En esta seccion veremos ahora como se comporta el operador J, frente a diferentes
tipos de regularidad de funciones. Especificamente veremos que J, mejora la regularidad
en « dentro de las escalas de espacios de Lipschitz, Besov y Sobolev.

Demostraremos primero un lema general que utilizaremos en més de una ocasiéon:
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Lema 3.2.1. Seant >0, >0, z € X y g > 0 medible. Entonces

L [y T dm(y) < C Mg(x);

2. [x\p e dm(y) < Ct-?Mg(x).

Demostracion. 1. Abriendo la integral en coronas,
9(y) 9(y)
dm(y) < ) C dm(y)
/B(x,t) d(z,y)N=F kzzo Ba2—kt)\ B(z,2-G+1g) (27FE)NP
< Ct? 22]“5][ g < C’tﬁMg(x).

2. De manera similar,

o T <3 T —

o/ B@2r\B(z2®) (2Rt)N

<ct? Z 2"“5][ g < CtPMg(x).

=0 B(x,2k+1t)

Como corolario tenemos la siguiente acotacion para Jg:

Proposicion 3.2.2. Sia >0, |J.g(x)| < CMg(x) siempre que el término de la izquier-
da esté bien definido.

Demostracion. Por las propiedades 3 y 4 de 3.1.1, es consecuencia inmediata del lema
anterior. ]

A continuacion veremos como .J, mejora la regularidad de § a [ + « para las escalas
Lipschitz, Besov y Hajtasz-Sobolev. Comenzaremos por el caso Lipschitz.

Teorema 3.2.3. Si f=J,gya+ <1 paraa,[ >0,

|f(x) = f(y)| < Clglpd(z,y)**,

recordar que [g]g = sup,., %.

Demostracion. Como fka = 1, tenemos que
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_ /X (9(2) = 9(@)) (Ko, ) — kaly, =) dm(2),

luego llamando d = d(x,y)

~5t2) o) = 9y .
(@) |<C/ B(x,2d) dx z)N-e “dz, N (Z)+C/B(y,3d) d(y, z)N dmi(z)
£ [ lg(a) = g0l ol 2) — kay,2)| dm(2)
B(z,2d)¢
=I+11+ 111

Ahora, por definicién de [g]s y porque a, > 0, tenemos que

d(x,z)’
I<C / —— % _dm(z) < Clglgd®t?,
[g]ﬁ B(s.2d) d(x’z)]v_a ( ) [g]ﬁ

IT < Clglsd” / L im(z) < Clglsdde,

——d
B(y,3d) d(y> z)N—a

y por la condiciéon de tipo Lipschitz de k, (item 5 de 3.1.1), pues d(z, z) ~ d(y, z) para
z € B(x,2d)¢, y porque o + 8 < 1, tenemos que

I11 < C’[g]ﬂd/ d(z, 2)%d(x, 2) "N adm(z) < C[g)pdd* TP~

B(z,2d)°

Tenemos entonces que .J, aumenta la regularidad Lipschitz de la siguiente manera:

Corolario 3.2.4. Sia,0>0ya+ <1,
Jy: CF — CoFB,

Demostracion. Surge del teorema anterior y de que J, : L™ — L. O

Ahora para la regularidad Besov, necesitamos primero el siguiente lema:

Lema 3.2.5. Siq > 0, para todo x,y € X wvale
= sig(N —a) <N,
/ |]€a(l‘, Z) — ka(y, Z>|qdm(2) < Cd(:L’, y)qu(Nfa);
d(z,z)<2d(x,y)
w si N <qg(N—a+1),

/ ko (2, 2) — ka(y, 2)|%dm(z) < Cd(z,y)N 0=,
d(x,2)>2d(z,y)
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Demostracion. Tenemos los dos casos:
» B={z:d(z,z) < 2d(z,y)}, entonces B C B(y,3d(x,y))y

[ i 2) = Bty 2)rdm(z) <
B
< C/ d(z, 2) " W= dm(z) + C/ d(y, 2) "N = dm(z)
B B
< C(a, yyN -1V 1 © (g, 21N din(2)
B(y,3d(z,y))
< Cd(x, y)N I,

» B ={z:d(x,z) > 2d(x,y)}, aqui d(z,2) ~ d(y,z) y

ko (2, 2) — Fu(y, 2)|%dm(z) < Cd(z, )" / ) D )

Bc
S C’d(x, y)q+N—q(N—a+1)

= Cd(x,y)"~ 1"

Teorema 3.2.6. St f=J,9, 1<p<ooya,f>0,a+p<1,

()" g(=)I”
//XXde yN+(a+B)pd y)dm(z) < C . d:z: ZN+573 ———————dm(z)dm(x)

Demostracion. Supongamos p > 1, el caso p = 1 es similar, con las modificaciones ade-
cuadas para p’ = oo. Usando que [k, = 1, por la desigualdad de Holder tenemos que

[f(z) = fy)I" <
= </B(a: 2d(x,y)) l9(2) = g(2)[[ka(2, 2) = ka(y, z)|dm(z)>

p/v
()~ bty 2alz) )
B(z,2d(z,y))

x) — qg(2)|? T.z) — )NPdm(z
+c< / o o) = 9Pl ) by, )7 <>)

/

. p/P
<(/ i 2) = haly )| () )
B(z,2d(z,y))°

Luego por el lema anterior, si existe 0 < 6 < 1 para el queN < (1 —0)p'(N — a + 1),
entonces tendremos que

[f (@) = fy)lP <
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< Cd(z,yy—° / 19(2) — 9(2)Plale, 2) — kaly, 2)|dm(2)

B(z,2d(z,y))

+ Cd(x, y) N Hretorii=e) / 9(x) — g(2)P[ka(x, 2) = kaly, 2)|"Pdm(2).
B(z,2d(z,y))°

Con esto, para concluir el teorema sera suficiente probar que

Ika(x> Z) B ka(ya Z)| 1
dm(y) < C—nn——.
/a;(ac,z)<2d(x,y) d(l‘, y)N—i-Bp—}—a ( ) d(l’, 2)N+Bp

y también para el otro sumando:

ko (@, 2) — Ka(y, )| )
’ dm(y) < C——
/d(gf’z)Z?d(:v,y) d(x,y)2N+op=0p(N—a)

Probemos entonces estas desigualdades:

» Sid(z,2) < 2d(z,y), también d(y, z) < 3d(x,y) y utilizando acotacién para k,

|ka(x, 2) — kaly, 2)|
dm(y) <
/d(x,z)<2d(x,y) d(x, y)N+op+a

ccf,.. e (gt ) o
m
n d(z,z)<2d(z,y) d(QT, y)N+ﬁp+a d(fB, Z)Nia d(ya z)Nia Y

luego separamos en dos casos:

e sid(y,z) < 2d(z,z) < 3d(z,y), entonces

/ 1 ( 1 . 1 >d () <
— —a my) =
d(y,z)<%d(w,z)<3d(x,y) d(l, y)N+Bp+a d(.??, Z)N d(y7 Z)N

1 1
<Co——— / ——— v dm(y)
d<$7 Z)N—i—ﬁp—l—a d(y,z)<%d(az,z) d(y7 Z)N_a
1
<O
= d(x, )N+’

o si d(z,2) < d(y,2) < 3d(r,y),

/ o (e )
m\y) =
2d(x,z)<d(y,z)<3d(x,y) d(iL‘, y)N+,8p+a d<$7 Z)N_a d(y> z)N—a

2

1 1
<O ———Niradmy)
d(x7 Z)N_a d(z,y)>d(z,z)/2 d([)?, y)N—i-,Bp—I—a
1
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» Finalmente si d(z,z) > 2d(z,y), entonces d(z,z) ~ d(y,z) y podemos utilizar la
acotaciéon para diferencias de k,:

T,z) — 2)|oP
[ o(r.2) — kaly A

(1,2)>2d(y) A(T,y) N FOP=OPIN=)

1 d(a,y)"”
<c / | dm(y)
d(l’, Z)GP(N_CH_I) d(z,z)>2d(x,y) d(x/ y)QN—l-Bp—@p(N—a)
1
<(C—"—+——+—
= d(x,z)Ntsp

siempre que N + p < Op(N — o + 1).

Las dos condiciones sobre # son equivalentes a
N+Bp<Op(N—-—a+1) <N+ (1-a)p,
y siempre hay un valor de # que verifica ambas desigualdades, pues § < 1 — a. O
Corolario 3.2.7. Sia,f>0ya+ <1,
Jo: By, — BoxP.

Finalmente, tenemos el siguiente resultado de aumento de regularidad de tipo Sobolev,
que generaliza en cierto sentido el caso Lipschitz.

Teorema 3.2.8. Sean f,g que satisfacen
[f(@) = f)l < d(@, ) (g(x) + 9(v)),
cong>0, >0, entonces sia >0 ya+ <1,

[ Jaf (@) = Jaf (y)| < Cd(x,y)* P (Mg(x) + Mg(y)).

Demostracion. Nuevamente utilizando que [k, = 1, y separando la integral como en el
caso Lipschitz,

[Jaf(x) = Jaf(y)] < /X [f(@) = f(2)|kal(2, 2) = kaly, 2)|dm(2)

T,z B T z ! ! miz
<cf e o) (g ) )

d(z,y)
+C dx,z)ﬁgx +9(2))————
B(z,2d(z,y))° ( ( ( ) ( ))d(I/ Z>N_a+1

dm(z).

Ahora, para los términos con g(x) se procede como en el caso Lipschitz, para acotar por
Cd(x,y)*Pg(z), mientras que para los términos con g(z) se utiliza el lema 3.2.1 y se acota
por Cd(x,y)*PMg(x) o Cd(x,y)* P Mg(y). La acotacién resulta, término a término:

[ Jof(x) = Jof ()| < Cy(a)d(z,y)*" + Cd(x, y)* " Mg(x)



3.3 El espacio potencial L“P 41

+ Cd(x,y) g(x)d(z,y)* + Cd(x,y)’ Mg(y)d(z,y)"

1 1
+ Cd(z, Z/)Q(@W + Cd(x, y)WMg(x)

< Cd(x,y)* P (Mg(z) + Mg(y)).

Corolario 3.2.9. Sia+p<1lyp>1,

Jo 1 MPP — NotEP,

3.3. El espacio potencial L7

En esta ultima seccion del capitulo, definimos los espacios potenciales L*P. Vemos
que estos espacios son de Banach, que estan inmersos en espacios de Hajtasz-Sobolev y
que funciones Lipschitz son densas alli. También probamos teoremas de inmersiéon tipo
Sobolev y también inmersién en espacios de Besov.

Definicién 3.3.1. Definimos el espacio potencial
Lo(X) = {f € 17 : 3g € IV, f = Jug} = Ju(L")
y lo equipamos de la norma

| fllap = IIfllp+  if g,
. P ety

Teorema 3.3.2. L%P es de Banach.

Demostracion. Es claro que es un espacio vectorial normado. Para ver la completitud,
veamos que toda serie absolutamente convergente converge: sea (f,,) una sucesion en L*P
tal que >_, || fulla,p < 00. En particular 3, || fal[, < o0y entonces la serie converge a una
f € LP, falta ver que esta en L*P. Para cada n, podemos elegir f,, = J,g, con

1gnllp < 1l £

luego > ||gnll, < oo y convergerd a una g € L”. Finalmente, la continuidad de .J, nos
dice que

a,p + 2—n7

f:an:ZJagn: Ja (Z.%L) = Jayg-

O

Observacion 3.3.3. ||Jagllap < 2||g||,, luego es continuo de LP en L*P y sobre L*P. En
particular como L> N LP es denso en LP para 1 < p < oo, tenemos que J,(L>* N LP) es
denso en L*?. De la misma forma como C”NLP es denso en LP paral < p < 00,0 < 8 < 1,
Jo(CP N LP) también es denso en L%P.
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Como consecuencia del aumento de la regularidad Lipschitz y Besov de J, (corolarios
3.2.4y 3.2.7) tenemos que

Proposicién 3.3.4. Sean 0 < a < 1 y 1 < p < oo0. Luego para todo ¢ > 0 tal que

a4 e <1 se tiene que C*T* N L™ y Byt N LY son densos en L.

Demostracion. Jo : LP — L, J, : C° — C**¢y J, : BS, — Bot, y como CP N LP
y B, son densos en LP (pues las funciones Lipschitz—1 de soporte compacto estan en
ambos), tenemos lo deseado. O

Ahora, tenemos el siguiente resultado de inmersiéon en espacios de Sobolev:

Teorema 3.3.5. Si f = J,g es finita c.t.p. y 0 < a < 1, tenemos que

|f(x) = f(y)| < Cd(z,y)*(Mg(x) + Mg(y)).

Demostracion. Llamamos d = d(z,vy),

£ |</|g ka2, 2) — Ea(y, 2)|dm(z) / / Il
x?d x2d

En I, acotamos por la suma:

1 1
]<O/ z—dmz+C’/ 2)|——dm(z
s l9( )|d(x,z)N—O‘ (2) s l9( )Id(y’ Y (2)

< Cd*(Mg(z) + Mg(y))

por el lema 3.2.1 (pues o > 0), y para I, usamos que aqui d(zx,z) ~ d(y,z) y entonces
por el item 5 de 3.1.1 tenemos que

IT < C’d/ l9(2)|d(x, 2)" N1 adm(z) < Cdd~ = Mg(z) = Cd*Mg(z)
B(x,2d)°

nuevamente por el lema 3.2.1, siempre que o < 1. O

Corolario 3.3.6. Sil<p<ooya<l1, LY — M*P,
Corolario 3.3.7. En el caso p = 00 y a < 1, tenemos que L4 — C*. En particular
tenemos que las funciones de L*> son continuas (iguales c.t.p. a una funcién continua).

Por la densidad de L™ en LP tenemos también el siguiente resultado de densidad:

Corolario 3.3.8. Las funciones C* son densas en L*P para a <1, 1 < p < oo.

Como otro corolario del teorema, al ser Mg un gradiente de Hajtasz de f, tenemos la
siguiente desigualdad de Poincaré:

Corolario 3.3.9. Sia <1y f=J,9, para toda bola B tenemos que

][ |f = [s] < Cdiam(B)“][ Mg.
B B
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Para el caso a > 1, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.10. Si f = J,g y a > 1, tenemos que, para todo [ < 1,

|f(z) = f(y)] < Cd(z,y)’ (Mg(z) + Mg(y)).

Demostracion. La demostracion es similar al caso a < 1. Si d(z,y) < 1, se tiene que
d(x,y)* < d(z,y)”, luego

1

/ 902 g m(2) < C(a, )" M (a) < Cal,)* Mo(o),
d(z,z)<2d(z,y) (xa Z)

de la misma forma

1
19(2)|5—7—=
/d(y,z)<3d(x,y) d(ya Z)N “

Ahora, fuera de la bola, dividimos en dos casos:

/ 19(2)] __dlx.y)
2d(z,y)<d(z,z)<5 d(Ia Z)N_a+1

dm(z) < Cd(x,y)"Mg(y).

dm(z) <

d(z, y)"
S/ |g Z) d N—(Oz—ﬁ)
2d(z,y)<d(x,z)<5 (.’17, Z)
< Cd(w,y)" Mg(x);

dm(z)

y por otro lado si d(x, z) > 5, se tiene que d(y, z) > 4 y por lo tanto usamos la otra cota
para diferencias de k,:

d(z,y)

/ 19(2) | = —~Fragdm(z) < Cd(z,y)Mg(x) < Cd(z,y)’ Mg(z).
d(z,z)>5 d(I’? Z)

Por otra parte, si d(z,y) > 1,

|f(x) = fy)| < C(Mg(z) + Mg(y)) < Cd(z,y)’(Mg(z) + Mg(y)).

Por lo tanto tenemos los siguientes corolarios:
Corolario 3.3.11. Sil<p<ooya>1, L% < MPP para todo 3 < 1.

Corolario 3.3.12. FEn el caso p = co y a > 1, tenemos que L4 — C? para todo
£ < 1. En particular se tiene que para todo o > 0, las funciones de L™ son continuas.

Corolario 3.3.13. Si a > 1, las funciones C® son densas en L*P para todo 3 < 1,
1 < p < oco. En particular se tiene que para todo o > 0 las funciones C® son densas en
L*P para todo B < « st a < 1, y para todo f <1 st o > 1.

Veremos ahora un teorema de inmersién de Sobolev, pero primero un lema:
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Lema 3.3.14. Sia >0y q(N —a) < N < q(N + «), entonces existe C > 0 tal que,
para todo v € X,

/X ko(z,y)?dm(y) < C < oo.

Demostracion. Nuevamente del lema 3.1.1 tenemos que

XB(z,4)(Y) X X\B(z,a) (V)

q
ka(xay) < C’d(ZE,y)q(N_a) d(m,y)q(NJfa)’

luego las restricciones sobre ¢ garantizan integrabilidad. O

Teorema 3.3.15. Sea 1 < p < co. Entonces

a. Sz’p<%,

L < L

para p < q < p* con k=

ol
Z[e

b. Sip= %, entonces para todo p < q < 0o se tiene que
L — L9,
Ademds si o < 1,

LY — BMO.

c. Sip> %, entonces para todo p < q < 0o se tiene que
L — L9,
Ademds si o« < 1+ N/p,

LoP ey 0N,

Demostracion. a. Ya vimos que L — LP (pues ||f]l, < ||f]lap), luego si vemos que
L*P — [P* por interpolaciéon entre espacios LP tendremos lo deseado. Este re-
sultado surge de que |J,f| < C1,|f], luego para todo ¢ > 0 tenemos que, como
(N —a)p > N (pues N/p =N — N/p < N — «a),

af(z)] < 0/ IO gy +c/

B(x,t) d(ﬁa y)Nia X\B(x,t) d(xa y)N
< Ct*M f(z) + CtO= W= g,

|f(y)] dm(y)
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= Ct*M f(z) + Ct*=7| f]],
= Ct*M f(x) + Ct=7 | £,

Ahora, esta tltima expresion se puede minimizar para t = CM f(x)~?/N| f HZ/ Ny
en ese caso tendremos

|Jof(z)| < CM f(x)P/?"

flaee,

con lo que, por acotacion de la maximal para p > 1,

[ 1ot

b. Sea N/a =p < g < oo. Existe t > 1 tal que

Pm < Il [ (rppdm < Clply
X

ooyl
g N t

Como en particular esto implica que ¢t(N —a) < N (y N < t(N + «) es trivial pues
t > 1), tenemos que existe C' independiente de x para la que

/Xka(x,y)tdm(y) <(C < 0.

Si ahora f = J,g con g € L”, como % = z% + tl, por Holder tenemos que

|f(x)] < /Xka(m’y)t/qﬂ/p/‘g(y)’p/qﬂ)/t’dm(y)

<(/ ka<x,y>t|g<y>|pdm<y>)l/q (f |g<y>|pdm<y>)l/t’ (f ka<x,y>tdm<y>)w
<y ([ ka<x,y>t|g<y>|pdm<y>)l/q

(aqui usamos que t/q+t/p' =1y p/q+ p/t' = 1) y entonces

/X f(@)|%dm(z) < Cllg|" /X /X Ea(z,9)!lg(y)Pdm(y)dm(z)

t'4+1)
< O||g|[p"+ 1) = | g]|9.

Por otro lado, si a < 1, por Poincaré se tiene que para toda bola B,

]i!f — fsl < Cdiam(B)a]ng < C(B)/N (]i(Mg)N/a)a/N

a/N
<c( [ og) " < Clal
B
y concluimos

1113810 < CllF oo
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c. Para la primer parte basta con ver que si L*? — L*> y el resultado sale por interpo-
lacién. Ahora, si f = J,g con g € LP,

1/p
F(@)] = |ag(a)| < /X a2, 9)|g()ldm(y) < g, ( /X w,y)p’dm(y))
< Cllglly < Cll fllan

siempre que p'(N — a) < N < p/(N + «). La segunda desigualdad es trivial pues
p’ > 1,y la primera es equivalente a pa > N.

Supongamos ahora que o« < 1 + N/p. Entonces
f(x) = f(y)l S/X\k‘a(w&) — ka(y, 2)|lg(z)|dm(z)

1/p
<l ( [ i) = bt dm<z>)
N—p'(N-a) a—

< Cllgllyd(a,y)" "7 = Clgll d(z, g

siempre que p'(N —a) < N < p/(N —a+1). La primera desigualdad es equivalente
ap> N/a,ylasegunda a o < 1+ N/p, y por lo tanto se concluye el teorema.

O

A continuacién veremos que las funciones de L*? presentan cierta regularidad de tipo
Besov. Primero un lema.

Lema 3.3.16. Si0<a<1yq>0 satisface q(N —a) < N < q(N + q — «), tenemos
que existe C' > 0 tal que para z € X yt > 0 vale

/ ][ |ka(, 2) — ka(y, 2)|*dm(y)dm(z) < CEN79N=),
X J B(x,t)

Demostracion. Abrimos la integral en dos:

Ay ={(z,y) : d(z,y) < t,d(x, z) < 2t};

Ay ={(z,y) s d(z,y) < t,2t < d(z,z)}.

Sobre A; separamos la suma y tenemos que

1
|| el 2) = kol 2 dm(g)dm(a) <€ [ hola2)lrdmz)
A B(z,3t)
_
B(z,3t) d(l‘, Z)q(N—a)

< CtV-a(N-a) ,

<C dm/(x)
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donde la ultima desigualdad vale por ser N > ¢(N — «).

Sobre A, tenemos que d(z, z) ~ d(y, z), y por lo tanto tenemos que, como d(x,y) < t

) , L1 1
//A 2 v lka (@, 2) = ka(y, 2)|"dm(y)dm(z) < Ct //A Nere Z>Q(N+1_a)dm(y)dm(fﬂ)
1

<Ct? /
X\B(z2t) A(, 2)INFL=)
< OV -a(N+1-a) < cyN—a(N—a)

dm(x)

por ser N < ¢(N +1— «). O

Teorema 3.3.17. Si f=J,gconge P, 0<a<1,1<p<oo, entonces

E,f(t) < Ct*|gll,

Demostracion. Sip < oo,

[f (@) = fy)l < (/X ka2, 2) = aly, 2)| 77 |g(2 )Idm(Z))p

< ([ thate2) = ko Mg m(a)) ([ ot~ & @mewyW.

Luego por el lema 3.2.5 (tomando ¢ = 1) tenemos que (pues d(z,y) < t)

/X|ka($,2) — kaly, 2)|dm(z) < Ct®

y entonces

/ ][ Blot) f(y)|Pdm(y)dm(z) <
< Ctorlr' /X (/X ]i(w,t) |ka(z, 2) — kal(y, Z>|dm(y)dm(x)> () Pdm(2)

y del lema 3.3.16 (también tomando ¢ = 1) concluimos que

[, 1) = s Pdmdm(z) < Cevrelgly = Cevlgly
B(x,t)
Para p = oo,

Exf(t)= sup |f(z)— f(y)| < C sup d(x,y)*(Mg(zx)+ Mg(y)) < Ct*||g|lso-

d(z,y)<t d(z,y)<t

Concluimos entonces con las siguientes inclusiones en espacios de Besov:
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Corolario 3.3.18. S11 <p<oo,0<a<1,1<q<oo, entonces L*? — B}  para
todo € < a. Ademds para q = oo vale L — By = KS*P.

Demostracion. Sea f = J,g. Usando el teorema anterior tenemos que, si ¢ = oo,
1/l 85 = [1fll» + iggt*aEpf(t) < Cllfllap-
Y Si q < 00, €COmo Epf S Hpra

1 dt l/q
gy < ity ([ eomp, )

bodt C
< el + ol [ 0) < i
0

€

a?p.

0

Observacion 3.3.19. Como tenemos que L*P — M*P para 0 < o < 1, la inmersién del
teorema anterior para el caso p = ¢ < oo es también un corolario del teorema 2.2.10.



Capitulo 4

La inversa de J,: derivacion
fraccionaria

Este capitulo contiene los aspectos mas técnicos de la tesis. Es importante observar
que los precusores de estas técnicas son [GSV] y [Hz|, en los que los resultados estan
relacionados con la integracion fraccionaria de tipo Riesz.

En el caso de R", para o > 0, los operadores de integraciéon y derivaciéon fraccionaria
T, = (-A)"?y 9, = (—A)*? son claramente inversos uno del otro.

Los operadores potenciales de Bessel dan funciones con mejores propiedades de re-
gularidad e integrabilidad que los operadores de integraciéon fraccionaria. Recordemos
que del lado de Fourier el multiplicador del operador de Bessel J, = (I — A)~%/2 es
(1 + 472|€>)~/2 y el del operador Z, es (27|€])*, y alli la composicion (I + Py)Ja
satisface, para 0 < o < 2,

1+ (27[¢])° < 9l-a/2
ST dmgper =7

con lo que en este caso el operador (I + Z,)J, sera inversible en L?. De hecho en [S] se
puede ver que, para 1 < p<ooy < a<?2

fel s f,9.f €L,
y mediante integracion fraccionaria lo anterior se puede escribir como

feL < felPyexistey € LP con [ =T,7.

En los trabajos [GSV] y [HV] se definen los operadores derivacion e integracion frac-
cionaria I, y D, para espacios de tipo homogéneo normales, y alli se demuestra, y se
observa la suficiencia de probar, que integraciéon y derivacién son inversas una de otra
en un sentido amplio: son inversibles “mdédulo una integral singular inversible”, al menos
para ordenes de regularidad pequenos (en el caso de [GSV] el resultado se prueba en
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LP, mientras que en [HV] se hace para espacios de Besov y Triebel-Lizorkin definidos a
partir de aproximaciones a la identidad). Con nuestra definicién de espacios potenciales
presentada en el capitulo anterior, nos proponemos obtener un resultado similar al de I,
y D,.

En espacios Ahlfors, con el operador potencial tipo Bessel J, que hemos construido,
probaremos que la composicion T, = (I + D,)J, es un operador de Calderén Zygmund,
acotado de L? en LP, para D, el operador derivacion fraccionaria de [GSV]. A su vez,
para valores pequenos de «, probaremos que se trata de un operador biyectivo de LP en
L?, v obtendremos en estos casos una caracterizacion del espacio potencial obtenido con
J, mediante el operador derivacién fraccionaria, en el sentido que las operaciones son
“inversas”™
JL=T;YI+ D,).

«

Esto nos servird a su vez para, en los capitulos siguientes, poder concluir un teorema
de interpolacion entre espacios potenciales y un teorema de trazas para espacios de Besov
en espacios métricos Ahlfors regulares, en el caso de 6rdenes de regularidad “pequenos”.

El capitulo finaliza analizando el caso de R"™. Comparamos alli el operador %, con el
aqui construido D,,, para luego poder comparar (en el caso de valores de a pequenos) los
espacios L*P y L%P.

4.1. El operador derivaciéon fraccionaria

Al igual que en el capitulo anterior, trabajaremos con un espacio métrico de medida
(X, d,m) Ahlfors N-regular. En esta primera seccién construimos un operador derivacion
fraccionaria D, a partir de la aproximacion a la identidad (.5;);~0 como fue construida en
1.2 y utilizada en el capitulo anterior para la construccion de .J,. Veremos también como
este operador, al revés que J,, disminuye la regularidad cuando es aplicado a funciones
de Lipschitz, Besov y Sobolev.

Consideremos el nticleo

> dt
ne(x,y) = / at_o‘s(x,y,t)?.
0

Mediante las propiedades de la aproximacion a la identidad (S;) en 1.2.1, es inmediato
ver que este nicleo satisface
1

na(z,y) ~ d(z,y)N+a

|n04(xa y) - na(x,7 y)| S Od([l,’, J}/)(d(;p’ y) A d($/7 y))—(N-&-H-a).
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Definimos también el operador derivaciéon fraccionaria

Do f(x) = /X nal, ) () — F(y))dm(y)

(siempre que esta integral tenga sentido).

Veremos en el resto de esta seccion que este operador estd bien definido para funcio-
nes regulares y, al contrario del operador J,, disminuye esta regularidad. Comenzamos
estudiando su accion sobre las funciones Lipschitz.

Teorema 4.1.1. Si0< B <1y fe CP entonces D,f estd bien definido, mds ain
|Daf(@)| < C||fllgars

1Daf(@) = Daf(y)l < Clflarsd(z, y)".

Demostracion.

Daf ()] < /X na(,y)|f(y) — F(@)|dm(y) / /X T

donde usando el tamano de n, y la acotaciéon y cota L1psch1tz de f,

1< Olf)ass / i,y dm(y) < Clflass,

B(z,1) d(l’, y)
1
1<cifl |

X\B(a,1) d(T, y)NFe

De esto obtenemos la buena definicién y la acotacion. Ahora, dados z,y € X, dividimos
el espacio en B = B(x,2d(x,y)) y B

Daf@) = Dot < € [ L —Z a0 [ =g
b e E) — F@) = naly U E) ~ F)]dm(z).

BC

dm(y) < C|f|lo-

Las dos primeras integrales se acotan por por C[f],+sd(z,y)”?. Luego, sumando y restando
f(y)na(x, z) en la tercera integral y utilizando que en B¢ vale d(z z) ~ d(y, z),

IDaf@) = Daf ()] < Clflassdlo)® + C1f) ~ f] | 700
+ [ 150) = 1 (o, 2) = naly. )] dm(2)

< Clflasad(e.9)’ + Clflassdlen) | 02 g
< Clflasad(e. )’

(donde la ultima integral esta acotada pues [ < 1). O
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Corolario 4.1.2. 510 < 8 < 1, entonces
Dy CFP — OF.
Ahora, para funciones Besov tenemos el siguiente resultado sobre el comportamiento
de D,.

Teorema 4.1.3. Si0<pf<1ly/fe Bg;ﬁ, entonces D, [ estd bien definido, mds aun,

HDaf”p < C”f”Bg;Ba

I, e e < [ AL i ianta

Demostracion. Primero veamos que si [ € Bg‘;ﬁ , entonces D, f € LP. Observemos que,
de forma similar al caso Lipschitz, partiendo la integral en B(z,1) y su complemento, y

acotando en esta tultima por la suma de f,

pap<e(f L L) ccpwrve [ )

Al integrar con respecto a x el segundo y el tercer sumando claramente quedan aco-
tados por C|f[[F. Acotemos entonces el primer término: por la desigualdad de Hélder,
para 0 < a < 1 se tiene

(o i)

|f(x) = fy)]P 1 p/p
= </B(a:,1) de(y)> </B(x,1) d(z,y)(-0p' (N+a) dm(y)) ’

luego si ap(N +a) = N + (a+ f)p serd (1 —a)p'(N +«) = N — 5p’ y por lo tanto, como
el segundo término del producto es finito,

(/ Mdm(y))p <C @) —f Wl dm(y)

(z,1) d(xa y)N+a B(z,1) d(ﬂj" y)N-ﬁ-(OH—ﬁ)P

y concluimos

Daf(@)Pdim(z) < C [ |77+ N+<§+)ﬂ'>p dm(y)dm(z).
/ / //xy <1 d(z,y)

Esto concluye la buena definicién y la acotaciéon en LP. Veamos ahora la acotacion
de la seminorma Besov. Procederemos como en el caso Lipschitz, partiendo la integral y
utilizando el tamano y la suavidad de n, para llegar a

Put@ - Dufl<c [ T
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VE) 16,
+C/d(y,z)<3d<w,y) d(y, z)N+e dm(z)
+ Cd(z,y) / (@) - 1)1,

d(,2)>2d(wy) AT, 2)NHatl (2)
1) ~ )l

d(w,y)*
=TI+ 1T+ IIT+1V

+C

Ahora, aplicando la desigualdad de Holder en cada una de las integrales se tiene:

» eligiendo a tal que (1 —a)p/(N +a) < N,

/v
|f(z) = f(2)|? 1 g
1< (/ 2 _dm(z) - dm(z)
A, ) <2d(wy) (T, 2)oPVFe) i) <2d(wy) (T, 2) 7P (N+e)

I o Z) — €T V4
< Cd(z,y)NP-D-(1-ap(N+a) </ %Wrz(ﬁ)
d(,2)<2d(xy) AT, 2)
_ _ f(Z) — f(g;)|p
= Cd(z,y)” Nrro-ariNte) (/ |—dm Z));
o d(z,2)<2d(z,y) d(z, z)er(N+a) (2)

= para ese mismo a,

11 < ey e ( IO, (),
d(y,2)<3d(zy) Ay, 2) PN+

= eligiendo b tal que (1 —b)p'(N+a+1) > N,

11 < d(x,y) ( /d /o) ;<£(+i)+|j>dm<z)>

(2,2)>2d(z,y) d(v’l?; Z)

1 p/p
. : dm(z))
</d(a:,z)22d(a;,y) d(z, z)A-0p' (N+a+l)

< Cd(z, y)~ W Hpa—tp(N+at1) (/ /() I;U{Sﬁi) dm(z)) .
d

(z,2)>2d(x,y) d(l’7 Z)

Para el altimo término se tiene directamente

@) = W)l

IV <
V= g

Con lo anterior, podemos acotar la seminorma Besov de D, f, cambiando los 6rdenes
de integracion convenientemente:

//XXX IDaf s y)Nw( D ()i (z) <
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C// )Ip/ d(w,y)~ Vot (o)
= : m(y)dm(z)dm(x
XxX d (, 2) PN+ o ) saen) d(z, y)N+5r
[1(z) = Fy)I” / d(z, y)~ (N+pa—ap(N+a))
+ C// dm(x)dm(z)dm(y
XxX d y z)ap N+a) d(y.2) <3d(x.) d(z, y)N+or ()dm(z)dm(y)
— [P / d(w,y)~(N+pa—tp(N+a+1)
¢ d d d
: //XXX d(z,2) bp(N+a+l) d(a,2) >2d(z9) d(a, y)N+or m(y)dm(z)dm(z)

f y) P 1
//M’ Twv) o d(a, v w)am(e)
¢ //X N ;()x o) )‘ d(z,y) "N dm(y)dm(x),

siempre que podamos encontrar a,b entre 0 y 1 que satisfagan también ap(N + o) <
N+ (a+8)p, N+ (a+58)p < bp(N +a+1). Estas cuatro condiciones sobre a, b se pueden
reescribir como

N +ap <ap(N +«a) < N+ (a+ B)p,

N+ (a+pB)p<bp(N+a+1) <N+ (a+1)p,

que tienen solucion siempre que 0 < [ < 1. O

Como una consecuencia inmediata tenemos

Corolario 4.1.4. S10<p <1,
. RotB B
D, : By,” — B,

Finalmente, comprobaremos que D, también disminuye la regularidad en a cuando
actia sobre funciones de Hajtasz-Sobolev.

Teorema 4.1.5. Sean f,g que satisfacen

|f(@) = f(y)] < d(z, ) (g(z) + g(y)),

cong>0y0<p <1, entonces si D, f estd bien definida,

|Dof(x) — Daf(y)| < Cd(z,y)’(Mg(z) + Mg(y)).

Mds ain, si f,qg € LP, se tiene que D, [ estd bien definida y
[Dafllp < CULIlp + lgllp)-

Demostracion. Veamos primero que si f, g € LP, entonces D, f € LP (y en particular esta
bien definida ctp).

[ Daf ()" <
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9(x)" + 9(y)" F @)+ [f@)P
S ‘ B(z,1) de(y) * ¢ B(z,1)¢ d(:lj‘,y)N"'a d (y)’

luego integrando con respecto a x (cambiando el orden de integracién donde sea necesa-
rio), obtenemos

[Daflly < CULlp + llgllp)-

Para la otra parte, acotamos puntualmente la diferencia como para el caso de regula-
ridad Besov (teorema 4.1.3)

()= f@)

Do f(x) = Dof(y)| < C m(
Pl v dw,z)<2d(ay) A, 2)NFE )
+C / wdm@
dy2)<sdy) AY, 2)
|f(z) = f(2)]
+ Cd(, y / @ =@l
) d(w,2)>2d(zy) AT, 2)NHatd (%)
|f(x) = f(y)]
+ oL I
d(z,y)
=I1+4+114+111+1V
Luego por hipotesis
g(2) + gl B
I<C LTI dm(z) < Cd(z, y)?(Mg(z) + g(z));
d(e.)<2d(xy) U@, 2)N 7 (2) (z,y)"(Mg(z) + g(z))
9(2) + 9(y)
I[SC/ M dm(z SdeayBng—i-gy;
dy)<3day) Ay, 2)N 0 (2) (@,y)"(Mg(y) + 9(y))
9(z) +9(z)
[T < Cd(x, / 9@ +9()
(@) d(z,2)>2d(z,y) d(x, z)N+(1=58) (2)

< o) (7259 + 2250 ) = Cate ol + Mylo))

IV < Cd(x,y) (g(x) + 9(y)),

donde las acotaciones de las integrales por la maximal se obtienen, como en el caso de
aumento de regularidad Sobolev de J, del capitulo anterior, partiendo la integral en
coronas, como en el lema 3.2.1. O

Con este resultado, y utilizando la acotaciéon de la maximal para p > 1, obtenemos:

Corolario 4.1.6. Si<1yp>1,
Dy MOTPP — NP,
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4.2. Los operadores T, y S,

En esta seccion definiremos los operadores (I + D,)J, v Jo(I + D,) para funciones
Lipschitz O, para un cierto /3, y veremos que se trata de operadores integrales singulares
que satisfacen el teorema T'1, y por lo tanto podran extenderse a operadores de LP en P,
para 1 < p < o0.

Consideremos un 0 < § < 1 y definamos para o > 0 el operador A, = I + D,, que
de acuerdo al corolario 4.1.2 y a la inmersion C**? — ¥, satisface

A, : OB — OF.

Como tenemos ademas que, si adicionalmente o + 5 < 1,
J,: CP — CPFe,
entonces T, = A,J, estd bien definido y satisface

T, : C? = CP.

De la misma forma, si 0 < a < 8 < 1, S, = J,A,' manda

S, :C?— P,

Veremos que se trata de operadores de Calderén-Zygmund. Necesitaremos primero
de un lema que nos garantice que podamos encontrar el nticleo para escribir 7, como
integral singular.

Lema 4.2.1. Sean x # y y sea
K(z,y) = ka(z,y) +/ na (2, 2)|ka(y, 2) — ka(2, y)ldm(z).
X

Entonces

1

< (U——.
]C(l’,y) = Cd(T,y)N

Demostracion. Primero, por los items 3 y 4 de 3.1.1, si d(z,y) < 4,
Fa(,y) < Cd(z,y)~ N < Cd(x,y) ™,
y sid(z,y) >4,

ka(2,y) < Cd(w,y)" N+ < Cd(x,y)™".

'Dado que los operadores se construyen con la aproximacién a la identidad (S;), la eleccion de S,
como nombre para un operador no es muy afortunada. De todas formas los diferentes subindices evitaran
toda posible confusién.
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Observar que k, no es un niicleo singular, sino uno mucho mejor, tanto en tamano como
en suavidad. Para el segundo sumando, sean

A =B <x d@;ﬂ)) 7

AQ = B(ya 2d(l’,y))\A1,
Az = X\(A1 U Ay) = X\B(y, 2d(x,y))

y hacemos

/ na(x, 2)|kaly, 2) — ko(z,y)|dm(z) / / / =1+11+11]
X Aq Az A3

Entonces, para z en A; tenemos que d(y, z) ~ d(y, x) y por lo tanto utilizando la suavidad
de k, (por la propiedad 5 del lema 3.1.1) y el tamano de n,, podemos acotar

1
< - @@ —(N+1—a) < —N.
1<c /A Tz 2y dm(z) < Cd(z.y)

puesto que 0 < o < 1. Para I11, abrimos el valor absoluto como suma y como para z € A
se satisface d(y,z) > 2d(z,vy), se pueden acotar ambos sumandos por Cd(x,y)~ V=) y
entonces

1 1
IIT < < -
< Ot |, Ty < Ol

Finalmente en A, tenemos que d(z, z) > 1d(z,y) y por lo tanto acotamos por

1 1 1 N
11 < O ([, s @)+ qmygemsm) < Ctta

dado que Ay C B(y,2d(x,y)). O

Con esta estimacién vamos a poder hallar el niicleo de T,,. Sean f, g € C¥ con soportes
disjuntos y sea z € supp(g). Entonces

Tof(8) = Baduf(0) = Jof @)+ [ (i, 2) oS 0) = T G2
~ [ halea fim(e) + [ nale ( [ ot - ka(y,Z))f(y)dm(y)) dm(2)

y como por el lema anterior la integral converge absolutamente (pues y € supp(f) y por
lo tanto d(x,y) > 6 > 0) podemos cambiar el orden de integracion para tener

(T f. 9) / / Kalw,9)f ()g(@)dm(y)dm(x),

con

K.(z,y) = ko(z,y) + /Xna(a:,z)(ka(x,y) — ko(y, 2))dm(z).
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Teorema 4.2.2. T, es un operador integral singular. Es decir, para o, f >0, a+ [ < 1,
el operador T, : CP — (CP) satisface

(Tuf.q) = /X /X Ko(z, ) (1)g(x)dm(y)dm ()

para f,g € C? con soportes disjuntos, donde K, es un micleo estindar:

s K,: X x X\A = R es continua (con A la diagonal);
o [Ka(z,y)l S d(z,y)™";

v existe C > 1 tal que si Cd(z,y) < d(x, z) entonces

d(x,y)"
_ < NI
Koo 2) = Kol )| S 70t

d(z,y)"

— < Y7 I7
|Ka<27$) Ka(zay)| ~ d({L’,Z)N'i_n”

donde en nuestro cason=1—a yn' = min{a,1 — a}.
Demostracion. Por el lema anterior, s6lo nos faltan ver las condiciones de suavidad.

= Sean z,v, z satisfaciendo 3d(z,y) < d(x, z) (de modo que d(z, z) ~ d(y, z)), luego
|Ka(z,2) = Ka(y, 2)| < |ka(2, 2) — ka(y, 2)]

+ /X N0 (2, w)(ka(w, 2) = ka2, 2)) = naly, w)(ka(w, 2) = ka(y, 2))| dm(w).

Para la primera parte, si d(x,y) < 2, entonces por 3.1.1, item 5,

ka(, 2) — kaly, 2)| < Cd(x,y)d(x, z) " V=)
da,g) = _ o _d@y)

< Cd(m,y)am - d(.’L, Z)N+l_o‘

y si d(z,y) > 2, entonces de 3d(z,y) < d(z,z) se deduce d(z,z),d(y,z) > 4y por
lo tanto, por 3.1.1, item 6,

|k3a(37, Z) - ka<y72)| < Cd(

. o 21—« l—«

(.CC, Z)N-i—l—a - d(l’/ Z)N—i—l—a ’

=
&
Y

()7

Para la otra parte, definimos

A= (23400
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1
Ay =B (:1:, §d($’ z)) \Aj;
1
A3 = X\(A1UA) =X\B (x, éd(a:, z))
y abrimos la integral en tres:

/X N0 (2, w) (ka(w, 2) = ka2, 2)) = na(y, w)(ka(w, 2) = ka(y, 2))| dm(w) =

:/ +/ +/ [+ II4IIT.
Al A2 A3

Acotamos primero I. Ponemos el valor absoluto adentro y usamos el hecho que en
A; se tiene que d(z,z) ~ d(y,z) ~ d(w, z), por lo que, usando el tamano de n, y
suavidad de k,, la integral resulta acotada por

I S/ |ka(w, 2) — ka(x’zﬂdm(w) +/ al2) = ka(y,Z”dm(w)

d(z, w)N+e d(y, w)N+e
d(z, w)d(z, z)~W+i=e) d(y, w)d(z, z) =N+
<C d C d
<O T dmwyire )y dm)
d(x,z)" V=) ()
=y = Ca v

(en el primer caso es inmediato, para el segundo agrandamos la bola a una centrada
en y y radio comparable).

Ahora para I, sumamos y restamos k,(z, z)n,(y, w) y acotamos por
I1 < |16 (x, w) — no(y, w)||ka(w, 2) — ko (x, 2)|dm(w)

Ao
|ka(x> Z) - ka(yv Z)|
* O As d(ya w)NJra

dm(w)7

ahora, como d(z,z) ~ d(y,z) y en Ay ademdas tenemos que d(z,w) ~ d(y,w) y
d(x,z) ~ d(w, z), luego

I1<C | dxy)d(z,w) N9z w)d(z, 2) V=D dm(w)

Ao
d(x, y)d(z, z)~ N+
d
e /,42 d(y, w)Nte )
~N\1—a

d(z, z)N i’
yva que Ay se encuentra fuera de B(x, 2d(x,y)).

Finalmente para I11, sumamos y restamos k,(z, z)n.(y, w) como en Ay y abrimos
la integral en tres:

111 < |16 (2, w) — ng(y, w)|ka(w, 2)dm(w)
As
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1

k —k —
+C| Ot(xa Z) a(ya Z)| A d(y,w)NJ”l

dm(w)

+ ko(x, 2) ) |na (2, w) — ng(y, w)|dm(w).

Para la segunda integral, usamos que d(z,z) ~ d(y, z) para la suavidad de k,, y
ademas como en Aj vale d(z,w) ~ d(y,w), resulta

1 d(z,y) / 1
_ <
|l{3a(l‘, Z) ka(yvz” " d(y,w)NJra dm(w) = Cd(.T,Z)N+1_a " d(y,w)N+a dm(w)
d(z,y) / 1
d
= Cd(:zc, NH |, A w)Nre m(w)
11—«

d(:c, Z)N+1—a’

pues los w € Aj satisfacen d(z,w) > 3d(z,y).

Para la tercera integral, usando nuevamente que d(x,w) ~ d(y,w), y ahora el
tamano de k, y suavidad de n,,

1 d(z,y)
ko(z,2) N e (2, w) — ng(y, w)|dm(w) < Cd(x,z)N—a /AS d(x,w)NHJradm(w)
dw,y) _ . dx,y)™

<C
— d(SC, Z)N+1 — d(:U, Z)N-i-l—a’

11—«
pues Aj esté fuera de B(x,d(x,z)/2) y ademas zgig <C (fﬁizg) )

Finalmente para la primera integral, utilizando que d(x,w) ~ d(y,w) y con ello la
suavidad de n,,

/ N0 (2, w) — 1 (y, w)| ko (w, 2)dm(w) < C/ d(z,y) 1
As

As d($’ w>N+1+a d(w/ Z)N—a

luego separamos Az en

3 1
A1 =B (33, §d(37a Z)) \B (33, §d(l'a Z)) ;o Ao = As\ Ay
en Az tenemos que d(z,w) ~ d(x, z), por lo que

d(x,y) 1
/Ag1 [na(z, w) — ng(y, w)|ka(w, z)dm(w) < C’W /A31 de(w)

d(z,y)
= T d(z, z)Nti+e
d(x,y)'
d(l’, Z)N—i—l—a’

d(z,z)”

<C
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pues en Ay se tiene que d(w, z) < 3d(x, z); terminamos con la integral en Az, como
d(xz,w) ~ d(w, z), concluimos

1
[ nete) = otk ame) < Cite) [ ez dm)

d(z,y) d(z,y)t~
<((————m——— < (———————.
= Cd(x, )NHL = Y (z, z)N e

» Para probar la otra estimacion de suavidad, sean z,y, z satisfaciendo 3d(z,y) <
d(x, z) (nuevamente se tiene que d(z, z) ~ d(y, z)), luego

|Ka(2,7) — Ka(z,9)| < |ka(z,7) — ka(z,y)]

+ /Xna(z,w)|ka(x,w) — kolz, 1) — ko (y, w) + ko(2,y)|dm(w).

Para la primer parte, por simetria usamos lo anterior:

d(z,y)—

d(x7Z)N+1—a - d(:r,z)NJ”’"

ka2, ) = ka2, )] = IRa(,2) — ka(y,2)| < C

. ! Z d($7y)
Observar que para estas acotaciones, como ' = min{a, 1 —a}y 2

mos que

< C, tendre-

y también vale

Para la otra parte, como en el caso anterior dividimos X en tres regiones:
1
A =B (Z, §d(:r,z)) . As = B(z,2d(z,2))\A1, Az = X\B(z,2d(z,z))
y dividimos la integral con ellas:

/Xna(z,w)|k‘a(a:,w) ko(z, ) — ko(y, w) + ko(z,y)|dm(w) =

/ / / =1+11+1I1.
Ay Jay Jas

Integramos primero en A;. Aqui d(z,w) ~ d(z,2) ~ d(y,w) ~ d(y,z). Abrimos
en Ay = B(z,d(z,y)) y A2 = A;\Ap (recordar que d(z,y) < %d(x,z)). En Ay
acotamos por

/A No(z, W)|ka(x,w) — ko2, 2) — ka(y, w) + ko(z,y)|dm(w) <

[ka(w, 2) — ka(z, 7)| ko (w,y) — ka(2,9)|
e Az MOEC ) T e )

<C
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l—« n
<C 1 / dm(w) <c d(v,y) <o YUz:y)

d(z7x)N+1—a d(z,w)N—(l—O‘) d(x7Z)N+1—a - d(x,z)NJr""

En A; agrupamos primer y tercer término por un lado y segundo y cuarto por el
otro y usamos que d(x,w) ~ d(z,z) y nos queda

/A Na(z, )| ko(T,w) — kolz, ) — ka(y, w) + kolz,y)|dm(w) <

ko(w, ) — ko(w, )|
Ars d(z, w)N+e

+ C’|ka<z7 l’) - ka(z7 y)|

<C dm(w)

1
Ay, Az, w)N+e
< Cd(z,y) / ! !
= x,y . d(:):,w)N+1_ad(Z,w)N+a
+ oY) / 1 dmi(w)
A

d(x, 2)N+tl=a |, , d(z,w)N+e
d(z,y) / 1
< d
= Cd(x, NHe [, Az w)N e m(w)

d(x,y) L d(z,y)"
= d(z, )Nt d(z,y)e T d(x, )N

m(w)

dm(w)

(dado que d(z,y) < d(z,z)/3y que f’ <1—a).
Para I, agrupamos como en A;, y acotamos de igual manera por

‘ka(z’&q)_ka(z’y)’dm(w)—kC \ka(w,x)—ka(w,y)]

d .
A, d(zaw)NﬁLa Ay d(z’w)N+a m(w)a

I11<c

para el primer término usamos que d(x, z) ~ d(y, z)

/ |ka(’27$) — ka(z’y>|dm(w) < C d('T?y) / dm(w)

d Z,w N+a d T,z N+1—a A d Z,w N+«
2
d(z,y) _ d(z, y)"
<(C———2—d * 00—
= Cd(x’ Z)N+1-a (z,2)7" < d(z, z)N+n"

y para el segundo dividimos en dos regiones: Ay; = Ay N B(z,2d(z,y)) v A =
A\ Ay;. En A; tenemos que d(z,w) ~ d(z,x), luego para As;, abriendo la diferencia
como una suma, nos queda

/ |ka(w,x) — ka(w’y>|d7n(’w) <

d(Z, w)N+a

1 d(z,y)"
<O e ik 2
C d(ﬂf’y) = Cd(x’Z)N+n/7
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y)) C B(y,3d(z,y)). Para Ay usamos que también vale

ya que Ay C B(z,2d(x,
y) v entonces se acota como

que d(w,x) ~ d(w,

|ka(w, z) — ka(w, y)| d(z,y) 1
/1422 d(zv w)N+a dm(w) = Cd(l’, Z>N+a /AQQ d(JT, w)N+1—a dm(w)

dzy) 1 d(z,y)"
< <
- Od(m,z)f\“ra d(z,y)l=e = " d(z, z)N+"
ya que Ay C B(z,2d(z,y))" C B(y,d(z,y))".

Finalmente para /11, como en Az tenemos que d(w,z) ~ d(w,y), y como también
tenemos que vale d(z,z) ~ d(z,y), abrimos la integral

ka(w, x) — ka(w,y)| |ka(2,2) — ka(z,v)|
o dmre M) TC |
1 1
<
< Cd(z, y) /A3 d(w, 2)N+1=a (2, w)N+a
d(z,y) / dm(w)
d([L‘,Z)N+1_a As d(z,w)N+a
d(x,y) / dm(w)
— d(.’lf, Z)N+1_a As d(Z, w)N-l—oz
d(x,y)
< 'Y’
= Cd(x, Z)N+1-a

111 <cC dm(w)

dm(w)

+C

d(z,y)"
d(z,2)™ < CM
donde hemos usado que para w € Aj vale d(w,z) > d(zx, z).
0

Hasta aqui hemos probado que T, tiene asociado un nicleo integral singular. Nos
preguntamos ahora si esto también sera asi para la composiciéon S, = J,A,. La respuesta
viene dada por el préoximo lema.

Lema 4.2.3. T} =S5,.

Demostracion. Sean f, g € C? con soportes disjuntos, 3 > «, luego como .J, es autoad-
junto (ya que su niicleo es simétrico), se tiene

(f.Sa9) = (f, JaDag) = (Jaf, Aag) = (Jaf. 9) + (Jof, Dag).

Y basta ver que D, también se puede intercambiar, para concluir (f, S,g) = (T.f, g).
Veremos entonces que si v > a 'y f € 07, g € C?, entonces

(Daf,9) = (f,Dag)-
En efecto, la integral doble

Duf.g) = //X al@)(f(@) = J)a@)dm{y)dm(z)
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converge absolutamente, luego podemos reescribirla como

(Duf.g) = // (F@)9W) — F©)9(@))nale, y)dm(y)dm(z)
4 // £(2)(9(x) — 9(v))nalz, y)dim(y)dim(z).

La segunda integral converge absolutamente y es igual a (f, D,g); luego la primer integral
también converge absolutamente y es cero porque el integrando es ’antisimétrico’. O

Finalmente enunciamos y demostramos el resultado que concluye esta seccion.

Teorema 4.2.4. T, y S, son operadores de Calderon-Zygmund, y por lo tanto si 1 <
P <00,

T,: L —LP, S,:LP — LP.
Demostracion. Veremos que T, es un CZO, y por el lema anterior S, también serd un
CZO. Para ello usaremos el teorema 7'1.

Para comprobar la propiedad de acotacion débil, sean f, g € C?(B),

[(Tof, 9)] < /B I Taf (@)llg(@)ldm(z) < | Tafllscllgllocm(B) < CLflam(B)*M|lgllm(B)
< Clf]sm(B)"¥[glsdiam(B)’m(B) < Cm(B)"* ¥ [f]s]g]s,

donde hemos utilizado que ||g||.c < Clg]gdiam(B)? (pues g es Lipschitz de soporte

compacto) y que |Tof|lee < C[f]gm(B)?/YN, pues para f € C? claramente .J, satiface
1o fllse < Iflloc < C[f]sdiam(B)?, y ademas

af(z) < C / %dmw) < |l fllwdiam(B)* < C[f]sdiam(B)*,

Luego

1,00 < af @] +C | 'Jai;(g_ ;);{f;ﬁ O] gy

|Jaf(x) — Jaf(y)|
d(z,y)Nte dm{y)

< C[f]sdiam(B)" +C’/
d(z,y)<diam

| o f |l oo
d(z,y)>diam(B) d(ZE, y)N+a

< C[flpdiam(B)’,

(B)

por lo anterior y porque .J, aumenta la regularidad Lipschitz en a.

Ademés, T,1 = A, J,1 = A1 =1y S,1 = J,A,1 = 1, que coinciden ambas con la
funciéon 0 en BM O, por lo que concluimos que T, es un CZO. O
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4.3. Inversibilidad de 7,: el operador (),

En esta seccién probaremos un resultado que sera clave para los desarrollos subsi-
guientes. Nos interesa encontrar condiciones para las que 7}, sea inversible en L”: esto nos
permitira encontrar una “inversa’ del potencial de Bessel, pues

-1 _ -1
J, =T, A,,
con lo que en norma tendriamos

1o = 1727 Fllp < Cll A lp-

Para ello, seguimos a [GSV]| y [HV]| apuntaremos a probar que 7T,, mirandolo como
un operador acotado en LP para 1 < p < oo, estd en un entorno de la identidad de radio
menor a 1, es decir

HI —TaHL:H_)LP < 1

(que es suficiente para que T, tenga inversa). Como veremos, para lograr esto tendremos
que restringir los valores de a.

De acuerdo a las formulas de reproduccion de Calderéon dadas en el lema 1.2.4, el
operador identidad se puede escribir en términos de (); = —t%St. El primer paso sera
entonces escribir 7T, también en esa forma, y asi poder compararlo mas facilmente.

Veamos primero como se escriben J, y A, con @, para f € C¥:

1uf@) = [ oo f)imts) = [ / 1ft: (1) f(y)dim ()

Suf(x) [ | d dt
1+ta0+/0 1+ta(_£stf< )>7

< 1 dt
- | et

donde hemos usado que S;f(z) — 0 cuando ¢t — oo y Sif(x) — f(x) cuando t — 0 para
feCh.

Por otra parte,
Daf (@)= [ male9) (@) = )iy
— [ [ e sten @ - rwdedmiy
_ / "t () — 8y f ()t = / T ) (S @) S

0
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S D [ ()

tOé

:/0 t“@tf()

y como a su vez vimos en 1.2.4 que para f € C” vale

ﬂ@z—é S (x)dt = / Quf(

Ad@ﬂ=U#J%ﬁ@%=Amﬂ+fﬁQJ()

dt

tenemos que

dt

De esta forma,

[P ] 457 dtds
%f—AMJ—/ / g
o Jo 14t ¢

y como también, nuevamente por 1.2.4,

f—Awéw@QJ@@

tenemos que

Definimos entonces para cada v > 0 el operador

T,.f = / @Qwﬂ—

y, siguiendo a [Hz|, si logramos ver que

[T fllp < Clev, 0)][ flp,

con

0 d
/ 11— 0|0, 0) 2 < 1
0 v
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para « lo suficientemente pequeno, entonces tendremos que

> o dv
10 =Tfl < [ 1= Ta 5 < 11

y T, seré inversible para esos valores de a.

Como primer paso debemos escribir a 7}, , como un operador integral singular. Para
ello necesitaremos de un lema que nos garantice que podamos encontrar su niicleo.

Lema 4.3.1. Para todo u,v >0, z,z € X,

1 1
[ttt wiin() < € (08 1 ) o e @)

I(vr1)°
Luego se tiene que si © # z,
> 1 du 1 1
—_— d — | <ClvA— | —5 < .
| i [t vt zaman) % <o (va3) o <o

Demostracion. La segunda acotacion es una consecuencia de la primera, pues

o 1 du 1 < 1 du
— o d —| <C -
[ it f ot st <o (on ) [5G
1 (v+ 1)V
<C
<0 (v i) oy

1 1
<ClvA=-| ——=.
. ( ) A, )N
Para la primera estimacion, por el lema 1.2.3 se tiene que

q(z,y,u) = 0sid(z,y) > du;  q(y, z,uv) = 0si d(y, 2) > duv,

luego se debe cumplir d(z,2) < 4u(v + 1), y alli, si v > 1, como tenemos que vale
fX Q((E/ y,u)Q(-fC, <, uv)dm(y) - 07

| ate.v.waty, 2, uwdm(y)
X

/X 02,9, 9)(g(y, 2, w0) — g(e, 2, w0))dm(y)

1 1 1
<C / A&Y) ) < O
B(z,4u)

uN (uw)N+1 uN N+

y si v < 1, como fX q(x, z,u)q(y, z, ww)dm(y) = 0,

/X q(x,y,wq(y,z,uv)dm(y)\ -

/X(CJ(JJ, y,u) — q(z, z,u))q(y, 2, uv)dm(y)‘

dly,z) 1 1
<C d < (C—w.
B /B(z,4uv) uN+ (uv)N m(y> n uNU

d(z,z)

ot1)? tenemos lo deseado. 0

Como todo lo anterior vale si u >
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Sean ahora f,g € C? con soportes disjuntos y sea z € supp(g). Entonces
o 1
T, = —
oz,fuf(flf) /0 T (UU) Qu@uvf

-] (/q“”””(ﬁ“@%wwfummwﬂdmwﬁ%?

y como z ¢ supp(f) la integral converge absolutamente y podemos cambiar el orden de
integraciéon y obtener

mmmzéémmwmmmmmmm

con

°° 1 du
N, = T — x
wle2) = [ e [ e ety k()

Del lema anterior tenemos que N, ,(z, 2) < C (v A l) W. Para ver que T, , es un

operador integral singular nos faltan ver las condiciones de suavidad. Para ello necesitamos
el siguiente lema:

Lema 4.3.2. Para todo u,v >0, x,2',z€ X, y 0 < < 1, se tiene que

/X(Q(l',y, u) - q(x', yau))Q(y, Z,UU)dm(y)‘ <

d(x,a") =0 5 1 1
< C —’ /\ NG z,2)Ad(z! =z .
- ( u v UN+1 U/N X(d( ,4()11-:-15) 2! ’00) (u)

Luego se tiene que

/Ooom/)((qax’y’u) —q<x/ay7u))Q(y,Z UU)dm(y)cijL

AN 1)
<o dwa) <Ml).

<

(d(x,z) Nd(a!, z))N+1=9

Demostracion. Igual que en el lema anterior, la segunda sale de la primera. Ahora, para
ésta, separamos en casos: si v > 1y d(z,2’) > u, usamos el lema anterior y acotamos por

/X(Q(x,y,U) - Q(ﬂf/,y,U))Q(y,z,uv)dm(y)‘ <

1 1
< CUN'HU_N (X(f(ﬁﬁ?),oo)( )+X(d(;r 2) )( ))

4(v+1)°
1 1

= C,UN+1 Nx(id“;g;gg; z>,oo) ()

1 1 d(z, )\’
< CWU—NX(d(z,Z)Ad(z/,z>700) (U) < ) .

4(v+1)
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Y sid(z,2') < u, el integrando sera no nulo sdlo si d(z, z) < 4u(v+1) 6 d(2', 2) < 4u(v+1)

/X(Q(fr,yw) = q(x’,y,u))q(y,z,uv)dm(y)‘ -

/X(q(l', y,u) — q(’,y,u))(q(y, 2, uv) — q(z, 2, uv))dm(y)

1 1
= Od(m? x/)mm /;(x 4u)UB(z’ 4u) d(x7 y)dm(y)

11 d(x,z")
S C’UN+1 u_NX(d(z,z)/\d(z’,z) ,OO) (u) < )

4(v+1) u
11 d(z,2')\'°
<o sy ()

Para el caso v < 1, por un lado usamos el lema anterior (4.3.1) para obtener

1
/ (Q(Ia Y, u) - Q(xlv Y, u))Q(ya Z, uv)dm(y)‘ S CUUJ—NX(d(ZaZ)Ad(CB’yz) oo) (U),
X b

4(v+1)

y por otro, acotamos directamente por

d(z,2’) 1
/(q(x,y,U)—q(:v’,y,U))q(y,z,uv)dm(y)‘ <C (@, )—NX(d(z,zw(z',z) w)(U),
X u u A(v+1) )

y elevamos la primer desigualdad a la ¢ y la segunda a la 1 — ¢ y multiplicamos para
obtener

u 4(v+1)

, d(z,2)\'"7° 1
[ a0 = ootz )| < of (M) Ly (o)
X b
0

Fijamos ahora un 0 < § < 1 como en el lema anterior y tenemos
Teorema 4.3.3. T, es un operador integral singular. Su nicleo N, , satisface
|Naw(z,2)| <C v A 1y’ !
an(T, 2)| < VA -] —m;
’ v) d(x,z)N

y st 3d(x,2") < d(x, z),

6 _
1 d(z, ')
|Na’U<SL',Z) Na’v(a:/’z” < C’ (’U A _) y ([L’/I)

v (z, z)N+1-3

1\’ d(z,2')°
|Na,U(Z,.fC> — Na/u(z_/gj/” S C <U A ;) W
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Demostracion. Las acotaciones surgen de los lemas anteriores y de la simetria de ¢. [

Veremos ahora que se trata de operadores de Calderén-Zygmund a través del teorema
T'1. Demostramos las condiciones faltantes en el siguiente lema.

Lema 4.3.4. T,, satisface

Thol =0,

T,,1=0,

y para f,g € CP con soporte en una misma bola B,
1\?
(Tant.g)l <€ (0 7) m(BYF(11alls

Demostracion. La primera es trivial, y la segunda surge de que, como ¢ es simétrico,

(Tsts) = [ ( [ Navw,zf(z)dm(z)) o(x)dm(z)

/ / / /X T (17” q(z,y,u )q(y,z,uv)dm(y)%f(z)dm(z)g(x)dm(x)
/// /Xl+<1uv ZyvUU)Q(%$au)dm(y)%g(x)dm(x)f(z)dm(z)

= [ 10 ( / N;U(z,a:)g(:l:)dm(ﬂ?)> am(z) = (f, Tr0)

y claramente 7, 1 = 0.

Para la tercera, escribimos

Tt = [ s [ [ a0,z ) 1Gatwamiam(z)am()

u

y observamos que

= Por el lema 4.3.1,

q(z,y,w)q(y, z,wv) f(2)g(x)dm(y)dm(z)dm(z)| <

< Alllolle (v o7 ) o7 [ [ Xitatorny )i

< CUlalam(B (07— ) m(B) (0 + 1)

<0 (v ) Ulaloam(B) .

v
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» Pero también, utilizando que [ ¢(xz,y, w)q(y, z,uv) f(y)g(z)dm(z) = 0,

q(z,y,u)q(y, z,uwv) f(2)g(x)dm(y)dm(z)dm(x)

q(x, Yy, u)q(y, z,w)(f(2) — f(y))g(x)dm(z)dm(y)dm(x)

C[f . d(z Bdm dm(y)dm
<t /f(f )P dm(z)dm(y)dm(z)
< Cllalglam(B) /¥ (un

uv

B
<C(%Eﬁm)LWMNMEHwM

= Y por tltimo también se tiene

q(z,y,u)q(y, z,uv) f(2)g(z)dm(y)dm(z)dm(z)| <
m(B)?

(uv)™

<0 () lalam(By .

< [ fllsollglloo

Nuevamente tomando combinaciones convexas en los exponentes tenemos que

q(z,y,u)q(y, z,uw) f(2)g(x)dm(y)dm(z)dm(z)

‘<C(”A%)6<<aé%vw)ﬁA(ﬁi%?ﬁ)N>l1ﬂd¢wMBﬂ“WN

y concluimos

<

)
(Tusd ) < € (vA L) [Falolam(B 25,

O

Entonces, como consecuencia del teorema 4.3.3 y del lema 4.3.4, concluimos que cada
T, es un operador de Calderén-Zygmund y por lo tanto tendremos

Teorema 4.3.5. Paral <p<oo y0<d <1 setiene que

1T fllp < Cpallfllp,

con Cp oy < C) (v A %)6.

Luego por la observacién que realizamos al comienzo de la seccion
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Teorema 4.3.6. FEuxiste aq tal que st o < ay,
I = To) v - < 1,
y por lo tanto T, es inversible y
;' LP — I
Observacion 4.3.7. Observar que del teorema 4.3.5 surge también que ||(I —7,)f]|, < o0

para todo 0 < a < 1, y por lo tanto en ese caso se tiene que T, : LP — LP sin ver que es
un operador de Calderén-Zygmund.

4.4. Una caracterizaciéon de L%P

De las secciones anteriores podemos concluir el siguiente teorema de caracterizacion:

Teorema 4.4.1. Seanl < p < o0, y0 < a < 1. Consideremos los siguientes enunciados:

1. feLep
9. f,D.f e L.
Entonces (1) = (2). Ademds, si a < «y, se tiene que (2) = (1).
Demostracion. (1) = (2) Como T, es integral singular, | T,g|l, < C|lgll,, v si g € C?
para o+ [ < 1,
Tog = Aadag = Auf = [+ Daf,
luego como f,T,g € LP, serd D,f € LP, y ademés

[1Daflly < [1Fllp + I Taglly < 1 £llo +Cliglly < Clifllap-

Como C? es denso en LP, J,(C?) sera denso en L®P, y tenemos lo deseado.

Mas atn, [|A.fll, < C| fllap, ¥ como A,J, =T, en un denso de LP, coinciden en

todo L y el siguiente diagrama conmuta:

LP
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(2) = (1) En este caso, Ty, : L? — LP es biyectiva, y como T, = A, J,, resulta que
T Ty = (T, AL) o = Tdps,
con lo que J,, : LP — L*P es biyectiva (pues de lo anterior se desprende inyectividad,

y ademas es sobre), luego A, también es biyectiva y el siguiente diagrama conmuta:

LP

Lo
|
LP

T

(por el teorema de la aplicacién abierta, las inversas son continuas).

Por lo tanto si definimos g = T;'A, f € LP, tendremos que

Jag = (JaTa_l)Aaf = AglAaf = f

OJ

Observacion 4.4.2. En el teorema se ha probado que T, = A,J, vale en L? (para 0 <
a<lyl<p< oo)yaqueA,y J, son inversibles para a@ < ap, y en particular
J;V: L — [P se escribe como J, ' = T, 'A,. Més atin, se ha visto que para 0 < o < 1

1Dafllp < Cll fllap

y sl a < ap,

I + Do) fllp ~ 1/ llap-

Como corolario de esta caracterizacion, junto con 3.3.6 y 4.1.6, tenemos la siguiente
relacion entre L*P y espacios de Hajtasz-Sobolev:

Corolario 4.4.3. 510 < a < ag y € > 0 satisface 0 < a+e€ < 1, para 1 < p < o0
tenemos que

MOFEP <y [OP <y NP

Demostracion. La segunda relacion vale para o < 1; para la primera, como
. a+£7 67
Dy : MYT9P — MP,

en particular f, D.f € LP y |[Dafl|l, < C| f| sroter, luego por el teorema como a < oy
llegamos al resultado que queriamos. O

A su vez, utilizando este resultado junto con el teorema 2.2.10 que relaciona espacios
de Sobolev y Besov,
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Corolario 4.4.4. S10<a<ayy0<e<asatisface ) < a+e<1, paral <p < oo
tenemos que

a+e o,p a—e
By ¢ — L™ — B

Més atin por 3.3.4 la inclusion By F< < L*? es densa. Obtenemos también la siguiente
relacion entre espacios potenciales:

Corolario 4.4.5. S10<a < f <1 yademds a < ag, entonces para 1 < p < oo

LPP — [P,

Demostracion. Como o < f=a+ (f—a) <1y a < agp, por 3.3.6 y por lo anterior
LPP s MPP s [P,

O

Como ultimo corolario del teorema 4.4.1 de esta seccidén, veremos una caracterizacion
de L*P en términos del potencial de Riesz I,, como lo definimos para 3.1.3. En [GSV]
se prueba que existe 0 < ag < 1 tal que, si a < g, entonces el operador composicion
T., = D,I, es inversible en L?, para 1 < p < co. Luego tenemos:

Corolario 4.4.6. Para o > 0 satisfactendo o < ag Aoy y 1 < p < o0, se tiene que
f e L* siysolosi felPyexistey e LP tal que f = 1,7.

Demostracion. Como a < ag por 4.4.1 bastara probar que, dada f € LP, existira v € L”
con f = 1,ysiys6losi D,f € LP. Una implicacién vale en realidad para 0 < a < 1, pues
en [GSV] se prueba que T., es un operador de Calderon-Zygmund, y por lo tanto acotado
de LP en LP, luego si f = I,y con v € LP, Dof = Dol,y = Ty € LP. Para la otra
implicacion, para o < d tenemos que T}, es inversible, luego si definimos v = Ta_ 'D.f,
se tiene que v € L (pues estamos suponiendo D, f € L) y ademas, como al igual que en
el teorema se tienen 1, D, inversibles (tomando I, : LP? — I,(L*) y D, : 1,(LP) — LP),

Ioy = 1T, ' Dof = I.(1;' D" ) Do f = f.

4.5. EFEl caso de R"

Como comentario final de este capitulo, veremos como se relaciona el espacio potencial
L*P aqui definido en el contexto de R™ con el clasico L*P. Daremos una descripcién en
base al operador D,, por lo que deberemos restringirnos al caso a < ag, donde tenemos
la caracterizacion del teorema 4.4.1.
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En R" tenemos definidos los operadores J, = (I — A)™*/? y 9, = (—=A)~*/2, como
fueron mencionados en los capitulos 3 y 4. Recordemos que el operador Z,, toma la forma,
para a < 2,

@af(x) = V.p. Ca,n/%z;mdy

(y para el caso a = 2, 7, = —A).

Como se puede ver en 6.10 del Capitulo V de [S], el espacio potencial L = 7, (LP)
satisface, para 0 < o < 2,

feL*siysolosi f,2,f € L*.

Observar que este resultado es analogo al obtenido en el teorema 4.4.1 (excepto claro
en el rango, mucho menos restrictivo, que puede tomar «).Veremos cémo se comparan
9. v D,, para luego obtener una comparaciéon entre L*P y L*P.

En nuestro caso, las definiciones de .J,, y D, dependen, en principio, de la aproximacion
a la identidad (S;)¢>o que se elija.

Consideremos una aproximacion a la identidad de la forma S, f(z) = [ s(x,y,t)f(y)dy
con nicleo

1 T —
8(.T,y,t) = @t(m - y) = EQO ( n y>

con ¢ radial.

En este caso, para el operador D,, obtenido de esta forma, al que llamaremos DY para
resaltar su dependencia de ¢, tenemos que se satisface

h L 1 —y\ dt
n(a,y) = / at~*s(a,.0% - / ol <x : y) a
0 0

_ 1 _ /Oo aun+a(p(uel>% _ Cn,a,cp+
[z =yt Jo u |z —y|rte

(haciendo la sustitucion u = |z —y|/t y utilizando que ¢ es radial), siempre que la ltima
integral sea convergente. Recordar que

Dif) = [ ns(e.)(7() = )i
siempre que la integral sea convergente.
Por lo tanto, en este caso tendremos que
DZf=Chap%af,

para toda eleccion de ¢ que cumpla lo anterior (una integral sera convergente si y solo si
la otra lo es).
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Por lo tanto para aproximaciones a la identidad de esta forma tendremos que

feLw e fDEf e LP.

Consideremos ahora nuestro caso particular de aproximaciones a la identidad (S;);~0
como fueron construidas en 1.2. Sea h : [0,00) — [0,00) C°°, decreciente, con h(t) = 1
parat < 1/2y h(t) = 0 para t > 2, como en la secciéon 1.2. Sea H(x) = h(|z|), y para
t > 0 construimos S; de la siguiente manera:

« Tuf(@) = & [0 (E7) )y = [ Hulw = o)/ ()dy = Hes ()

. TtlEth:fH:charatodot>0yx,luegogozéywzl.

s S f = éHt*Ht*f:f(cth*Ht) (x —y)f(y)dy.

2
H
Por lo tanto en nuestro caso
1
S(I’,y,t) = THt * Ht (I - y)v
Cu

y en consecuencia si vemos que

1
THf; * Hy = ¢y
CH

con ¢ radial, estaremos en el caso anterior.

Observemos que

Ht*Ht(x)thin/H(x;y)H(%)dy:tin H(%—Z)H(z)dz

= - (H o H)(a/t) = (H = H), (2).

Ademas, si p es una rotacion, como H es radial se tiene que
H + H(px) = /H(px —y)H(y)dy = /H(p(x —py)H(pp™'y)dy

- /H(rr —p 'y H(p™ y)dy = H + H(x).

De esta forma, si ¢ = o H I, tendremos que
H

1
THt * Ht = .
CH
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Como ademés ¢ es de soporte compacto (por ser convolucion de funciones de soporte
compacto), la integral f0°° au”+ag0(ue1)d7“ serd convergente y tendremos que para toda
eleccion de H los operadores D, diferiran sélo en el producto por una constante, y mas

aln para 0 < a < 2
feL? < f.D,felLr.
Finalmente, para el caso a < «p, por el teorema de caracterizacion 4.4.1 tendremos

que los espacios L*P no dependeran de la eleccién de H en la aproximacion a la identidad
(Si), y més aiin coincidiran con el espacio clasico

La7p f— £a7p .






Capitulo 5

Interpolaciéon

En este capitulo nos proponemos caracterizar al espacio interpolado (La’p, Lﬁ’p) 9

’

Recordemos que (ver seccion 1.4), mediante el uso del K-funcional, este espacio consiste
en las funciones f € L®P + L que tienen la siguiente norma finita

o d
o= [ ocsion®) ™

» Tt f2]lp, donde el infimo se toma sobre todas las descom-

Kf(t)= inf o
con Kf(t) = inf /i
posiciones f = f, + fo de f con f; € L®P, f, € LB,

Por otra parte, mediante el uso del J-funcional, se puede caracterizar como aquellas
funciones f € L%P + L?P para las que existe al menos una descomposicion f + (Asf)ss0
de funciones en L®? N LP? con

/= / Af——Af+/01Asf§

como integral de Bochner, para la que

san+ ([ s d) <o,

donde J(g)(t) = max(||gllap,tllgllsp)- Luego la norma || fl|lg,. serd el infimo de esta
cantidad, para todas las descomposiciones Af, A, f de f.

Nos proponemos, como en [P] para el caso de R", probar esta caracterizacion en dos
partes: primero ver que

(LP, LPP), < B}

0,q P’

donde B, es un espacio de Besov, para v = a +0(8 —«a), 0 < a,8 < 1,1 < p < o0,
1 < g < oo, viendo que existe C' > 0 independiente de f para la que

115z, < Cllflo.q.5
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A continuacion, para ver la otra inclusion

By, — (L, L&p)e 7’

)

al igual que en [P] (pero para el caso continuo) queremos ver que

I/

encontrando una descomposiciéon adecuada de f. Sin embargo para esta acotacion se
necesita estimar las normas en L*? y L?? de cada parte de la descomposicién de esa f, lo
cual en el caso clasico se basa en que J, es inversible y se tiene la relacion J; ! ~ I + D,
(y lo mismo para [3). De acuerdo a los resultados del capitulo precedente, deberemos
restringirnos a 0 < a, S < apy 1 < p < o0.

lo.g.s < Clflls,

Finalizamos el capitulo probando un resultado similar para el caso limite o = 0, es
decir (Lp, LB”’)

0,q°

5.1. Una primera aproximacion

En esta seccion demostraremos la inclusion (L“’p, Lﬁ’p)e — Bj, utilizando el fun-
cional K en un contexto general. Por otra parte, suponien(’lo la existencia de una des-
composicion adecuada de funciones de B, probaremos, mediante el uso del funcional
J,la otra inclusion continua B, < (L‘“’, Lﬁ’p) " Este resultado se obtiene para todo el

rango de «, 3, pero para obtener la descomposicion de funciones de B] , en la siguiente
seccion nos restringiremos al caso «, 3 < «p.
La inclusion (Lo"p, LB”’) oq By, es casi inmediata a partir del teorema 3.3.17.

)

Lema 5.1.1. Si f € L +LP? con0 < o, <1y 1<p< oo, entonces para t > 0,
0<O0<lyvy=a+0(5—«) se tiene que

1B f(t) < Ot IR f(t779)

donde K f es el K-funcional para f.

Demostracion. Si f = f1 + fo con f € L*P y f, € LPP, entonces

Epf(t) < Epfi(t) + Epfo(t) < Ct°| fillap + CHI| 2 ap + 77 L

B.p < Cta(“f1|

5@)’
Tomando infimo sobre todas las descomposiciones se obtiene lo que queriamos. O

Teorema 5.1.2. Si0<a,f<1yl<p<oo, entonces para 0 <0 <1,1 <qg<ooy
v=a+0(8 — ) se tiene que

(Lo, LPP) 00 = Bro

)
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Demostracion. Del lema anterior y del hecho que || f||, < C|fllo..x (pues (LA f]l, <
K f(t)) tenemos que

o] d 1/q
5, =10+ ([~ Eur0r )

- dt\
< O+ 0 ([ 100 gyt
0
< Clfloar

(en este tltimo paso hacemos la sustitucion s = t°=%). O

Observacion 5.1.3. El resultado anterior también surge de la proposicion 2.1.13, pues por
3.3.18 tenemos que L™? — BJ 'y lo mismo para [, luego

(L7, L77) 5 = (Bjioos Bloc)

, p,007

Y
9,(] (—> Bp7q‘

Tenemos asi una inclusion. Ahora, si existe una descomposicion de f que satisface
ciertas hipotesis, siguiendo a [P], podremos concluir la otra inclusion.

Teorema 5.1.4. Sean 0 < «a,(,0 < 1, 1 < p,q < oco. Supongamos que existe una
descomposicion para funciones en B —en términos de funciones en L“P N LPP de la
forma f = (Asf)s>0 con

> ds ! ds
f= [ AT =ars [ ass
0 s 0 s
como integral de Bochner, que adicionalmente satisface

HAs(f)”a,p < Cs™ pf(S), 0<s< 1;

[A Nl < ClIflp

y lo mismo para [3.

Entonces si vy = a+0(8 —«a), para f € B, se tiene que

s J(AL(f))(s77) < CsTVE,f(s), 0<s<1;

JAND) < Clifll

y por lo tanto

By, = (L*?, LP), -
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Demostracion. La primera conclusion es inmediata por definicion:

J(As())(t) = max([[As(f) laps LA ()l 5.0)
luego por hipdtesis
J(A(N(7Y) < Cméx (s E,f(s), s P E,f(s)) = Cs™E, f(s).
También la segunda es inmediata, pues

(A1) = méx([[Af lap, [Af]l5.0) < ClIflp-

Finalmente, supongamos o < 3 y observemos que

r=ar+ [ redvean®=ar [(An®

y por lo tanto

' s 1/q

”f”G,q,J < J(Af)(l) + </0 3—9(5_01),1(]< sts_a(f))<3 —a)qci )
A S 1/q

< J( f)(l) +C (/0 S_e(ﬂ_a)qJ(As(f))(sﬂ—a>qCi )

> d
<+ o ([ m )" < e,

5.2. Elcaso 0 < a,f < g

En el teorema 5.1.4 vimos que vale la inclusion que falta bajo ciertas hipotesis sobre
una descomposiciéon de las funciones. En esta seccion nos dedicaremos a probar que la
siguiente formula de Calderén, a la cual hemos hecho referencia en 1.2.4,

o Lt baodt
= easf-ar+ [ Gort

sera la que satisfaga lo requerido. Recordemos que Q,g(x = [y d(z.y,t)g(y)dm(y) posee
un ntcleo que, a diferencia del de (), no tiene soporte compacto pero que aun satisface
las siguientes propiedades:

= |g(z,y,t)] < CWQ

v [ Gz y, t)dm(y) = [ ¢(z,2,t)dm(z) = 0 para todo = y todo t > 0;
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w sid(z,a’) < co(t +d(z,y)), entonces

td(z,x)
(t+ d(x,y))N >

|(j(f,y,t) - (j(r/)yat)’ S ¢

Veremos primero una serie de lemas que nos permitirdAn obtener las estimaciones
deseadas.

Lema 5.2.1. Si1<p<ooyt>0,

@Sl < CE,f(41).
Demostracion. Como [, q(z,y,t)f(x)dm(y) =0,

|Quf(x)] =

; q(z,y. 1) f (y)dm(y)‘ -

kAQ@%ﬂU@%aﬂ@Wm@)

luego si 1 < p < oo, por las propiedades de tamano y soporte compacto de ¢ (ver 1.2.3)

@@l < ([ lates 0l - Pml)(/m1%|mlopl
Q

/ﬁmum—ﬂwwmw

| A

Entonces
|@Jnsc/f7M ()P dm(y)dm(z) < CE, f(41)".

El caso p = 1 es mas sencillo, siguiendo casi la misma cuenta, y para el caso p = oo,

Quf(x)] <C sup |f(y) — f()],

yEB(x,4t)

y entonces

1Qiflloe <€ sup [f(y) — f(z)| = CEuc f(4L).

d(z,y)<4t

Lema 5.2.2. Si0<a<1ys>0,

1DaQsQsfllp < Cs™*1Qs flp-

Demostracion. De acuerdo a la féormula de la seccion 4.3 para D, en términos de ),

D.Q.Q.fw) = [ Q00T
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dt
t

/X (e, 9, iy, 2, 5)Quf (2)dm(=)dm(y) 2
ra(@, 2 $)Quf()dm(2),

T—c
»

>

para

dt

rol(, 2, ) tq(x,y,t) y,zs)dm()t

I |
T
><\

I

| / a9, 0@, 2,9) — a2 8))dm(y) T
[ e itz dm(n) 7

=1+1I

b

Para la primera parte, como el integrando es no nulo sélo si d(z,y) < ¢t < ¢s <
C(s+d(y, z)), podemos acotar por

I1<Cs /OCS/Xt_O‘q(x,y,t) G d(z.y) dm(y)@

y para la segunda por

o 1 dt
11 < = t d —
<Cs [ [ et e an ) 3

luego acotamos las integrales

/X|7’a(x,z,5)|dm(z)§
C's / /t “q(x, y,t)d(x,y)s_lzdm(y)@

X t

x 1 di
/ [ it 0 tan)F)
cs X
o 1
t_at—— / t_a—ﬂ> =(Cs™ .
cs S t

Observar que [ ng m(z ) < C% y que fX de(z) < 1. Ade-

z

mas, [, q(x,y,t)d(z,y)dm(y) ty [y alxy,t)dm(y) < C.

o

<or(
<ol

[ rata . sldm(a) <
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<os([ [ rtaa 0 T

o0

dt
t« dm
/. /X s+dyz>>N+l ”t)

©s 1 dt e 1dt
< (Cs (/ t_at—— —|—/ = ) =(Cs™™.
0 cs st
Finalmente,

1DaQ:Qs f ()] < </ o, 2, s)|dm(z ) </ o, 2, 8)||Qs f(2) Pdm (= ))l/p
< v ([ tes @us@pane)

y por lo tanto
/ 1Da:Quf (2)Pdm(z) < Cs—o@) / / o, 2, 9)||Quf () Pdm(z)dim(z)
X

< Ol /IQf JPdin(z)
Cs~P|Quf

O

Recordemos que definimos Qf = | 100 Q:Q.f (x) %. Para este operador tenemos primero
la siguiente acotacion.

Lema 5.2.3. S5i1<p< o0,
1Qf 1, < ClI fllp-

Demostracion. En efecto,

/lm@f@f@%:/(// (z,,1) y,zwdm(md)f( Jam(z),

luego si el nicleo
<[ dt
1 Jx

es un nucleo estandar y vale el teorema T1, tendremos lo deseado.

= Tamano: usando que f q = 0, condiciones de soporte y tamano de ¢, y regularidad
de ¢ pues d(y, z) < ct < ¢(t +d(z, z)) donde q(y, z,t) # 0 reescribimos

dt

Q(z,2)| < G(z,y,t) — 4z, z,1))q (y,zt)dm()t
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/ / .2 L ()dt
d(y,z)<ct (t + d(x,z))N+2 N

d(z,z)
C/ t+d:cz N+2t_/ /“)

(w2) | dt * 1dt
< C'— t*—+C
B d(.ﬁC, Z)N+2 /1 t " /d(r,z) tN t

» Regularidad (1): si d(x,2’) <

Zod(a: z), entonces, como tenemos que d(z,z’) <
Dd(x,z) < 2(d(z,y) +d(y, 2) < c

(t + d(z. ),
Qs - Qul< [ /d( ient) = (D))

1 dt
< Cd(z,a' / — dm(v) —
N ( ) 1 Nt d(y,z)<4t (t + d(.’]?, y))N+2 (y) t

T
t
d(z,z)/5 00
< / + / — [+ I
0 d(z,z)/5

Para I, como d(x,z) > 5t > 4t > d(y, z), tenemos que d(z, z) > 2d(y,z) y por lo
tanto d(.T,y) d(z, z) — d(y, z) > £d(z, z), luego acotamos por

/ d(z,z)/5 /
d(z,x") / 1 tNﬂ<C d(x,z")
d(z, 2)N+2 [, t

N-1T = Y (m, 2) N
y para [[ directamente acotamos por
o 1N dt d(x,z")
I < Cd(x, 2 — < (C——""L.
- ( ’ )/d(x,z)/S tN—=1¢N+2 ¢+ — d(:c,z)NH

» Regularidad (2): si d(z, 2') < Cd(z, z), entonces

' Mam(o| &
S/d@,z/)/c /X@(l”y”f) i,z 0)aly, 2 1) — aly, 7, 1)d <y>\t

d(z,2")/C
<
0

d(z,2")/C
<
0

=1+I11+1II

I1<C

ey, aly. = 1) — aly, 2 0)dm(y)

dt

/X(d(a:,y,t) — q(z, 2,1))q(y, z,t)dm(y)‘ =

[ (a0 = dte. 2 0ot )|

Para I, como (q(-, z,t) —q(-, 2',t)) tiene soporte en B(z,4t)U B(z,4t) y d(z,2) < t,
tenemos que d(y,z) < C(t + d(z,2)) y por lo tanto

td(y, z) d(z, 7)) &t
r=¢ d i
/ZZ )/C /B(z 5t) t + d :13 z))N+2 tN+1 m(?J) ;
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o t dt
< Cd(z,7 / —
( ) d(z,2")/C (t + d(SIZ‘, Z>>N+2 t

a su vez, como d(z, 2")/C < d(z, z), podemos separar esta integral en 0 < t < d(z, z)
yt>d(z,z):

1 d@2) i © 1 dt d(z, 2')
[<Cd(z,2) | —— t— — | <c—"2
< Cd(z,7) (d(x,z)N+2 /0 a /d )t t) = T d(x, z)N+!

(z,2

Acotamos ahora I1 y I11 serd analogo reemplazando z por z’: como d(y, z) < 4t,
tenemos d(y, z) < C(t + d(zx, z)) y por lo tanto

d(ZZ/)/C td y7 dt
H<C’/ / DL imyd
B(z4t) t"‘d .T Z)) t t

d(z,2")/C dt
<O——55 t*—
- d(x,z)N+2/0 t

1\ 2 /
d(z,2") <C d(z,2")

d(z, 2)N2 = 7 d(z, z)N+1

<C

= Q1 = Q"1 = 0. En efecto, cambiando el orden de integracion,

Ql—/ / / z,y, t)q(y, z, t)dm(y )d dm(z) = 0.
Por otro lado, si llamamos Q*(z,x) = Q(z, z), cambiando el orden de integracion
= x d x)dm(x
<@ry>= [ ([ awasEin) ) sin
~ [ ([ @Gaoaint) ) =< 1.0 >

y luego podemos concluir que Q*1 = 0.

= Acotacion débil: sean f,g € CJ(B), para algiin v > 0 y B bola. Luego

<Qf,g>= /X/Xfloo/Xfi(:c,y,t)q(y,z,t)f(z)g(:c)dm( )Citdm( V()
B /ICdmm(B) /X /X /X(f(%wq(y,z,t)f(z)(g(x) — g(v)dm(y)dm(z)dm(x) "
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