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Notacion

Se denotard una matriz simétrica definida positiva 7' como 7" > 0y 7' > P denota

que 7" — P > 0. Para una matriz simétrica dada P > 0, ||z| p denota la norma euclidiana
ponderada de z, es decir, ||z||p = v/2'Px, donde ' denota el operador transpuesto. Para un
conjunto cerrado S C R"y x € R, ||z||s := inf,es||z — y|| es la distancia Euclidea a S.
Considérese a € R y b € R™, el vector hecho de apilar ambos vectores se define como
(a,b) = [a’, V'] € R""™; para un conjunto I' C R™*™la proyeccion de I" sobre a se define
como Proj,(I') = {a € R™ : 3b € R™, (a,b) € I'}. Un vector t en negrita, denota una
secuencia finita de valores, es decir, un vector definido como {¢(0), ¢(1),...,t(N)}, donde N
se deduce segin el contexto. La norma de una sefial t es definida como |||/ = sup;q(t(k)).
Una matriz de ceros es denotada como 0,, ,,, € Ry I,, € R"*" denota la matriz identidad.
Dados dos conjuntos U/ y V, tales que f C R"y V C R", la suma de Minkowski estéd definida
pord DYV 2 {u+v: uel, ve V}, mientras que la diferencia de Pontryagin de conjuntos
estadadapord &V 2 {u: ud®V C U}; dada una matriz M € RP*™, el conjunto MU C RP
es definido como MU 2 {Mu: u € U}; paraun dado A\, \U 2 (AL,)U. [A], y [a]; denotan
la j-ésima fila de la matriz A y el vector a, respectivamente. P, {2} representa la probabilidad
condicional de un evento {2 dadas todas las observaciones hasta el momento k, es decir, es la
probabilidad condicional P{Q|z(k)}. Andlogamente, E;{{} es el valor esperado condicional

de una variable aleatoria &, es decir, E {{|z(k)}.
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RESUMEN

El Control Predictivo basado en Modelos (MPC) es una estrategia de control avanzado
ampliamente utilizada, y estudiada, tanto en ambitos académicos como industriales. Entre
sus principales virtudes se encuentra la de ser una estrategia optimizante, con robustez frente
a perturbaciones o discrepancias entre planta y modelo, y la de considerar de forma explicita
restricciones en las variables de estado, de entrada y de salida del sistema que se quiere con-
trolar. Para su formulacion, intrinsecamente ligada al estudio de sistemas dindmicos, pueden
alcanzarse diferentes niveles de abstraccion, de modo de garantizar, bajo ciertas hipotesis ge-
nerales, estabilidad, factibilidad recursiva, robustez y optimalidad segun criterios exdgenos
al problema de control.

El objetivo de esta técnica de control ha sido, durante muchos afos, guiar el proceso a un
punto de operacion Optimo en forma rdpida y confiable. Sin embargo, en la ultima década
los investigadores se centraron en una formulacién particular, denominada MPC Econdémico,
cuyo objetivo ya no es estabilizar el sistema controlado en un estado estacionario particular,
sino optimizar su desempefio teniendo en cuenta alguin criterio de rendimiento econdémico.

En este marco, el objetivo general de la presente tesis es ampliar las fronteras de los
desarrollos tedricos de los controladores MPC con objetivos econdmicos, bajo la influencia
de incertidumbre.

Esta tesis trata el problema del disefio de controladores predictivos con objetivos economi-
cos, tanto dindmicos como estacionarios, que sean capaces de garantizar la estabilidad a pesar
de la presencia de incertidumbres en el sistema, sin que se produzca pérdida de factibilidad,
debido a los posibles cambios de los puntos de operacién econdmicamente 6ptimos. Los
controladores disefiados garantizan la satisfaccion de las restricciones del sistema incluso
en presencia de perturbaciones, ya sea de manera deterministica o en probabilidad para el
caso estocdstico, asegurando factibilidad recursiva y estabilidad asintética del sistema a lazo

cerrado.






ABSTRACT

Model Predictive Control (MPC) is an advanced control strategy widely used and stu-
died, both in academic and industrial settings. Among its main virtues is that of being an
optimizing strategy, with robustness against disturbances or discrepancies between plant and
model, and that of explicitly considering constraints on the state, input and output variables
of the system to be controlled. For its formulation, intrinsically linked to the study of dy-
namic systems, different levels of abstraction can be achieved, in order to guarantee, under
certain general hypotheses, stability, recursive feasibility, robustness and optimality accor-
ding to criteria exogenous to the control problem.

The objective of this control technique has been, for many years, to guide the process to
an optimal operating point quickly and reliably. However, in the last decade the researchers
focused on a particular formulation, called Economic MPC, whose objective is no longer to
stabilize the controlled system in a particular steady state, but to optimize its performance
taking into account some criteria of economic performance.

Within this framework, the general objective of this Thesis is to expand the boundaries
of the theoretical developments of MPC controllers with economic objectives, under the
influence of uncertainty.

This thesis deals with the problem of the design of predictive controllers with economic
objectives, both dynamic and stationary, that are able to guarantee stability despite the pre-
sence of uncertainties in the system, without loss of feasibility due to possible changes in the
economically optimal operating points. The designed controllers guarantee the satisfaction
of the system restrictions even in the presence of disturbances, either in a deterministic or
probability for the stochastic case, ensuring recursive feasibility and asymptotic stability of

the closed loop system.






Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

La forma de operar procesos en la industria ha experimentado una serie de avances tec-
nolégicos significativos durante los dltimos afios, guiados por la necesidad de producir pro-
ductos que satisfagan las necesidades del mercado, de forma segura y en condiciones compe-
titivas. Por lo tanto resulta deseable buscar técnicas de control que a la vez que controlan el
proceso, optimicen ciertos criterios de eficiencia, garantizando al mismo tiempo el cumpli-
miento de limites impuestos a los productos. Una de las pocas técnicas que permiten resolver
este problema complejo es la estructura jerdrquica de control multi-variable que subyace al
Control Predictivo basado en Modelos (MPC).

El objetivo de esta técnica de control ha sido, durante muchos afos, guiar el proceso a un
punto de operacion Optimo en forma rdpida y confiable. Sin embargo, en la dltima década
los investigadores se centraron en una formulacién particular, denominada MPC Econdémico,
cuyo objetivo ya no es estabilizar el sistema controlado en un estado estacionario particular,
sino optimizar su desempefio teniendo en cuenta algin criterio de rendimiento econdémico.

En el disefio de este tipo de controladores es importante tener en consideracion que pueden
ocurrir cambios en los criterios que definen la optimalidad econémica. Esto significa que
puede producirse una variacién en el estado al que el controlador debe conducir al sistema, es
decir, en el estado estacionario econdmicamente Optimo, ocasionando, debido a los requisitos
de estabilidad, una posible pérdida de factibilidad.

En la literatura, se pueden encontrar diferentes formulaciones que abordan la tematica
presentada, cada una de las cuales estdn dedicadas a estudiar y analizar diversos aspectos

de esta interesante técnica de control. Algunas procuran que tanto el desempefio dindmico



1 Introduccion

como el estacionario del sistema satisfagan un objetivo de optimizacion econdmico, mientras
que otras solamente tienen como propdsito llevar el sistema a un punto de operaciéon (un
equilibrio) econémicamente 6ptimo.

La estabilidad de los controladores predictivos se garantiza bajo la hipédtesis de que el
modelo de prediccion coincide con el sistema a controlar y no existen perturbaciones des-
conocidas. Sin embargo, todo modelo (simplificado, como requiere MPC) tiene limitaciones
a la hora de describir el sistema que representa y, ademas, en las aplicaciones reales siem-
pre existen perturbaciones no previstas. Por ello, para que un controlador sea aplicable debe
poseer ciertas caracteristicas de robustez (ya sea inherente, cuando las incertidumbres son
pequeiias o moderadas, o explicita, cuando estas son mayores).

El estudio de la robustez en MPC se puede realizar de dos formas: el estudio de la robus-
tez inherente de las formulaciones nominales, y el estudio de la incorporacion explicita de
modelos de incertidumbre, que derivan en controladores robustos. En el primero, se parte de
un controlador MPC obtenido para un sistema sin considerar el efecto de las incertidumbres
en su disefio y se determina qué grado de incertidumbres es capaz de soportar, conservando
la estabilidad del sistema. El segundo enfoque es el de la sintesis de un nuevo controlador,
por el cual se establecen formulaciones del controlador que consideran en el cdlculo de las
actuaciones el efecto que tienen las incertidumbres sobre el sistema. El objetivo es por lo
tanto garantizar, para cierto grado de incertidumbres, la estabilidad, la satisfaccién de las
restricciones y, de ser posible, alguna especificacion sobre el desempefio.

En este contexto, el desafio que se aborda en esta Tesis es el de disefar diferentes contro-
ladores predictivos con objetivos econdmicos, tanto dindmicos como estacionarios, que sean
capaces de garantizar la estabilidad a pesar de la presencia de las incertidumbres, sin que se
produzca pérdida de factibilidad, debido a los posibles cambios de los puntos de operacion
econdémicamente Optimos.

Si bien parece que la problemdtica planteada se podria solucionar con el disefio de es-
tos controladores, el principal inconveniente de las formulaciones robustas es el alto grado
de conservadurismo, debido al disefio que contempla toda las posibles realizaciones de las
perturbaciones. Este inconveniente busca ser superado por el denominado MPC estocastico,
que considera una descripcion probabilistica de las perturbaciones y permite una (pequeia)
probabilidad de violacion de las restricciones (mediante las llamadas restricciones de proba-
bilidad), lo que permite tener un mayor dominio de atraccion.

Uno de los grandes desafios que presenta la formulaciéon del MPC estocdstico estd dado

por la dificultad que se tiene para garantizar la factibilidad recursiva. Esto se debe a que
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la estrategia clasica, basada en suponer que la secuencia de entrada Optima seguird siendo
factible en el proximo tiempo de muestreo, puede no aplicarse en el MPC estocéstico ya que
se permite una cierta probabilidad de violacion futura de la restriccion.

Teniendo en cuenta esta problemadtica general, se presentaran a lo largo de la Tesis diferen-
tes formulaciones de MPC con objetivos econdmicos, tanto dindimicos como estacionarios,
que son robustos frente a la presencia de perturbaciones aditivas en el sistema. Se pretende
que los controladores disefiados garanticen la satisfaccion de las restricciones del sistema
incluso en presencia de perturbaciones, ya sea de manera deterministica o en probabilidad
para el caso estocdstico, asegurando factibilidad recursiva y estabilidad asintética del sistema

a lazo cerrado.

1.2. Objetivos y estructura de la tesis

Aunque estudios preliminares han sido realizados para evaluar y desarrollar controladores
MPC econdmicos, en general, ninguno de los trabajos ha estudiado y presentado resultados
acerca de la robustez y la estabilidad en presencia de perturbaciones.

En este marco, el objetivo general de la investigacion, consiste en la profundizacion del
conocimiento y el desarrollo de técnicas de control avanzado conocidas como control predic-
tivo basado en modelos con fines econdmicos (Economic MPC) de sistemas lineales sujetos
a perturbaciones aditivas.

En particular, el problema de la optimizacién econdmica de procesos ha recibido recien-
temente un renovado impulso en el campo del control predictivo, dado que los objetivos
econdmicos del proceso bajo control son, en muchos casos, contrapuestos a los objeti-
vos dindmicos propios del control, y el problema no es trivial (por ejemplo, los objetivos
econémicos pueden corresponderse con puntos de operacion distintos del punto de equili-
brio que estabiliza el sistema, etc.). Por otro lado, el disefio del controlador debe ser tal que
se garantice la estabilidad a pesar de la presencia de incertidumbres aditivas, y a su vez, que
no ocurra pérdida de factibilidad en caso de producirse cambios en el punto de operacion.
Segtn esta problemdtica motivadora, los objetivos especificos se enfocan en desarrollar for-
mulaciones de MPC que permitan la incorporacion adecuada de objetivos economicos, tanto
dindmicos como estacionarios, asegurando estabilidad y robustez frente a posibles pertur-
baciones.

La tesis se divide en dos partes. La primera estd destinada a introducir los distintos con-

ceptos formales que serdn utilizados luego, a la hora de presentar las propuestas propiamente
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dichas. La segunda, contiene los resultados y contribuciones logrados en el marco del doc-
torado - concretamente formulaciones especificas de controladores - que son, por lo demas,
los pilares de este documento.

Especificamente, la estructura de la Tesis, donde se destacan los aportes originales, se

muestra a continuacion:

= El Capitulo 2 describe, en primer lugar, la teoria detrds de la estrategia de control MPC,
que es la base de las estrategias utilizadas a lo largo de la tesis, para luego desarrollar
de forma sintética los distintos enfoques que aparecen en la literatura especializada
sobre controladores predictivos econdmicos para seguimiento, es decir, aquellos que
contemplan la posibilidad de que el punto de operacién cambie y que son objeto de

estudio para los aportes realizados.

= El Capitulo 3 se destina a un tema de particular interés, que es la formulacién de
controladores predictivos para seguimiento, para sistemas lineales que estan sujetos a
perturbaciones aditivas persistentes. Para ello se parte de la formulacién robusta que
garantiza factibilidad recursiva y la estabilidad asintética, para toda perturbacion aco-
tada en un conjunto convexo conocido. Luego, se presenta una estrategia denominada
estocdstica que surge para solventar el conservadurismo de la técnica anterior, y apro-
vecha el conocimiento del sistema y de la distribucion de las perturbaciones para pro-
poner una formulacién que permite que, con cierta probabilidad, se puedan infringir

las restricciones.

= EI Capitulo 4, por su parte, describe la formulacion robusta de un controlador predic-
tivo con fines econdmicos de una sola capa, basado en la estrategia del gradiente de
la funcién de costo. La formulacion robusta resultante considera un modelo de pre-
diccidén nominal, pero restringe las restricciones, para tener en cuenta el efecto de las
perturbaciones aditivas. El rendimiento econdmico nominal se conserva y se garanti-
za una estabilidad robusta. Los resultados obtenidos han sido publicados en [D’Jorge
et al., 2017].

= En el Capitulo 5 se propone un controlador predictivo econémico robusto, con esta-
bilidad garantizada. La propuesta garantiza la factibilidad bajo cualquier cambio del
criterio econdmico, gracias al uso de variables artificiales y una restriccion terminal
relajada, y la robustez en presencia de perturbaciones aditivas acotadas. El sistema

controlado bajo el controlador propuesto se muestra como estable entrada-estado en
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el sentido de que esta dirigido asintdticamente a una region invariante alrededor del
mejor estado de equilibrio admisible. El disefio de este controlador ha sido publicado
en [D’Jorge et al., 2018b].

= El Capitulo 6 estd destinado al disefio de un controlador predictivo para seguimien-
to estocdstico que garantiza la estabilidad asintética en probabilidad. El controlador
propuesto garantiza la satisfaccion de las restricciones en probabilidad y mantiene
las caracteristicas principales del MPCT, las cuales son factibilidad frente a cualquier
cambio de punto 6ptimo y dominio de atraccién ampliado. Finalmente, se realiza el
andlisis correspondiente a la estabilidad asintdtica en probabilidad del controlador.
Los resultados de este trabajo han sido publicados en una edicién especial de la revista

“Optimal Control Applications and Methods” [D’Jorge et al., 2018c].

= Por ultimo, el Capitulo 7 presenta las conclusiones generales de la tesis y futuras lineas

de investigacion.

1.3. Contribuciones de la tesis

El objetivo de esta tesis ha sido estudiar el problema de las incertidumbres en controlado-
res predictivos con fines econdmicos para sistemas lineales, analizando en particular algunos
problemas como la pérdida de factibilidad, la optimalidad econdémica y el andlisis de estabi-
lidad. Asimismo, el proceso de estudio y aprendizaje de la temdtica involucrada ha llevado a
la realizacién y contribucion de diferentes trabajos, los cuales, si bien no se enmarcan en el
desarrollo de la presente tesis, fueron aportes que se han realizado en el marco del doctorado.

A continuacién, a modo de resumen, se presentan todas las contribuciones que se han

realizado.

1.3.1. Publicaciones en revistas

= [D’Jorge et al., 2017] D’ Jorge A., Ferramosca A., and Gonzilez A. H. A robust
gradient-based MPC for integrating real time optimizer (RTO) with control. Journal of
Process Control, Volume 54, June 2017, Pages 65-80.

= [D’Jorgeetal., 2018b] D’ Jorge A., Anderson A., Gonzdlez A. H., and Ferramosca A.
A robust economic MPC for changing economic criterion. In International Journal of
Robust and Nonlinear Control (IJRNC), 2018.
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[Anderson et al., 2018c] Anderson, A., Gonzalez A.H., Ferramosca A., D’ Jorge A.
and Kofman E. Robust MPC suitable for closed-loop re-identification, based on pro-
babilistic invariant sets. Systems & Control Letters. Volume 118, August 2018, Pages
84-93.

[D’Jorge et al., 2018c] D’ Jorge A., Santoro B. F. Gonzdlez A. H., Anderson A., Ferra-
mosca A. Stochastic MPC for tracking. Special Issue - Optimal Control Applications
and Methods, Submitted (2018).

[Anderson et al., 2018a] Anderson A., D’ Jorge A, Gonzalez A. H., Ferramosca A.
and Actis M. MPC for tracking with maximum domain of attraction for any predicted

horizon. Automatica, Submitted (2018).

1.3.2. Publicaciones en congresos internacionales

[D’Jorge et al., 2016] A. D’ Jorge, A. Anderson, A. H. Gonzélez, and A. Ferramos-
ca. A robust economic MPC for changing economic criterion. In Proceedings of the
IEEE International Conference on Control Applications, CCA 2016, Buenos Aires,
Argentina, September, 19-22 2016.

1.3.3. Publicaciones en congresos nacionales

[D’Jorge et al., 2015] A. D’ Jorge, A. Ferramosca, and A. H. Gonzélez. A robust
gradient-based MPC for integrating real time optimizer (RTO) with control. En Actas
de la XVI Reunion de Trabajo en Procesamiento de la Informacion y Control (RPIC),
2015.

[Actis et al., 2017] M. Actis, A. Anderson, and A. D’ Jorge. MPC para sistemas

lineales con maximo dominio de atraccion. UMA, 2017.

[D’Jorge et al., 2018a] A. D’Jorge, A. Anderson, A.H. Gonzdlez and A. Ferramosca.
Robust and Stochastic MPC for tracking: a performance comparison. En Actas del
congreso de la Asociacion Argentina de Control Automético (AADECA), 2018.

[Anderson et al., 2018b] A. Anderson, A. D’Jorge, A. Ferramosca, E. Kofman and
A.H. Gonziélez. i-Steps Closed-Loop Sets for Constrained Linear Systems under Mo-
del Predictive Control. En Actas del congreso de la Asociacion Argentina de Control
Automatico (AADECA), 2018.



Capitulo 2

MPC Econémico para puntos de

operacion cambiantes

2.1. Introduccion

El Control Predictivo basado en Modelo (MPC) es una de las técnicas de control avanzado
mas utilizadas en las industrias de procesos, plantas quimicas y refinerias de petréleo desde
los afios ochenta. Tiene sus raices en el control 6ptimo y su éxito se debe a la formulacién
de los problemas de control, al uso de un modelo para predecir el comportamiento futuro
del sistema a controlar, y a la capacidad de manejar sistemas multivariables sujetos a res-
tricciones explicitas en los estados y las entradas [Mayne et al., 2000, Rawlings and Mayne,
2009].

La estabilidad asintética del sistema en lazo cerrado con el MPC se garantiza a través
de los denominados ‘ingredientes terminales’, que se eligen de manera tal que se satisfagan
ciertas condiciones en una vecindad de un punto de equilibrio objetivo [Mayne et al., 2000,
Mayne, 2014].

El objetivo de muchos sistemas de control avanzados ha sido, a lo largo de los afios, guiar
el proceso a un punto de operaciéon optimo en forma rapida y confiable. Sin embargo, en la
ultima década los investigadores han propuesto nuevas estrategias, englobadas en lo que se
puede denominar ‘MPC Economico’, que buscan ampliar estos objetivos, de modo de dar
mayor generalidad a la formulacion. En este caso el objetivo de control ya no es estabilizar
el sistema controlado en un estado estacionario particular sino, ademaés, calcular dicho punto
y las trayectorias en régimen transitorio que guian el sistema hasta él, de forma 6ptima,

teniendo en cuenta algun criterio de rendimiento econémico.
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Mas aun, segun esta formulacion se deben tener en cuenta los posibles cambios en los cri-
terios economicos [Fagiano and Teel, 2013, Angeli et al., 2015], lo que significa que puede
producirse una variacion en el estado al que el controlador debe conducir al sistema, oca-
sionando, debido a los requisitos de estabilidad, una posible pérdida de factibilidad. Cabe
sefalar que dichos cambios, que pueden ocurrir durante el funcionamiento de una planta, se
deben, por ejemplo, a: (i) las fluctuaciones del mercado, lo que provoca cambios en la fun-
cion de costos y en los precios que parametrizaron esta funcidn; (ii) cambios en la estimacién

de las perturbaciones o restricciones, debido a los algoritmos de reconciliacién de datos.

El andlisis del problema de control presentado anteriormente, comienza con el estudio
de la estructura jerarquica de control (Figura 2-1), tipicamente utilizada en las industrias de
proceso [Engell, 2007]: en la parte superior de esta estructura, un planificador econémico
determina la produccion de toda la planta teniendo en cuenta el objetivo econémico de la
empresa y la situaciéon del mercado (nivel, calidad, etc.); luego, las salidas de esta capa son
funciones de costos econdmicos y restricciones operativas que se envian a un optimizador de
tiempo real (RTO), que se dedica a calcular los puntos de consigna estacionarios de acuerdo
con los criterios econdmicos. Este optimizador, que generalmente se basa en un modelo
estacionario no lineal complejo de la planta y tiene un tiempo de muestreo diferente de otras
capas, calcula los setpoints econémicos que se enviaran al nivel de control. El controlador,
usualmente un MPC, calcula las acciones de control necesarias para la planta para alcanzar
esos puntos de referencia, teniendo en cuenta un modelo dindmico simplificado de la planta

y las restricciones sobre las variables.

Sin embargo, una desventaja principal bien conocida que posee esta estructura de control,
es que la comunicacion entre las capas econdmica/estacionaria y dindmica puede ser incon-
sistente. Las diferencias entre los modelos y las escalas de tiempo producen problemas que
van desde la imposibilidad de alcanzar los puntos de equilibrio (en un contexto estaciona-
rio puro) hasta los malos resultados econdmicos transitorios y estacionarios. Una estrategia
adecuada para unificar estos objetivos se convierte en un desafio altamente deseado desde un

punto de vista operativo.

Dos estrategias principales para reducir la inconsistencia son las llamadas estructuras de
dos capas (Figura 2-2) y de una sola capa (Figura 2-3). En el primer caso, se agrega un
nivel de optimizacion adicional - el optimizador de punto de equilibrio objetivo, SSTO -
entre el RTO y el MPC para decidir la mejor referencia admisible para el MPC, de acuerdo
con una aproximacion local de la funcién de costo de RTO, y usando el mismo modelo
simplificado utilizado en la capa MPC [Muske, 1997, Rao and Rawlings, 1999, Ying and
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Planeamiento econémico

(Scheduling)

Optimizador en Tiempo Real
(RTO)

‘ Objetivos econémicos
Control Avanzado
(MPC)
‘ Objetivos de bajo nivel

‘ Entradas manipuladas

PLANTA

Figura 2-1: Estructura jerarquica de control.

Joseph, 1999, Marchetti et al., 2014,Limon et al., 2008, Ferramosca et al., 2009, Gonzalez and
Odloak, 2009]. En este marco, otro enfoque esta representado por el optimizador dindmico
en tiempo real (D-RTO) [Biegler, 2009, Wiirth et al., 2009, Ellis and Christofides, 2013], que
resuelve una optimizacién econémica dindmica y entrega trayectorias objetivo (en lugar de

un punto de equilibrio) a la capa MPC. La estrategia de una sola capa, por otro lado, consiste

Planeamiento econdmico

(Scheduling)

Optimizador en Tiempo Real
(RTO)

‘ Objetivos econdmicos_ ~ = gl Optimizacion Estacionario
- (SSTO)
Control Avanzado
(MPC) ‘
‘ Objetivos de bajo nivel™ ~ - Regulador MPC

‘ Entradas manipuladas

PLANTA

Figura 2-2: Estructura jerarquica de control de dos capas.

en una funcién de costo de MPC unificada que considera simultineamente los objetivos

econdmicos y los objetivos dindmicos, como por ejemplo en [Zanin et al., 2002, Adetola
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and Guay, 2010] o [Diehl et al., 2011, Angeli et al., 2012, Ferramosca et al., 2010b]. El
principal problema de esta estrategia es que los objetivos econdmicos generalmente estdn
representados por una compleja funcién no lineal que hace que el costo de optimizacion de

una sola capa también sea no lineal y dificil de resolver. En el contexto de las estrategias de

Planeamiento econémico

(Scheduling)

‘ Funciones de costo y restricciones

Optimizador en Tiempo Real BN
(RTO) \
\
‘ Objetivos econdémicos :> -
’

I

/
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‘ Objetivos de bajo nivel

‘ Entradas manipuladas
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Figura 2-3: Estructura jerarquica de control de una sola capa.

una sola capa, también se propusieron varias soluciones para superar el problema de la carga
computacional de dicho MPC econémico. El mas significativo es el uso de una funcion
de costo econdémico aproximado, en lugar de la original no lineal. Un primer enfoque se
presenta en [De Souza et al., 2010], donde el gradiente de la funcién de objetivo econémico
se incluye en la funcién de costo del controlador para obtener una estrategia computacional
de bajo costo. Esta solucion permite resolver el problema de control/optimizacién resultante
como un Unico problema de programaciéon cuadratica. Los resultados se han demostrado
prometedores, tanto desde el punto de vista teérico como préctico. Esta idea se ha ampliado
en [Alamo et al., 2014] para obtener una formulacién con garantia de estabilidad.

La novedad de esta tultima estrategia es que, en lugar de aplicar al sistema la solucion
Optima de un problema aproximado, se aplica una solucién subdptima, en el sentido de que
la accion de control aplicada estd dada por la combinacion convexa de una solucién factible,
y fécil de obtener, del problema original y la solucién éptima de un problema aproxima-
do/simplificado. Como se muestra en [Alamo et al., 2014], esta estrategia MPC subdptima
asegura la factibilidad recursiva y la convergencia al punto de equilibrio 6ptimo (en el sentido

econdmico), con un costo computacional significativamente reducido.
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En la literatura, se pueden encontrar diferentes formulaciones que abordan la tematica
presentada, cada una de las cuales estdan dedicadas a estudiar y analizar diversos aspec-
tos de esta interesante técnica de control [Angeli et al., 2012, Miiller et al., 2014a, Miiller
et al., 2014b, Ellis et al., 2014]. Algunas procuran que tanto el desempeifio dindmico co-
mo el estacionario del sistema satisfagan un objetivo de optimizacion econdémico [Rawlings
et al., 2012, Angeli et al., 2012, Ellis et al., 2014], mientras que otras solamente tienen como
proposito llevar el sistema a un punto de operacién econémicamente Optimo [De Souza et al.,
2010, Alamo et al., 2014].

Para el primer caso, uno de los principales desafios ha sido presentar la existencia de una
funcién de Lyapunov para demostrar la estabilidad. Este objetivo se ha logrado en primer
lugar bajo la suposicién de una dualidad fuerte [Diehl et al., 2011], y, més tarde, bajo el
supuesto de disipatividad (lo que representa una suposicion relajada respeto a la anterior)
[Angeli et al., 2012, Zanon et al., 2014]; siendo este tltimo no solo suficiente, sino también
una condicion necesaria para la estabilidad en lazo cerrado [Miiller et al., 2015, Miiller et al.,
2015].

Una formulaciéon del MPC econémico, que contempla cambios en el objetivo econémi-
co, se presenta en [Ferramosca et al., 2014b]. En ese trabajo, se disefia un controlador con
una funcidn de costo ligeramente modificada, a lo que se agrega, siguiendo los fundamentos
presentados en [Limon et al., 2008], una funcién de costo final y una restricciéon terminal
relajada, que requiere que el estado terminal al final del horizonte sea un punto de equilibrio
admisible. Como consecuencia, este controlador posee las siguientes propiedades: (i) garan-
tiza la factibilidad bajo cualquier cambio del criterio econdmico; (ii) asegura la optimalidad
econdmica; (iii) proporciona un dominio de atraccion mas grande que el MPC econémico
estandar. Ademads, se prueba estabilidad asintética recurriendo a una funcién de Lyapunov.

El segundo caso de estrategias, surge debido a que los investigadores se centraron en
mejorar el rendimiento del controlador segin un criterio econdmico del proceso que podria
no coincidir con el de los objetivos dindmicos.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. En primer lugar, y a modo de intro-
duccidn se presenta en la Seccién 2.2 el denominado Control Predictivo basado en Modelo
(MPC). Asimismo, realiza una descripcioén del problema de control que serd el utilizado a
lo largo del capitulo y se presenta un MPC para seguimiento, como solucion al problema de
la pérdida de factibilidad frente a cambios en el punto de operacion. En la Seccion 2.3 se
presentan y describen brevemente los controladores MPC econdmicos que serdn objeto de

estudio en esta tesis. En particular se caracteriza el equilibrio del sistema y el rendimiento
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econdmico. Finalmente, en la Seccion 2.4 se describe el procedimiento y las consideraciones

que se deben tener en el diseno de los controladores para garantizar estabilidad asintética.

2.2. Control predictivo basado en modelo (MPC)

Antes de poder presentar las estrategias de MPC con objetivos econémicos es primordial
comenzar explicando en qué consiste la técnica de control MPC y cudles son los aspectos
involucrados en su formulacién.

El control predictivo basado en modelos (MPC) es una de las técnicas mds exitosas de con-
trol avanzado en la industria de procesos [Camacho and Bordons, 1999,Rawlings and Mayne,
2009] porque permite el control de sistemas sujetos a restricciones, minimizando cierto cri-
terio deseado y garantizando estabilidad y convergencia [Mayne et al., 2000]; ademds de su
simplicidad conceptual y su capacidad para tratar sistemas complejos (como aquellos que
poseen multiples entradas y salidas) de manera facil y efectiva. Basicamente, la estrategia de
control MPC proporciona una secuencia finita de acciones de control al resolver un problema
de control 6ptimo de tiempo discreto y sujeto a restricciones. La resolucion de este problema
de optimizacion es muy arduo, pero es perfectamente aceptable si el tiempo de célculo de los
problemas de optimizacién es inferior al tiempo de muestreo. En la actualidad, en la teoria
de MPC [Mayne et al., 2000] son bien conocidas las condiciones suficientes que garantizan
la estabilidad en lazo cerrado utilizando un enfoque basado en Lyapunov. En la Seccion 2.4
se analizardn las condiciones necesarias que se deben tener en cuenta al momento de disefiar
un problema de MPC para garantizar estabilidad asintética y factibilidad.

Para proceder con la descripcion de los elementos que componen un controlador MPC,
se define el sistema dindmico que se utilizard a lo largo del capitulo, el cual es un factor

primordial para su disefio.

2.2.1. Sistemas dinamicos de control con restricciones

La teoria de sistemas de control se ocupa del anélisis y el disefio de componentes inter-
actuantes de un sistema en una configuracién que brinde un comportamiento deseado. La
configuracion esencial usada en teoria de sistemas de control se basa en el concepto funda-
mental de realimentacion, que consiste en el proceso de medir las variables de interés en el
sistema y usar esa informacion para controlar su comportamiento.

El punto de partida en el andlisis de un sistema de control es su representaciéon por un
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modelo matematico, generalmente como un operador entre entradas y salidas del sistema, o
como un conjunto de ecuaciones en diferencia y/o diferenciales.

Los sistemas dindmicos pueden ser modelados por un niimero finito de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias de primer orden acopladas entre si, que representaremos en forma

compacta con la ecuacion diferencial vectorial de primer orden

= f(x,u) 2-1)

donde z € R" es el vector de estado y u € R™ es el vector de entradas (de control).

Asimismo la ecuacién de salida est4d dada por
y = h(z,u)

donde y € R" es un vector de variables de interés.
Particularmente, se considerard el siguiente sistema descrito por un modelo discreto, li-

neal e invariante en el tiempo, dado por la ecuacién en diferencias:
x(k+1) = Az(k) + Bu(k) (2-2)

donde z(k) € R", u(k) € R™ representan, respectivamente, el vector de estados del sistema
y el vector de entradas de control en el instante de tiempo &, mientras que z(k+ 1) representa
el estado en el instante de tiempo £ + 1. Cada una de estas sefiales estdn confinadas mediante

una serie de restricciones a lo largo del tiempo, las cuales tienen la forma

z(k) € X (2-3)
u(k) e (2-4)

donde el conjunto X C R" se considera generalmente cerrado y &/ C R™ compacto. Para
que el sistema pueda evolucionar al punto de equilibrio, estos conjuntos deben contener el

origen en su interior. Ademads se considera que la siguiente suposicion es vélida:

Suposicion 2.1. El par (A, B) es controlable y el estado es medible en cada instante de

tiempo.

Si el par (A, B) no es controlable, entonces el sistema no puede ser controlado por un
controlador de retroalimentacion y, por lo tanto, el problema de control debe ser re-estudiado.
Por otro lado, si el estado de la planta no se puede medir, entonces debe estimarse por medio

de un observador adecuado. En este caso, el sistema se debe dirigir manualmente a un punto
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de equilibrio adecuado y luego se debe activar el observador para iniciar la estimacion. Una
vez que se sabe que el error de estimacion es pequeno, se debe operar el modo automatico.
Este procedimiento garantiza que el esquema de control resultante basado en el observador
funcione de manera apropiada, y de manera similar al caso del control de retroalimentacion
de estado, gracias al principio de separacion.

El conjunto de equilibrio admisible para el sistema, estid dado por:

Z, & {(v,u) €vZ|r= Axr + Bu},
X, & Proj.(Z;)
U, £ Proj,U,)

donde v € (0,1) es una constante que se toma arbitrariamente cercana a 1, agregada para

evitar los estados y entradas de equilibrio que proporcionan restricciones activas.
Finalmente, debe tenerse en cuenta que todo sistema, junto con sus restricciones, tiene

asociado un maximo conjunto controlable X, es decir, un conjunto que contiene todos los

estados que pueden ser controlados a un punto de equilibrio, de manera admisible.

2.2.2. Esquema basico del control predictivo

Los sistemas con grandes rangos de operacion se caracterizan por una dindmica compleja
generalmente definida por sistemas con ecuaciones algebraicas, diferenciales ordinarias o
diferenciales parciales combinadas. Otro aspecto importante relacionado con estos sistemas
es la existencia de restricciones que limitan el rango de las variables de control del proceso
(variables de entrada o manipuladas) o la variable medible del proceso (variables de salidas
y estados que se consideraran medibles a lo largo de esta tesis).

El objetivo del MPC, es dirigir al sistema a un punto de operacién deseado prediciendo la
evolucion del sistema y calculando la secuencia admisible de entradas de control que mini-
miza un funcional de costo, tal que la evolucion del sistema satisfaga las restricciones. Para
cumplir con este objetivo, el control predictivo estd compuesto por los siguientes componen-

tes:

» Modelo de prediccion: esta dado por un conjunto de ecuaciones algebraicas diferencia-
les que describen el comportamiento dindmico de un sistema de control. Dependiendo
de estas ecuaciones, los modelos se pueden clasificar en lineal/no lineal, deterministi-
co/incierto o discreto/continuo. En particular, se considerardn modelos en tiempo dis-

creto, en el espacio de estado como se describié en la seccion anterior, expresados



2.2 Control predictivo basado en modelo (MPC)

mediante la Ecuacion 2-2. Se considera ademas que el origen es el punto de equilibrio
en el que se quiere regular el sistema. Para una secuencia dada de acciones de control,
el modelo de prediccidn se usa para estimar la trayectoria futura del sistema a lo largo

de un horizonte de prediccién dado y tiene la forma:
x(j + Lk) = Az(j; k) + Bu(js k) j € lov—

donde z(j; k) representa el estado del sistema predicho en el instante j a partir del
estado conocido en el instante k, mientras que u(j; k) indican las acciones de control.
El estado terminal, estd dado por el estado predicho al final del horizonte de prediccion,
es decir x(N; k).

= Funcion de costo: esta funciéon matematica muestra los criterios a optimizar. Por lo ge-
neral, es una funcion definida positiva que define el costo de la trayectoria del sistema
a lazo cerrado a lo largo del horizonte de prediccién, indicado como N. Esta funcién
de costo a menudo estd compuesta por dos términos: un costo de etapa, generalmente
denotado como /(+), que define el costo del sistema en un determinado estado y entrada
en cada paso y la funcién de costo terminal, V(-), que penaliza el estado del sistema

predicho al final del horizonte de prediccion. Formalmente, esta funcion tiene la forma
N-1
Vi(iu) ==Y L(x(ji k), u(j; k) + Vi(@(N; k),
=0

donde 0(-) : X xU - Ry Vp(-): X - R.

= Restricciones: son un conjunto de ecuaciones que definen la regién donde el estado
y la entrada del sistema se deben limitar en cada tiempo de muestreo. Esta region es
la llamada region factible. Estas restricciones son impuestas por los limites fisicos del
sistema o por razones de seguridad y se plantean como un conjunto de desigualdades.
Las restricciones en los estados y las entradas de control del sistema se indican como
x(j;k) € X, u(j;k) € U, para todo j € Iy y_1. Normalmente, debido a razones
de estabilidad, se agrega una restriccion al estado predicho al final del horizonte de
prediccion N. Esta restriccion se denomina restriccion terminal y se puede expresar
como z(N; k) € Xy, donde X'y C X esun conjunto que se define como region terminal
[Mayne et al., 2000].

Idealmente, el horizonte en el problema de control 6ptimo deberia ser infinito para consi-

derar el costo de toda la trayectoria a lazo cerrado. Sin embargo, esto es imposible de resolver
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en la practica, excepto en ciertos casos simples, como el Regulador Cuadratico Lineal (LQR)
sin restricciones para sistemas lineales. Para evitar estas desventajas, se usa un horizonte fi-
nito que implica que el controlador resultante puede perder propiedades importantes de los
controladores de horizonte infinito, como la estabilidad a lazo cerrado. El esquema clésico
del problema de optimizacion de horizonte finito de un controlador predictivo basado en
modelo, denotado como Py (x), se puede plantear como sigue

N-1
min - Vy(z;u) = > (s k), u(i k) + Vi((N; k)
=0
sujeto a:
x(j+ Lik) = Az(j; k) + Bu(j; k), 2(0;k) = 2(k)
u(jsk)el, x(j;k) € X, paratodo j € lp.y_1

(N3 k) € &y,

donde el estado actual del sistema es = (k). Este problema de optimizacion tiene como varia-
bles de decision las actuaciones a lo largo del horizonte de prediccién, u 'y depende de forma
paramétrica del estado del sistema x. La soluciéon que se obtiene al resolver este problema

de optimizacion es:
u’(2) == {u®(0;2(k)),u’(1; 2(k))°, ..., u®(N — 1;2(k))}.

Siguiendo la estrategia del horizonte deslizante, s6lo la primera accién de control u°(0; z(k))
se aplica al sistema en el instante k y se vuelve a resolver el problema de optimizacion en el
siguiente periodo de muestreo £ + 1. De esta manera, la ley de control del MPC viene dada
por.

ki (@(k)) = u”(0; 2 (k).

Por simplicidad y en aras de clarificar las ideas, en lo que sigue, la dependencia respecto
del instante de tiempo k no se tendrd en cuenta en la notacion, es decir x(j; k) serd denotado
por z(j). Pero téngase presente que el problema de optimizacion se realiza en cada instante
k.

Asociado a este problema de optimizacion, se puede definir el conjunto de estados para
los cuales existe una secuencia de NV acciones de control admisibles, tal que el sistema a lazo
cerrado tiene una evolucion dentro de la region de restriccion X'y llega al conjunto terminal
X, denominado dominio de atraccion del controlador predictivo y se denota como Xy .

Teniendo en cuenta que todo sistema, junto con sus restricciones, tiene asociado un maxi-

mo conjunto controlable, el objetivo que se persigue, es expandir el dominio de atraccion del
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controlador MPC, de manera tal que sea igual al maximo conjunto controlable que el sistema
admite. Si esto no ocurre, entonces se tendra un desperdicio del espacio de estado, debido
s6lo a limitaciones del control, y no del sistema en si.

Para clarificar estas ideas, considérese un sistema doblemente integrador, dado por el

modelo en tiempo discreto:

11 0 0.5
z(k+1) = z(k) + u(k).
( ) 01 (k) L o5 (k)

Este sistema estd sujeto a restricciones dadas por los conjuntos X = {z € R? :||z||< 5}
yU = {u€R? :||ul|on< 0.5}. Para poder controlarlo, se disefiada una estrategia MPC con
matrices de ponderacién () = I, y R = I3, y un horizonte de prediccion N = 3. En la
Figura 2-4 se muestra el espacio de estado del sistema X junto con el conjunto de equilibrio
X;. Asimismo, se puede observar el mdximo dominio controlable que admite el sistema X,
y el dominio de atraccion del controlador para los puntos de equilibrio %, = (4.5,0) y
x%y(—4.5,0), dado por Xn(z%,) y Xn(z%,), respectivamente.

La estabilidad a lazo cerrado de este controlador se garantiza mediante una restriccion
terminal de igualdad x(N) = x%,. Esta ley de control ha sido disefiada para dirigir el sistema
desde el estado inicial #(0) = (2,1.5) hasta el punto de equilibrio z%,. Como z(0) estd
contenido en la region factible, la ley de control dirigird el sistema al punto Optimo x;; de
forma asintética.

En este ejemplo se pueden observar dos cuestiones claves, respecto del dominio de atrac-
cion del controlador. En primer lugar, queda en evidencia que es inferior al médximo dominio
de control que admite el sistema, con lo cual, esto representa una clara limitacion por parte
del controlador. En segundo lugar, demuestra que se puede producir una pérdida de facti-
bilidad de la ley de control de MPC debido a cambios en el punto de equilibrio al cual se
quiere dirigir el sistema. Es decir, supongase el escenario en el que se produce un cambio
en el punto de equilibrio una vez aplicada la ley de control, es decir, cambia de z%; a un
nuevo punto z;,. Como se observa en la Figura 2-4, la ley de control de MPC asi disefiada
no se puede aplicar, dado que el estado inicial no estd dentro del dominio de atraccion del
controlador del nuevo punto de operacién deseado, es decir, z(0) ¢ Xn(z%,).

Para solucionar la primera problematica, se han desarrollado diferentes propuestas desti-
nadas a ampliar el dominio de atracciéon [Limon et al., 2005]. Dado que el mismo depende
directamente de la longitud del horizonte de prediccion N y de la restriccion terminal X,

de manera intuitiva, las primeras estrategias que surgieron consistian en flexibilizar estas
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Figura 2-4: Factibilidad del controlador MPC disefiado para el punto de equilibrio z7;: el
estado inicial z(0) es infactible para el controlador MPC con restriccion terminal z(N) =
x%y, dado que z(0) ¢ Xy (k).

condiciones. Si bien con estas técnicas se consigue el objetivo de aumentar Xy, ninguna de
estas estrategias logra obtener el maximo dominio de control que proporciona el sistema.
Ademads, estas consideraciones poseen la desventaja de que producen un aumento en el costo
computacional.

Con respecto al problema de la posible pérdida de factibilidad frente a cambios de puntos
de equilibrio, surge una estrategia denominada como MPC para seguimiento [Limon et al.,
2008, Ferramosca et al., 2009] que lo resuelve y produce un mayor dominio de atraccién que
un MPC estandar para un mismo horizonte N. A continuacién se explicard esta estrategia

con mayor detenimiento.

2.2.3. MPC para seguimiento

El MPC para seguimiento (MPCT, por sus siglas en inglés), es una técnica de control que
mediante el uso de variables artificiales (x,, u,) permite aumentar el dominio de atraccién
del sistema y garantizar la factibilidad recursiva bajo cualquier cambio de punto de equilibrio
admisible. La formulacion considerada, garantiza ademds la estabilidad y la convergencia del

sistema en lazo cerrado al punto de operacion deseado.
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En su formulaciéon mas simple, la funcion de costo del MPCT esta constituida por dos
términos. En primer lugar consta de un costo de etapa, Vﬁy”(-), que penaliza la desviacion
de la trayectoria predicha respecto de las variables artificiales, y en segundo lugar, por un
costo adicional denominado costo de offset, Vo (-), que penaliza la desviacion de las varia-
bles artificiales respecto del punto de referencia objetivo, segin alguna métrica de interés.

Formalmente, esta funcion de costo se calcula de la siguiente manera:

VN(map;uaxa;ua) - Vﬁy”(x;u,xa,ua)—i—VO(xa,x:)
N-—1
dyn . .
con Vi (wiw, za,ua) = Y (12() = zalldy + (i) — uali)
7=0

donde x(j),u(j) denotan, respectivamente, la prediccién de los estados y las entradas
j-muestras adelantes, mientras que (x,, u,) son variables artificiales que representan el me-
jor punto de equilibrio que el controlador puede alcanzar en N pasos, desde un estado inicial
x.

La funcién costo de offset V : R” — R, es necesaria para garantizar la convergencia del

sistema a lazo cerrado al punto de operacion (z¥, u}) y esta definida como:

Definicion 2.2. V(z,2%) es una funcion definida positiva, estrictamente convexa de tal
manera que el linico minimo de

in V, . 2-5
i, Vol ) @)

es (¥, ub).

ER

De la definicion anterior, esta claro que las condiciones en la eleccion de V(-) no son
tan restrictivas. Esta funcidon se puede elegir, en el marco de MPC para seguimiento, como
una norma de la distancia al punto de equilibrio deseado [Limon et al., 2008, Ferramosca
et al., 2009], es decir, 2, donde T es

una matriz definida positiva; o como una distancia a un conjunto objetivo [Ferramosca et al.,

T — %00, || — x%||1, 0 una norma cuadritica ||z — x%|
2010a,Ferramosca et al., 2012]. Asimismo, se la puede configurar como una funcién de costo
econdémico genérico (posiblemente no lineal), proporcionando propiedades significativas al
sistema en lazo cerrado. Dado que una funcion de costo no lineal puede no cumplir con las
condiciones requeridas en la Definicion 2.2, para este tltimo caso los algoritmos para una
aproximacion adaptativa del costo no lineal se proporcionan en [Limon et al., 2013, Alamo

et al., 2014, D’ Jorge et al., 2017].
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La ley de control se deriva de la solucion del siguiente problema de optimizacion
PN(m7p):

urg'%a Vn(z, p;u, x4, u,) (2-6)
s.a. x(0) ==, (2-7)
v(j +1) = Az(j) + Bu(j), j € Towo 28)

z(j) € X, wu(j) €U, J € ljo:n—1] (2-9)
(Ta,ua) € Zs, (2-10)

z(N) = z,. (2-11)

En este problema de optimizacion z y p son parametros, mientras que las acciones de
control u = {u(0),u(1),...,u(N — 1)} y las referencias artificiales (x,, u, ), se consideran
como variables de decision.

Las restricciones (2-7)-(2-9) obligan a que la trayectoria predicha sea coherente con las
ecuaciones del modelo dindmico mientras se cumplen las restricciones del sistema. La res-
triccion (2-10) garantiza que (z,, u,) es un punto de equilibrio admisible. La tltima ecuacién
(2-11) es la restriccién terminal de igualdad relajada que obliga al estado predicho al final
del horizonte de prediccién, a ser igual al estado artificial, es decir, a pertenecer al equilibrio.

Téngase en cuenta, que si bien se plantea una restriccion terminal de igualdad, eso no
seria muy restrictivo ni complicado de cumplir para el controlador, dado que se le pide que
z(N) = x,, donde z, es una variable de optimizacién. Asimismo, se podria plantear el
disefio del controlador con restriccion terminal de desigualdad. La idea subyacente es similar
a la del caso de regulacion: una ley de control terminal (lineal) debe disefiarse para estabilizar
el sistema a cualquier punto de equilibrio admisible (z,, u,). Luego, una funciéon Lyapunov
para el sistema controlado, V(z—z,), se usa como la funcion de costo terminal y un dominio
de atraccion del sistema controlado por la ley de control terminal (z(N), x4, u,) € € se usa
como restriccion terminal. La region terminal §2; depende del punto de equilibrio admisible
y es un conjunto denominado invariante para seguimiento, construido de manera tal que hay
garantias de estabilidad asintética y factibilidad recursiva [Limon et al., 2008].

El problema de optimizacion puede plantearse como un problema de programacion

cuadrética, cuya solucién 6ptima se denota como (u®, 22, u?) y depende de los pardmetros

del problema de optimizacién (z, p). Luego, la ley de control estd dada por rx(x) = u°(0; z).
Finalmente, dado que el conjunto de restricciones (2-7)-(2-11) no depende del punto de

referencia objetivo '}, tampoco lo hace la region de factibilidad, que sélo dependerd del
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estado inicial. Esto significa que existe una region Xy tal que para todo x € Xy y para
todo =¥ € X, el problema de optimizacion Py (z) es factible. Es decir, la factibilidad del
problema de optimizacion no se perdera frente a cambios del punto de referencia.

Para un punto de equilibrio determinado x,, X (x,) denota el conjunto de estados que
pueden dirigirse a x, en /N pasos que satisfacen las restricciones del estado y la entrada a
lo largo de su evolucion. Este es el dominio de atraccion de un controlador MPC disefiado
para regular el sistema a z,. Entonces, el conjunto factible de este controlador es un poliedro
Xn C R"™ dado por el conjunto de estados iniciales que pueden ser llevados a x, en N pasos,

cumpliendo las restricciones del sistema. Es decir,
Xy ={r e X:3I(u,z,u,)sa x(j) € X,u(j) €U, j € Lon_1), (V) = 24}

En MPCT, el punto de equilibrio artificial es una variable de decision, lo que significa que
su region Xy factible es el conjunto de estados x que pueden dirigirse a cualquier estado de
equilibrio alcanzable en N pasos, satisfaciendo las restricciones. Esto se puede leer como
sigue

Ay = J An(a). (2-12)

Ta€Xs

Para clarificar estas ideas, considérese nuevamente el ejemplo del sistema doble integra-
dor, presentado anteriormente. En la Figura 2-5 se muestra el dominio de atraccién para el
controlador MPCT, Xy, y el correspondiente al MPC estandar para el punto x%,, Xn(z%),
para un mismo horizonte N. Como se puede observar, ahora se tiene un dominio de atraccion
mucho mas grande al obtenido con MPC, que incluye todo el equilibrio del sistema, con lo
cual, si se produce un cambio en el punto de referencia la ley de control del MPCT podra
dirigir al sistema al nuevo punto de operacion, y no sélo eso, sino que podra hacerlo para
cualquier cambio de punto de equilibrio que se produzca.

Resumiendo, este esquema de control predictivo se caracteriza por las siguientes carac-

teristicas:
= se aflade como variable de decision, un punto de referencia artificial alcanzable;

= se considera un costo de etapa que penaliza la desviacion de la trayectoria predicha de

las condiciones de estabilidad artificial;

» se anade a la funcién de costo, un término adicional denominado funcién de costo de
offset, que penaliza la desviacion entre la referencia artificial y el punto de equilibrio

real;
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Figura 2-5: Factibilidad del controlador MPCT: el estado inicial z(0) es factible para el

controlador MPCT con restriccién terminal (V) = z%,, dado que z(0) € X.

= se considera una restriccion de terminal relajada que depende del punto de referencia

artificial en lugar del punto de ajuste real.

2.3. MPC con objetivos econémicos

Hasta aqui lo que se tiene es el disefio de controladores cuyo objetivo consiste en dirigir el
sistema a un punto de referencia arbitrario lo mds rapido posible, pero como se ha comentado
anteriormente, el objetivo de control que se desea estudiar, no es estabilizar el sistema con-
trolado en un punto de equilibrio particular, sino optimizar teniendo en cuenta algun criterio

econdmico. Para lo cual se realiza la siguiente definicion:

Definicion 2.3. La medida del desemperiio econémico estd definida por la funcion:

Eeco(xa u7p)7

donde x y u son el estado y la entrada del sistema, respectivamente y p es un vector de

pardmetros que tiene en cuenta los precios, costos, objetivos de produccion, etc.

La funcién /.., (-) representa el criterio econémico que se quiere optimizar, y puede cam-
biar, como se explicé anteriormente, acorde a cambios en el mercado, en los objetivos de

produccion, a la planificacién, o la reconciliaciéon de datos, etc. En general existen muchos
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factores que determinan este costo y que hacen que pueda variar. Es por ello que surge la
idea de usar un parametro p, como una simplificacién matematica para tener en cuenta los
posibles cambios involucrados dentro de la misma. Este pardmetro viene dado como resul-
tado de la capa superior de programacién y planificacién econdmica y debe considerarse
como una entrada a la capa del RTO. En lo que sigue, se supondra que el pardmetro p puede
cambiar a lo largo de la evolucién de la planta, debido a las fluctuaciones del mercado o la
reconciliacion de datos [Ferramosca et al., 2014b].

El punto de operacién 6ptimo en el cual se desea estabilizar la planta es el punto de

equilibrio econémico resultado de la optimizacién en tiempo real RTO, y se define como:

eco ,,eco
u

cco us), satisface

Definicion 2.4. El punto de equilibrio dptimo, (x

eco €co

o ul?) =arg min Llee(x,u,p),

x
( (z,u)EZs

para un dado p y se asume tinico.

Por medio de esta definicion, queda reflejada la dependencia del punto de operacion 6pti-
mo respecto del valor de p, es decir, (2¢°(p), us°(p)). Esto significa que si ocurre un cambio
en el pardmetro p, se puede producir un cambio en el punto de equilibro 6ptimo. A lo largo
del capitulo, con la finalidad de ser mas claros, se utilizara la notacién (5%, us).

A continuacion, se presentaran los controladores que serdn objeto de estudio en esta tesis.
Un detalle importante a remarcar es que en todos los casos, el disefio del controlador es tal
que se garantiza estabilidad, asi como también factibilidad recursiva y la convergencia a un

punto de operacion deseado.

2.3.1. MPC econémico de una sola capa

El MPC econdémico de una sola capa es una estrategia de control que busca resolver la
inconsistencia que puede ocurrir entre las capas econdmica/estacionaria y dindmica en la
estructura de control jerarquica. Las diferencias entre los modelos y las escalas de tiempo
producen problemas que van desde la imposibilidad de alcanzar los puntos de equilibrio (en
un contexto estacionario puro) hasta malos desempefios econdmicos, en régimen transitorio
y en régimen estacionario.

Una estrategia adecuada para unificar estos objetivos consiste en integrar la funcion de
costo economica del RTO como un costo estacionario adicional al costo cuadratico dindmico

del MPC para seguimiento, descrito anteriormente. De esta manera, los objetivos econémicos
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se convierten en objetivos de proceso. Teniendo en cuenta este contexto, se define la funcién

de costo como:

Vi (@, piw, 0, 1) = V™ (20, Ta, a) + Vieo(Ta, Ua, P)
N-1
con V(i zaua) = [a(j) = zallp + u(i) — all%,
=0
%co(xaaump) — geco(xaaump)a

donde z(j),u(j) denotan, respectivamente, los estados y entradas predichas, N es el hori-
zonte de prediccion y (x4, u,) son las variables artificiales.

La ley de control se deriva de la solucion del siguiente problema de optimizacion
Pn(z,p):

min - Vy(z,p;u, x4, ug) (2-13)

W,Zq,Uq

s.a. (2-7) — (2-11).

La particularidad que presenta el diseno de este controlador viene dada por el hecho de
que la formulacion, tanto en la funcidén de costo, como en las restricciones del problema
de optimizacion, no depende del punto de referencia z¢“. Esto significa que es el propio
controlador quien determina el punto de operacién 6ptimo, guiando el sistema a lazo cerrado
hacia el minimo de la funcién econémica /., (-). Por otro lado, mantiene las ventajas del
MPC para seguimiento, presentadas anteriormente.

La contraparte negativa de esta formulacion radica en que los objetivos econdémicos gene-
ralmente estan representados por una funcién no lineal. Esto produce que el costo de optimi-
zacion también lo sea, ocasionando una notable complejidad en la resolucion del problema

de optimizacion, ademds de un elevado costo computacional.

2.3.2. MPC econémico de una sola capa basado en el gradiente del costo

economico

El objetivo de este controlador es solventar la problematica planteada en la seccién ante-
rior. Esencialmente se tiene un MPC que, por medio de un algoritmo subdptimo y haciendo
uso del gradiente de la funcion econdmica, es resoluble a través de un sélo problema de
programacion cuadratica, incluso cuando el costo econdmico es no lineal, garantizando fac-
tibilidad recursiva y convergencia al punto de operaciéon econdmicamente ptimo. De esta

manera, la complejidad computacional resulta considerablemente reducida.
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Es decir, se propone solucionar el problema de la alta no linealidad a través de aproxima-
ciones. Particularmente, el costo del problema de optimizacion estd dado por la combinacién
convexa de la solucién de dos problemas de optimizacidn, que son cuadraticos y por lo tanto
sencillos de resolver. Formalmente, se tiene que la funcién de costo se define como:

a dyn A A Lo — Zq
VPP (2, psa, o, ua) = V" (50, Za,y wa) + Leco(Za, Uay P) + V0 eo(Zay Uay D) e

Uqg — Ugq
donde V/.,(-) es el gradiente de la funcién de costo econémico y (u, Z,, i,) al tiempo k
es una solucion factible conocida, obtenida desplazando en un paso la solucién subdéptima
aplicada al sistema al tiempo k£ — 1. La ley de control al tiempo £ es el resultado de la
combinacién convexa u(k) = Au* + (1 — A\)a, con A € (0,1), siendo u* la solucién al
tiempo k del siguiente problema de optimizacién Py* (z, p):

min Vi (z, p;u, 24, ug) (2-14)

W,Zq,Uq

sa. (2-7) — (2-11).

En primer lugar, para emplear esta estrategia, se debe calcular la solucién factible (x, 1)
del Problema Py (z, p), planteado en la seccién anterior. Para esto, en la primera iteracion
simplemente se resuelve el problema reducido V](i,y”@); luego se podra utilizar la solucion
desplazada aplicada al sistema en el instante de tiempo k£ — 1.

A modo de ejemplo, y para clarificar las ideas, considere que se tiene una funcién de
costo original como se muestra en la Figura 2-6. Un punto factible es aquel que se encuentra
en la region factible del problema de optimizacién, sin importar la optimalidad; con lo cual
una solucion factible del problema de optimizacion es simplemente un punto en esta funcion
(x, 7).

Luego, se procede a resolver un problema de optimizacién aproximado Py (z, p):

z app e
min = V" (z, p; 4, 24, u,)

W,Za,Ua

s.a. (2-7) — (2-11),

.z z s s . d . ., .
donde 1la funcién de costo estd dada por el costo dindmico V""" y una aproximacion lineal

de primer orden de la funcién econémica en el punto factible, es decir:

N N R R Ty — X
VPP (2, pi W, Ta, Ua) = Va™ (250, Ta, Ua) 4 Leco(Za, G, D) + Voo (Fas tlayp) | ¢ "

Uq — Uq
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Vn

Figura 2-6: Solucion factible (x, @).

La solucién 6ptima aproximada del problema Py (x, p), estd dada por (x*, u*). Como se
puede observar, esta funcién de costo es meramente cuadrética, debido a que esta constituida
por un término cuadratico dado por el costo Vﬁ,y”(-) y un término lineal, ya que tanto el
gradiente de la funcién de costo econémico con respecto a (x, u), es decir, Ve, (+), como la

funcién econémica /., (+) estdn evaluados en el punto factible obtenido anteriormente.

En la Figura 2-7 se puede observar una representacion grafica del costo original Vv (fun-
cién en color rojo) y del costo del problema aproximado V" (funcién en color verde).

Notese que los costos van a coincidir en el punto factible.

Vy y,aep

é

(x*,u*) (x,1)

Figura 2-7: Solucién aproximada (x*, u*).

Una vez planteado estos problemas de optimizacién se obtiene una solucion subéptima

que produce un decrecimiento del costo del MPC, a partir de la combinacién convexa de la
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solucioén factible y la aproximada, es decir,

u(A) = A"+ (1-N)a u,(N) =
X(A) = X"+ (1=X)% 2,

(1

+ —
+ (1 = Nz,

I
>

i

para un A € [0, 1]. A partir de esto, se obtiene una solucién que mejora el costo real total
respecto del punto factible.
Para comprender mejor estas ideas, considérese la siguiente parametrizacion del costo

original y el aproximado en A:

Vn(A) = Z(Ilfvj(/\)—xa(/\)llé+IIUj(A)—ua(A)II?z)+€eco(xa(k),ua(/\))
V') = ’_ (Il (N) =z (MG + 1 (A) —ta(MIR) + Ceco(Fa, a)

Ta(N\) — Ty
+weco(:ﬁa,aa>[”<) ! ]

Ug(A) — g
Analizando estas ecuaciones, se observa que en los extremos se tendra que:

= si A = 0 se estd en presencia de la solucidn factible. N6tese que en este punto se tiene
. o ~ A .
que ambos costos son iguales, es decir, si se define el costo V' = V(A = 0), se tiene
que VIPP(A=0) = V.
= si A = 1 se estd en presencia de la solucién aproximada. En este punto se define el

costo como V* 2 Vn(A = 1)y se tiene que V(A = 1) cuyo valor es el 6ptimo.

Esto se puede observar graficamente en la Figura 2-8.

Vy yarv

i V(D) /

I
I
I
I
1 I
1 I
1 I
1 !
1 1
1 I
[} I
1 I
I I
| o

G @)

Figura 2-8: Solucién subdptima y costos parametrizados.
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Dado que para A = 1 el costo aproximado es Optimo, por optimalidad se tiene que

V(1) < Vi™(0). Entonces se establece el siguiente teorema

Teorema 2.5. [Alamo et al., 2014, Teorema 1] Sea el Problema Py (x, p), con x # x5, y las
soluciones subdptimas mencionadas anteriormente, u(\), ,(\), uq(X). Considerar también
que (&4, 1,) # (29, uc). Luego existe un X € (0,1] tal que, para todo 0 < X\ <

S

Vi (z, pyu(A), ma(A), ua(N)) < Vv (2, p; O, Tq, ). (2-15)

La prueba de este teorema se puede ver en [Alamo et al., 2014]. Téngase en cuenta que,
en dicho trabajo, se propone un método para calcular )\ basado en el Hessiano del costo
econémico. Asimismo, \ se puede calcular heuristicamente de tal forma que se cumpla la
condicién (2-15).

Finalmente, de la solucion subéptima (u®°, 5%, u%°) = (u(\),z,(N), ue(N)), se consi-
dera el primer elemento de la secuencia de entradas u®® para implementar la ley de control
MPC implicita, xkx(z, p) 2 u*°(0; z). En el siguiente instante de tiempo k, se tomard como
solucidn factible la solucién 6ptima desplazada obtenida en k£ — 1. De esta manera el costo
real ird decreciendo iterativamente, hasta converger al 6ptimo de la funcién de costo original

Vi (+), como se observa en la Figura 2-9.

v\ V. A;:pp

T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
1
I
1
»
1
1
'

L
@) @)
(x(2),u(2))

Figura 2-9: Decrecimiento iterativo del costo.

Entonces, teniendo en cuenta estos resultados, la funcién de costo del controlador se de-

fine a partir de una funcién aproximada dada por V().
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2.3.3. MPC Economico

Los controladores presentados en las secciones anteriores, estan disefiados para garantizar
el seguimiento asintético del punto de referencia 6ptimo econdmicamente, pero sin conside-
rar el valor del costo econdmico en el transitorio. Esta estrategia de control es practicamente
optima cuando el setpoint no cambia respeto a la dindmica del sistema. Sin embargo, en al-
gunas aplicaciones industriales, el valor del costo econdmico durante el transitorio es mas
importante que el valor en el estado estacionario. En particular, cuando el costo econémico
estd sujeto a continuos cambios. Por lo tanto, en estos casos resulta importante optimizar el
criterio econdmico a lo largo de toda la trayectoria, y no solamente en el estado estacionario.

Este contexto representa la motivacion principal para el diseiio de lo que se define en la
literatura como MPC Econdmico. Este controlador se caracteriza por utilizar como costo de
etapa dinamico, la propia funcion de costo econdmica del RTO. La funcion de costo se define

Ccomo:.:
N-1
V xp) deco j)?p)7
7=0

donde z(j), u(j) denotan, respectivamente, los estados y entradas predichas, N es el hori-
zonte de prediccion.

El problema de optimizacién asociado a este costo, que se desea resolver, estd dado por:

min Vi (z,p;u)

s.a. x(0) =
z(j + ) Az(j) + Bu(j), J € lo.n—y
z(j) € u(j) €U, J € o.v—y
x(N) _ ECO

donde (¢, u5*) es el 6ptimo econdmico que minimiza la funcién /.., (-) para un parametro
p dado, mientras que u es la variable de optimizacion.

Como se puede observar, en esta formulacién es necesario conocer el valor del 6ptimo
econémico (x¢%, uc), por lo tanto se debe resolver en primer lugar el problema RTO, para
luego solventar el problema MPC.

De manera similar a lo realizado en la Seccién 2.2, con el objetivo de garantizar la factibi-

lidad recursiva frente a posibles cambios en el punto de operacién econémicamente 6ptimo,
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y aumentar el dominio de atraccion del controlador, se afiaden variables artificiales al pro-

blema de optimizacion. De esta manera, la formulacion del costo estd dada por:

N
V]\c}(aj?p; u? 'Ia? ua) - Z geco(x(j) - xa + x§007 u(]) - ua + uicoﬂp) + VO(xa7 ua)7

~1
=0
donde z y p son los pardmetros, mientras que (u, z,, u,) son las variables de optimizacion.
La funcion costo de offset V) (+) esta definida segin (2.2).

La ley de control se deriva de la solucién del siguiente problema de optimizacién
Pz, p):

min - Vy(z,p;u, x4, u,) (2-16)

u,Zq,Uq

s.a. (2-7)—(2-11). (2-17)

Cabe destacar que la unica diferencia que presentan todas estas formulaciones es el costo
que se va a minimizar. Es decir, solo varia la trayectoria del sistema en lazo cerrado obtenida
en cada uno de los casos. Sin embargo, todas la ventajas relativas al tema de la factibilidad
recursiva y dominio de atraccién ampliado que se tienen por medio del MPCT se mantie-
nen con cualquiera de los controladores formulados previamente, dado que el conjunto de

restricciones es exactamente el mismo para todos los casos.

2.4. Analisis de estabilidad del MPC

Esta seccion esta destinada a explicar los requisitos necesarios para que la formulacion
de los controladores MPC econdémicos, presentados en la seccidn anterior garanticen facti-
bilidad, convergencia y estabilidad. Para esto, en primer lugar se presentan las condiciones
necesarias y suficientes para garantizar estabilidad en un controlador MPC nominal y MPC
para seguimiento, presentados en la Seccion 2.2. Luego, se vera como se puede adaptar esta

idea al caso del MPC econOmico.

24.1. Estabilidad en MPC

La idea principal en la demostracion de estabilidad en MPC es usar una funcién de costo
optimo como funcion de Lyapunov [Rawlings and Mayne, 2009]. La teoria de Lyapunov
provee un marco de gran utilidad, para determinar la estabilidad o estabilidad asintética. Es-

ta teoria establece condiciones suficientes para garantizar la estabilidad de un sistema y esta
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basada en la existencia de una funcién del estado definida positiva asociada al sistema deno-
minada funcién de Lyapunov. Bajo ciertas hipotesis sobre esta funcion se puede demostrar
estabilidad, estabilidad asintdtica o exponencial [Vidyasagar, 1993].

Antes de proceder con la definicion formal de funcion de Lyapunov, supongase que se

tiene el sistema descrito en la Seccién 2-2, y que el problema de optimizacién Py(x) esta

dado por
N-1
mfn Vi) = Y (), u(3)) + Voo (N) 19
=0
s.a x(0) =z, (2-19)
x(j+1) = Az(j) + Bu(j), J € ljo.n—q (2-20)
w(j) €U, a(j) € X, j € Tgv—y) 2-21)
2(N) € &}, (2-22)

donde el horizonte de prediccion esta dado por NV € 1. En este problema de optimizacion
x es un parametro, y las acciones de control u = {u(0),u(1),...,u(N — 1)} se consideran
como variables de decisién. La solucién 6ptima del problema se denota como u’(x) :=
{u®(0;2),u°(1;2),...,u’(N — 1;2)} y depende del pardmetro . La ley de control estd
dada por rx(z) = u®(0;x), es decir, por el primer elemento de la secuencia 6ptima de
control obtenida en cada instante de tiempo k.

Asimismo, para proceder con el anélisis de estabilidad, a continuacion se presentan algu-

nas definiciones importantes que se utilizaran en la teoria de Lyapunov presentada.

Definicion 2.6. (Funcion definida positiva) Una funcion v es definida positiva con respecto

a x = a si es continua, y(a) = 0, y y(x) > 0 para todo x # a.
Definicion 2.7. (Funciones IC, K..,KL)

» Una funcion o(-) : R>0 — Ry es una funcion K si es continua, vale cero en el
>0

origen y es estrictamente creciente.

» Una funcion a(-) : R> 0 — Rxq es una funcion K, si es una funcion Ky ademds

ala) — oo cuando a — oc.
» Una funcion 5(-) : Rsg X Is9 = Ry se dice que es una funcion ICL si:

e la funcion f(a, k) es K en a para todo k > 0 fijo,
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e la funcion [(a,k) es decreciente en k para todo a > 0 fijo, de modo que

B(a, k) — 0 cuando k — oc.
Teniendo en cuenta estos conceptos, las funciones de Lyapunov se definen como sigue:

Definicion 2.8. (Funcion de Lyapunov) Una funcion V : R™ — R se dice que es una
funcion de Lyapunov para el sistema x(k + 1) = f(x(k)) en un conjunto Xy, si existen

funciones o; € Koo, © = 1,2 y una funcion o definida positiva, tal que se cumple

V() = au([]), (2-23)
V(z) < as([l]), (2-24)
V(f(z)) = V(z) < —as([lz]), (2-25)

para todo v € Xj.

Si V(-) satisface las ecuaciones (2-23)-(2-25) para todo = € X, donde Xy C X es un
conjunto invariante positivo para z(k + 1) = f(x), entonces se dice que V(-) es una funcién
de Lyapunov en X para el sistema z(k + 1) = f(x) y el conjunto X.

La existencia de una funcion de Lyapunov es una condicion suficiente para la estabilidad

asintotica global como se enuncia en el siguiente teorema

Teorema 2.9. Si existe una funcion de Lyapunov, V (-), para el sistema x(k + 1) = f(x(k)),
con az € K. Entonces, el origen es un punto de equilibrio asintoticamente estable del

sistema.

La demostracion de este Teorema puede verse detalladamente en [Rawlings and Mayne,
2009].

Para proceder con el andlisis de estabilidad, a continuacion se presentaran una serie de
supuestos necesarios para la existencia de soluciones y finalmente se muestra que, bajo estas
condiciones, la funcién de costo es de Lyapunov. Para esto, considérese el sistema a lazo
cerrado z(k + 1) = Ax(k) + Ben(x(k)) := fi.(z(k)), donde kx(-) es la ley de control
obtenida al resolver el problema Py (-). Debido a que esta ley es una funcién implicita del
estado bien puede no ser continua, provocando que f;.(-) tampoco lo sea. Por esto se debe

suponer que f;.(-) es localmente acotada' (ver Apéndice B de [Rawlings and Mayne, 2009]).

'Una funcién f : X — X es localmente acotada si para todo x € X existe un entorno A/ de x tal que f(N)

es un conjunto acotado, es decir, existe M > 0 tal que || f(z)|| < M paratodo x € N.
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Supuestos para la existencia de soluciones MPC

Para la existencia de soluciones al problema Py () se deben considerar algunas hipétesis

basicas ademads de las mencionadas referentes a los conjuntos de restricciones:

Suposicion 2.10. (Continuidad del modelo de prediccion y del costo) Las funciones de costo
final, V(-), costo de etapa, ((-) y modelo de prediccion, Ax + Bu, se supondrdn continuas

Y, ademds, valdrdn cero en el origen.

Suposicion 2.11. (Propiedad de las restricciones) El conjunto X y el conjunto final X; C X

son cerrados y U compacto. Cada uno de ellos contiene al origen en su interior.
Suposicion 2.12. (Supuesto bdsico de estabilidad)
ml,zgl{Vf(AZL’ + Bu) + l(z,u) : Av+ Bu € Xp} < Vi(z) Vo e X
IS

Suposicion 2.13. (Supuesto de invarianza) El conjunto Xy es un invariante de control para
el sistema x(k + 1) = Az(k) + Bu(k).

Bajo estas suposiciones, se tiene que ( [Rawlings and Mayne, 2009]):
(i) La funcién de costo Viy(-) es continuaen X' x U.
(ii) Para cada z € Xy, existe una solucién para Py (z).

Observacion 2.14. Para el andlisis bdsico de estabilidad que se dard a continuacion, se
considera que no existe error entre el modelo de prediccion y el sistema dindmico que se

quiere controlar.

Ahora bien, bajo las hipdtesis mencionadas, se puede presentar el siguiente Teorema,
que determina las condiciones generales para la estabilidad de MPC [Rawlings and Mayne,
2009].

Teorema 2.15. (Decrecimiento del costo optimo) Supongase, como es usual, ciertas las
Hipotesis 2.10-2.13. Entonces

Vy(fie(a(k))) < Vi(@) = Uz, my(2)),
para todo x € X.

Demostracion. La demostracion puede encontrarse en [Rawlings and Mayne, 2009, Lema
2.14]. ]
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El resultado del teorema anterior se mantiene si el conjunto de entradas U/ es cerrado
aunque no necesariamente acotado, y puede usarse, con suposiciones adecuadas en la funcién
de costo de etapa /(-), para establecer la estabilidad asintdtica del origen. La propiedad de
decrecimiento establecida en el teorema anterior puede establecerse también utilizando una

propiedad de monotonia de la funcion de costo 6ptimo. Como muestra la siguiente propiedad.

Proposicion 2.16. (Monotonia del costo optimo) Supongase ciertas las Hipotesis 2.10, 2.11,
2.12 'y 2.13. Entonces

Vii(z) <VP(e) Yz e X, (2-26)
V() < Vi(x) Vo € Xy, (2-27)

Demostracion. La demostracion puede encontrarse en [Rawlings and Mayne, 2009, Lema
2.15]. ]

La propiedad anterior también es cierta si I/ es cerrado y no acotado. La propiedad de
monotonia de la funcién de costo 6ptimo puede utilizarse para establecer el decrecimiento

del costo propuesto en el Teorema 2.15 ( [Rawlings and Mayne, 2009]).

La funcion de costo optimo es de Lyapunov

El Teorema 2.15 muestra que la funcién de costo 6ptimo V3 (-) tiene la propiedad de
decrecimiento que la convierte en la candidata adecuada para ser una funcién de Lyapunov
(véase Definicion 2.8), con lo cual se puede utilizar para establecer la estabilidad del origen
para una amplia variedad de sistemas MPC. Para continuar, se postula la siguiente condicién
en el costo de la etapa /() y el costo de la terminal V;(-) requeridos para demostrar que
Vy(+) tiene las propiedades indicadas en la Definicién 2.8, que son suficientes para establecer

estabilidad del origen. Un supuesto adicional es:

Suposicion 2.17. (Cotas para el costo de etapa y final) El costo de etapa ((-) y el costo final
Vi (+) satisfacen

Ux,u) Zaoq(||z|]) Ve € Xn, yVueld
Vi(z) <aq(|lz])) Vo € Xy

Con esta hipdtesis extra se tiene la siguiente proposicion
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Proposicion 2.18. (Funcion de Lyapunov en Xy) Supdngase ciertas los Supuestos 2.10-
2,13y 2.17, ademds X; es acotado y contiene al origen en su interior. Entonces, existen

funciones o; € Ko, i = 1,2, tal que V() tiene las siguientes propiedades

para todo x € Xy.

Demostracion. La prueba puede encontrarse en [Rawlings and Mayne, 2009, Proposicién
2.19]. O]

Ahora, teniendo en cuenta el Teorema 2.9, y la Proposicion anterior, se tiene el siguiente

corolario.

Corolario 2.19. Supongase ciertas las hipotesis requeridas en la Proposicion 2.18. Luego,

el origen es asintéticamente estable para el sistema a lazo cerrado x(k + 1) = fi.(x(k)).

2.4.2. Estabilidad en MPCT

Para el caso de la formulacién de MPC para seguimiento, las tres condiciones para que

el costo 6ptimo V) sea una funcién de Lyapunov, se cumplen de manera similar al caso de

regulacion; s6lo que referido a la cantidad ||z — z,]|, en lugar de a |||, lo que muestra que
x — x,. Pero bien podria ocurrir que estas dos secuencias de estados, si bien una converge
a la otra, no se produzca la convergencia a ningtn equilibrio. Para mostrar que eso no es asf,

ademads se muestra que existe una funcion K, o, tal que
|z — zall = a([lz —z)),

de modo que si ||z — z,|| va a cero, también lo hace ||z — x||. De esta manera podemos
recurrir a los mismos argumentos del MPC estandar para demostrar estabilidad asintética.
También en este caso, como sucede para el MCP estandar el controlador se puede disefiar
con una funcion de costo terminal y una restriccion de desigualdad en el estado terminal.
La restriccion terminal obliga al estado terminal a estar en una regién que es un dominio
de atraccion del sistema estabilizado por un controlador local, denominado ley de control

terminal. La funcién de costo terminal se elige para que sea una funcién de Lyapunov del
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sistema controlado por la ley de control terminal. Estas suposiciones aseguran la existencia
de una solucidn factible basada en la soluciéon 6ptima en el dltimo instante de muestreo y
aseguran que la funcién de costo 6ptimo sea una funcién de Lyapunov para el sistema con-
trolado. Las principales ventajas de esta metodologia es que el controlador resultante tiene
un mayor dominio de atraccidén y un mejor rendimiento en bucle cerrado que el controlador

que usa una restriccion de igualdad.

2.4.3. Estabilidad en MPC economico

En la formulacién de MPC econémico, dado a que el costo 6ptimo no necesariamen-
te decrece a lo largo de la trayectoria en lazo cerrado y, en algunos casos, puede suceder
qQue Leco(z, U, p) < Leeo(E°, u, p) en el régimen transitorio, el enfoque presentado ante-
riormente no puede usarse, [Rawlings et al., 2012, Angeli et al., 2012]. En este contexto,
se introduce un costo de etapa modificado, denominado como costo rotado [Amrit, 2011],
que presenta la misma solucion que el problema original y que puede ser usado como una
funcién de Lyapunov si se satisfacen ciertos supuestos. Antes de definir el costo rotado, se

introducen algunas definiciones y suposiciones previas necesarias.

Definicion 2.20. (Sistema estrictamente disipativo) El sistema x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)
es estrictamente disipativo con respecto a una tasa de suministro s : Z — R si existe una
funcion de almacenamiento \ : X — Ry una funcion definida positiva p : Z — R, tal

que para todo (x,u) € Z C X xU

AMAz 4+ Bu) — AMz) < —p(x — 22 u — u) + s(z,u). (2-28)

s

La nocion de disipatividad en las ciencias fisicas, esta estrechamente relacionada con la
nocidn de energia. Un sistema disipativo se caracteriza por la propiedad de que, en cualquier
momento, la cantidad de energia que el sistema puede suministrar a su entorno no puede

exceder la cantidad de energia que se le ha suministrado.

Suposicion 2.21. (Sistema disipativo). El sistema lineal x(k + 1) = Axz(k) + Bu(k) es

€eco

eco)
s .

disipativo con respecto a una tasa de suministro s(x,u) = {(z,u) — {(x ¢

, U

Suposicion 2.22. (Continuidad del costo, del sistema y del almacenamiento). El costo ((-),

la funcion dindmica del sistema x(k+ 1) y la funcion de suministro \(-) son continuos en Z.

Teniendo en cuenta las suposiciones precedentes, se define el costo de etapa rotado co-

mo L(z,u) : Z — Rso, en funcién del costo de etapa econémico /(-), y la funcion de
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almacenamiento A(-) correspondiente, como:
L(z,u,p) := Leco(x,u,p) + M) = MAZ + Bu) — Leeo (25, ul, p). (2-29)

Considerando que las Suposiciones 2.21 - 2.22 se cumplen, entonces el costo rotado pre-

senta las siguientes propiedades:

1 Solucién 6ptima en el punto de equilibrio: El siguiente problema de optimizacion

(mgnz L(z,u,p) sujeto a x = Ax + Bu, (2-30)
T,u)e

presenta la misma solucién que el problema

ml'nz leco(T,u,p) sujeto a = = Az + Bu, (2-31)
€

(z,u)

la cual esta dada por (2%, ut®).

s 7S

2 Limite inferior: La desigualdad de disipatividad implica que el costo de etapa rotado
L(z,u,p) > p(x — x5, u—ut®),¥(x,u) € Zy por lo tanto puede estar limitado por

una funcién 1C, ~(+)

L(z,u,p) > v(|(x — 25, u — us)|) > v(|lx — 25°|) > 0, V(x,u) € Z. (2-32)

s ) S

Finalmente, si el sistema es disipativo con respecto a la tasa de decrecimiento
loco(T, U, D) — Leeo(5°°, us®, p), resolver el problema de optimizacién dado por (2-18), es

equivalente a resolver

N-1

min Vy(z,u) = 3 L@(j), u(j), p) + Vi(2(N)) (2-33)
=0

sujeto a: (2-34)

z(j+1)=Azx(j) + Bu(j) z(0)==x , (2-35)

w() €U, z(j)€X, Vje Ty (2-36)

z(N) € Xy, (2-37)

donde V;(x(N)) es el costo rotado del costo final V;(x(N)). Este problema presenta la
particularidad de que por las propiedades del costo rotado, ahora si se puede utilizar el costo

VN() como funcién de Lyapunov para demostrar estabilidad asintotica.
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Capitulo 3

MPC para sistemas lineales con

incertidumbre aditiva

3.1. Introduccion

Como se ha visto al comienzo del capitulo anterior, el control predictivo esta basado en
la determinacion de la evolucion futura del sistema que se desea controlar, para lo cual es
necesario disponer de un modelo apropiado de la dindmica de dicho sistema. Sin embargo,
es a menudo muy dificil, si no imposible, contar con un modelo que describa exactamen-
te el comportamiento del sistema real. Esto se debe, principalmente, a que siempre existen
fendmenos no modelados, inexactitudes en los pardmetros estimados y perturbaciones exter-
nas no contempladas al momento de definir el modelo. Mds aun, suele existir una decision
de compromiso a la hora de elegir entre complejidad y exactitud, que hace que muchas ve-
ces se acepte un cierto grado de inexactitud para poder contar con un modelo sencillo, que
simplifique tanto la identificacion como el control propiamente dicho.

Esa inexactitud en la descripcion del comportamiento de un dado sistema se conoce como
incertidumbre y, aunque no puede ser descrita en sentido estricto, si puede ser tenida en cuen-
ta en los modelos, aunque mas no sea como una cantidad responsable de las discrepancias
entre predicciones y comportamiento real o estimado.

Formalmente, se considerara el siguiente modelo lineal, en tiempo discreto, con incerti-
dumbre aditiva, [Michalska and Mayne, 1993, De Nicolao et al., 1998, Mayne et al., 2000]:

z(k+1) = Az (k) + Bu(k) + w(k), (3-1)

siendo z(k) € R™ el vector de estados y u(k) € R™ el vector de entradas de control, ambos
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en el instante k. El vector w(k) € R" representa la incertidumbre del modelo (que incluye
tanto diferencias planta-modelo como perturbaciones no medidas), y el inico conocimiento

que se tiene de ella es que estd acotada, de forma tal que
’LU(k’) € W, k e ]120, (3-2)

donde )V es un conjunto compacto en R", que contiene al origen en su interior. El sistema
esta, ademas, sometido a restricciones tanto en las actuaciones como en los estados, descritas

como

z(k) € X, (3-3)

donde X’ y U son, como en el capitulo anterior, conjuntos compactos que contienen al origen
en su interior.
El modelo
z(k+1) = Az(k) + Bu(k), (3-4)

describe el comportamiento del sistema en caso de no haber incertidumbres, y se denomina
modelo nominal.

En el contexto de los controladores MPC - donde el modelo de prediccion juega un papel
fundamental - se sabe que la estrategia cuenta ya con una robustez intrinseca (denominada en
la literatura robustez inherente [Rawlings and Mayne, 2009]) que hace que aun con modelos
nominales se puedan conseguir desempefios del lazo cerrado altamente aceptables. Sin em-
bargo, a medida que la incertidumbre del modelo comienza a ser significativa, esta robustez
inherente de la estrategia deja de ser suficiente, y comienzan a aparecer efectos indeseados,

como los que se detallan a continuacion:

= Las acciones de control obtenidas en base al modelo nominal pueden no ser dptimas
para el sistema real, incurriendo en un costo mayor al calculado y, por tanto, en un

comportamiento inaceptable del sistema.

= El sistema real puede evolucionar a estados en los que el control MPC no es factible,
es decir, a estados en los que es imposible satisfacer todas las restricciones del sistema.

En este caso, el problema de optimizacion no tendria solucidn posible.

= La evolucién del sistema podria hacerse inestable, a pesar del correcto disefio del con-

trolador, basado en el modelo nominal.
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Por estas razones, se han ido desarrollando en la literatura distintas formulaciones de MPC
basadas en modelos con incertidumbre como el (3-1). Cuando lo que se busca es garantizar
las propiedades tipicas de MPC (factibilidad, estabilidad) para todas las posibles realizacio-
nes de la incertidumbre, se habla de formulaciones de MPC robusto. Cuando por el contrario,
lo que se busca es mantener las propiedades de MPC con una cierta probabilidad, aprove-
chando el conocimiento de las distribuciones probabilisticas de la incertidumbre, se habla
de formulaciones de MPC estocdstico. En el primer caso, se obtienen formulaciones que
pagan la garantia deterministica de las propiedades con desempefios mas conservadores. En
el segundo, se obtienen formulaciones que pagan desempefios mds ambiciosos con pérdidas
esporddicas de factibilidad o estabilidad en términos de la esperanza matemaética.

En ambos casos, la convergencia del sistema real ya no serd a un punto de equilibrio, sino
a un conjunto tal que contenga las excursiones del sistema bajo la influencia exclusiva de
la incertidumbre. A continuacion se presentaran dos estrategias de MPC particulares, que se

encuadran, respectivamente, en el enfoque robusto y el enfoque estocéstico.

3.2. MPC robusto

En lo que sigue se presentard una estrategia de MPC robusto, que seré clave en la for-
mulacién de los controladores propuestos en los capitulos finales. El enfoque sigue las ideas
presentadas en [Chisci et al., 2001, Ferramosca et al., 2012], y se caracteriza por utilizar un
modelo nominal para las predicciones y acotar los conjuntos de restricciones originales X’y
U, para dar cuenta de las posibles realizaciones de la incertidumbre.

Se considerard, sin perder generalidad, el problema de regulacion al origen. La conver-
gencia asintotica que se busca es, por tanto, a un conjunto R, que contiene al origen en
su interior y que, ademds de contener todas las evoluciones posibles del sistema incierto en
torno al origen, deberd ser lo mas pequeno posible, de modo de minimizar la sensibilidad del
lazo a las perturbaciones.

Para esto ultimo, se considera una pre-estabilizacion del sistema nominal (destinada, co-
mo se verd, a operar principalmente dentro de 'R.,) dada por una realimentacion de estado

estabilizante, K. El sistema pre-estabilizado se describe como:

z(k+1) = Agz(k)+ Be(k) (3-5)
u(k) = Kz(k)+ c(k),

donde Ax = A + BK tiene todos sus autovalores en el interior del circulo unitario y la
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variable de control ¢(k) representa la diferencia entre la entrada de control u(k) y la re-
alimentacion KZ(k). Se supondrd, ademas, que limy_,o, c¢(k) = 0, de manera tal que el
sistema (3-5) tiende asintdticamente a z(k + 1) = Axz(k).

Ahora interesa caracterizar el conjunto objetivo R ., donde la realimentacién K tendrd la
tarea de minimizar el efecto de la incertidumbre. Para ello, es conveniente introducir primero

la nocién formal de conjunto invariante robusto.

Definicion 3.1. [Kolmanovsky and Gilbert, 1998] Un conjunto S es llamado conjunto in-

variante positivo robusto (RPI) para el sistema incierto x(k + 1) = Aga(k) + w(k), con
w(k) e W, si AkS W C S.

Entre todos los posibles conjuntos RPI, se busca asociar el conjunto objetivo R, al mini-
mo de ellos, es decir, al conjunto RPI que, para una dada K, no contiene a ningin otro.
Una forma de caracterizar este conjunto es mediante el cdlculo de los conjuntos alcanzables,

como se muestra a continuacion.

Definicion 3.2. El conjunto alcanzable en j pasos, R, estd dado por
7j—1
R; =P AW,  jel (3-6)
i=0

Teniendo en cuenta esta definicion, R; representa el conjunto de estados del sistema
xz(k +1) = Agz(k) + w(k) que pueden ser alcanzados en j pasos desde el origen, para
alguna realizacion de la incertidumbre w. Este conjunto cumple, para j € I, las siguientes
propiedades [Chisci et al., 2001]:

(i) R; @ AW =R, conRy = W.
(i) AxR; @W =R, =R; & AW.
(iii) R; C Ry

(iv) La secuencia de conjuntos R; tiende a R, para j — o0, siendo R, el minimo
conjunto invariante robusto para x(k + 1) = Agz(k) + w(k) ( [Kolmanovsky and
Gilbert, 1998]).

(v) Existe un indice de determinacién, j* > 0, tal que R, = R;, paratodo j > j*,y
Rj* = Roo
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Como se puede ver, las dos ultimas propiedades son las que permiten caracterizar el
conjunto objetivo R, para una dada /', mediante la sencilla iteracion de la Ecuacién (3-6),
(y de hecho, su denominacién surge de estas propiedades). Naturalmente, este conjunto
depende de K, y esta realimentacion debera ser elegida de modo de minimizarlo (es decir,

se debe elegir la ganancia K que minimice el minimo invariante robusto R).

Una vez caracterizado el conjunto al que convergera el lazo cerrado, el siguiente paso
consiste en prever el efecto de la incertidumbre en las trayectorias de entrada y estado predi-
chas, de modo de asegurar que las restricciones originales (3-3) no seran incumplidas. Para
ello, dichas restricciones se reemplazaran (en el problema de optimizacion que subyace al

MPC) por otras més estrictas - denominadas restricciones acotadas:

X, £ XOR; (3-7)
Uy £ US KR,

donde j representa, en este contexto, el tiempo de prediccion para las entradas y estados.
Pero dado que se calculan mediante una diferencia de Pontryagin, los conjuntos X; y U; bien
pueden ser vacios, si R; es demasiado grande. Para asegurar que esto no ocurra, para ningin

J € L., se realizard la siguiente suposicion:
Suposicion 3.3. El conjunto R es tal que R, C X y KR, C U.

Como se observa, quien determina en gran medida si la suposicion anterior se cumple es
la ganancia de realimentacién K, pues afecta tanto a ‘R, (segin la Ecuacién (3-6)) como a
KR . En [Limon et al., 2010] se propone un método para calcular /', basado en desigualda-
des matriciales lineales (LMI, por su sigla en inglés), que para un dado sistema, hace cumplir
la Suposicion 3.3 a la vez que minimiza el conjunto R .

Teniendo en cuenta los conceptos anteriores, se plantea a continuacién el algoritmo de
optimizacién correspondiente a un control MPC robusto, cuyo objetivo es guiar al sistema

incierto (3-1), en forma factible, al conjunto €2:

Algoritmo 1 (MPC Robusto).
Offline: Calcular los conjuntos X, Z/Nlj y R, segiin las definiciones previas, donde N es
el horizonte de prediccion.

Online: En cada instante de tiempo k € I,

L. medir el estado x(k),
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1I. resolver el siguiente problema de optimizacion, para ¢ = {c(0;k),--- ,¢(N — 1;k)},
N—

min Vy(z;c) Z 12053 k)G + lulss )1 + 112(N; &)1, (3-8)

=0

s.a. (3-9)

z(0; k) = z(k), (3-10)

T(j + 1; k) = Az(j; k) + Bu(j; k) , o (B-11)

u(j; k) = Kz(j; k) + c(j; k) , (3-12)

2(jik) € &, j €l (3-13)

a(jsk) €Uy, j € Tov-s (3-14)

T(N;k) € ¥9 © Ry, (3-15)

donde .y es un poliedro definido como:

Yo = {x: Alw € Xj, KAj.x € U;,Yj > 0},

1L aplicar la accion de control u(k) = u°(0; k).

Noétese que todos los conjuntos involucrados en el problema de optimizacién son calcula-
dos por dnica vez y de manera offline. Ademas, Yy es un conjunto invariante robusto para el
sistema z(k + 1) = Agz(k) + w(k) paraw(k) € W, z(k) € X y Kz(k) € U.

La ley de control esta dada por:
k(1) = Ko(k) + (0; 2(k)),
donde °(0; z(k)) es el primer elemento de la secuencia 6ptima calculada en z (k).

Observacion 3.4. Si bien en esta tesis se trabajard con el enfoque robusto presentado, se
debe destacar que existen otros similares, como ser, el conocido como ‘MPC por tubos’
( [Cannon and Kouvaritakis, 2016, Cannon et al., 2011a, Mayne et al., 2005]), que es al-
go mds conservador, pues utiliza el conjunto R, en lugar de R ;, para las restricciones
acotadas dadas por la Ecuacion (3-8) de modo de tener conjuntos de restricciones que no
dependen del tiempo de prediccion (lo que equivale asegurar que no solo la trayectoria
nominal sera factible, sino también el ‘tubo’ cuyo centro estd dado por las predicciones

nominales, y la seccion estd dada por R ..).
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3.2.1. Analisis de estabilidad

Como se explico en la seccion anterior, dado que el unico conocimiento que se tiene de la
incertidumbre que presenta el sistema es que estd acotada, el origen deja de ser un punto de
equilibrio del sistema incierto, por lo que la region atractora pasard a ser su generalizacion
robusta, R .. En este contexto, los conceptos clasicos de estabilidad, tales como la definicién
de estabilidad asintética o la teoria clasica de Lyapunov, presentadas en el Capitulo 2, no
pueden aplicarse directamente.

En esta seccidn se establecerdn las condiciones bajo las cuales se conservan la factibili-
dad recursiva y la estabilidad del lazo cerrado. Resumidamente, las claves de la estabilidad
robustas para esquemas MPC son dos: la estabilidad asint6tica del sistema nominal en lazo
cerrado y la continuidad uniforme del costo 6ptimo. La primera garantiza un decrecimiento
positivo del costo 6ptimo nominal en cada instante, mientras que la segunda garantiza que
el efecto de la incertidumbre permanezca acotado. Por tanto, para mantener la estabilidad
del sistema, basta con que el posible incremento de costo éptimo que produce la incertidum-
bre sea compensado por el decrecimiento que fuerza la estabilidad asintdtica nominal. A
continuacion se presentan las definiciones y resultados necesarios para el desarrollo de esta
seccion.

La estabilidad robusta es la denominada estabilidad entrada-estado, la cual fue formulada
por primera vez en [Sontag, 1989] para sistemas en tiempo continuo, pero resultados presen-
tados en [Jiang et al., 1999,Jiang and Wang, 2001] han trasladado estos conceptos a sistemas

en tiempo discreto.

Definicion 3.5. (Estabilidad entrada a estado) [Jiang and Wang, 2001] Un sistema x(k +
1) = Az(k)+w(k) es estable entrada a estado si existe una funcion KCL, 5(+), y una funcion

IC, v(+), tal que la evolucion del sistema satisface que

lz(R) I < B(l<(0)], k) + (1),
para todo x(0) € B,, siendo |w(k)| < p para todo k.

La definicion anterior dice que en ausencia de incertidumbres el sistema es asintéticamen-
te estable. Sin embargo, cuando aparecen incertidumbres acotadas, el efecto que éstas tienen
sobre la evolucion del sistema estd acotado, es decir, las incertidumbres no hacen divergir al
sistema.

Notese que esta definicion incluye a otra, denominada estabilidad asintética de cota final,

pues, de la definicion de estabilidad entrada-estado se deduce que para todo ||z(0)|| < e,
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el estado estd acotado segin ||z(k)|| < by, de forma que la cantidad positiva b, cumple
k) — 0.

Asociada a este concepto de estabilidad esta la definicion de funcién de Lyapunov entrada

by — (1) para k — oo, dado que para ese caso 3(]|z(0)

a estado:

Definicion 3.6. (Funcion de Lyapunov entrada a estado) ( [Jiang and Wang, 2001 ])
Una funcion continua V : R"™ — R se denomina funcion de Lyapunov entrada a estado si

satisface que
» Existen unas funciones IC, o (+), as(-), tales que

ar([lz]]) < V(z) < as(||z]]) Yo € Be.

» Existen unas funciones IC, az(-) y o(+), tales que

V(Az +w) — V(z) < —os(||z||) + o(pn) Vo € B, Yw € B,,.

La segunda propiedad de la definicién es equivalente a decir que existe una funcién K,

X (+), y una funcién I, a(+), tales que
V(Az +w) = V(r) < —ax(z) Vo all = x(n)

es decir, que fuera de una vecindad del origen se satisface la condicioén de Lyapunov estandar.
El principal resultado es el siguiente lema, donde se establece la condicidn suficiente para

garantizar la estabilidad entrada a estado de un sistema.

Lema 3.7. ( [Jiang and Wang, 2001])
Si un sistema x(k + 1) = Ax(k) + w(k) admite una funcién de Lyapunov entrada a estado

entonces el sistema es estable entrada a estado.
Teniendo en cuenta estas definiciones se establece el siguiente teorema

Teorema 3.8. Para toda condicion inicial factible, x(0) € X, el sistema (3-1) controlado
por la ley de control u(k) = Kz(k) + c(k) derivada del Algoritmo 1 satisface las siguientes
propiedades:

L. La evolucion del sistema es robustamente factible y admisible, esto es, ©(j) € Xy y

(x(7),u(j)) € X xU,Yw(k) e W, k=0,1,--- ,j — 1.

IL limy_ c(k) = 0.
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1L El lazo cerrado converge asintéticamente x — R, como k — Q.

IV. Existe una funcion KCL, [, y una funcion IC, v, tales que

le(R)F < BUz(O)], k) + v (llwl),

para todo x(0) € Xy y toda perturbacion w(k) € W, por lo que el lazo cerrado es
ISS.

La demostracion de este ultimo resultado, que omitimos por brevedad, se basa (tal como
se esbozo al comienzo de la subseccion) en la continuidad de uniforme y el decrecimiento
positivo del costo 6ptimo nominal, Vy(z), del problema de optimizacién (3-8). Para los

detalles, se remite al lector a [Limon et al., 2009].

3.3. Enfoque estocastico

El principal inconveniente de las formulaciones robustas antes mencionadas es el alto
grado de conservadurismo que presentan, debido a que el disefio considera todas la posibles
realizaciones de las perturbaciones. Este inconveniente busca ser superado por el denomi-
nado MPC estocastico (SMPC), en el cual se considera una descripcion probabilistica de
las predicciones, permitiendo pequeinas infactibilidades (mediante las llamadas restricciones
probabilisticas), lo que redunda en controles mas agresivos e, incluso, en mayores dominios
de atraccién ( [Cannon et al., 2011b, Mayne, 2016, Lorenzen et al., 2017]).

Para sistemas lineales con incertidumbre estocdstica aditiva, el sistema generalmente se
descompone en una parte determinista, nominal, y un sistema autonomo (pre-estabilizado)
que involucra solo la parte incierta. Luego, los diferentes enfoques se caracterizan por
(i) calcular una regién de confianza para la parte incierta y usarla para la reduccién de
las restricciones (ver [Cannon et al., 2011b] para el caso de una regién de confianza
elipsoidal) y (ii) restringir directamente las restricciones, dada la evolucion de la parte
incierta, como por ejemplo se hace en [Kouvaritakis et al., 2010, Korda et al., 2011].
Un enfoque ligeramente diferente es el presentado en [X. Zhang and Lygeros, 2013],
donde los autores también determinan primero una regiéon de confianza para la secuen-
cia de las perturbaciones, pero luego emplean técnicas de optimizacion robustas. En el
trabajo reciente [M. Farina and Scattolini, 2016] se proporciona un resumen de los di-

ferentes enfoques para la propagacion de la incertidumbre y la reduccion de las restricciones.
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Se considera, al igual que en la seccion anterior, el sistema incierto (3-1), con la particu-
laridad de que la incertidumbre w(k), k > 0, constituye una secuencia de variables aleato-
rias (estadisticamente) independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), con media cero.
Ademads, estan acotadas y se encuentran en un poliedro convexo y compacto que contiene el

origen en su interior, dado por
W={weR": A,w < by,}. (3-16)

Una de las diferencias que presenta la formulacién estocdstica respecto de la robusta, ra-
dica en que las restricciones que se consideran son probabilisticas; es decir, las restricciones
pueden ser incumplidas con una cierta probabilidad menor o igual a una cantidad preestable-
cida. Suponiendo que los conjuntos X'y U son poliedros (esto es, X = {x € R"|A,x < b, }

yU = {u € R™|A,u < b,}), las restricciones para las predicciones pueden escribirse como:

Pk{[A:v]z ZL’(], k) [bx}z} Z 1— [g]z ) S ]Il:p7 j S II:1:N (3'17)
Pe{[Au]i u(Gi k) < [bu]i} > 1 —[eu]i i €11, J € lona (3-18)

IN

donde p y ¢ son el nimero de restricciones lineales que definen X' y U respectivamente; y
A, € RP¥" A, € R™*™ b, € RPy b, € RL Ademds, [¢]; € [0, 1] es un pardmetro dado
que restringe la probabilidad condicional de infringir la restriccion de estado lineal ¢ en la
prediccion futura (j; k), dada la realizacion del estado actual z(k). Obsérvese que considerar
[e]; = 0 convierte una restriccion probabilistica en una restriccién deterministica.

Como es habitual en la formulacion de MPC estocastico, se puede descomponer el estado
y las trayectorias predichas de entrada del modelo (3-1) en sus componentes deterministas y
estocdsticas. Para esto, considérese una ganancia de realimentacion K, tipicamente escogida
como la ganancia de control 6ptimo de LQR, de manera que Ax = A + BK presente todos
sus autovalores en el interior del circulo unitario. Entonces, dado un horizonte de prediccion

finito NV, se tiene que para j € Ip.n_1,
x(j; k) = z(jsk) +e(ds k), (3-19)

u(j k) = Ke(ji k) +v(j; k), (3-20)

donde z € R" representa la evolucion del modelo nominal (deterministico), mientras que

e € R" representa la evolucion de la componente estocdstica del estado, es decir

2(j+1Lk) = Az(j; k) + Bu(ji k), 2(0;k) = (k) (3-21)
e(j+Lk) = Age(j;k) +w(jsk), e(0;k)=0. (3-22)



3.3 Enfoque estocéstico

Teniendo en cuenta las Ecuaciones (3-19) - (3-22) y las propiedades de distribucion de
las perturbaciones, el valor esperado del costo puede ser calculado explicitamente en las

variables deterministicas z(j) y v(j) como sigue [Lorenzen et al., 2017]:

Vn(zu,20,u,) = Vid(x;u) + Vi(w) (3-23)
donde
N-1
Vi) = Y 120005 + oG IR + 12V 0) 17
=0
N-1
Vi(w) = Ek{z||6(j;/f)||é+KfRK+||6(N;/f)||?>},
=0

donde R € R™*™y P € R™ "™ son matrices definidas positivas y () € R™*™ una matriz semi
definida positiva tal que el par (Q'/2, A) es observable. De manera similar al caso robusto,
a continuacion se derivan los conjuntos de restricciones deterministicas y no conservadoras
/'\ij y Z:{j para el sistema nominal, de manera que las restricciones (3-17) y (3-18) para el
sistema (3-1) se mantienen a lazo cerrado bajo la ley de control del controlador. Luego, estos
conjuntos de restricciones se modifican aiin mas para proporcionar garantias de estabilidad

estocdstica y factibilidad recursiva para todas las realizaciones de perturbacién admisibles.

Restricciones de estado

Las restricciones de estado probabilistico se pueden reescribir de forma no conservadora
en términos de conjuntos de restricciones lineales convexas X}- en el estado nominal predicho
2(7; k), como se indica a continuacién.

Sea e € [0, 1]?, el sistema (3-1) satisface las restricciones probabilisticas (3-17) para k €
Iji.ny e @ € Iy sty solo si el sistema nominal (3-21) satisface las restricciones 2(7;k) € )?j,

con

)E’] = {Z e R" ’ Amz < 77]}7 ] € Hl:Na (3-24)

donde 7); viene dada por

sl = méxn (3-25)
s.a.  Pu{n < [bg]i — [Az)ie(fs k) > 1 —[e]; @ € Ly,
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Restricciones de entrada

Dado que en cada instante de muestreo, la entrada 6ptima se recalcula y se adapta a
la realizacion real de la perturbacion pasada, se permite la probabilidad de que las futuras
entradas predichas puedan violar las restricciones del sistema.

Sea ¢, € [0;1) un nivel de satisfaccion de restriccion probabilistica. De manera similar a
lo realizado con las restricciones de estado, se reemplaza la restriccion original por v(j; k) €
Z/?j, con

Uy ={v eR™ | Aw < 15}, j € Tono, (3-26)

donde 41, estd dado por
[l = mlf%XM
saa.  Pi{p < [bu)i — [AuiKe(jik)} > 1 —¢e, i€,

Es importante remarcar que en lazo cerrado, las restricciones duras de entrada se cumplirdn

debido a que pg = b,,.

Restriccion terminal

Primero construimos un conjunto admisible recursivamente factible bajo una ley de con-
trol local y luego empleamos un ajuste adecuado para determinar la restriccion terminal X'f
para el sistema nominal.

Para el sistema (3-1) con entrada u(k) = Kxz(k), sea Xy = {x | Ajz < by} el maximo

conjunto invariante positivo en el interior de
Yr={r| AyAxx <m, A, Kz <b,}

donde 7, estd dada por la Ecuacién (3-25).

Una vez obtenido este conjunto, se procede de manera similar a lo realizado con las res-
tricciones de estado y entrada. Es decir, sea ¢4 € [0;1) un nivel probabilistico, luego se
define el conjunto

X = {2 € R"| Asz <y}

con

sl = m;;ixn
s.a. Pe{n <[bsli — [Aflie(N;k)} > 1—¢; i€,

donde p es el numero de restricciones lineales que definen el conjunto X.
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Restriccion del primer paso y dominio de atraccion

Uno de los grandes desafios que presenta la formulacion de MPC estocéstico, es el de po-
der asegurar la factibilidad recursiva del controlador. La estrategia desarrollada, para cumplir
con este objetivo, fue presentada en [Lorenzen et al., 2017] y consiste en restringir un poco
mas a la primera prediccion del estado, z(1; k) en términos de la distribucién de w, mientras
que el resto de las predicciones z(2; k), ..., z(N —1; k), z(IV; k) estan restringidas, segtin lo
presentado anteriormente. Para esto se define un conjunto invariante robusto, de manera tal
que, si z(1; k) se encuentra en su interior, el resto de las predicciones sujetas a las restriccio-
nes probabilisticas (presentadas anteriormente) no se irdn mas alld del dominio de atraccién
del sistema.

Formalmente, en primer lugar, para poder definir el conjunto de restriccion de la primera

prediccién, considérese el conjunto factible Cy definido como

Jo(l),...,o(N—-1) e R™

2(j + L k) = Az(j; k) + Bu(j; k)
e R™™ | A.z(j;k) <mj, je€[L,N] : (3-27)
Ao(ji k) <pj, jel0,N—1]
Apz(Ni k) <ny

/

La proyeccion de Cy en las primeras NN predicciones Xy = Proj,(Cy) no es necesariamente
un conjunto invariante robusto positivo con respecto al conjunto de perturbaciones V. Por
lo tanto, debera calcularse recursivamente, un politopo invariante de control robusto sujeto a

C. Para esto, sea C37, = Proj.(C3), a partir de C},, = Xy se tiene que:

Ju € R™s.a.(z,u) € Cy

Cil=<{zely ,
* | Az + Bu € Cny.©OW
donde, por definicién, C37, = N2 Ch .-

Teniendo en cuenta estas definiciones se plantea el siguiente algoritmo de optimizacidn:

Algoritmo 2 (MPC Estocastico).

Offline: Calcular los conjuntos )Ej, Z:lj, X 1y CX . segiin las definiciones previas.

Online: En cada instante de tiempo k € I,

L. medir el estado x(k),
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1. resolver el siguiente problema de optimizacion, parav = {v(0;k),--- ,u(N — 1;k)},

min Vi(z;v)
v

2(0:k) =

2(j +1; k’) Az(j; k) + Bu(j; k)
2(j; k) € jely

v(y; k) € Z/lj, j € Tp.n_1

(2(N; k) € Xy
z(LLk)eCy, oW

1L Aplicar la accion de control u(k) = v°(0; k).

Notese que todos los conjuntos involucrados en el problema de optimizacién son calcula-

dos por dnica vez y de manera offline, es decir, fuera de la optimizacion.

Observacion 3.9. Al igual que en la caso de MPC robusto, se debe destacar que existen
otros enfoques para MPC estocdstico diferentes al tratado en esta tesis. De entre ellos se
destacan los presentados [Cannon and Kouvaritakis, 2016, Cannon et al., 2011b, Cannon
et al., 2009, Korda et al., 2011 ], que si bien siguen las ideas mostradas en este capitulo, son

diferentes en los detalles de la formulacion.

3.3.1. Analisis de estabilidad

En esta seccion se presentan las suposiciones necesarias para la existencia de un con-
junto que es asintéticamente estable, en probabilidad, para el sistema a lazo cerrado bajo el

algoritmo de MPC estocdstico propuesto.

Definicion 3.10. (Estabilidad asintdtica en probabilidad [Lorenzen et al., 2017]) Se dice que
un conjunto compacto S es asintoticamente estable en probabilidad para el sistema (3-1),
con una ley de control u(k) = k(x(k)), si para cada e € Rogyp € [0,1) 3 6 € Rog tal
que:

[2(0)fls < & = P{sup [|z(k)lls = e} <1 =p,

y para una vecindad Ns de S, para todo €5 € R~g, Ak > 0 tal que:

z(0) € Ns = lim P{sup ||z(k)||s < &2} =1,
k! —o00 k>k'
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donde Ns es denominado dominio de atraccion.

El concepto, més alld de esta definicion, es claramente una estabilidad asintética proba-
bilistica, en el sentido de que la alternativa de inestabilidad ¢ — § no es imposible (con una
pequeia probabilidad), pero la convergencia esta asegurada. En pocas palabras, significa que
algunas realizaciones podrian deambular en torno al conjunto objetivo S, o incluso alejarse,
antes de ir asint6ticamente hacia élI.

Para simplificar la presentacion, hacemos el siguiente supuesto sobre la ganancia de con-

trol K, asi como dos supuestos técnicos no restrictivos:
Suposicion 3.11.

I. La ganancia de realimentacion K para el controlador de pre-estabilizacion se elige

como la solucion optima de LQOR sin restricciones.

1. Sea Ry el minimo conjunto invariante robusto positivo para el sistema (3-1) con
u(k) = Kx(k) y sea B una bola unitaria abierta en R™. Luego, existe X € R tal que
Reo © AB C Xy (notese que R, es el conjunto definido en la Seccion 3.2).

1. El conjunto C3},, es compacto.

Bajo este supuesto, el resultado principal de la estabilidad asintética en probabiliad de

'R ~, bajo el MPC estocastico propuesto, se puede enunciar como sigue:

Teorema 3.12. Para el sistema (3-1) con el controlador SMPC propuesto, bajo el Supues-
to 3.11, el conjunto R es asintoticamente estable en probabilidad con una region de atrac-

cion C¥ .

La demostracion de este resultado, que es omitida por brevedad, sigue los pasos de las

presentada en [Lorenzen et al., 2017].



54

3 MPC para sistemas lineales con incertidumbre aditiva




Capitulo 4

Formulacion robusta del MPC-RTO

Econdomico

4.1. Introduccion

Tradicionalmente, la estrategia més utilizada en la industria para guiar un sistema a un
punto de operacion dado, es la estructura de control jerdrquica compuesta por una capa de
optimizacion en tiempo real (RTO), encargada de calcular el punto de operacion Optimo,
teniendo en cuenta consideraciones econdmicas o de otro tipo, y un controlador avanzado,
encargado de regular el sistema a dicho punto de operacién. Sin embargo, como se mostr6 en
el Capitulo 2, ésta estrategia presenta ciertos inconvenientes, por el hecho de que la comu-
nicacion entre las capas econdmico/estacionaria y dindmica puede ser inconsistente debido
a que existen diferencias tanto entre los modelos utilizados como en las escalas de tiempo.
Una de las principales consecuencias de estas discrepancias, que atafie principalmente al
desempefio economico de la planta, es que el punto econémico 6ptimo calculado por el RTO
puede ser inconsistente o inalcanzable para la capa dindmica, invalidando de este modo toda
la estrategia.

Particularmente, el esquema de control presentado en este capitulo consiste en una estra-
tegia que soluciona este problema mediante una estructura de una sola capa, que unifica el
calculo del punto de operacién econdmicamente 6ptimo con la etapa de MPC que regula el
sistema hasta él. Este controlador, a diferencia de los tradicionales, garantiza que el sistema
a lazo cerrado converge al 6ptimo econdmico, para cualquier condicion economica factible
(Figura 2-3).

La estrategia de una sola capa utiliza una funcién de costo unificada que considera si-
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multaneamente los objetivos econdmico/estacionarios y dindmicos, al estilo de lo hecho
en [Zanin et al., 2002, Adetola and Guay, 2010, Diehl et al., 2011, Angeli et al., 2012, Fe-
rramosca et al., 2010b]. El principal problema a resolver en estas estrategias es que los obje-
tivos econdmicos generalmente estan representados por una funcién no lineal compleja que
hace que el problema de optimizacién también sea no lineal y, por tanto, dificil de resolver.
En este contexto, se han propuesto varias soluciones para superar el problema de la carga

computacional de un MPC econdmico.

El més significativo es el uso de una funcion de costo econdmico aproximado, en lugar
de la funcién no lineal original. Un primer enfoque se presenta en [De Souza et al., 2010],
donde el gradiente de la funcién econdmica se incluye en la funcién de costo del controlador
para obtener una estrategia de bajo costo computacional. Esta soluciéon permite resolver el
problema de control 6ptimo resultante como un tnico problema de programacién cuadrética
(QP).

Si bien los resultados presentados en [De Souza et al., 2010] fueron prometedores tanto
desde el punto de vista tedrico como practico, no habia garantia de estabilidad. Frente a este
desafio, esta idea se extendi6 luego en [Alamo et al., 2014] para obtener una formulacién
estable. La novedad de esta ultima estrategia es que, en lugar de aplicar al sistema la solucion
Optima de un problema aproximado, aplica una solucion sub-6ptima, en el sentido de que la
accion de control aplicada viene dada por la combinacién convexa de una solucién factible
del problema original (facil de obtener) y la solucién 6ptima de un problema aproximado.
Como se muestra en [Alamo et al., 2014], esta estrategia de MPC sub-Optima garantiza la
factibilidad recursiva y la convergencia al estado 6ptimo (en el sentido econémico), con un

costo computacional significativamente reducido.

Asimismo, en el marco de MPC econdmico, es crucial que haya garantias de factibilidad
frente a cambios en los criterios econémicos (esto es, cuando los pardmetros que determinan
la optimalidad econémica cambian). Es por ello que el concepto de MPC para seguimiento
[Limon et al., 2008, Ferramosca et al., 2009] juega un papel importante en esta clase de
controladores econdmicos. De hecho, si el criterio econdmico cambia, por ejemplo debido
a cambios en los precios, la demanda esperada, etc., el punto de operacién econdmicamente
optimo, donde el controlador dirige al sistema - determinado por la dupla estado-entrada
(26, u®) -, puede cambiar, dando como resultado la pérdida de factibilidad del problema
de optimizacion. Esto se debe a que (i) la region terminal calculada para un cierto punto de
equilibrio puede no ser admisible para el nuevo punto de operacion, y (ii) la regién terminal

asociada al nuevo punto podria ser inalcanzable en N pasos. Si esto ocurre serd necesario
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volver a calcular el valor apropiado del horizonte de prediccion para garantizar la factibilidad,
lo que requeriria un re-disefio online del controlador para cada punto de referencia, lo que
claramente implica un alto costo computacional.

En este contexto, uno de los objetivos que se plantean en este capitulo es asegurar que
bajo cualquier cambio del punto de operacion optimo, el sistema a lazo cerrado mantenga
la factibilidad, y por lo tanto la convergencia al nuevo punto de operacion. Por otro lado, se
busca extender la formulacién presentada en [Alamo et al., 2014], que se desarroll6 solo para
el caso nominal, al caso robusto. Para ello, se utiliza un esquema de perturbaciones aditivas
acotadas y, teniendo en cuenta las ideas presentadas en [Chisci et al., 2001] (para regulacion)
y [Ferramosca et al., 2012] (para el seguimiento de zonas de operacion), se propone un MPC
robusto de una capa que considera un modelo de prediccion nominal y restricciones contrac-
tivas o reducidas (para tener en cuenta el efecto de la perturbacion aditiva). Esta extension
robusta se hace con el objetivo, no trivial, de preservar el rendimiento econémico nominal y
asegurar la estabilidad robusta. La formulacion de control asi obtenida se prueba simulando
varios escenarios econémicos en un sistema de cuatro tanques presentado en [Johansson,
2000].

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la Seccién 4.2 se realiza una des-
cripcién del problema de control. En particular se describe brevemente el enfoque robusto
que se utilizard y se caracteriza el equilibrio del sistema. En la Seccion 4.3 se presenta la es-
trategia de controlador robusto propuesta. En esta seccion se presenta la estrategia suboptima
y se formula el controlador MPC econdmico robusto propuesto. En la Seccion 4.4, se aplica
el controlador propuesto a un sistema de cuatro tanques. Finalmente, en la Seccion 4.5 se

sacan algunas conclusiones del desempefio obtenido.

4.2. Descripcion del sistema

Considérese un sistema dindmico descrito por un modelo discreto, lineal e invariante en

el tiempo
z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k) +w(k), (4-1)

donde z(k) € R™ es el vector de estados del sistema, u(k) € R™ es el vector de actuacio-
nes, z(k + 1) es el estado sucesor y w(k) € R™ representa las posibles incertidumbres o

perturbaciones que afectan al sistema, en el instante de tiempo £.
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El sistema esta sujeto a restricciones de estado y entrada, de forma que
(x(k)a“<k)) S Z7 (4'2)

para todo instante £ > 0, donde Z = X X U es un conjunto convexo compacto que contiene
el origen en su interior.

El modelado de incertidumbres como aditivas representa a una gran cantidad de sistemas
inciertos, dado que w(k) puede depender del estado del sistema. El tinico conocimiento de
estas perturbaciones, es el margen de variacién que éstas pueden tener, que se traduce en un

determinado conjunto W, definido como
W ={w(k) e R": A,w < by}. 4-3)

Este conjunto es convexo, compacto y contiene el origen en su interior.
Teniendo en cuenta la estrategia robusta presentada en el Capitulo 3.2, se define un sistema

en ausencia de perturbaciones w, denominado como modelo nominal, que viene dado por
z(k+1) = Az(k)+ Bu(k). (4-4)

La solucion de este sistema para una secuencia dada de entradas de control u =
{u(0),--- ,u(j — 1)} y un estado inicial Z, se denota como Z(j) = ¢(j;Z,u), j € I,
donde z = ¢(0; z, u).

Por otra parte, se supone que el modelo de la planta cumple con la siguiente suposicion:

Suposicion 4.1. El par (A, B) es controlable, el estado es medible en cada tiempo de mues-

treo k y el vector de incertidumbres es tal que w(k) € W.

Si el par (A, B) no es controlable, entonces el sistema no puede ser controlado por un
controlador de retroalimentacion y, por lo tanto, el problema de control debe ser re-estudiado.
Por otro lado, si el estado de la planta no se puede medir, entonces debe estimarse por medio
de un observador adecuado. En este caso, el sistema se debe dirigir manualmente a un punto
de equilibrio preestablecido y luego se debe activar el observador para iniciar la estimacion.
Una vez que se sabe que el error de estimacion es pequeio, se debe cerrar el lazo de control.
Este procedimiento garantiza que el esquema de control resultante basado en el observador
funcione de manera apropiada, y de manera similar al caso del control de retroalimentacion

de estado, gracias al principio de separacion.
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4.2.1. Enfoque robusto

En esta formulacion robusta de MPC, se utilizara la estrategia presentada en el Capitu-
lo 3.2. La clave es usar predicciones basadas en el sistema nominal, es decir, ignorando la
entrada de perturbacion w € WV, pero restringiendo los conjuntos de restricciones X' y U, de
forma tal que aun en presencia de la peor perturbacion, la evolucion del sistema no incumpla
las restricciones. Para lograr esto, la estrategia presentada consiste en restar a los conjuntos
X y U ciertos conjuntos de alcance, robustos, que se construyen teniendo en cuenta el efec-
to de las perturbaciones en cualquier paso del horizonte de prediccion. Esta estrategia fue
presentada por primera vez en [Chisci et al., 2001], y ha mostrados ser significativamente
menos conservadora que la tradicionalmente conocida como estrategia de tubos, presentada
en [Mayne et al., 2005], donde el conjunto sustraido en cada paso es fijo y mas conservador,
tal y como se muestra en la Seccién 3.2 del Capitulo 3.

Para llevar a cabo este objetivo, el controlador se basa en una pre-estabilizacion del sis-
tema, mediante una ganancia de realimentacion K, tal que la matriz Ay, = A + BK sea
Schur, es decir, que posea todos los autovalores dentro del circulo unitario. De esta manera,

el modelo nominal de predicciones estd dado por:

2(k+1) = Agz(k)+ Be(k), (4-5)
u(k) = Kz(k)+ c(k), (4-6)

donde la variable de control ¢(k) representa la diferencia entre la entrada de control u(k) y
la realimentacién nominal Kz (k).

En funcion de esto, se definen los conjuntos de restricciones acotadas, como una version
reducida de los conjuntos de restricciones X'y U del sistema. Para j € Ijp.y_y), siendo N el

horizonte de control/prediccion, se tiene:

X, £ XOR, (4-7)
Uy £ US KR,

donde R; es el conjunto alcanzable en j pasos, dado por la Ecuacion (3-6). Estos conjuntos
dependen tanto del tamaiio del conjunto de incertidumbres VV, como de la ley de control local
K. Esta ganancia de control presenta un rol importante y debe disefiarse de manera tal que
dichos conjuntos sean no vacios. Para asegurarse de esto, se debe satisfacer la Suposicion 3.3,
que establece que los conjuntos &X; y Uf; existirdn, para todo j > 0, si se cumple que R, C X
yKR, CU.
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Los conjuntos X, U4}, asi definidos, son poliedros y se los considerara como los conjuntos
de restricciones de las trayectorias predichas para garantizar la satisfaccion de las restriccio-
nes originales, como se demostrard mas adelante. Asimismo, es importante tener en cuenta
que el célculo de los mismos no tiene efectos practicos sobre el problema de MPC, en el

sentido de que se realiza por unica vez, de manera offline.

4.2.2. Caracterizacion del equilibrio y punto éptimo

Considerando la variable conjunta (z, u), el subespacio de equilibrio de estado y entrada,
asociado al modelo nominal (4-4), viene dado por N ([A — I, B]), donde N representa el
espacio nulo de una matriz. Es decir, el subespacio de equilibrio estd dado por las duplas
(Z,u) que cumplen

[A - In B] - O?’L,l'
u

Definiendo Z £ Xy x Uy, entonces, el conjunto de equilibrios admisibles para el sistema

nominal es:
Z, = {(z,u) € pZ |z = AZ + Bu},

donde p € (0, 1) es un parametro agregado para evitar estados y entradas de equilibrio que
activen las restricciones.
Teniendo en cuenta la dltima caracterizacioén del conjunto de equilibrio, el punto 6ptimo

de operacion en el que se desea estabilizar el sistema viene dado en la siguiente definicion

Definicion 4.2. El estado y la entrada de equilibrio dptimos, (15°°, u*), satisfacen

S

eco ECco
(x

o ul?) =arg min Llee(z,u,p), (4-8)

(z,u)EZs

donde leo.o(z,u, p) define una funcion de costo econémico y p es un pardmetro que tiene en
cuenta factores como los precios, costos u objetivos de produccion, que pueden hacer variar

el valor optimo del problema (4-8).

Se supone, para dar generalidad a la formulacién, que l..,(z, u, p) es no lineal y que su
evaluacion requiere un tiempo de célculo significativo. Ademas, por cuestiones relacionadas

a la estabilidad del lazo, se supondra lo siguiente:

Suposicion 4.3. La funcion de costo econdomico Ueeo(x,u,p) es estrictamente convexa en

(x,u) y al menos dos veces diferenciable.
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4.3. Estrategia de MPC econémico robusto de una sola ca-

pa.

En esta seccion, se presenta la formulacién del controlador propuesto. El objetivo es ex-
tender el disefio del MPC econémico presentado en el Capitulo 2, Seccion 2.3.1, al caso
robusto. Para esto, siguiendo las ideas de dicha formulacion, se considera un término de cos-
to adicional, denominado costo de offset, como el objetivo econémico y la accion de control a
implementar se calcula como la combinacion convexa de una solucién factible del problema
original, que es facil de obtener, y la solucién 6ptima de un problema aproximado (simplifi-
cado). Esto dltimo, si bien redunda en soluciones subdptima del problema de optimizacion
que se resuelve en linea, permite lograr un decrecimiento de los costos asociados.

Por otro lado, como se dijo, la robustez se abordara de acuerdo al enfoque presentado en
el Capitulo 3.2. El objetivo principal es preservar las propiedades de la primera formulacion
(simplicidad, factibilidad, convergencia) cuando se considera explicitamente una perturba-
cion aditiva, acotada.

En este contexto, la funcién de costo propuesta para el problema de optimizacion del con-
trolador estd compuesta por dos términos, basados en predicciones nominales. El primero de
ellos, es un término puramente dinamico/transitorio que penaliza la diferencia de las predic-
ciones con respecto al objetivo artificial (z,,u,), el cual estd forzado a estar en el equilibrio
Z,; mientras que el segundo es un término puramente estacionario, que penaliza las varia-
bles artificiales de acuerdo a los objetivos econdmicos. Formalmente, la funcion de costo

estd dada por
Viv (@, 050, 0, wa) = V7™ (030, 20, ta) + Veeo(a, ta, D) (4-9)

con

i

dyn _/ . . _
V" (@, 30, u0) = 1Z(5) = zall§y + l[u(i) = uall i + 12(N) — o[,

[e=]

j=
‘/ecz)(xaauaap) = geco(xaauaap)7

donde R € R™*™y P € R™ "™ son matrices definidas positivas y () € R™*™ una matriz semi
definida positiva tal que el par (Q'/2, A) es observable.

Considerando la ganancia de pre-estabilizacion /K, se puede re-definir el costo (4-9) como
Vn(z,p;u, x4, u,) = V(x, p;c, 24, u,), donde cada elemento del vector c, es decir, ¢(j; x),

con j € Ijp.n—1}, cumple u(j; ) = K(Z(j)—2a)+ua+c(j; x). De esta forma, para cualquier
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estado actual z, el problema de optimizacién Py (z, p) a resolver en cada instante de tiempo,

viene dado por:

Crggl'sa Vn(z,p;€, Ta, Uq) (4-10)
s.a. z(0) ==, (4-11)
Z(j+1) = Az(j) + Bu(j), J € Lon-y (4-12)

u() = K(@(j) - ) + a + (i), jelpnny  @13)

z(j) € &, J € lo.n—y (4-14)

u(j) € Uj, J € ljo.n—q (4-15)
(Z(N), Ta,uq) € . (4-16)

En este problema de optimizacién, x y p son los pardmetros, mientras que la secuencia de
entradas ¢ = {¢(0),--- ,¢(N — 1)} y los estados y entradas artificiales, x,, 14, son variables
de optimizacion.

Las restricciones (4-11) y (4-12) definen las trayectorias predichas del sistema a partir del
estado en el instante actual. Las Ecuaciones (4-14) y (4-15) incluyen las restricciones para
los estados y entradas predichas, que dependen de los conjuntos acotados definidos anterior-
mente y son diferentes para cada paso de prediccion j. Ademads, se incluye una restriccion
terminal de desigualdad, dada por la Ecuacion (4-16), que garantiza que el estado terminal de
la trayectoria predicha y las variables artificiales, pertenecen a un conjunto invariante robus-
to, que serd definido a continuacién. El objetivo de esta restriccion es asegurar la estabilidad
del minimo conjunto invariante robusto alrededor del equilibrio alcanzable 6ptimo, para el

lazo cerrado.

Definicion 4.4. [Conjunto invariante robusto para seguimiento [Ferramosca et al., 2012]]

Se define el estado extendido v, = (r,x,,u,), y

A+BK -BK B
A, = 0 I, 0
0 0 I,

También se define

Xoi={(r,20,uq) : 7 € X, K(x — 24) + U € Uy, (Ta,u,) € 24}

Y ={x,: Alx, € X.;, parai >0}
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que denota el mdximo conjunto robusto admisible para seguimiento. Entonces, el conjunto

invariante robusto terminal para seguimiento, esta dado por
Qt = Zt © (RN X {O} X {O}) .

Teniendo en cuenta la definicidn previa, se puede observar que la restriccion terminal de
desigualdad dada por (Z(N),z,,u,) € €4, implica las siguientes dos condiciones: por un
lado que z(j) € Xj, u(j) € U;, paratodo j > N, con zZ(j + 1) = Az(j) + Bu(j) y
u(j) = K(Z(j) — z4) + uq; y por otro lado que las variables artificiales estdn forzadas a
pertenecer al conjunto de equilibrio, es decir, (74, u,) € Z,.

Estas restricciones estan disefladas para garantizar la factibilidad recursiva del sistema a
lazo cerrado; es decir, a partir de un estado inicial dentro de la regidn factible del problema
de optimizacién denotado como dominio de atraccidn, se garantiza que el sistema a lazo
cerrado permanecerd dentro de esta region para todo w € W.

La solucién Optima al Problema Py(z,p) y el valor 6ptimo de la fun-
cién de costo Vy(z,p;¢, x4, u,) son denotados respectivamente como v°(x,p) =

{O(z,p), 2%z, p),ul(z,p)} y Vi (z, p). Laley de control del MPC estd dada por
Ky (@, p) = u’(0;2,p) = K (2 — a3(x,p)) + ug(z,p) + (052, p),

donde °(0; x, p) es el primer elemento de la secuencia de solucién ¢®(z, p).

Como el conjunto de restricciones del Problema Py (z, p) no depende del parametro p, ni
del punto 6ptimo econémico (x5, us®), la regién factible tampoco dependera de ninguno
de ellos. De este modo, el conjunto factible de este controlador es un poliedro X C R"
dado por el conjunto de estados iniciales que pueden ser llevados a 2f = Proj,(£2;) en N

pasos, cumpliendo las restricciones para todas las perturbaciones admisibles. Es decir,
XN = {fL’ e X: 3(C7l’a,ua) S.a. i’(]) € X],u(]) € Uj,j € ]I[O:N—l]; (i’(N),JZa,Ua) € Qt}

Observacion 4.5. Siguiendo los mismos argumentos que en [Chisci et al., 2001, Ferramosca
et al., 2012, Pannocchia and Kerrigan, 2003], si la ganancia de control K se elige como la

. e . d .y .
ganancia de un LOR, el costo dindmico V(" (x;u, x4, u,) puede reescribirse como:

N-1
VA (@3¢, %0, ta) = [12(0) = aallB + Y lle(i)IG
j=0

donde V = R+ B'PB 'y P es la solucion tinica de la ecuacion de Riccati

P=APAx +Q+ K'RK.
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4.3.1. Solucion sub-6ptima

Como se indicé anteriormente, por lo general, el costo econémico es una funcién no lineal
compleja. El principal inconveniente para resolver el problema de optimizacién Py (x, p),
asi planteado, es el elevado costo computacional. En este contexto, la estrategia suboptima
propuesta en la Seccion 2.3.1 del Capitulo 2.1 parece ser una forma conveniente de superar
esta complicacion. La idea es implementar una accion de control que no sea una solucion
de este problema de optimizacion, sino de una combinacion convexa de dos soluciones: la
primera, una mera solucion factible del problema original Py (x, p) y, la segunda, la solucién
6ptima de una version linealizada de Py (z,p). En lo que sigue, esta dltima solucién serd
referida, por simplicidad, como la solucion éptima aproximada.

En primer lugar, para un instante de tiempo & dado, se define la solucion factible al pro-
blema Py (z,p), (¢ = {¢(0),---,¢(N —2),0}, 25, Us), como la solucion desplazada del
mismo problema, pero en el instante £ — 1. Para el caso en que el instante de tiempo actual
sea k = 0, se la puede obtener, resolviendo el siguiente problema reducido ch\l,y"(a:):

min - V™ (z; ¢, Za, u,)

C,Za,Uqa

s.a. (¢, Zq,u,) € Cn(z),

donde Cy(z) define el conjunto de valores (c, z,, u,) que cumple con las restricciones del
Problema Py (z,p). Asociada a esta solucidn, estd la secuencia de estados factible x =
{z(0),--- ,Z(N)}, donde £(N) € 2 por la restriccién terminal.

La funcidn de costo correspondiente a la solucion (X, ¢, Zs, 1), denominada como costo

factible, esta dada por:

~

Vi (@, €,85,85) = V' (258,85, 8) + Veeo &5, s, )
En segundo lugar, la solucién éptima aproximada al problema original Py (z, p), se define
resolviendo el siguiente problema aproximado Py (z, p):

y app )
min V™" (z,p; ¢, x4, ug)

C,Ta,Uq

s.a. (€, xq,u,) € Cn(),
donde el costo aproximado viene dado por:

N N R . Ty —
VPP (2, p; €, Tay Ua) = V™ (25 €, oy Ua) + Vieo (T, Usy p) + VVL (Z6,sp) | 70 77,

Uqg — Us
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Yy VVieo(Zs, s, p) representa el gradiente de V.., con respecto a (x, u), evaluado en el punto
(%5, @s)-

Como se puede ver, esta soluciéon 6ptima del problema aproximado intenta acercarse a
la solucion 6ptima de Py (z, p) mediante una versioén simplificada del mismo. Esta solucién
es suboptima (en el régimen transitorio del lazo cerrado) si se la compara con la solucion
6ptima de Py (x, p), y por lo tanto su aplicacion directa en el esquema MPC no garantiza la
convergencia del sistema en lazo cerrado al 6ptimo econémico dado por el minimo de V.

Denétese a la solucion optima aproximada, es decir, a la solucién 6ptima al problema

PP (x,p), como c* = {c*(0),--- ,c*(N — 1)}, (z%, u¥), y ala secuencia de estados corres-
pondiente como x* = {z*(0),--- ,2*(IV)}. Luego, la funcion de costo correspondiente a la

solucion 6ptima aproximada (x*, c*, ¥, ul) es:
Lk * % . dyn/ s, * % * %
VN(I‘,p,C ,.Z’S,’LLS) - VN ($ ;€ 7xs7us)+‘/600(xs7us7p)

La idea ahora es construir una combinacion convexa de la solucion factible y la solucion

optima aproximada, es decir,

c(A) = (1—=XNe+ A,
x(A) = (1—=X)x+ 7,
us(A) = (1= Nus + Aul,
2N = (1= A+ A,

con A € [0, 1], para obtener la denominada solucién subdptima, que es factible y produce un
costo de MPC decreciente como se muestra en el Teorema 2.5. De acuerdo con este tltimo
resultado, se puede definir mds precisamente la solucion suboptima como aquella que pro-
duce un decrecimiento positivo en las sucesivas funciones de costo. Esto es, a partir de un A,

(cuya existencia garantiza el Teorema 2.5) se obtiene (c*°, z3°, u3°) 2 (c(N), xs(AN), us(N)),

s ) S
. . . ‘s A %
y asociada a esta solucion se encuentra la secuencia de estados subdptima, x*° = x(\), y la
funcion de costo Vi°(z,p) = Viv(x, p; €%, 25°, us°).
A modo de resumen, se presenta a continuacion, una forma de implementar esta solucién

subdptima secuencialmente.

Algoritmo 3. En primer lugar, los conjuntos X; y U;, necesarios para definir el espacio fac-
tible del Problema Py (x,p), deben computarse de manera offline. Luego, en cada instante

de tiempo k se procede como sigue:
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1. Calcular la solucion factible (x,¢) del Problema Py (x,p), usando la solucion des-
plazada aplicada al sistema en el instante de tiempo k — 1. Si el instante de tiempo
actual es k = 0, calcular la solucion factible (x, ¢) resolviendo el problema reducido

PN (@).

1l. Calcular el gradiente de la funcion de costo econdmico V,.,(x,u,p) con respecto a

(x,u), es decir, VVeoeo(x,u,p) , y evaluarlo en (I, us).

1L Calcular la solucion optima aproximada del problema Py (x,p), (x*,c*, %, u¥), mi-

nimizando el problema aproximado Py* (z, p).
V. Calcular el valor del pardmetro A que define la solucion suboptima.

50 u) 2 (c(N), z4(N), us(N)), considerar el primer

s 7 s

V. De la solucion suboptima (c*°, x
elemento de la secuencia de entradas c*° para implementar la ley de control MPC

implicita, kx(x,p) 2 u*(0;2) = K(z — %) + u® + ¢*°(0; z).
En la siguiente seccidn se realiza el anélisis de estabilidad robusta del sistema controlado.

4.3.2. Analisis de estabilidad

En esta seccion se estudian las propiedades del sistema a lazo cerrado del controlador
propuesto. Se procura demostrar convergencia de manera asintdtica y robusta en las inme-
diaciones del 6ptimo economico, satisfaciendo las restricciones. Con este fin, se busca que
la desviacion del sistema al dptimo econdmico sea estable entrada-estado con respecto a la
incertidumbre, es decir, que el tamaifio de la region en la cual la desviacion esta delimitada
tenga una dependencia explicita del tamano de la regién en la que se encuentra dicha in-
certidumbre. Ademads se requiere que el controlador mantenga la factibilidad recursiva y la
convergencia incluso en presencia de cambios repentinos en el punto de equilibrio.

Poder garantizar estas propiedades no es trivial y, para esto, el controlador deberé estar

disefiado adecuadamente. En particular, los siguientes supuestos de disefio deben ser validos:
Suposicion 4.6.

L. Sea R € R"™ ™ una matriz definida positiva y ) € R™™" una matriz semi definida

positiva tal que el par (Q'/?, A) es observable.

1. Sea K € R™™ la ganancia de control de estabilizacion del controlador LOR.
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L. Sea P € R™"™ una matriz definida positiva, solucion de la ecuacion de Riccati:

P=APAx+Q+ K'RK

IV. Sea ), un conjunto invariante robusto para seguimiento, como se describe en la Defi-

nicion 4.4.
V. Sean los conjuntos X; y U;, tales que satisfacen el Supuesto 3.3.

A continuacion, en el siguiente teorema, se establece la estabilidad entrada a estado (ISS)

del sistema controlado.

Teorema 4.7 (Estabilidad). Considérese que las Suposiciones 4.1-4.6 se cumplen y sea p un
pardmetro dado para el costo econdmico Veeo(x,u,p) = leeo(x, u, p). El sistema controlado
por la ley de control ky(z,p) dada por el controlador MPC propuesto es tal que para cual-
quier condicion inicial x(0) € Xy, el problema de optimizacion Py (x, p) es recursivamente

factible y estabiliza asintoticamente el sistema perturbado (4-1) a 25 © Rx.

Demostracion:

Para poder demostrar este teorema, en primer lugar se define la solucién subOptima,

v*°(z(k), p), del problema Py (z, p) en el instante de tiempo k, como

v (x(k),p) = {c*(x(k),p), 25 (x(k),p), us’(x(k),p)},
c(x(k),p) = {c(0;2(k),p),c(1;2(k),p), ..., (N — L;z(k),p)}.

Luego se define una solucion factible en el instante de tiempo £ + 1,

ce(k+1),p) = {(2(k),p), ... (N = 1;2(k), p), 0},
Ts(x(k+1),p) = aP(x(k),p),
us(z(k+1),p) = uP(z(k),p).

Como se puede observar, ¢(z(k + 1), p) no es mas que la solucién subdptima c*(x(k), p)
desplazada. Ademas, se define como Z(j; z(k + 1), p) la prediccion del j-ésimo paso, dado
x(k + 1). Por lo tanto

x(k+1),p)+ A]K(x(k +1) — Z5(x(k+1),p))

2(G2(k+1),p) = &

+ Y ALBEG —i—L;a(k+1),p).
1=0
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En lo que sigue, se omitird la dependencia de las variables de (z,p), de modo que
x(j;z(k), p) se denotara como x(7; k).
Se procederd, como es habitual, a mostrar primero la factibilidad recursiva, luego el de-

crecimiento del costo y, finalmente, de la estabilidad asint6tica robusta de 25 @ R .
1. Factibilidad recursiva

Como se mencion6 en el Capitulo 3, la factibilidad recursiva se fundamenta en el hecho
de que Xy es un invariante positivo del sistema en lazo cerrado. Como el conjunto €2, es
un conjunto invariante positivo robusto segtiin una ley de control local, entonces Xy es el
conjunto estabilizable en /V pasos a dicho conjunto.

En primer lugar, se demuestra que la unica diferencia entre el estado predicho j7 + 1 en
el instante de tiempo k£ y el estado predicho j en el instante de tiempo k + 1, estd dada por
la evolucién de la incertidumbre en j. Es decir, la diferencia entre lo que se predijo que iba
a suceder y lo que realmente sucede, estd dada por la incertidumbre. Luego se procedera a

demostrar la factibilidad recursiva de los conjuntos X;, U; y de la restriccion terminal.

Lema 4.8. Paratodo j =0,....N — 1
(jik+1) —2(j + 1; k) = Alw(k)

Demostracion: Dado que

Jj—1
2 + 15 k) = 2 (k) + Al (2 (1 k) — 22(k)) + D Al Be(j — iz k)
=0
y
4 J—1
Fjik+1) = F(k+ 1)+ Af(a(k+1) = E(k+ 1))+ > ARBEj —i— Lk +1)
1=0

j—1

w20(k) + A (w(k + 1) — 23°(k)) + > A Be(j — i3 k)

=0

por lo tanto

Gk +1) —2(+ k) = Ala(k+1) — 21 k)] = Aew(k)

Lema 4.9. Si x°°(j; k) € &}, entonces ©(j — 1;k + 1) € X;_4, paratodo j =0, ..., N.
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Demostracion: Dado que #(j — 1;k + 1) = 2°°(j; k) + A "w(k), luego
j—1
Fj-Lk+1l) e ;@AW = Xo @A e'w
i=0

7j—2
c xe[Paw
=0

N

Xj,1

Lema 4.10. Si v*°(j; k) € U;, entonces u(j — 1;k+ 1) € U;_4, paratodo j =1,..,N — 1.
Demostracion: Teniendo en cuenta que
w?(Gik) = K@ k) =22 (k)) +u(k) + (5 k)
w(j—Lk+1) = K@QG-1;k+1)—3,k+1) +as(k+1)+¢(j—1;k+1)
= K@({—-LE+1)—2(k) +u’(k) +¢(j — LE+1)
y

K(2*°(j; k) — 22°(k)) + (k) + (1 k) = K(&(j — Lk + 1) — 2°(k)) — KA} w(k)
+u (k) + 6 — Lk +1)

por lo tanto
U —Lk4+1) = K@ — 1 k+1) —22(k)) +u®(k) +&(j — 1,k +1) € Uy @ KAL'W

y
U KATW=USKR, & KA W=US KR, , =U;_,

Lema 4.11. [Factibilidad recursiva de la restriccion terminal] Para todo k > 0,

(Z%(N; k), 2 (k), ug (k) €

r s

Demostracion: Considérese que al instante k, (Z°°(N; k), 22°(k), u°(k)) € €. Debido a
que 0 =3, 6 (Ry x {0} x {0}), se tiene que

(BN =15 k+1),22°(k+1),u(k+1)) € 5,0 (R x {0} x {0}) (A" Wx {0} x {0})
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Dado que

(@ (N k+ 1), 2(k + 1), uf(k+ 1)) = A(2°(N = Lk + 1), 2(k + 1), u(k + 1)),

entonces

(Z°°(N; k+1), 2% (k+1),u(k+1)) € A, (X0 (Ry x {0} x {0} @ (AX "W x {0} x {0}))

Teniendo en cuenta que

A (X e (Ry x {0} x {0})

N

N

(Ax~W x {0} x {0}))
A% © (AkRy x {0} x {0}) @ (AW x {0} x {0})

ALY © (6D AW x {0} x {0}) @ (AYW x {0} x {0})

A (@D AW x {0} x {0}) & (AXW x {0} x {0})

j=1

B(ARW x {0} x {0})

N-1

AT 6 (P Al W x {0} x {0})

j=1

(Zio (W x {0} x{0}) e (6_9 AL x {0} x {0})

% O (EB AT W x {0} x {0})

% © (Ry x {0} x {0})

donde la segunda igualdad proviene de A,%; & (W x {0} x {0}) C X, & A%, C %, 6

(W x {0} x {0}).

Por lo tanto,

(@°(N:k + 1), 2k + 1), u(k + 1)) € %, & (Ry x {0} x {0}) = O,

II. Decrecimiento robusto del costo

Para probar el decrecimiento robusto del costo, al igual que se realiza en el MPC nominal

estdndar, se comparardn dos costos, uno correspondiente al instante de tiempo k + 1 y el otro
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al instante k. Dado que el estado medido z(k + 1) es incierto, se considerard por un lado el
caso que w(k) = 0y por el otro que w(k) # 0.
Para realizar la comparacion de dichos costos, en primer lugar, considérese la solucion

subdptima al problema Py (z(k), p) en el tiempo k, dada por

v(x(k),p) = {c*(x(k), p), 3 (x(k), p), u (x(k), p)}-

El valor de la funcién de costo en el tiempo k, debido a v*°(z(k), p), es Vi°(z(k), p), donde

N-1
Vie(a(k),p) = > 1200 k) — 22 (R)Ig + lw (s k) — wl (k) |I% + | 2°°(Ns k) — 23°(k) |3
=0

Voo (3 (K), u (), p)

» s

donde

u”(k) = {u(0;k),u(1;k),...,u* (N — 1;k)},

c(k) = {c*(0;k),c°(1;k),...,c™(N — 1;k)},

x*(k) = {z*°0;k),z°°(1;k),....,T°(N — 1; k), °°(N; k) },
con

i_so(o; k) = q;(]{;),
°(j; k) = Az°(j — 1;k) + Bu(j — 1; k),
IZ'SO(N; k) € th - Projx(Qt)a

debido a la restriccion de estabilizacion terminal y
u(ji k) = K(z*(j; k) — 22(k)) + u’(k) + (3 k).
Se define la secuencia de control y las variables artificiales factibles como

c(x(k+1),p) = {c*(1;k),....c*(N — 1;k),0},
k1) = a(k)
is(k+1) = u®(k).

)

Definir también la siguiente secuencia:

ak+1) = {a(0k+1),a(l;k+1), ., a(N =2k +1),@N — 1;k+ 1)}
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= {u(1;k),u*°(2; k), ..., u*(N — L;k),a(N — 1;k+ 1)}
=
con a(N — 13k + 1) = K(2*°(N; k) — z2°(k)) 4+ u°(k) + ¢(N — 1; k + 1). La secuencia
de predicciones a partir del estado medido incierto z(k + 1) debido a la secuencia de control
factible u(k + 1) estd dada por

(k+1) = {#0k+1),5(Lk+1),...,5(N;k+ 1)},

con 0k +1) = 2k + 1), #(j; k+ 1) = AZ(j — Lk +1) + Ba(j — 1;k+1),j € Inwy.
Por los Lemas 4.8-4.10, se deriva que v(z(k + 1),p) = {¢(k + 1), Z,(k + 1), as(k+ 1)}

es una solucion factible al problema Py (x(k + 1), p). Ademas, del Lema 4.8, Z(j;k + 1) =

7°°(j + 1; k) + Ajew(k), para j € Ijy.nj, Y del Lema 4.11 se tiene que #(N; k + 1) € QF.
El valor de la funcién de costo, en el tiempo & + 1, debido a la solucién factible v(x(k +

1), p), esta dado por
Vn(@(k+1),p;v(x(k +1),p)) =

= Z 1255k + 1) = &(k + DG + la(s; k + 1) — as(k + D%
2Nk + 1) = Zo(k + )| + Veeo(Zs(k + 1), as(k + 1), p)
N-1

= > lEGik+ 1) = 2l (R)llg + aG: b+ 1) — u (k)%
=0
HE(N3k +1) = 22 (R[5 + Veeo (227 (), 13 (K), p)

Como suele hacerse en el MPC estandar, se comparan los dos costos Viy (z(k+1), p; v(k+

1))y V¥°(z(k),p). Como el estado medido z(k + 1) es incierto, se realiza la siguiente defi-

AVy = Vn(a(k+1),p;v(k + 1)) — Var(z(k), p)
= Vn(z(k+1),p;9(k + 1)) — Vy(z(k + 1),p;v(k + 1))
+Un(@(k + 1), p;v(k + 1)) = Vo(2(k), p)
= AVY + AV
donde

AVY = Vy(x(k+1),p;9(k+ 1)) = Vn(@(k + 1), p;v(k + 1))
AV=" = Un(@(k+1),p;v(k + 1)) = Vi2(x(k), p)
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y Z(k 4 1) es el estado sucesor si w(k) = 0, lo que significa (por el Lema 4.8) que el estado
sucesor solo viene dado por la evolucién del modelo nominal, esto es z(k+1) = z°°(1; k) =
Ax(k) + Bu®™(0; k).

Luego,

AVY=Y = VUn(@°(1;k), p;v(k + 1)) — Vi°(z(k), p)

N-1
= > 1700 k) = 2l (R)I[G + we (s k) — u () [1%
J

T

HZ* (N1 k) — 22 (k)G + (N1 k) — u® (k)|
“(

N+ 1;k) — 22(k) |3 + Veeo (2 (K), u (K), p)

? s

+|z°
—[|Z°°(0; k) — 2 (k) |I5) — [[u*(0; k) — u® (k)|

- (Z 22 ) = a2 () + [l (5 k) — uz°<k>\\%)

—[7°(N3 k) = 232 (W) — Veeo (37 (k), u3®(K), p)
= —lla(k) — 2(B)lIG — lu (05 k) — u (k)%
HZO (N3 k) — 2 (k)G + 1K (2 (N5 k) — 2°(k)) |1
HAx (N k) — 2°(k))[[p — [|7°°(N: k) — 23 (k) ||
= (k) — 2 (B)IIG — lu (05 k) — w (k)%
+[|1Z*(N; k) — $zo(k>‘|?Q+K’RK+A}(PAK—P)

= (k) — (k) — 1u*o(0; k) — s (k) 3

Ahora se analizara el caso de AV}. De las definiciones dadas anteriormente,

AVy(w) = Vy(ak+1),p;v(k+1)) — V(@1 k), p; ¥(k + 1))
= VW'l + 1);8,22(k), ul(k)) + Vieo(? (k),@"(k’),p)
V(@ (1 k); €, 220 (k) ul (k) = Veeo(#2°(k), u(K), p)

N-1

= D leGik+ DG + etk +1) =2k

7=0

N-1
= > llEGk+ DG — (15 k) — 2 (k)1
J:

= a(k+1) —2a2(®)[ — (1 k) — 22 (k)|
[lx(k +1) = 22 (R)[I5 — 17°° (15 k) — 22 () 15|
o([z(k +1) = z*(LE)])

IN

IN
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= o([[w(k)I)

donde o es una funcién K, la tercera igualdad proviene de la Observacion 4.5, mientras que
la segunda desigualdad proviene del hecho de que || - ||% es uniformemente continuo (ya que
|| - |% es continuo y el conjunto X’ es compacto), y la dltima igualdad proviene del Lema 4.8.

Luego

AVy < —lla(k) = 22 (k)lIg — w05 k) — w® (k)| + o ([[w(®)])

Por el Teorema 2.5, Vi°(z(k + 1),p) < Vn(z(k +1),p; v(k + 1)). Por lo tanto,

AVY = VR2(x(k +1),p) = Vi'(z(k), p)
< k) — 22 (R)IIG — u (05 k) — w2 (R) 1% + o (w(k)])
< —afllz(k) =2 R)]) + o(flwF)[]) (4-17)

donde « es una funcién K.

I11. Estabilidad asintotica robusta

Para demostrar la estabilidad asintdtica robusta, se define J(z) = Vi°(z,p) —
Vieeo (26, u  p). Esta funcion estd definida en el conjunto factible Xy. Se define también
e(r) = o —x2°. Luego, dado que el costo Vy (z, p; v) es definido positivo, existe una funcién
K, aq, tal que J(z) > ay(|le(x)]|), para todo x € Xy.

Del Lema 4.13 (ver Seccién 4.6), se deduce que
ar([[e(@)[) = anr(ee(llz — 2571)) = au(llz — 257]))
donde . y a; son funciones K. Teniendo en cuenta esto, se puede concluir que:

M J(x) > ay(||z — z¢°||), para todo x € AXx. Esto se deduce, dado que J(z) >
ar([le(@)l) y ar(lle(@)l]) = ([l — z5l]).

() J(z) < as(||lx — x5]|), para todo z € Xy, donde ay es una funcién K.,. Como
la funcidn de costo de etapa es cuadratica y el modelo es lineal, entonces la funcion
de costo J(x) = V{°(z,p) — Veeo(x5°, uS®, p) es una funcién localmente continua
acotada y, ademas, J(z¢) = 0. Entonces, existe una funcién IC,, as(-), tal que
J(z) < as(]|z — x5°]|), para todo z € X.

s
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() J(z) = J(z) < —as(||lxz — 2¢°||) + o(||w]|) para todo z € Xy, donde 27 = Az +
Bu, a3 'y o son funciones K. A partir del decrecimiento robusto del costo, presentado
anteriormente, se tiene que J(z") — J(z) < —a(|le(z)|]) + o(||w]]), siendo a y o
funciones-XC. Dado que «o(|le(z)|]) > ay(||lx — x¢°||), entonces J(zT) — J(z) <
—ag(|le — 25[) + o ([lw

si w = 0, entonces x(k) — x5°°; si w # 0, entonces (k) — 25° B Reo.

), con aig y o funciones-K. Esto implica que, para k — oo,

Luego, en base a estos hechos, y recurriendo a los argumentos de ISS presentados en el

Capitulo 3, se puede probar que existe una funcién XL, 9, y una funcién /C, J, tales que
1Z(k) — 2| < I([|z(0) — 2570, k) + 6([[w]])

para todo estado inicial z(0) € Xy y toda perturbaciéon w(k) € W. Esto significa que el
sistema a lazo cerrado es ISS, con lo cual el sistema perturbado (4-1) es mantenido por el
controlador en la region del espacio de estado dada por 25 @ R .

De esta manera, habiendo demostrado la factibilidad recursiva, el decrecimiento del costo

y la estabilidad entrada a estado, se concluye la demostracion del Teorema 4.7. ]

4.4. Ejemplo de aplicacion: sistema de cuatro tanques

En esta seccion, con el fin de contemplar las propiedades y los beneficios de la estrategia
de MPC econdmica robusta propuesta, se presentan algunos resultados de simulaciones co-
rrespondientes a una planta de laboratorio multivariable, consistente en cuatro tanques inter-
conectados, con dindmica no lineal y sujeto a restricciones de estado y entrada, presentadas
en [Alvarado, 2007]. En primer lugar, se realiza una descripcion del sistema considerado, y

luego se presentan los resultados de las simulaciones dindmicas.

4.4.1. Descripcion del sistema

El sistema de cuatro tanques considerado es el banco de ensayo para estrategias de control
descrito en [Johansson, 2000]. El sistema esta constituido por cuatro depdsitos interconec-
tados diagonalmente, come se ve en la Figura 4-1. Las bombas de caudal controlado A y
B extraen agua del depdsito inferior vertiéndola en los tanques 1 y 4, la bomba A, y en los
tanques 2 y 3 la bomba B. Todos los tanques se descargan por gravedad, el 3 sobre el 1, el

4 sobre el 2, y el 1y el 2 sobre el depdsito inferior. El objetivo de la planta es controlar los
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niveles de los tanques 1 y 2 (que son las salidas del sistema), actuando sobre los caudales
de las bombas (que son las acciones de control). Las salidas del sistema estdn fuertemente
acopladas, ya que si se desea aumentar el nivel del depdsito 1, al aumentar del caudal de la
bomba A también aumenta el nivel de depdsito 4 que al descargarse sobre el 2 aumentara el

nivel del mismo.

|
as ay |
| |
h; 3 4/ h,
Ya — I — Vb
I al) L%l |
h;
: \ 1 2 )
~ =~

Figura 4-1: Proceso de cuatro tanques.

El sistema es un interesante banco de ensayos debido a que:

= Todas las variables de estados son accesibles, puesto que las alturas de los liquidos se

pueden medir.

= Dependiendo de los valores de los caudales de las bombas, el sistema puede poseer un

cero de transmision en el semiplano derecho o de fase no minima.
= El modelo del sistema es no lineal.
= Las variables a controlar estdn fuertemente acopladas.

= [os estados y entradas de la planta estan restringidos.

4.4.2. Sistema dinamico de la planta

Se define un modelo a tiempo continuo en el espacio de estados de la planta, considerando

las ideas presentadas en [Johansson, 2000]:



4.4 Ejemplo de aplicacién: sistema de cuatro tanques 77

% - —% 2gh1+a—§ zgh3+l§3ggo (4-18a)
% = —2/2ghs + D/2ghs+ LI (4-18b)
R N (4180
e o o 2ghs + U ;%)36% (4-18d)

Donde los pardmetros de la planta son:

= S: Secciones de los tanques ([m?]).

a;: Constante de descarga del tanque i ([m?]).

h;: Nivel de agua del tanque i (estado del sistema) ([m)).

qa, @»: Flujo producido por las bombas a 'y b ([m?/h)).

g: Aceleracion de la gravedad ([m/s?)).

= 7,,7: Pardmetros de las valvulas de tres vias.

El valor de estos parametros se muestra en la Tabla 4-1. Estos valores han sido estimados
en una planta experimental ubicada en el Laboratorio de Control de la Universidad de Sevilla
(Espana). Para obtener una descripcion detallada de esta planta experimental, consulte [Al-
varado et al., 2011].

Value Unit Description

a; 1.310e-4 m?  Discharge constant of tank 1
as 1.507e-4 2 Discharge constant of tank 2

m
az 9.267e-5 m?  Discharge constant of tank 3

m

m

ay 8.816e-5 2 Discharge constant of tank 4
S 0.06 2 Cross-section of all tanks

Yo 0.3 Parameter of the 3-ways valve
Y% 0.4 Parameter of the 3-ways valve

Tabla 4-1: Parametros de la planta de cuatro tanques

Linealizando el sistema en torno de un punto operacional dado por

h? = (0.6487,0.6639,0.6498,0.6592),
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o _

y definiendo x; = h; — hi, u; = ¢; — ¢j,donde i = 1,...,4y j = a, b, se tiene que:

AR o
T 95 M
dx 0 — 0 — X
- = S T (L—w) [vTw,
di 0 0 — 0 0
T3 1 (1 ) X
0 0 0 — 27 %) 0
L T4 L X A
1 000
y = x,
101 00
S [2h? , .
> 0,7 =1, ..., 4, representan las constantes de tiempo

donde x = 3600 S,y 1, = —
a; g
de cada tanque. Los parametros v, y 7, determinan la presencia de ceros de trasmision en el

sistema, para cualquier punto operacional elegido:
= Si0 <7, + 7 < 1elsistema presenta ceros de trasmision en el semiplano derecho.
m Sil <,+ 7 < 2elsistema presenta ceros de trasmision en el semiplano izquierdo.
Teniendo en cuenta este sistema, se discretiza el modelo linealizado utilizando el méto-
do retenedor de orden cero, con un tiempo de muestreo de cinco segundos. Las matrices
resultantes para el modelo lineal son las siguientes:

0 0.0207 0 0.0068 0.0001

0.9704
A 0 0.9664 0 0.0195 . = 0.0002 0.0091
0 0 0.9790 0 0 0.0137
0 0 0 0.9802 0.0160 0

El sistema debe cumplir las siguientes restricciones:
X={reR":02<21,<136;02<z34 <130, },

U={uecR*:[0,0] <u<[3.26,4]}.

En lo que sigue, ) denotard el conjunto de salidas admisibles, dado por Y = Proj,(X).

El conjunto )V de posible realizacion de perturbaciones viene dado por

W={weR" || wle<5x107%},
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y fue seleccionado para tener en cuenta los desajustes entre planta y modelo en los puntos de
operacion habituales [Alvarado, 2007].

Con respecto a los pardmetros del controlador, el horizonte de prediccion se ha designado
como N = 5, mientras que la matriz K ha sido elegida como la ganancia del Regulador
Cuadratico Lineal (LQR), para Q = I, y R = 0.0005/5, y esta dada por:

—8.3586 —6.3160  3.9788  —28.7655
—7.9006 —12.4498 —-27.9745 3.1314

El objetivo econdmico es minimizar el consumo energético de la planta [Ferramosca et al.,
2014a], minimizando el voltaje de las dos bombas y, al mismo tiempo, maximizando el
volumen de agua en los tanques 1 y 2. Entonces la funcién de costo econémico esta dada
por:

Vmin

Ceco(y, u, p) = (g7 + p(1)g3) +p(2)M’

donde V,,,;,, = 0.012[m?] es el volumen minimo de agua que debe acumularse en los tanques.
y = (h1,h2), u = (ga, @), y p = (p(1),p(2)) son los precios en la funcién de costos. Tenga

en cuenta que esta funcion es estrictamente convexa en (x, u) y dos veces diferenciable.

4.4.3. Simulaciones dinamicas

Para observar el rendimiento dindmico del sistema, se consideraran tres costos economi-
cos, basados en los siguientes valores de precios: p; = (5,10), po = (0.5,100) y p3 =
(5,100). Para cada uno de estos casos, las condiciones constantes econémicamente Gptimas

y los costos dptimos son, respectivamente:

(e, uc®) = (0.2988,0.3986,1.452,1.333),  Lueo(y°°, us”, p1) = 13.6553,
(o0, uss) = (1.1090,0.9473, 1.671,2.974),  Leoo(y°L, us, po) = 16.9311,
(v, uss) = (0.5198,0.8519,2.408,1.333),  Leco(y°%, us, ps) = 29.1083.

Para probar el controlador propuesto, se considera como estado inicial el punto de linea-
lizacién del modelo nominal AJ. A continuacion, primero se regula el sistema a un punto de
operacion, que corresponde al punto de referencia (y{°, u¢{°). Una vez que el sistema alcan-
za una vecindad de dicho punto, dada por el minimo conjunto invariante robusto, se produce

el primer cambio del 6ptimo econdémico, dirigiendo al sistema a (y5°, u¢5°). Finalmente, una
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vez alcanzada cierta vecindad de este punto se produce un segundo cambio en el pardmetro
py se dirige al sistema al punto (y%5°, u5s°).

Los resultados de la simulacion son presentados en las Figuras 4-2-4-7.

En particular, en la Figura 4-2 se muestra la evolucion de las salidas de control h; y hs. El
Optimo econdmico, las referencias artificiales y la salida real se representan, respectivamente,

en lineas de trazos y puntos azules, en lineas punteadas rojas y lineas continuas negras.

0 0.5 1 1.5 2 25 3
time [h]

h, (m]

1
0 0.5 1 1.5 2 25 3
time [h]

Figura 4-2: Evolucién de las salidas h; y ho: salida del sistema en linea negra, referencia

artificial en linea de puntos roja, 6ptimo econémico en linea de trazos y puntos azul.

Las Figuras 4-3 y 4-4 muestran la evolucién de las entradas de control ¢, y ¢ y la evolu-
cion de h3 y hy, respectivamente.

La Figura 4-5 muestra el costo econdmico para los diferentes valores de pq, ps, ps. Como
se puede observar, la funcién de costo econdmico converge robustamente al valor ptimo de
{eco para todos los cambios de p.

Para simular la perturbacidn, se considera una distribucién Gaussiana truncada. La evolu-
cion del espacio de salida de esta simulacion se muestra en la Figura 4-6. Se puede observar
como el sistema a lazo cerrado converge y se mantiene dentro de los conjuntos sombrea-
dos en azul. Esos conjuntos representan las proyecciones en el espacio de salida de los RPI

minimos centrados en los equilibrios econémicos, es decir y5° & C'R .
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3.5

25

1.5

q, [m%h]

0.5

2.5

1
1.5
time [h]

1
1.5
time [h]

Figura 4-3: Evolucion de las entradas g, y ¢,: salida del sistema en linea negra, referencia

artificial en linea de puntos roja.

Por otro lado, la Figura 4-7 muestra la evolucion del espacio de salida para una simulacién
donde las perturbaciones aditivas se toman como constantes y periddicas, como se mues-
tra en la Figura 4-8. Dichas perturbaciones se generaron utilizando la funcién de Matlab
square(T), que genera una onda cuadrada con un periodo de 27 para los elementos del

vector de tiempo 7.

€co

Se puede observar que en ambos casos y — 5@ CR ., como y — y<°, con la diferencia

€eco

°“° mientras que en el segundo caso,

“ @ CRx.-

de que en el primer caso, el sistema permanece cerca de y
debido al tipo de perturbacion, esta cerca del limite del conjunto y¢

Es importante observar que:

= la evolucién del estado nunca deja y¢“° & C'R, una vez que estd dentro de este con-
junto. S6lo cuando se produce un cambio en el pardmetro p, el controlador lleva el

sistema fuera del conjunto para ir al nuevo punto de operacion;

= ¢l controlador acerca el sistema lo mas posible al punto de operacion econdmicamente

optimo. La desviacion se debe a la presencia de w;

= lareferencia artificial permite que el controlador mantenga la factibilidad cuando cam-
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h mi

1 )
0 0.5 1 1.5 2 25 3
time [h]

h, (m]

0.2 L L

1
0 0.5 1 1.5 2 25 3
time [h]

Figura 4-4: Evolucién de los estados hs y hy: salida del sistema en linea negra, referencia

artificial en linea de puntos roja.

bia el punto de 6ptimo econdémico. Este hecho se puede observar en la Figura 4-2:
cuando cambia el costo econdmico y, por lo tanto, cambia el punto de referencia (linea
azul punteada), la referencia artificial (en linea de puntos roja) proporciona una re-
ferencia admisible y accesible, que puede ser seguido por el controlador, evitando

cualquier pérdida de factibilidad.

Observacion 4.12. Es importante resaltar que la demanda computacional online del con-
trolador robusto propuesto, no es mayor que la de un controlador nominal, ya que cada

conjunto politépico involucrado en el problema de optimizacion de MPC se calcula offline.

4.5. Conclusiones

En este capitulo, se propuso el disefio de una formulacién robusta para el MPC econémico
de una sola capa basado en el gradiente del costo econémico, para el caso de sistemas lineales
con perturbaciones aditivas y acotadas.

El controlador propuesto es capaz de dirigir al sistema a un punto de operacién econémi-

camente 6ptimo, manteniendo el sistema a lazo cerrado en una regién del espacio de estado



4.5 Conclusiones

50

45 1 4

40 |

35

30 -

1
0 0.5 1 1.5 2 25 3
time [h]

Figura 4-5: Evolucién del costo econémico /., para diferentes valores de p.

alrededor de este punto, dado por el minimo conjunto invariante positivo robusto. Se probd
la factibilidad recursiva y la estabilidad asintética robusta para cualquier realizacion de la
perturbacidn acotada.

Los principales beneficios del controlador propuesto son:

= El sistema a lazo cerrado converge en forma robusta al punto 6ptimo econémico que

minimiza ...

= El controlador sigue siendo factible bajo cualquier cambio del objetivo econdmico y
cualquier realizacion de perturbaciones, gracias al uso de referencias artificiales y de

una restriccion terminal relajada.

= El problema de optimizacién es simple de resolver dado que s6lo requiere la solucién

de un problema de programacion cuadrética.

Un ejemplo de simulacién de un sistema de cuatro tanques mostré que la estrategia podria
ser util desde el punto de vista de la aplicacion.

Los resultados de este Capitulo originaron las siguientes publicaciones [D’Jorge et al.,
2015,D’Jorge et al., 2017].
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0.6 -

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Figura 4-6: Evolucién del espacio de salida del sistema a lazo cerrado en el caso de una

distribucion Gaussiana truncada.

4.6. Apéndice

A continuacion se presentan los lemas necesarios para la demostracion del Teorema 4.7.

Lema 4.13. Considérese que las Suposiciones 4.1-4.6 se cumplen y w = 0. Sea z% el

estado estable dptimo, de manera que minimice la funcion V.,(x,u,p). Para todo x € Xy

y x°(x) € Xy = Proj.(Z;), se define la funcion e(x) = x — x%°(x). Entonces, existe una
funcion K, a., tal que

le(@)l] = ae(llz — 2] (4-19)

Demostracion: Noétese que, debido a la convexidad, e(z) es una funcion continua. Ademas

se consideran estos dos casos.

L |le(x)]| = 0 siy solosiz = z¢°. De hecho, (i) si e(x) = 0, entonces z = z%°(x),

€eco
s

y por el Lema 4.14, esto implica que z2°(x) = x¢°; (ii) si + = x¢®, entonces por

optimalidad z3°(z) = x5, y luego x = 23°(z). Entonces, ||e(x)|| = 0.

1. |le(z)]| > 0 para todo || — 2¢°°|| > 0. De hecho, para cualquier z # x¢%, ||e(x)| # 0

y ademds ||z — 2¢°°|| > 0. Entonces, ||e(z)|| > 0.
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h, [m]

0.6 -

0.4 -

0.2

Figura 4-7: Evolucion del espacio de salida del sistema a lazo cerrado en el caso de pertur-

baciones periddicas y constantes.

Luego, dado que Xy es compacto, en virtud de [Vidyasagar, 1993, Cap. 5, Lema 6, pag.

148], existe una funcion K, a tal que ||e(x)|| > ae (||l — 25°||) en Xy. m

Lema 4.14. Considere que las Suposiciones 4.1-4.6 se cumplen 'y que w = 0. Sea la solucion

optima al Problema Py (x,p), en tiempo k, tal que x(k) = x5°(x(k)), y u(k) = us(x(k)).

€Cco €co
s ) uS

75, y u(k) = ug®.

Sea (x ) el dptimo, tal que la funcion V,.,(x,u,p) es minimizada. Entonces x(k) =

Demostracion: Considérese que (z2°(x(k)), u3°(z(k))) es la solucién al Problema Py (z, p)

» s

obtenida en el instante k. Entonces, recordando que w = 0, se tiene que

V' (@(F)) = Veeo " (2(R)), u (x(K)), ).

En lo que sigue, la dependencia del tiempo se elimina por simplicidad en la presentacion. La
prueba se realizard por contradiccidn. Se supone que el punto estacionario en el tiempo k no
es el optimo, es decir, (z5°(z), us’(z)) # (2¢°,us). Dado que estos puntos pertenecen al

S s 178

conjunto de equilibrio, entonces, por convexidad, existe un § € [0, 1] tal que

(&5, ) = Bla (), uP(2)) + (1 = B)(a, ug®)
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Figura 4-8: Evolucidn en el tiempo de las perturbaciones periddicas.

caracteriza un punto estacionario y, ademas,

Veeo(&s, ts, P) < Veeo(x”, ug’, p). (4-20)

Es decir, dado que el sistema real no estd en el punto 6ptimo (2¢°, u5°), es mas conveniente

moverse hacia (Zs, is), que permanecer en (z3°(x), u3°(z)). Se define la secuencia factible

u = {u(0),a(1),...,a(N — 1)} que dirige el sistema a lazo cerrado desde (z%°(x), u®°(z)) a

(Zs, Us) en N pasos. Dado que z(k) = x%°(k) entonces ¢(7) = 0,y u(j) = K(2(j) —Z5)+1us,

donde z(j + 1) = Az(j) + Bu(j), £(0) = x%°(x). Entonces, el costo de dirigir al sistema

desde (x%°(x),us(x)) a (Zs, us) estd dado por

Vi (@ (x), pi 0, &5, ) = 12(5) = &sllg + a(7) = sl + 12(N) — &[5
J
+‘/v€CO(‘/i‘S’ as’p)

=

I
=)

= szo(x) _'fS"?D+‘/;CO(j:S7ﬂ87p)

= (1= B)[lee (@) — 2513 + Veeo(&s, s, p).

Ahora se define W (3) = (1 — 8)?||x°(x) — 25°||% + Veeo(Zs, Uis, p) Observando que para

B=1W(Q1)= Veo(2°(x),us(x), p). Tomando la derivada parcial de esta funcién respecto
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de (3, y evaludndola en 3 = 1 se obtiene:

ow

% 90/(xzo(x)7uzo(‘r)7p)a

B=1

donde ¢” € OV,o(22°(2), u(x), p), definiendo OV, (z2°(z), u*(x), p) como el subdife-

» s

rencial de V.., (z5°(z), us°(z), p). Debido a la convexidad y por la Ecuacién (4-20),

on 0/, .s0 s0
— = 3°(x), ul(z),

Z ‘/YECO(‘,ESO('ZE) uso(x)7p) - %CO('QA?S’ asap) > 0’

S » s

Esto significa que existe un valor de 5 € [0,1) tal que Vin(z%°(x),p;0,Zs, Us) es
mds pequefio que el valor del costo Vy(z%°(x),p;u, s, us) para f = 1, que es
Veeo(#3°(x), 3 (@), p).

Esta afirmacién contradice la optimalidad de la solucién al Problema Py (z, p) en el tiem-
po k. Entonces tiene que cumplirse que (z3°(z), u’(x)) = (25, u®). Ademas, se puede

afirmar que este punto es el que minimiza la funcién de costo de offset V.., (x, u, p). De esta

manera, el lema es probado. ]
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Capitulo 5

Formulacion robusta del MPC

Econdomico

5.1. Introduccion

Como se ha vislumbrado en capitulos anteriores, en la literatura existen diversas formula-
ciones de controladores predictivos basados en modelo con objetivos econémicos, cada una
de ellas dedicada a diferentes regimenes de la evolucion de los sistemas en su bisqueda de
puntos de operacion de interés. Este capitulo estd destinado al estudio de aquellos métodos
que optimizan el rendimiento econdmico dindmico completo de los sistemas bajo control.
Esto es, aquellos controladores econdmicos que, ademads de guiar el sistema a un estado es-
tacionario econdmicamente 6ptimo, optimizan también las trayectorias con que se alcanzan
dichos equilibrios [Rawlings et al., 2012, Angeli et al., 2012, Ellis et al., 2014].

En rigor, la formulacion de MPC econdmico propiamente dicha, tal y como se la conoce
en la literatura, se encarga de la optimizacion de las trayectorias (esto es, del régimen transi-
torio), mientras que el cdlculo del punto de operacion (equilibrio) econdmicamente ptimo
es realizado por una etapa econdmico-estacionaria, en un esquema de dos etapas, como la
que se muestra en la Figura 2-2.

Tradicionalmente, se han utilizado varios métodos para mejorar el rendimiento econémico
de los sistemas de control sin proporcionar directamente informacién econémica al controla-
dor, tales como la seleccion de objetivos econdmicos. En este caso, la estrategia consiste en
optimizar el rendimiento econdmico dindmico para dirigir al sistema a un punto de operacion
econdémicamente 6ptimo, obtenido de la capa del RTO. Sin lugar a dudas, si se compara la

trayectoria obtenida con un controlador MPC para seguimiento con objetivos econémicos,
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como el presentado en el Capitulo 4, con respecto a la obtenida por medio de esta estrategia,
posiblemente se tendran resultados diferentes. Esto se debe a que en el primer caso se busca
que el sistema llegue a un punto (o a las cercanias del mismo) econémicamente 6ptimo lo
mds rdpido posible, sin importar el rendimiento econdémico en el transitorio. En el segundo
caso, la trayectoria obtenida por el controlador no tiene porqué ser la més rapida, pero desde
luego que serd la que cueste menos, desde el punto de vista del rendimiento econémico, es

decir, del criterio econdmico que se quiere optimizar.

Si bien las ventajas de la aplicacion de este esquema han sido faciles de corroborar, el
principal desafio de su formulacion matemética ha sido mostrar la existencia de una funcién
de Lyapunov para probar la estabilidad. Esto se debe a que, en este caso, ya no se estd en
presencia de una funcion de costo cuadrético, y por lo tanto definida positiva en todo el
espacio de estado, como costo de optimizacion. En el disefio del controlador econdémico bajo
la estrategia presentada en el capitulo anterior, se adopta un costo de etapa que no necesita
estar directamente relacionado con el costo econdmico, es decir, la funcién de costo es tal que
se penalizan las desviaciones del estado del sistema y las entradas de control, respecto de un
estado estacionario econdmicamente 6ptimo, por medio de una variable artificial. En cambio,
en el MPC econdémico, el costo incurrido para la operacion del sistema se usa directamente
como costo de etapa en la capa de optimizacién de MPC. Por lo tanto, no se puede asumir
que el costo Optimo decrece a lo largo de la trayectoria en lazo cerrado, pudiendo ocurrir que
el costo en un punto factible sea menor que el costo en el punto de equilibrio, o incluso més
fundamentalmente puede no ser definido positivo [Rawlings et al., 2012, Angeli et al., 2012],
con lo cual la hipétesis basica de la demostracion de estabilidad del MPC tradicional, no se

cumple.

Como se ha visto en el Capitulo 2, los primeros aportes para la solucién a este problema
se lograron bajo el supuesto de una dualidad fuerte en [Diehl et al., 2011] y, més tarde, bajo
el supuesto de disipatividad (relajada) en [Angeli et al., 2012, Zanon et al., 2014], siendo
esta ultima no s6lo una condicion suficiente sino también necesaria para la estabilidad a lazo
cerrado [Miiller et al., 2015, Miiller et al., 2015]. La estabilidad asintdtica también se ha
demostrado en el caso de usar el costo del terminal (con [Amrit et al., 2011] y sin [Grline,
2013] restriccion terminal) y en el caso de los controladores MPC basados en Lyapunov
[Heidarinejad et al., 2012].

Al realizar una formulacion econémica de MPC, es importante tener en cuenta que pue-
den ocurrir posibles cambios en los criterios econdmicos [Fagiano and Teel, 2013, Angeli

et al., 2015]. La funcién de costo econémico generalmente depende de parametros exdge-
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nos, como los precios unitarios o las demandas esperadas, que pueden cambiar a lo largo de
la operacion de la planta. Esto significa que puede ocurrir un cambio en el estado al que el
controlador debe dirigir el sistema, es decir, en el estado estacionario econdmicamente Opti-

mo, produciendo, debido a los requisitos de estabilidad, una posible pérdida de factibilidad.

En [Ferramosca et al., 2014b] se presenta una formulacién del MPC econémico, que con-
templa cambios en el parametro economico. En ese trabajo, el controlador se disefia con
una funcién de costo ligeramente modificada, a la que se agrega, siguiendo los fundamentos
presentados en [Amrit et al., 2011], una funcién de costo terminal y una restriccién terminal
relajada, que requiere que el estado terminal al final del horizonte sea cualquier punto de
equilibrio admisible. Como consecuencia, este controlador tiene las siguientes propiedades:
(1) garantiza la factibilidad bajo cualquier cambio del criterio econémico; (ii) asegura la opti-
malidad econdmica; (iii) proporciona un dominio de atraccién mayor que el correspondiente
al MPC econémico estandar. Ademas, la estabilidad asintOtica se demuestra recurriendo a

una funcién de Lyapunov.

El objetivo de este capitulo es proponer una formulacion robusta del MPC econémico
presentado en [Ferramosca et al., 2014b] para el caso de perturbaciones aditivas. La estra-
tegia robusta propuesta utiliza el modelo de prediccién nominal y contrae las restricciones
para tener en cuenta los efectos de las perturbaciones [Chisci et al., 2001]. Como resultado,
se obtiene un MPC econdmico robusto, que garantiza la factibilidad recursiva para cualquier
cambio del criterio o pardmetro econémico, satisfaciendo en forma robusta las restricciones.
Por otro lado, dado que el sistema controlado estd continuamente sujeto a perturbaciones,
se demuestra que el controlador propuesto es estable entrada-estado (ISS, por su sigla en
inglés). Esto implica que convergera asintdticamente a una region en torno al estado 6ptimo
admisible, caracterizada como el minimo conjunto invariante robusto positivo (RPI), centra-

do en dicho estado 6ptimo.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera. Después de la introduccion, el siste-
ma es presentado en la Seccion 5.2. La Seccidn 5.3 describe el controlador robusto propuesto,
asi como los resultados concernientes a la estabilidad. La Seccion 5.4 analiza las propiedades
principales del controlador propuesto, mientras que en la Seccidn 5.5, se presenta un ejem-
plo ilustrativo basado en la simulacion del sistema de cuatro tanques visto anteriormente.

Finalmente, en la Seccién 5.6 se muestran las conclusiones del capitulo.
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5.2. Descripcion del sistema

Considérese un sistema dindmico (ya presentado en la Seccion 4.2 del Capitulo 4, y repe-

tido aqui por claridad) descrito por un modelo discreto, lineal e invariante en el tiempo
x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k) + w(k), (5-1)

donde x € R™ es el estado del sistema, u € R™ es el vector de control actual, x(k + 1) es
el estado sucesor y w € R" es una perturbacion aditiva desconocida pero limitada. En lo
que sigue, x(k), u(k) y w(k) denotan el estado, la variable manipulable y la perturbacién

respectivamente, en el tiempo de muestreo k.

El sistema esta sujeto a restricciones de estado y entrada:
(l’(/{), u<k)) € Za (5'2)

paratodo k > 0, donde Z = X x U es un poliedro convexo compacto que contiene el origen

en su interior.
Teniendo en cuenta la estrategia robusta presentada en el Capitulo 3.2, se define un sistema

en ausencia de perturbaciones w, denominado como modelo nominal, que viene dado por
T(k+1) = Az(k)+ Bu(k), (5-3)

La solucién de este sistema para una secuencia dada de entradas de control u =
{u(0),--- ,u(j — 1)} y un estado inicial z, se denota como z(j) = ¢(j;z,u), j € L5y,
donde = = ¢(0; z, u).

Al igual que en el capitulo anterior, y sin perder generalidad, se supondra que el modelo

de la planta cumple con el siguiente supuesto:
Suposicion 5.1.

» Elpar (A, B) es controlable.

» El estado es medible en cada instante de muestreo.

» El vector de incertidumbre w estd limitado y se encuentra en un poliedro convexo

compacto, W, que contiene el origen en su interior: W = {w € R" : A,w < by, }.
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5.2.1. Enfoque robusto

En esta formulacion robusta de MPC, se utilizara la estrategia presentada en el Capitu-
lo 3.2. La clave es usar predicciones basadas en el sistema nominal, es decir, ignorando la
entrada de perturbacidén w, pero acotando el conjunto de restricciones X' y U, de forma tal
que si ocurre la peor perturbacion, la evolucién del sistema real no incumpla con las restric-
ciones. Para lograr esto, la estrategia presentada consiste en restar a los conjuntos X' y U
ciertos conjuntos, llamados conjuntos alcanzables, robustos, que se construyen teniendo en
cuenta el efecto de las perturbaciones en cualquier paso del horizonte de prediccion.

El controlador estd basado en una pre-estabilizacion de la planta, mediante una ganancia
de realimentacién K, tal que la matriz Ay = A + BK, tenga todos los autovalores en el

circulo unitario. De esta manera, el modelo nominal de predicciones estd dado por:

z(k+1) = Agz(k)+ Be(k) (5-4)
u(k) = Kz(k)+ c(k), (5-5)

donde la variable de control ¢(k) representa la diferencia entre la entrada de control u(k) y
la realimentacién nominal Kz (k).

En funcioén de esto, se definen los conjuntos de restricciones acotadas, como una version
reducida de los conjuntos de restricciones X'y U del sistema. Para j € Ijo.y_1j, siendo NV el

horizonte de control/prediccion, se tiene:

X, & XOR; (5-6)
Uy £ USKR;.

donde R ; es el conjunto alcanzable en j pasos, dado por la Ecuacién (3-6). Es decir, como se
vislumbré anteriormente, los conjuntos X; y U{; son versiones reducidas de los conjuntos de
restricciones del sistemareal, X' y U/, a partir de la resta, en cada paso j, del efecto acumulado
de la maxima perturbacidn posible en ese momento.

Estos conjuntos dependen tanto del tamafio del conjunto de incertidumbres V' como de
la ley de control local K, la cual tiene un rol importante y debe disefiarse de manera tal
que estos conjuntos sean no vacios, es decir, que cumplan con la Suposicién 3.3, donde se
establece la condicidn necesaria para que existan dichos conjuntos y sean no vacios es que
Roo C Xy KRo C U, siento R el minimo conjunto invariante robusto positivo (RPI).

Estos conjuntos conservadores se consideraran como un conjunto de restricciones de las
trayectorias predichas para garantizar la satisfaccion de restricciones duras (esto es, de cum-

plimiento obligatorio, en contraposicion con las llamadas restricciones débiles, que pueden
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ser eventualmente violadas), como se demostrard en la siguiente seccion. Asimismo, es im-
portante tener en cuenta que los conjuntos X; y U; son poliedros y su calculo se realiza por
unica vez offline, por lo que no tiene efectos practicos sobre la complejidad del calculo del
problema de MPC.

5.2.2. Caracterizacion del equilibrio y punto 6ptimo

Primero, se hard una caracterizacion del subespacio de equilibrio. Para ello, se considera
la variable conjunta (z, u). Entonces, el subespacio de equilibrio de estado y entrada asociado
al modelo nominal (5-3), estd dado por N ([A — I,, B]), donde N denota el espacio nulo de

una matriz. Es decir,

[A—1I, B = Op1.
u

Definiendo Z £ Xy x Uy, el conjunto de puntos de equilibrio admisibles del sistema nomi-

nal, viene dado por
Z, & {(z,u) € pZ |7 = AT + Bu}

donde p € (0, 1) es un pardmetro, usualmente muy cercano a 1.
A continuacidn, se define una medida del rendimiento econdmico, es decir, el objetivo
econdmico de la planta como,
loco(, 1, p), (5-7)

donde x y w son el estado y la entrada del sistema, y p es un vector de pardmetros acotados
que tiene en cuenta los precios, costos, objetivos de produccion, etc.

Esta funcién cumple un rol fundamental en la formulacion del controlador, dado que
representa el costo econdmico, y por lo tanto, el desempeno dindmico econémicamente opti-
mo, que se busca minimizar. Es importante destacar que no se asume que esta funcion sea
definida positiva.

En general hay muchos factores que determinan este costo y que hacen que pueda variar,
es por ello que surge la idea de usar un parametro p, como una simplificacién matemaética
para tener en cuenta los posibles cambios involucrados dentro de la misma. Este parametro
viene dado como resultado de la capa superior de programacion y planificacion econémica y
debe considerarse como una entrada a la capa del RTO. En lo que sigue, se supondra que el
parametro p puede cambiar a lo largo de la evolucién de la planta, debido a las fluctuaciones

del mercado o la reconciliacion de datos [Ferramosca et al., 2014b].
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El mejor estado estacionario admisible es el punto de equilibrio 6ptimo proporcionado

por el RTO, y se puede definir como:

Definicion 5.2. El estado estacionario y entrada optimos, (x°°°, 1), satisfacen
y P s 1 Ug

(25, us®) = arg min_ Leo(z, u, p), (5-8)
(zu)EZ,

para un dado p, y se supone que es unico.

Observacion 5.3. Notar que el punto de equilibrio y la entrada dependen del valor de p, esto

es (z¢°(p), us(p)). Esto implica que, si p cambia, también el punto de equilibrio dptimo

cambiard. Sin embargo, en aras de la claridad, a continuacion utilizaremos la notacion

€co

eco, ueco).

(ZE S

5.3. Formulacion robusta del MPC Econémico

Como es habitual en la literatura de MPC econdmico, la idea es utilizar la funcién de costo
econdmico (5-7) como costo de etapa del controlador MPC. Sin embargo, como se explico

anteriormente, si el criterio econdmico cambia, el estado estacionario y la entrada admisible

€eco
S

€eco

econémicamente 6ptimos, (x ¢

,us®), donde el controlador debe dirigir el sistema puede
cambiar, y la factibilidad del controlador puede perderse. En este capitulo, y siguiendo la
idea presentada en el Capitulo 2, se utiliza una funcién de costo ligeramente modificada,
que considera variables de estado estacionario artificiales y una restriccién terminal relajada,
para garantizar la factibilidad recursiva para cualquier valor de p. Ademads, con el propdsito
de garantizar la robustez frente a perturbaciones, el problema de control dptimo se formula
considerando el modelo de prediccion nominal y las restricciones reducidas detalladas en el

Capitulo 5.2.1.

5.3.1. Problema de optimizacién

La funcion de costo propuesta para el problema de optimizacion estd constituida por tres
partes. En primer lugar por el costo econdmico propiamente dicho, que estd dado por la
funcién /.., (-) presentada anteriormente; luego por un costo final denotado como V}, que
no es mds que una penalizacion en el estado terminal respecto de la referencia artificial
(necesario a los fines de la estabilidad) y, finalmente, por una funcién denominada como

costo de offset, Vo (x4, u,), que estd dedicada a penalizar la falta de optimalidad econémica
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de las variables artificiales. La funcion de costo del problema de optimizacion del controlador

se define entonces, de la siguiente manera:

N-1

Vn(z,pu, 24, u0) = Z leco(Z(J) — o + 257, u(f) — U +ug™, p) + Vf(f(N)7 T,)
=0
+V0(xa7u(l)7 (5_9)

donde las referencias artificiales dadas por x, y u,, son variables de optimizacién que re-
presentan el mejor punto de equilibrio que el controlador puede alcanzar en N pasos desde
un estado inicial z, y se incluyen para garantizar la factibilidad bajo cualquier cambio en el
costo econdmico.

Suponiendo la ganancia de pre-estabilizacion K, se puede escribir Vy (z, p;u, 24, u,) =
Vn(z,p;c, x4, u,) donde cada elemento del vector c, c(j;x), cumple con u(j;z) =
K(z(j) — za) + uq + ¢(j; ). De esta forma, para cualquier estado actual z, el problema

de optimizacion Py (z, p) a resolver en cada instante de tiempo, viene dado por:

Crgﬂir&ﬂ Vi (z, p;c, x4, u,) (5-10)
sa. 7(0) =z, (5-11)
Z(j + 1) = AZ(j) + Bul(j), J € Ljo:n—1] (5-12)

u(j) = K(Z(j) — 7a) + uq + c(j), J € ljo.n—q] (5-13)

z(j) € &j, J € lo.n—y (5-14)

u(y) € U;, J € ljo:n—1] (5-15)
(Z(N), Ta,uq) € S, (5-16)

En este problema de optimizacion, x y p son los pardmetros, mientras que la secuencia de
entrada ¢ = {¢(0),--- ,c(N — 1)} y las referencias artificiales, (z,, u,), son las variables de
optimizacion.

Las restricciones constituidas por las Ecuaciones (5-11) y (5-12) definen las trayectorias
predichas del sistema a partir del estado actual, mientras que las establecidas por (5-14) y
(5-15) incluyen las restricciones para los estados y entradas predichas, las cuales dependen
de los conjuntos acotados definidos mediante la Ecuacién (5-7).

Finalmente, para tener en cuenta adecuadamente la estabilidad robusta, se realizan algunas
suposiciones y definiciones con respecto a las condiciones terminales del Problema Py (x, p).
Se afiade una restriccion final, provista por la Ecuacion (5-16), que garantiza que, tanto el

estado terminal de la trayectoria predicha, como las variables artificiales pertenecen a un
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conjunto invariante robusto £2; C R?"™™ el cual se define de manera tal que, para todo
(x,24,uq) € 4, (T4, u,) es un punto de equilibrio admisible, la entrada de control u =
K(x — z,) + u, es admisible, y el estado sucesor permanece en €, para el mismo punto de
equilibrio (z,, u,). El conjunto 2, se caracteriza segun la Definicién 4.4.

Es importante sefialar que el conjunto de restricciones del problema de optimiza-

Eco
S

€eco
S

cion (5-10) no depende del punto de equilibrio (z¢%°, u¢®), ni del pardmetro p, razén por
la cual tampoco lo hace la region factible. El dominio de atraccién del controlador derivado

del Problema Py (z, p) es un conjunto compacto dado por:
Xy ={x € X :3(c,xq,u,) s.a.Z(j) € Xj,u(j) €U, 5 € Lg.n-1], (B(N), Zq, uq) € O}

La solucién 6ptima para el problema Py (x, p) y el valor éptimo de la funcién de costo
Vy(z, p; ¢, T4, u,) se indican respectivamente como v°(x, p) = {c%(z, p), 2°(z, p), u2(z, p)}

y V2 (z,p). Laley de control obtenida, se deriva de la solucién 6ptima de la siguiente manera
k(2. p) = u’(0;2,p) = K(z — z5(2,p)) + ug(w, p) + (032, p),
donde c°(0; x, p) es el primer elemento de la secuencia de solucién ¢®(z, p).
Finalmente, para poder mantener la optimalidad econdmica, las funciones de costo invo-
lucradas en Vy(+), deberdan cumplir con las siguientes suposiciones.

Suposicion 5.4 (Sobre el costo econdmico, .,).

eco

€co
S >

La funcion de costo econémico lee,(x,u, p) es localmente Lipschitz continua en (x c

, U

esto es existe una constante I' > 0 tal que

”geco(x7 U,p) - EBCO<J;€COJ ueco p)” S FH(Z’, U’) - (lﬁCO’ UGCO)H’

S S Y S S
para todo py todo (z,u) € Z, tal que ||x — 25| < ey ||lu —us®|| < e, con € > 0.

Como se distingui6 en el Capitulo 3, la continuidad Lipschitz garantiza que la discrepan-
cia de una funcién evaluada entre dos puntos estd acotada y depende, ademas, de la distancia

entre dichos puntos.

Suposicion 5.5 (El costo final, V7).

Sea 2y C X x X x U, el conjunto terminal presentado anteriormente y sea £ (%, Tq, Ug) =
K(x — x,) + u, una ley de control local estabilizante [Limon et al., 2008]. Ademds, sea la
funcién de costo final Vy(x,x,) continua, con Vi(z,,x,) = 0 para todo x,, y tal que para
todo (z,x,,u,) € Qy, se cumpla

eco €eco €eco eco

Vf(x+axa>Svf<x>$a)_€eco<x_$a+x5 a'%f<x>$aaua>_ua+us ap)_‘_geco(xs y Ug 7p)7
5-17)
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donde x+ = Ax + Bu.

Encontrar la funcién de costo terminal V; y la region 2, que satisfagan este supuesto de
estabilidad no es trivial y puede resultar poco intuitivo para costos genéricos y sistemas no
lineales. A continuacion, siguiendo las ideas presentadas en [Amrit et al., 2011], se propone
una funcién de costo terminal candidata V; que satisface el Supuesto 5.5 dentro de la region

terminal §2; bien definida. Formalmente, se tiene que

1
Vi@, 2a) = 5o = zallp + ¢ (v — 2a), (5-18)

donde P € R™ " es solucién de la ecuacion de Lyapunov A} PAx — P = —(, para una
matriz dada Q € R™ ",y ¢’ = t/(I — Ak)~', para un vector dado ¢t € R". En el siguiente
lema se demuestra como una opcién adecuada de () y ¢ permite que la Ecuacién (5-18)

cumpla con la Suposicién 5.5.

Lema 5.6. Considérese que las Suposiciones 5.1-5.4 se cumplen. Sea la funcion de costo
terminal dada por Vy(x,x,) = L||x — ||} + ¢'(x — x,), donde P € R™*" es la solucion de
la ecuacion de Lyapunov Ay PAig— P = —Q, paraundado Q € R™", yg =t'(I—Ax)™},
para un dado t € R™. Entonces, existe un valor adecuado de ¢ tal que () = ¢l + ol con

a > —@, yt = Vo tal que Vi(x,r,) cumpla con la Suposicion 5.5.

Demostracion: Antes que nada y sin perder generalidad, se supone que (25, u$®) = (0, 0).
Entonces, segtn el teorema del valor medio, existe un valor de = en el intervalo (z,, z¢%) tal

que:

€eco )

geco(m_xa"i_xicoaﬁf(xvma;ua) ua+u5 » P = geco( maaK<x_$a)7p)
12

eco( ) + Véeco (0,0) (l’ - xa)

1
+§($ - Ia) ngco (aj)(aj - xa)’
donde vgeco(0,0) es el gradiente de lo.o(z — 24, K(x — x,),p) con respecto a z, evaluado
n (0,0),y Hy,,(x) es la matriz Hessiana de (..,(z — x,, K(z — x,),p) con respecto a x.
Teniendo en cuenta esto, se define t = erco(o,oy

Por otra parte, sea
p= mix {Ay(H,,, (7))}

2EPTr0jz ()
donde \y;(Hy,, (x)) es el maximo autovalor de Hy,_(x),y Proj.(£;) es la proyeccion de

), en x. Luego
p(r —x4) (¢ — 2a) > (z — 24) Ho,,, (2) (2 — z,)
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para todo (x, Z4, u,) € €.
Ahora se puede definir la matriz () como ) = ¢/ + al, con o > —¢. Luego,

(& = 2a) Q(x = wa) = (v = wa) Hyp, (2) (€ — )

para todo (x, Z4, u,) € €.

Por lo tanto,

geco (SL’ — Lq, K(SL’ - Ia)aP) - geco(oy 07p> =

1
= Vlecoo,0)(T — 2a) + 5(1: —x4) Hy,,,(2)(2 — 24)
1
S t’(a}'—l‘a)+§||$—l’a||é,

0, en general,

€eco eco €eco €co

1
Eeco(x_xa+x5 7/{f(x>xaaua>_ua+us ap)_geco(l‘s 7u5 7p) S t/(w—ﬁa)‘i“inﬂv—%”é

Tomando ahora el incremento del costo terminal bajo la ley de control s /(x, x,,u,) =

K(x — x4) + ug, se tiene

Vi(axt x,) — Vi(z,2,) =

1 1
= Sl = zallp + g/ = 2) = 5lle = wallh — (@ — 72)

1 / 1 /
= 5llAk (@ = za)[[b + ¢/ (Ax (2 — 20)) = Sllz = wallp — ¢ (@ — za)

1
=5llz - Taly_pas—p — 9'(I — Ax)(z — 24)
1
— —§||$ — :)3a||z2 — (I — A) I — Ag)(z — )

1
= —§||LE — J:aHzQ — t/(ZE - l’a>

S _geco(x — g + x:co, /ﬂ?f(l', Lq, ua) — Uq + u:co’p) + geco<x§coa Uicoap)-

Ademds, observar que Vy(74,z,) = 0. Entonces, al elegir t = Vleeo00) Yy Q = 0l + al,

con a > —, la funcién de costo terminal (5-18) satisface la Suposicion 5.5. ]

Suposicion 5.7 (Sobre el costo de offset, V).
Vo(z,u) es una funcion definida positiva estrictamente convexa de manera tal que el tinico
minimo de

min_ Vo(z,u) (5-19)

(z,u)EZs
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€eco
S

eco

¢co), para un dado p. Ademds, existe una constante positiva y tal que:

es (x5 u

Vol(z,u) — Vo(xf,ul®) > ylle — 25|, V(x,u) € Z,. (5-20)

S S

En la siguiente seccidn, se procedera a realizar el andlisis de estabilidad robusta del con-

trolador propuesto.

5.3.2. Analisis de estabilidad

La forma habitual de probar la estabilidad asintética de un sistema a lazo cerrado ba-
jo un controlador MPC es utilizar la funcién de costo 6ptima como una funcién Lya-
punov. Como se expuso en el Capitulo 2 este enfoque no puede usarse directamente en
el marco de MPC econdémico, debido a que el costo Optimo no necesariamente decre-
ce a lo largo de la trayectoria en lazo cerrado y, en algunos casos, puede suceder que
Leco(T, Uy P) < Leco(x5°, us, p) en el régimen transitorio. En este contexto, se necesita una
suposicion adicional, que es la disipatividad del sistema con respecto a la tasa de suministro

S($a u) = geco(xa uap) - feco(ﬁm’ uzco’p)‘

Suposicion 5.8. Para cada (x°°,us®°) € Z, y un dado p, existe una funcion continua

A X — R, denominada como funcion de almacenamiento, tal que

min Lo (7, u, p) + M2, p) — M2T, D) > Leeo (25, us, p)
s.a. reX,ueld

donde v = Ax + Bu. Ademds, definiendo la funcion de costo de etapa rotado como

L(:'E7 u7p) = £€CO<m7 u’p) + A(1'7‘29) - A("'E—i—?p) - €600<m§coﬂ u§007p)7
existe una funcion K, «, tal que L(z,u,p) > a(||x — z&])).

Observacion 5.9. Note que la funcion de almacenamiento depende del valor de p. Sin em-

bargo, en aras de la claridad, a continuacion se utilizard la notacion \(x).

Para el controlador propuesto, el costo rotado es L(x — x, + 25, u — u, + us®, p). Si se
define 2 = r — z, y v = u — u,, entonces se puede reescribir el costo rotado de tal forma
que L,.(z,v,p) = L(z 4+ 25, v 4+ uS®, p). Dicho costo goza de la siguiente propiedad, que

es un punto clave de la prueba de estabilidad:



5.3 Formulacion robusta del MPC Econdémico 101

Propiedad 5.10.

1. Si (zg4,uy) = (25, us®), entonces L.(x — x5°,u — us® p) = L(z,u,p), donde

L(z,u,p) es la funcién de costo rotado.
2. Si (z,u) = (24, u,), entonces L,.(0,0,p) = L(z¢°, us®, p) = 0.

3. L.(z,v,p) > ai(||2]]) + az(||v]]) para ciertas funciones K, a; y ao.

A continuacion se define el costo final rotado como

Vi@, 20) = Vi@, 24) + A(2) = M) — Vi (24, 2a).
El mismo consta de las siguientes propiedades:

Propiedad 5.11 (Costo final rotado). Dado que se cumple la Suposicion 5.5; luego el par
(V;(-), L(-)) satisface:

Vet xq) S Vi, 20) — Lz — 24 + 25, ki (T, T, Ug) — Ug + U, p),
para los estados © € X, v+ = Az + Bu, (14,u,) € Z, y un dado p.

Demostracion: Esta propiedad se demuestra agregando A\(z*) — A(z) en ambos lados
de (5-17), es decir:

Vf(ilf+, SCa)—Vf<£C, .fEa)+)\($+)_)\<x) < _geco('x — Tq + xicoa /ﬁf(l', La, ua) — Ug + uicoup)
+€eco($§coa uico’p) + )\(ZL’+) o )\([L’)

Vf(m+, Tq) — f/f(x, T,) < L(x—xq+ 25 k(T Ta, Ua) — Ug + UL, D).

En base a todas las consideraciones previas, se puede definir una funcion de costo auxiliar,
de la siguiente manera:

N-1
Var(, i, g, 1) = Y L(E(]) = o + 257, 0(5) — ttq + 0, p)+VH(E(N), 24) + Vo (w4, 1),
j=0

donde f/O (24, uq) es la funcion de costo de offset rotado, dada por

Vo (Ta, tta) = Vo(Ta, 1) + Mza) — M3°°) — Vo (5, us).

S s ) S

En cuanto a la Ecuacién (5-9), dada una ganancia de pre-estabilizacién K, de la Sec-

cién 5.2.1, se puede escribir Vi (z, p; u, 24, 1u,) = Vi (z, p; €, Za, u,) donde cada elemento
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de c, ¢(j;x), es tal que u(j;x) = K(z(j) — x4) + uq + c(Jj; x). Entonces, para cualquier

estado actual z, se puede definir el problema de optimizacién auxiliar 75N(9c, p), dado por:

C%fl;a V(T p;c, o, ug) (5-21)
s.a. z(0) =z, (5-22)
z(j+1) = Az(j) + Bu(j), J € Lo.n—1 (5-23)

u(j) = K(Z(j) — a) + ua + c(j), J € Ijp:n—1 (5-24)

z(j) € &}, J € Lo.n—1 (5-25)

u(j) € Uj, J € ljo.n—q] (5-26)
(Z(N), Ta,uq) € . (5-27)

En el siguiente lema, se demuestra que el problema de optimizacion auxiliar 75N(x, p)

posee la misma solucién éptima que Py (z, p).

Lema 5.12. Se considera que las Suposiciones 5.1-5.8 se cumplen, y dado un pardmetro
p para el costo econdmico leeo(x,u,p). Luego, para cualquier estado inicial x € Xy, el

Problema Py(x,p) y el Problema auxiliar 75N(x, p) ofrecen la misma solucién dptima.

Demostracion: De la definicion de costo rotado en la Ecuacion (5-21), se tiene que

= L(Z(j) — v + T, u(j) — uq + uico’p> + Vf(j(N)v Ta) + Vo(Ta, Ua)

= (gec()(j(j) — Tq + IZCO7 U(]) — Uq + uzcoap) + /\<j(]>> - /\<j(j + 1))

—leco (27,15, p)) + VH(E(N), 20) + ME(N)) — A(a)
—Vi(Ta, xa) + Vo(Tas ta) + AMxa) — Ma8°) — Vo (257, ul®)

s 1S

Dado que Vy(z,,2,) =0y ]\g AMz(7)) = Mz(j+ 1)) = AMZ) — AM(Z(N)), entonces

J

VN (:L’,p, u, Tq, ua) =
N-1
= Z geco<i‘(j) — Zq + xico7 u(]) — Uq + uico’p)
7=0

HAT) = AMZ(N)) = Nleeo (2, ug™, p)
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+Vi(Z(N), zq) + AMT(N)) + Vo(zq, uq) — AMa5) — Vo (x5, ui™)

S s ) S

N-1
=) leao®(F) = w0+ 25, u(f) — ua + U, p) + VE(E(N), 24) + Vo(a, ta)
=0

_Ngeco(x§007 uzco’p) _ VO(meco ueco) + )\(:L,) _ )\(:L,ECO)’

s S S

donde el primer término es Vy(x, p; u, 24, u, ), dado por la Ecuacién (5-9), y el segundo no
depende de las variables de optimizacin (u, z,, u,). Entonces Vi (-) y Vi (-) difieren en
términos que son constantes para un estado inicial dado .

Por lo tanto, dado que los Problemas Py (x,p) y Px (x,p) tienen el mismo conjunto de
restricciones, y su funcion objetivo solo difiere en términos constantes, se concluye que las

soluciones de Py (z,p) y P (z, p) son iguales. [

Entonces, el valor 6ptimo de la funcién de costo Vi (z,p;u, x4, u,), denotado en lo que

sigue como Vﬁ(m, p), se puede usar para definir una funcién candidata Lyapunov.

Teorema 5.13. Considere que las Suposiciones 5.1-5.8 se cumplen, y considere un pardme-
tro p dado para el costo econdomico leo.,(x,u,p). Entonces, para cualquier estado inicial
x € Xy, y para todo v > ||g|| con g dado por la Ecuacion (5-18), el problema de opti-
mizacion 75N(x, p) es factible recursivamente y la ley de control de MPC dirige al sistema

perturbado (5-1) a ¢ @ R, para cualquier w € WW.
Demostracion:
1. Factibilidad recursiva

La factibilidad recursiva del MPC econdémico robusto propuesto puede probarse recurriendo
a los Lemas 4.8-4.11 presentados en el Capitulo 4. El lector interesado puede consultar

dicho capitulo para obtener las pruebas detalladas.

II. Decrecimiento del costo

Lema 5.14. Considerando que las Suposiciones 5.1-5.8 se cumplen, y dado un pardmetro
p para el costo econémico leqo(x,u, p). Para cualquier estado inicial x(k) € Xy, se consi-
dera la solucion éptima al problema Py (z(k),p), como VI (x(k),p) y se define la funcion

J(w(k), p) = Vi(a(k), p) — Vo(as, us). Luego,

s 1 7s

J(z(k +1),p) = J(2(k),p) < —ay(|Ja(k) —25l]) + o([w(k)])

para todo (k) € Xy yw(k) € W, donde o y o ; son funciones K.
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Demostracion: Para probar este lema, al igual que en el MPC nominal estdndar, se com-
parardn dos costos, uno correspondiente al instante de tiempo k£ + 1y el otro al instante k.
Dado que el estado medido z(k + 1) es incierto, se considerara el caso de que w(k) = 0y
w(k) # 0. A continuacién, se utilizard la notacion = para z(k), 2™ para x(k + 1), y w para
w(k).

En primer lugar, obsérvese que, si w = 0, se estd en presencia del MPC para seguimiento
nominal, con lo cual, siguiendo los mismos argumentos que en [Ferramosca et al., 2014b],

se puede mostrar que:
J(@",p) = J(z,p) < —ay([|z — 2L7).

Considérese el caso de que w # 0. En este caso se procedera a comparar el costo f/ﬁ’,(x, p)
en el tiempo k, con VN(JJ+, P, Ty, Ug), s decir, con el costo en el tiempo &k + 1 dado por

la secuencia candidata factible

u = {u(0),a(1),...,a(N —-1)}
= {u°(1;2),4"(2;2),...,u’(N — 1,2), K(z(N) — 2°) + 2}

Debido a la presencia de las perturbaciones, no es posible comparar VN(:ﬁ, P, Ty, Ug)
y 17]8(1:, p) usando los mismos argumentos del MPC nominal estdndar, dado que ™ # Ax +
Bu®(0; z). Sin embargo, teniendo en cuenta el modelo de prediccién nominal y el Lema 4.8,

se puede decir que 7 = Z(1; ) + w, donde Z(1; x) = Az + Bu’(0; z). Por lo tanto:

AVN:VN(x+apa ﬁ) javﬁ'a) - V]\Of(ajvp)
=V (2T, p; 0, a, Ga) — Vv (2(1; 2), p; @, T, Ta) + Vv (Z(1;2), 3 @, Ty Ta) — Vg (2, )
— AV + AVpom

donde

AVY = VUn(at, pi, g, o) — Vi (Z(1;2), p; @, Tq, Ua)
AV = Vn(Z(12), p; @, Za, Ga) — Ve (@, p).
Tener en cuenta que, siguiendo el mismo argumento que en [Amrit et al., 2011, Ferramos-

ca et al., 2014b], se puede demostrar que

AVRT™ = Vn(#(1;2),p; @, Ta, Ga) — Vy (2, p)
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= —L(z— 2%+ 2°°,u°(0;2) — ud + ut, p).

Ahora se analizard AV}}. En primer lugar, se define la secuencia de predicciones nomi-
nales correspondiente a la secuencia candidata factible @1, comenzando desde =™ al tiempo
k+1.

j—i
B(jiat) = Alat 4+ A'Bu(j—i—1)
=0
= Z(j+1;2) + Alw

donde la dltima igualdad proviene del Lema 4.8.

Luego,
AVY = Un(at, piit, o, ) — Vi (B(1;2), p; @, Tq, Ug)
= ) L(2(jia") = Tatal™ a(j) — tat+us®, p)
AV (E(N; ), Za) + Vo (Fa, Tla)
1

- L(_(j‘i‘l'x) $a+$§waﬂ(3) ua+UE“’,p)

f/ P Z(N+1;2),2,)— Vo(xa,ua)

N-1

= D leco (203 27) —wg+a™, u”(j+ 1 2) =+, p)
7=0
‘H/f(.CE(N, ) )+Vo( Tys 2)

FAET) = AT = Nleeo (577, us, p) FAE(N; 7)) = M)
_Vf( 0 )_Vo(xeco ueco)

a’ a s 7S

S L

_Vf( (N—l—l,l‘) ) VO( Lys a)
—AMZ(152)) +AM25) + Nleeo (257, us™, p) = MT(N +1; 7))
A (aq) +Vy (g, ) + Vo (25, ug®)

Ts HUs
-1

} <£m(x<ﬁ;w>—x a0 (4 L) — G+, p)

2

<
I
o

—Leeo(T(j+ 1;2) — :cg N (j +1;2) — 2+ E“’,p))

+Vi(E(N;2*),29) = Vi(Z(N + 1;2),2)
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+A(z) = Mz(1;2)) + M@(N;27)) — MZ(N + 1;2)),

donde de la segunda a la dltima igualdad es similar a las desarrolladas en el Lema 5.12. Notar
que, como A(+) es continua en el conjunto compacto X, entonces es uniformemente continua

en X y por lo tanto

M) = Mx(1;2)) < M2™) = M@(1;2))]

< 0’)\1(”%’Jr - j(17‘75)”) = O-M(HwH)

< AENN;2T) = A@EN + L))
< anlE(Via®) = 3(N + La)l) = ax (145 wl) < ox(llwl),
donde o),, 0y,, Y 02, son funciones K.

Ademds, teniendo en cuenta que Z(N;z ") = Z(N + 1;2) + AYw, se puede obtener la

siguiente acotacion:

IN

Vi(EWN;27)) = Vi@V + La)) < oy ([8(N;27) = 2(N + L o))
ov, (1A% w])

< oy ([Jwl),

IN

oy, es una funcién Ky la primera desigualdad proviene de la continuidad uniforme de
Vi(x) '. Ademds,

N-1

D leeo (F(jsa™) = 2 + 25,0’ (j + L) = T + uS, p)
7=0
o (254 150) = 42700+ 157) o)
N—
= Z eco (T(g:207) = aq + 2w’ (f + L @) — g +ug®, p)
=0
~leco (T(J + L;2) — 2 + 257, 0 (j + L) — ug + i“"’,p)H
N-1
< x*)-i‘(j—l—l;x)))H

N—
< T Z 1A% [l
j=0

'V} es uniformemente continua porque es continua en un compacto.
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= 1 — || Ag||¥
< Twl 3 (4% ] = =250
Z K 1— [[Ax]]

< op([fwl]]),

donde o, es una funcién K y la segunda desigualdad proviene de la continuidad de Lipschitz
de leeo(x,u, p), siendo I' la constante de Lipschitz.

Por lo tanto,

AV < o ([[wl]) + ox (lwll) + ov, ([[wll) + o (wl)

a([[wl]]),

IN

siendo o una funcién K. Debido a la desigualdad anterior, se puede concluir que

AVy = AVE™ + AV

< —L(z — g+ 257, u (05 2) — ug + ui®, p) + o([|wl]).

Por optimalidad de la solucién en el tiempo £ + 1, se puede afirmar que Vﬁ(yﬁ, p) <

VN(I+7 D; ﬁ7 '{i‘a7 ﬂ/a) y entonces,

AVy = V(z",p) — Va(z,p)

< AVy

< =Lz — 2+ 22, u’(0;2) — u) + u, p) + o(|lw]))
< —a(llz = zgll) + o ([lw])

< —ay(lle =25l + o ((lwl]),

donde la ultima desigualdad proviene del Lema 5.16(ver Seccién 5.7), que concluye la prue-
ba.

Finalmente, se puede concluir que,
J(@",p) = J(z,p) < —ay(|z — 2Ll]) + o ([lw]),

paratodozr € Xy yw € W. [ ]

I11. Estabilidad entrada a estado

Se define la funcién J(z,p) = V(z,p) — Vo(x2, u), como una funcién Lyapunov

s 1S

candidata. Entonces, existen funciones K «;, 5 y o tal que
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@) J(z,p) = as([|z — x5

s

), para todo x € Xy (se deduce de la Propiedad 5.10 y el

Lema 5.16 presentado en la Seccion 5.7).

(i) J(z,p) < By(l|Jz — 2¢°||), para todo x € Xy (se deduce del hecho de que Xy es

€eco

compacto, J(z¢,p) = 0,y J(z,p) es continuoen x = x

€co
s

(i) J(xt,p)—J(z,p) < —ay(||z—z°]|) + o(||w]|), para todo z € Xy y w € W, donde

o es una funcion IC (ver Lema 5.14).

Entonces, recurriendo a los argumentos de ISS presentados en el Capitulo 3, se puede

probar que existe una funcién CL, 5, y una funcion K, ¢, tales que,
|x(k) — 25l < B(|l2(0) — 25, k) + I([Jwl])

para todo estado inicial (0) € Xy y toda perturbacion w € W. Esto significa que el sistema
a lazo cerrado es ISS, con lo cual el sistema perturbado (5-1) es dirigido por el controlador a
25° O Reo-

5.4. Propiedades del controlador

El controlador propuesto es una formulacién robusta del MPC econdmico para el criterio
econdmico cambiante presentado en el Capitulo 2. A continuacion se enumeran las princi-

pales propiedades de la nueva formulacién:

» Factibilidad y Dominio de Atraccién. Dado que el dominio de atraccion Xy no de-
pende del estado estacionario 6ptimo, entonces para todas las condiciones iniciales
x € Xy, se puede alcanzar cada punto de equilibrio admisible. Ademads, dado que la
trayectoria permanece en Xy, si el criterio econémico cambia, el problema Py (x, p)
no pierde factibilidad. Sin embargo, en la préctica, puede ser dificil saber de antemano
si hay un estado inicial en Xy para cerrar el lazo con el controlador. Es una prictica
industrial operar manualmente la planta a un punto de equilibrio admisible antes de
cerrar el lazo de control. Entonces, el estado inicial es un punto de equilibrio, esto es
(z,u) € Z,. En este caso prictico, la factibilidad del controlador propuesto estd ga-
rantizada, ya que el estado inicial estaria en el dominio de atraccién del controlador

incluso para N = 1.
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= Optimalidad Econémica Local. El controlador propuesto puede ser subéptimo mien-

€eco

tras que z, # x¢

, es decir, su rendimiento puede ser diferente de los controladores
MPC econémicos estandar. Esta suboptimalidad es una consecuencia de minimizar un
costo particular y la restriccion terminal relajada, y en cierto sentido es el precio que
uno tiene que pagar para garantizar siempre la factibilidad. Sin embargo, se ha demos-
trado en [Ferramosca et al., 2014b] que bajo una sencilla suposicion sobre el costo
Vo(+), el controlador asegura la optimalidad econdmica al menos localmente, es decir
en una regiéon Xy C X, donde X} es el dominio de atraccion del MPC econdémico
estandar. Dado que es el costo de etapa el que proporciona la optimalidad economica,
uno es libre de elegir la funcién de costo de compensacion Vp(-) en cualquier forma

que satisfaga el Supuesto 5.7.

= Estrategia Robusta. El controlador propuesto asegura robustez para cualquier pertur-
bacion aditiva acotada w € YV, y mantiene el lazo cerrado en una region del espacio de
estado alrededor del punto de operacion econémicamente 6ptimo, dado por el minimo
conjunto invariante robusto, es decir, el Sistema (5-1) es llevado a 25 @ R, para

todo w € W.

5.5. Ejemplo de aplicacion: sistema de cuatro tanques

En esta seccion, para demostrar las propiedades y los beneficios de la estrategia de MPC
econdmica robusta propuesta, se presentaran algunos resultados de simulaciones. Primero,
se muestra a modo de resumen, una breve descripcion del sistema de cuatro tanques conside-
rado. Una descripcion detallada del mismo puede verse en el Capitulo 4. Luego, se presentan

los resultados de las simulaciones dinamicas.

5.5.1. Descripcion del sistema

Considérese el sistema de cuatro tanques descrito en el Capitulo 4. El modelo linealizado
es discretizado utilizando el método retenedor de orden cero, con un tiempo de muestreo de

cinco segundos. Las matrices resultantes para el modelo lineal son las siguientes:

0.9704 0 0.0207 0 0.0068 0.0001
A 0 0.9664 0 0.0195 | B 0.0002 0.0091
0 0 0.9790 0 ’ 0 0.0137

0 0 0 0.9802 0.0160 0
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El sistema debe cumplir las siguientes restricciones:

X={reR":02<1x,<136; 0.2 <34 <1.30}
U={uecR*:[0,0] <u<[3.26,4]}.

En lo que sigue, ) denotard el conjunto de salidas admisibles, dado por Y = Proj,(X).

El conjunto WV de posible realizacion de perturbaciones viene dado por
W={weR" | wl|w<bx 1073},

y fue seleccionado para tener en cuenta los desajustes entre planta y modelo en los puntos de
operacion habituales.

Con respecto a los pardmetros del controlador, el horizonte de prediccion se ha designado
como N = 5, mientras que la matriz K ha sido elegida como la ganancia del Regulador
Cuadritico Lineal (LQR), para Q = I, y R = 0.001/5, y esta dada por:

—6.5049 —4.9114 3.0196 —22.5094
—6.1002 —9.5974 —-21.7712  2.3534

El objetivo econdmico es minimizar el consumo energético de la planta, minimizando
el voltaje de las dos bombas y, al mismo tiempo, maximizando el volumen de agua en los
tanques 1 y 2. Entonces la funcion de costo econdmico estd dada por:

Vmin

beeoly0:) = (05 + P()GE) + P g

donde V,,,;,, = 0.012[m?] es el volumen minimo de agua que debe acumularse en los tanques.
y = (h1,ha), u = (qa, ), y p = (p(1),p(2)) son los precios en la funcién de costos. Tenga

en cuenta que esta funcion es estrictamente convexa en (x, u) y dos veces diferenciable.

5.5.2. Simulaciones dinamicas

Para observar el rendimiento dindmico del sistema, se considera un punto de partida que
es el punto de linealizacion del modelo nominal Af.

Por otro lado, se han considerado tres costos econdmicos, basados en los siguientes valo-
res de precios: p; = (5, 10), p2 = (0.5,100) y p3 = (5, 100). Para estos casos, las condicio-

nes de equilibrio econdmicamente optimas y los costos 6ptimos son, respectivamente:

(Yo, uc®) = (0.2951,0.3997,1.4623,1.3196),  fueo(y<%, uss®, p1) = 13.7234,
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( Eco 800)

Yo ucy) = (1.1118,0.9473,1.6652,2.9832),  feeo(y55, U, ) = 16.9358,
(e, us) = (0.5153,0.8517,2.4144,1.3196),  feoo(yS5, uss, ps) = 29.1662.

La funcién de costo terminal elegida V(z, z,), dada por el Lema 5.6, satisface la Supo-

sicién 5.5, y tiene los siguientes valores para las matrices Py g, para cada valor de precios

P1,D2,P3:
[ 9.0172 —1.5784 1.2552 —3.5418 | [ —9224.0255 |
L | —15784 7.3651 —4.3798 0.8197 —953.8485
P =10" % , g1 =
1.2552 —4.3798 3.9311 —0.6338 —753.2375
| —3.5418  0.8197 —0.6338 2.4651 | | —89.7624 |
[ 24811 —0.4343 0.3454 —0.9745 | [ —155.5548 |
L | —04343 2.0265 —1.2051 0.2255 —134.4142
PQ — 10 % 9 92 ==
0.3454 —1.2051 1.0816 —0.1744 —128.1216
| —0.9745 0.2255 —0.1744 0.6783 | | —139.6735 |
[ 94163 —1.6482 1.3108 —3.6985 | [ —382.3292 ]
L | —1.6482 7.6911 —4.5737 0.8560 —373.7694
P3 = 10" % ’ g3 =
1.3108 —4.5737 4.1051 —0.6618 —688.4208
| —3.6985  0.8560 —0.6618 2.5742 | | —144.6703 |

Los resultados de la simulacién se presentan en las Figuras 5-1 - 5-3. En particular, las Fi-
guras 5-1 y 5-2 muestran la evolucién de las salidas controladas h; y ho, y la evoluciéon de las
entradas de control ¢, y ¢, respectivamente. El 6ptimo econémico constante, las referencias
artificiales y la salida real se representan, respectivamente, con lineas azules discontinuas, ra-
yas rojas y negras. Se puede observar como las entradas y salidas del sistema se ven afectadas
a lo largo del tiempo por las perturbaciones aditivas w, lo que resalta el comportamiento ro-
busto del sistema controlado. Este comportamiento también es visible en la Figura 5-3, donde
se muestra la evolucion del espacio de salida de esta simulacién. Los conjuntos sombreados

en verde representan las proyecciones en el espacio de salida del minimo RPI centrado en los

estados estacionarios econdmicamente optimos, es decir y5° & C'R. Se puede notar que
el controlador lleva el sistema controlado hacia el punto de operacién econémicamente Opti-

mo. La desviacion se debe a la presencia de la perturbacion, que se considera, en este caso,



112 5 Formulacion robusta del MPC Econdémico

que tiene una distribucion Gaussiana truncada. Se puede observar que el sistema converge
asintOticamente a la region invariante robusta alrededor del estado estacionario 6ptimo, y
luego se mantiene alli, es decir, y — y:°° @ C'R cuando y — 35, lo que significa que el
controlador propuesto cumple el objetivo econémico, incluso en presencia de perturbaciones.

Ademads, no hay pérdida de factibilidad cuando se cambia el pardmetro econémico p y, por
lo tanto, el controlador puede conducir el sistema a un nuevo punto de equilibrio econémi-
camente 6ptimo. Esto es gracias al papel que juegan las variables artificiales en el disefio del

controlador.

0 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

samples

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
samples

Figura 5-1: Evolucién de las salidas h; y ho: salida del sistema en linea negra, referencia

artificial en linea de puntos roja, Optimo econdmico en linea de trazos y puntos azul.

La Figura 5-4 muestra el costo econdmico de los diferentes valores de py, p2, p3. Podemos
observar que la funcién de costo econdémico converge robustamente al valor 6ptimo de f,.,
para todos los cambios de p.

Resumiendo, este ejemplo ilustrativo muestra que:

= A pesar de que no desaparece la presencia de la perturbacién aditiva w, el contro-
lador puede llevar el sistema hacia el punto de operacién econdmicamente 6ptimo,
manteniéndolo en una regién alrededor del estado estable dada por el conjunto RPI.

De hecho, una vez que la evoluciéon de la salida del sistema ingresa en el conjunto
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Figura 5-2: Evolucion de las entradas g, y ¢,: salida del sistema en linea negra, referencia

artificial en linea de puntos roja.

y<° @ C'R «, nunca lo abandona, a menos que haya un cambio en el criterio econémi-

co, es decir, cuando ocurre un cambio en el pardmetro p.

= La referencia artificial permite que el controlador mantenga la factibilidad cuando
cambia el equilibrio econdmicamente 6ptimo. Es decir, si el objetivo econdmico cam-
bia, el controlador puede llevar el sistema a un nuevo punto de operacion factible,

manteniendo las propiedades de estabilidad y convergencia.

Observacion 5.15. Es importante remarcar que la demanda computacional del controlador
robusto propuesto no es mayor que la de un controlador nominal, ya que cada conjunto

politopico involucrado en el problema de optimizacion del MPC se calcula offline.

5.6. Conclusiones

En este capitulo, se ha presentado una nueva formulacion de la estrategia conocida como
MPC econdémico robusto para criterios econdmicos cambiantes, para el caso de sistemas

lineales con perturbaciones aditivas y acotadas.



114 5 Formulacion robusta del MPC Econdémico

14}
Y
12f
ys5® © CRy
1 -
E o8
o
06
04}
Yel” 8 CRoc
02
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

hy|m)]

Figura 5-3: Evolucién del espacio de salida del sistema a lazo cerrado en el caso de una

distribucion Gaussiana truncada.

La idea general es considerar el costo de optimizacion econémica en la formulacion del
controlador, evaluando los posibles efectos de las perturbaciones. De esta manera, el con-
trolador propuesto es capaz de guiar el sistema a una operacién econdmicamente Optima,
asegurando la optimalidad econémica y manteniendo el sistema a lazo cerrado en una region
del espacio de estado alrededor del punto de operacion econdmicamente 6ptimo, dado por el
minimo conjunto robusto invariante positivo.

Mediante la formulacion de MPC econdmico y el uso de variables artificiales, se garan-
tiza la estabilidad y la convergencia al 6ptimo econémico. La robustez se logra por medio
de un modelo de prediccion nominal, y el uso de restricciones reducidas, para dar cuenta
adecuadamente de los efectos de la perturbacion.

Los principales beneficios del controlador propuesto son:

= El sistema a lazo cerrado converge en forma robusta al punto 6ptimo econdémico que

minimiza ..

= El controlador sigue siendo factible bajo cualquier cambio del objetivo econdmico y

la realizacion de cualquier perturbacion.
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Figura 5-4: Evolucién del costo econémico f..,, para diferentes valores de p.

= La optimalidad econémica se mantiene, bajo algunas suposiciones suaves sobre la

funcidn de costo de offset.

Un ejemplo de simulacion de un sistema de cuatro tanques mostré que la estrategia podria
ser util desde el punto de vista de la aplicacion.

Los resultados de este Capitulo originaron las siguientes publicaciones [D’Jorge et al.,
2016,D’Jorge et al., 2018b].

5.7. Apéndice

A continuacion se presentan los lemas necesarios para la demostracion del Teorema 5.13.

Lema 5.16. Considérese que las Suposiciones 5.1-5.8 se cumplen y que w = 0. Para un

€eco
S

dado p, sea x¢°° el estado estable optimo. Para todo v € Xy y xg e X, = Projﬁ(zs), se

define la funcion e(x) = x — 2°. Entonces, existe una funcion K, «., tal que

le(z)]l = ae(llz — =5l (5-28)

S

Demostracion: Debido a la convexidad de los conjuntos X y X, e(x) es una funcién

continua [Rawlings and Mayne, 2009]. A demés se consideran los siguientes dos casos:
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L. |le(z)|] = 0siy solo si z = 2¢. De hecho, (i) si e(x) = 0, entonces x = 22, y por el
Lema 5.17, esto implica que 20 = x¢%; (ii) si * = 2, entonces, por la optimalidad

0

¢ ge tiene que 70 = 1, y luego, x = z°.

econdmica de

1. |le(z)]| > 0 para todo ||z — z¢°°|| > 0. De hecho, para cualquier x # 2, |le(z)|| # 0

y més auin ||z — z¢°|| > 0. Entonces, ||e(z)|| > 0.

Entonces, dado que Xy es compacto, en virtud de [Vidyasagar, 1993, Cap. 5, Lema 6, pag.

148], existe una funcion K, a tal que ||e(x)]| > ae(||lx — z5||). ]

Lema 5.17. Considérese que se cumplen las Suposiciones 5.1-5.8 y que w = 0. Tomando

Py (z,p), en el tiempo k y para un dado p, tal que x(k) = 2%(x(k)), y (k) = u®(z(k)).

Entonces x(k) = x5, y u(k) = ut.

Demostracion: En esta prueba, la dependencia del tiempo se omitird por razones de claridad.
Dado que la solucién 6ptima para el Problema PN(:C p)estal que z = 20y u = u?, entonces,

debido a la restriccién terminal, (z,%) € Z, la funcién de costo 6ptimo estd dada por

N-1
a?p ZL 2607 2607]))—“_‘/ (x27ua) VO( Lgs 2)
7=0

La ultima forma de costo proviene del hecho de que la entrada predicha 6ptima y las trayec-
torias de estado corresponden a la accion de mantener el sistema en equilibrio (x,, u,), para
los pasos N del horizonte.

El lema se probara por contradiccion. Se asume que (z,4) = (29, ud) # (2, u°). Por

lo tanto, dado que ambos, (22, u) y (26, u*°) pertenecen al conjunto convexo Z, (es decir,

a’ a s

son puntos de equilibrios factibles), existe un Be (0, 1) tal que para cualquier 3 € [6 1)
L (‘%87 ﬂs) = B(ZES, ua) (1 - B)( T, ugco)'
. (Zs,0s) € Zs.

11. laley de control u = K (z — &) + u, dirige al sistema desde :702 a , de una manera

admisible.

Por lo tanto, definiendo como 1 la secuencia de acciones de control derivadas de la ley de
control 4(j) = K(2(j) — &) + ds, con 2(0) = 22, se infiere que @ es una solucién factible

al Problema 75N(a:, p). Entonces, por la optimalidad de la solucién asumida, se tiene que
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VO(x0,p) = V(a2 p;u®, 20 ul) < Vi (20, p; 1, &, i,). Luego, teniendo en cuenta que

?Yar a

V(20,p) = V(29 u?), y desarrollando el segundo término de la dltima desigualdad, se

deduce que
) N-1 i i
Vo(x2,ul) < L(z(j) — s + 25, u(j) — s + ul,p) + Vi(T(N), z5) + Vo(Zs, Us)
=0
< Vp(2(0), &) + Vo(&s, @)
= Nf(xga Ts) + VO@S?“S)
= Vplag &) + Mag) = A(@s) = Vp(@s, 24) + Vo(is, i)

_’_/\(j:s) _ )\(:L,eco) _ Vo(xeco ueco)

S s ) S

= V(a2 &) + Volds, ) + d, (5-29)

donde d = )\(xg) — M) — Voo (%, ucee).

S ? 8

La segunda desigualdad proviene de la Propiedad 5.11, debido a que
V(@0 +1),80) < Vp(E(), ) = LE() = &s + 25, 5(80)), B, ) — s+ 05, ),

donde k(2(5), Zs, 1) = 0(j) = K(2(j) — &5) + Gs, con 2(0) = 20, y 2(j + 1) = Az (j) +
Bu(7).
Tomando j = 0 se tiene que

Vi(#(1), &) < Vy((0), &) — L(#(0) — &, + 25, 0(0) — ity + 1S, p),

mientras que considerando j = 1, se tiene que

Vi((2),2s) < Vp(2(1), &) = L(2(1) — &g + 257, 0(1) — s + ug, p)

1
< ZL ) — &y + 25, 0(5) — dis + us, p).
=0

.

Por lo tanto, por induccién, para j = N — 1 se tiene

Vi(#(N), &) < Vp(@(N =1),2,) = LE(N — 1) = &4 + 25, a(N — 1) — g + ui®, p)

< Vp(@(0),25) = Y L(#()) = & + a5, 4()) — d +ul®, p)
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Ahora, se retomard la Ecuacion (5-29). Dado que (&5, 1) es una combinacién convexa de
(20, ud) y (¢, u), con B € (0,1) como el pardmetro convexo, la idea es calcular el costo

como una funcién de (. Para esto, se define la funciéon W (), que viene dada por:
W(ﬁ) = Vf(x27:%8> + VO(isyﬂs) + d
1
= 5”%2 - 'ijH?D + g,(.CEg - -fjs) + VO(:%S;&S) + d

= (1-8)

Observar que W (1) = Vo (22, u0) + d = Vo (22, u®) = VI (22, p).
Tomando la derivada parcial de WW respecto de [ se tiene que

ow eco 10
o5 = U~ Bllze — z5=llp — d'(=

donde ¢’ € OVp(&s, Us), definiendo OV (s, Gis) como el subdiferencial de Vo (s, Gs). Eva-

lza — 25lp + (1 = B)g(z — 2°) + Vo(ds, 4s) + d.

25%) g (2 — 2, ) — ),

luando la derivada parcial en 5 = 1 se obtiene:

oW .
_ — — xr. —
o5 |, 9' (%,

7)) — 2, ) — ),

donde ¢ € Vo (22, u?), definiendo OV (28, ul) como el subdiferencial de Vp (29, u?).

Luego, por la Suposwlon 5.7, se puede aﬁrmar que para cada 20 y 2,

q (ZL‘O o :Eeco UO o ueco) > Vo(iC UO) Vo(QTeCO, eco) > ,YHI, - l,eco”

S

Por lo tanto,

oW o
— —g(z
o5 |, 9'(z,

(v = llgiDllzq — =ll

v

25) + Yz — 250 = —llgllllzg — 251 + vl — 22|l

ow
|| > 0, entonces —— > 0.

98 |5,

Esto significa que existe un 8 € [B ,1) tal que el costo de dirigir al sistema desde z°

GCO

Dado que v > ||g|| y ||z} —

a &g, W(f), es menor que el costo de permanecer en z9, el cual estd dado por W (1) =
Vo (a3, u) = Vi (2, p)-
Esta afirmacion contradice la optimalidad de la solucién al Problema 75N(J:, p) y por lo

tanto z = 20 = 2¢°, y . = u® = u%?, lo que prueba el lema. n

Observacion 5.18. Resumiendo, este lema demuestra que, si el sistema converge a un punto
de equilibrio x°, este punto no puede ser otro que el estado estacionario econémicamente

optimo, r5°°.



Capitulo 6

Formulacion estocastica del MPC+RTO

6.1. Introduccion

En los capitulos presentados anteriormente se analiz6 el disefio robusto de un controlador
MPC+RTO y de un MPC econdémico. La necesidad de hacerlo surge del hecho que estos
controladores, si bien pueden garantizar la factibilidad recursiva frente a cambios de objeti-
vos econdmicos, pueden incurrir en problemas de estabilidad y factibilidad en presencia de
incertidumbres y perturbaciones aditivas, lo cual es algo habitual en la practica.

Los controladores que se propusieron en los Capitulos 4 y 5 logran garantizar la facti-
bilidad recursiva frente a cualquier incertidumbre aditiva acotada. Esto se consigue de una
manera muy satisfactoria, reduciendo el conjunto de restricciones para tener en cuenta cual-
quier posible realizacién futura de las perturbaciones. Asimismo, esta estrategia posee un
bajo costo computacional, dado que los conjuntos necesarios para su formulacioén son cal-
culados de manera offline, y el problema de optimizacion del MPC no es diferente del caso
nominal. Sin embargo, si bien presentan estas grandes ventajas, por otro lado, el costo que
se debe pagar para obtener todas estas garantias se traduce en un desempefio general muy
conservador. Es decir, el principal inconveniente de las formulaciones robustas es el alto
grado de conservadurismo que presentan, debido al disefio basado en considerar todas la po-
sibles realizaciones de las perturbaciones, que infieren en pequefios dominios de atraccion.
Este inconveniente busca ser superado por el denominado MPC estocastico (SMPC), en el
cual se tiene en cuenta la distribucion probabilistica de las perturbaciones permitiendo una
pequeia probabilidad de violacion de las mismas (mediante las llamadas restricciones pro-
babilisticas), lo que lleva a un mayor dominio de atraccién ( [Cannon et al., 2011b, Mayne,
2016, Lorenzen et al., 2017]).
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Uno de los principales desafios que presenta esta técnica de control es la dificultad para
garantizar la factibilidad recursiva. La estrategia clédsica, basada en suponer que la secuen-
cia de entrada 6ptima seguird siendo factible en el siguiente instante de muestreo, no puede
aplicarse en SMPC debido a que, en este caso, se permite con una cierta probabilidad in-
fringir las restricciones. Como consecuencia, la existencia de esta probabilidad no nula de
violar las restricciones de un instante de tiempo a otro (incluso bajo la misma ley de control),
podria hacer inviable el problema de optimizacién. Una primera solucién a este problema
estd representada por tubos probabilisticos recursivamente factibles y fue abordada en [Kou-
varitakis et al., 2010, Cannon et al., 2011b]. En dichos trabajos, la factibilidad recursiva se
asegura considerando la distribucién de probabilidad de las perturbaciones j pasos adelan-
te, siempre que en los pasos previos 7 — 1 se produzca cualquier posible realizacién. En la
préctica, estos resultados se basan en acotar las restricciones para los primeros pasos j — 1
y en una prediccion estocdstica en el momento ;. Un resultado muy interesante es la version
mejorada de la estrategia anterior, que se propone en [Lorenzen et al., 2017]: basada en la
idea de [Korda et al., 2011], la estrategia consiste en calcular una region invariante de control
y forzar el primer estado predicho a estar dentro de esta region. Este procedimiento produce
una region factible menos restrictiva, no solo con respecto al MPC basado en tubos robusto,

sino también con respecto a los tubos probabilisticos presentados en [Cannon et al., 2011b].

En este capitulo, se presenta una formulacion estocéstica de un controlador MPC+RTO,
como el propuesto en el Capitulo 4, basada en los resultados de [Lorenzen et al., 2017]. El
disefio del controlador es tal que busca garantizar la satisfaccion de las restricciones en cuan-
to a la probabilidad y mantener las caracteristicas principales del MPCT, que son factibilidad
para cualquier punto de referencia cambiante y dominio de atraccion ampliado, incluso més
grande que el proporcionado por [Lorenzen et al., 2017], gracias al uso de las referencias ar-
tificiales y a la restriccion terminal relajada. Se pretende garantizar la estabilidad asintética
(en probabilidad) del minimo conjunto invariable robusto positivo (RPI) centrado en el punto

de ajuste deseado.

Recientemente, otro enfoque que extiende el MPCT al marco estocdstico fue publicado
en [Santos et al., 2018, Paulson et al., 2018]. Sin embargo, en este ultimo caso, el conoci-
miento de la distribucion de probabilidad de la perturbacion se explica mediante el uso de las
ideas presentadas en [Kouvaritakis et al., 2010,Cannon et al., 2011b], que son esencialmente

diferentes de las que se encuentran en [Lorenzen et al., 2017].

Los beneficios del SMPC han hecho en los ultimos afios que esta estrategia de control

sea una de las mas elegidas para diferentes aplicaciones, dentro de las cuales se destaca el
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control de los sistemas de energia, como el control del clima en edificios eficientes [Zavala
et al., 2009, Oldewurtel et al., 2010, Oldewurtel et al., 2012, Ma et al., 2015], redes inteli-
gentes y microgrids [Su et al., 2014, Olivares et al., 2015], gestiéon de energia en fuentes
de alimentacién [Patrinos et al., 2011, Di Cairano et al., 2014, Zeng and Wang, 2015], entre
otros.

En particular, el controlador propuesto se prueba en simulacion en un modelo linealiza-
do de un convertidor CC-CC (corriente continua). Este sistema se emplea generalmente en
fuentes de alimentacion para dispositivos electronicos para controlar el flujo de energia entre
dos sistemas de CC, y se usa ampliamente en diversos procesos como vehiculos eléctricos e
hibridos, sistemas fotovoltaicos, turbinas edlicas, motores de corriente continua, etc.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la Seccion 6.2 se realiza una breve
descripcion del problema de control que se va a abordar a lo largo del capitulo. En la Sec-
cioén 6.3 se presenta la formulacion estocdstica del controlador MPC+RTO propuesta. En esta
seccion se realiza el andlisis de la estabilidad asint6tica del controlador propuesto, asi como
también se resaltan las propiedades del mismo. En la Seccién 6.4, se aplica el controlador
propuesto a un sistema convertidor CC-CC. Finalmente, en la Seccién 6.5 se sacan algunas

conclusiones del desempeiio obtenido.

6.2. Descripcion del sistema
Considérese el siguiente sistema dinamico discreto, lineal e invariante en el tiempo
z(k+1) = Az (k) + Bu(k) + w(k), (6-1)

donde z(k) € R™ es el estado del sistema, u(k) € R™ es la entrada o acciones de control
y w(k) € R™ es una perturbacion de estado estocastica desconocida pero limitada, en el
tiempo de muestreo k, mientras que x(k + 1) denota el estado sucesor.

A diferencia de los casos presentados en los capitulos anteriores, dado que los estados en
el sistema (6-1) evolucionan como procesos estocasticos, las restricciones se aplican como
restricciones probabilisticas. Esencialmente lo que se plantea es que con cierta probabilidad,
la cual serd definida de acuerdo al sistema a controlar, los estados y entradas podran estar

fuera de los limites del sistema. Formalmente se tiene que:

P lz(k) e X} > 1-¢ (6-2)
P{u(k) eU} > 1—¢,
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donde X C R" y U C R™ son poliedros compactos, convexos y contienen al origen en su
interior, y ¢ € [0,1), &, € [0,1) son pardmetros dados para restringir la probabilidad de
quebrantar las restricciones del sistema. Es importante notar que, en caso que asi se requiera,
estas restricciones se pueden convertir en deterministas, haciendoe =00 ¢, = 0.

Para luego poder garantizar la estabilidad asintética, el modelo del sistema incierto (6-1)

deberéd cumplir con el siguiente supuesto:
Suposicion 6.1.
» Elpar (A, B) es controlable.

= Las incertidumbres w(k), k > 0 son variables aleatorias con media cero, indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.). Ademads, estdn acotadas y se encuentran

en un poliedro convexo compacto que contiene el origen en su interior.

W={weR": A,w < b,} (6-3)

» El estado del sistema es medible y, por lo tanto, se conoce x(k) en cada instante de

muestreo.

El estado estacionario y la entrada del sistema (x,, u;) son tales que (6-1) se cumple para

el sistema nominal, es decir,
s = Axs+ Bus,.

Se definen los conjuntos de estados y entradas de equilibrio admisibles del sistema (6-1)

como

Z, = {(x,u) € Z |z = Az + Bu} (6-4)
Xy = {reX|Jueltalque (z,u) € Z}. (6-5)

Teniendo en cuenta la dltima caracterizacion de equilibrio, el punto 6ptimo de operacién

que estabiliza el sistema es

Definicion 6.2. El estado estacionario y entrada optimos, (z5°°, u$®), satisfacen

€co
S

) = arg min geco(xauap)' (6'6)

(l,eco7 ”
(z,u)EZs

s



6.3 Formulacién estocastica del MPC + RTO 123

Donde Y., (x, u, p) define una funcién de costo econémico y p es un pardmetro que tiene
en cuenta factores como los precios, costos u objetivos de produccion, que pueden hacer
variar el valor 6ptimo del problema (6-6). Se supone, para dar generalidad a la formulacidn,
que Leeo(x, u, p) es no lineal.

El objetivo de este capitulo es disefiar un MPC estocéstico capaz de alcanzar cualquier

€eco

punto de operacion cambiante ¢

, satisfaciendo las restricciones (6-2)-(6-3), a pesar de
las incertidumbres. A continuacion se presenta la estrategia disefiada para cumplir con este

proposito.

6.3. Formulacion estocastica del MPC + RTO

Una vez formalizado el problema que se desea resolver y planteado el objetivo, en esta
seccion se buscard llevar a cabo el disefio de un controlador MPC+RTO estocdstico. Para lo
cual, se propone una funcién de costo caracterizada por: (1) un punto de referencia artificial
alcanzable, afiadido como variable de decision; (ii) un costo de etapa que minimiza la des-
viacion de la trayectoria predicha respecto de esta condicidn estable artificial; (iii) un costo
adicional, dado por la funcion costo de offset, que penaliza la desviacion entre el punto de
referencia artificial y el punto de operacion deseado; (iv) una restriccion terminal relajada
que depende de la variable artificial en lugar del punto de operacion real.

Teniendo en cuenta la naturaleza estocéstica de las predicciones, se presenta el costo del
problema de optimizacién como el valor esperado del costo cuadratico, que debe minimizar-

se en cada instante de tiempo k:
Vi (30, 24, ua) = Ei { Sso le(i: k) = za(R)G + [u(is k) = wa(W) - (6-7)
Hl (N3 k) = za(B)I[7 + Vo(xa(k), ua(k))}v

para j € Ijp.y_1), siendo NN el horizonte de control/prediccion. Donde R € R™ ™ y P €
R™ ™ son matrices definidas positivas y () € R™*" una matriz semi definida positiva tal
que el par (Q'/2, A) es observable. El par (z,, u,) es la denominada referencia artificial, que
representa el mejor estado de equilibrio al que puede acceder el sistema en /N pasos, a partir
de la condicidn inicial © = z(k). Asimismo, Vp(x,, u,) es la llamada funcién de costo de

offset, que se define como sigue:
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Definicion 6.3. Sea Vi (z,w) una funcion convexa definida positiva tal que el iinico minimo
de
min Vo (z,u) (6-8)

(z,u)EZs

Para poder garantizar estabilidad y convergencia, a esta funcion se le pedird que cumpla

con el siguiente supuesto:
Suposicion 6.4. Existe una constante positiva -y tal que

Vo(z,u) — Vo(zt® ul®) > vl — x&|]. (6-9)

S S

Teniendo en cuenta que esta funcién se evalda en las variables (z,(k), u,(k)), este su-
puesto garantiza que la diferencia de entre la funcion evaluada en la referencia artificial y el

optimo del sistema esta acotada y depende, ademas, de la distancia entre dichos puntos.

Observacion 6.5. La funcion de costo de offset V() representa el criterio econdmico que
determina el comportamiento a lazo cerrado del sistema controlado. De la definicion an-
terior, estd claro que las condiciones en la eleccion de Vo (-) no son tan restrictivas. Esta
funcion se puede elegir, en el marco de MPC+RTO, como una norma de la distancia al es-

€co

tado estable deseado [Limon et al., 2008, Ferramosca et al., 2009], es decir, ||z — 15|,

€eco
S

€eco

cc0||2. donde T es una matriz definida positiva;

|z — 5|1, 0 una norma cuadrdtica ||x — x
0 como una distancia a un conjunto objetivo [Ferramosca et al., 2010a, Ferramosca et al.,
2012]. También se puede configurar como una funcion de costo econémico genérico (posi-
blemente no lineal), es decir, Vo(-) = Leeo(x, u), proporcionando propiedades significativas
al sistema en lazo cerrado. Dado que una funcion de costo no lineal puede no cumplir con
las condiciones requeridas en la Definicion 6.3, para este iiltimo caso los algoritmos para
una aproximacion adaptativa del costo no lineal l..,(x,u) se proporcionan en [Alamo et al.,

2014, D’Jorge et al., 2017, Limon et al., 2013].

Como es habitual en la formulacién de MPC estocéstico, siguiendo las ideas presentadas
en el Capitulo 3, se puede descomponer el estado y las trayectorias predichas de entrada del
modelo (6-1) en sus componentes deterministas y estocdasticas. Para esto, considérese una
ganancia K de realimentacion de estado 6ptima, tipicamente escogida como la ganancia de
control 6ptimo de LQR, de manera que Ax = A + BK presente todos sus autovalores en el

interior del circulo unitario. Entonces, dado un horizonte de prediccion finito NV, se tiene que

x(j; k) = z(j; k) +e(j; k) (6-10)
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u(j; k) = Ke(j; k) +v(j; k) (6-11)

para j € Iy.n_1, donde z € R" representa la evolucidon del modelo nominal (deterministico),
mientras que e € R" representa la evolucién de la componente estocéstica del estado, es

decir
2+ 1K) = Az(ik)+ Bo(ik),  2(0:k) = (k) (6-12)
e(j+1L;k) = Age(j;k)+w(j; k), e(0;k)=0. (6-13)
Teniendo en cuenta las ecuaciones (6-10) - (6-13) y las propiedades de distribucién de las

perturbaciones, dadas por la Suposicion 6.1, el valor esperado del costo puede ser calculado

explicitamente en las variables deterministicas z(j) y v(j) como sigue:

Vn(ziu, 20, 1,) = Vi@V, 24, uq) + Vi(w) (6-14)
donde
N EViTaty) ZHZ 5ik) =2 ()G + o (k) — o (W) 7+ [ (Nik) =20 (k)3 + Vo lwa (k) ua (k)
N-1
Vi (w) {ZH e(7; K)o i mic + le(V; k)HP}
7=0

En la formulacién correspondiente a V4(-), z es un parametro, mientras que la secuencia
de entrada v = {v(0),...,v(N — 1)} y las variables artificiales z, y u, son las variables
de optimizacién. Asimismo, obsérvese que la formulacién de V5 (-) solo estd en funcién
de la variable estocdstica, es decir, no depende del estado actual x, ni de las variables de
optimizacioén (v, u,, z,), con lo cual, deja entrever que no formard parte del problema de
optimizacion del controlador propuesto.

A continuacion, mediante el siguiente lema, se demuestra la equivalencia de los costos

dados por las ecuaciones (6-7) y (6-14).

Lema 6.6. Considérese que las Suposiciones 6.1 y 6.7 se cumplen, entonces la funcion de

costo dada por la ecuacion (6-7), es equivalente a la funcion (6-14) donde

Vz@(w;vwwua):Z (k) —2a(RG + (k) —a (k)7 + e (Ni) =2 (W) B+ Vo @a (k) ua(k)

Vi (w) {ZH e(7; K)o xmie + le(NV; k)HP}

7=0
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Demostracion: Manipulando la funcién de costo (6-7), usando las ecuaciones (6-10)-(6-13),

se tiene que

Vi (250, 24, ta) = Z_ Er (lo(j: k) — a(R)IIG + llu(ii k) — ua(k)]IR)

B ([N k) — 2a(R)[3) + Volra(k). ua(k))

=Y B (05 k) + e(G: k) = za(B) G + [0 k) + Ke(js k) = ua(k)||7)

J=0

+Ey, ([|[2(N; k) + e(N; k) — za(k)||3) + Vo(za(k), ua(k))
= Z Er(l|z(j; k) — za(R)[|3 + lle(G; k)G + 2(2(5; k) — za(k))' Qe(j; k)

oG5 k) = walB)I% + el F)Ifxri) + 2(v(i k) — ua(k)) REe(j; k)
+E ([[2(N5 &) = za(R)[5 + (N5 B)I[5 + 2(2(N: k) — z4(k)) Qe(N; k)
+VO<xa(k)7 ua<k)>

Teniendo en cuenta que e(j; k) es de media cero e independiente de z(J; k), el valor es-
perado de los términos cruzados es igual a cero. Entonces, es posible separar la componente
estocéstica del costo de la determinista, de la siguiente manera:

N-1

Vn(ziu, 2, us) = Z 12075 k) = 2a(W)IG + l0(G3 k) = ua(B) % + [12(N3 k) — 2a(F) |7

=

+Vo(za(k), wa(k)) + ) Er (lle( B)Gsrorc) + Ex (le(N; E)I[3)

.
o

= Vﬁ,(m;v, Ta,Ug) + Vi

—~

w

~—

lo que prueba el Lema. ]

Finalmente, el MPC estocastico propuesto viene dado por la solucion en cada instante de

tiempo k, para cualquier estado factible x, del problema de optimizacién Py (z;V, z4, Uq),

dado por
min  Ve(x; v, 24, u,) (6-15)
s.a. z(0;k) = z(k), (6-16)
(6-10) — (6-13), (6-17)

2(j; k) € A, jeliy (6-18)
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v(j; k) € U, J € lona (6-19)
(2(N; k), 2q,u,) € Q2 (6-20)
z(LLk) eCy, oW (6-21)

donde /"Ej, Z;lj y 2 son, respectivamente, las restricciones de estado, entrada y terminal nece-
sarias para que el problema de optimizacion estocdstico sea recursivamente factible. Ademads,

Nz €8 el maximo conjunto invariante robusto de control. Estos conjuntos serdn definidos
formalmente en la siguiente seccion.

En el problema de optimizacion planteado, x es un pardmetro, mientras que la secuencia
de entrada v = {v(0),...,v(N — 1)} y las variables artificiales z, y u, son las variables de
optimizacién !. Téngase en cuenta que el término de costo V5 no se incluye en el costo que
se debe minimizar porque, como se distingui6 anteriormente, no depende de las variables de
optimizacion.

A continuacion se procederd a definir los conjuntos involucrados en el problema de opti-

mizacion presentado previamente.

6.3.1. Restricciones probabilisticas y dominio de atraccion

Como se pudo vislumbrar a lo largo de la tesis, una de las claves para una adecuada
formulacion de un controlador predictivo basado en modelo, se encuentra en la formulacion
de las restricciones del problema de optimizacion. En esta seccion se aborda la formulacion
adecuada de las mismas para poder asegurar los tres pilares del MPC, es decir, estabilidad,
convergencia y factibilidad recursiva.

En primer lugar, se derivan los conjuntos de restricciones deterministas y no conservado-
res /'\?j y Z;Ij para el sistema nominal, de manera que las restricciones (6-2) para el sistema
(6-1) se cumplan en lazo cerrado bajo la ley de control del MPC estocéstico para seguimien-
to. Luego se presentaran el conjunto final y la restriccion adicional del primer paso junto con
el dominio de atraccion del sistema. Estos conjuntos de restricciones se modifican ain mas
para proporcionar garantias de estabilidad estocastica y factibilidad recursiva en todas las
secuencias de perturbacién admisibles.

Téngase en cuenta que todos los conjuntos de restricciones involucrados en el problema

de optimizacion, se calculan de manera offline.

!Obsérvese que la dependencia de estas variables con respecto a la condicién inicial x(k), es decir,

(v(z(k)), zq(x(k)), uq(z(k))), se elimina por motivos de claridad.
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Teniendo en cuenta las ideas presentadas en el Capitulo 3, a continuacion, las restricciones
de estado y entrada dadas por la ecuacion 6-2, se reescribirdn a partir de las predicciones

como sigue:

Pr{[Auli u(g; F)

IN

[bx}z} Z 1— [6]1 1€ ]Ilzpa ] S I[1:N (6'22)
[bu]z} 2 11— [gu]z 1€ Hl:qv ] € ]IO:N—l (6'23)

IN

donde p y ¢ son el ndmero de restricciones lineales que definen X' y U respectivamente. Las
matrices A, € RP*" A, € R?*™, ylos vectores b, € RP, b, € R son tales que, z(j; k) € X
es equivalente a A,z(j; k) < b, y que u(j; k) € U es equivalente a A, u(j; k) < b,,.

Ademds, [¢]; € [0, 1] es un pardmetro dado que restringe la probabilidad condicional de
infringir la restriccion de estado lineal 7 en la prediccion futura (j; k), dada la realizacion del
estado actual z(k). Obsérvese que considerar [¢]; = 0 convierte una restriccién suave en una
restriccion dura.

Finalmente, dada la evolucién de la componente estocdstica del estado (6-13), las restric-
ciones probabilisticas se pueden reescribir en términos de conjuntos de restricciones conve-

xos y lineales, de la siguiente manera.

Restricciones de estado

Sea ¢ € [0,1]?, el sistema (6-1) satisface las restricciones de probabilidad (6-22) para
k=1,...,Nev=1,...,psiy sélosi el sistema nominal (6-12) satisface las restricciones
2(7;k) € 2?]- con

X;={z€R"| A,z <n;} jel.y (6-24)

donde 7; viene dada por
mili = mgixn
s.a.  Pi{n < [b.)i — [Aclie(jik)} > 1 —[e]; i€ Ly,
Restricciones de entrada

Sea ¢, € [0;1) un nivel de satisfaccion de restriccion probabilistica. De manera similar a
lo realizado con las restricciones de estado, se reemplaza la restriccion original con v(j; k) €
U; donde

U ={veR" | Aw <} j€Ton (6-25)
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donde 1i; estd dado por

lpili = méxp
sa.  Pe{p <[by)i — [AuiKe(j;k)} > 1 —¢e, i€l

Es importante remarcar que en el lazo cerrado, las restricciones duras de entrada se cumplirdn
siempre, dado que py = b,. Es decir, la entrada de control que finalmente se inyecta en el

sistema, cumplird siempre con las restricciones duras, independientemente de valor de €,,.

Costo final y restriccion terminal

Como es bien sabido por la teoria de control predictivo, en un disefio de estabilizacion
de MPC nominal, la restriccion terminal fuerza al estado de prediccidn final a residir en una
region del espacio de estado que se encuentra dentro del dominio de atraccidn del sistema
nominal, estabilizado por una ley de control local. En el caso del MPC nominal para se-
guimiento, esta ley de control debe disefarse para estabilizar el sistema a cualquier punto
de equilibrio admisible (x,, u,). Luego se utiliza una funcién de Lyapunov para el sistema
controlado, Vy(z, z,) = ||z — x,||%, como funcién de costo final, y el dominio de atraccién

del sistema controlado (x, z,, u,) € 2 se utiliza como restriccion terminal.
Suposicion 6.7.

» Sea R € R"™ "™ una matriz definida positiva y () € R"™" una matriz semi-definida

positiva tal que el par (Q'/?, A) es observable.

s Sea K € R™™ una ganancia de control de estabilizacion tal que la matriz Ax =

(A + BK) tenga todos sus valores propios dentro del circulo unitario.

» Sea P € R™" una matriz definida positiva, solucion de la ecuacion de Riccati

P=APAx+Q+ K'RK

Debido a la Suposicién 6.7, para el caso nominal, es posible definir la siguiente restriccion

de terminal.

Definicion 6.8. (Conjunto invariante para seguimiento [Limon et al., 2008]). El poliedro
Qf C R™™ ™ es un conjunto invariante admisible para seguimiento, para el sistema nomi-
nal v+ = Ax + Bu, sujeto a restricciones duras x € X, u € U, bajo la ley de control local

u= K(x — x,) + uq. Es decir, para todo (x,x,,u,) € §2, se satisface que:

(¢, K(x —x,) +u,) € X xU
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(Tayua) € 2
(Ar + B(K(x — x,) + Ug), Ta, Uq) €

[

El supuesto de la matriz P es una condicion de Lyapunov y garantiza que Vi(z — z,) =
|z — z4||% es una funcién de tipo Lyapunov para el sistema controlado por la ley de control
terminal u = K(x — z,) + u,, que es 7 = Ax + B(K(x — z,) + u,). La existencia
de esta matriz estd garantizada gracias a la ganancia de control de estabilizaciéon K. Por
otro lado, el conjunto invariante para la condicién de seguimiento de {2{ garantiza que para
cualquier (z, z,, u,) € Qf, (4, u,) es un punto de equilibrio admisible, la entrada de control
u = K(x — z,) + u, es admisible, es decir, (x,u) € Z,y el estado sucesor z permanece
en Q¢ para el mismo punto de equilibrio (z,, u,), es decir, (27, z,, u,) € QF. Es interesante
notar que (., T,, u,) € QF, lo que significa que cualquier estado estable admisible z, estd
contenido en €, = Proj, ().

El conjunto invariante para seguimiento dado por la Definicion 6.8 no puede emplearse
en el controlador estocéstico propuesto, debido a la presencia de las perturbaciones. Por lo
tanto, teniendo en cuenta el modelo de prediccién y siguiendo las ideas presentadas en el
Capitulo 4 para el caso robusto, primero se definird un conjunto invariante robusto admisible
bajo la ley de control local v = K (z — x,) 4 u, y luego se procederd, al igual que se hizo con
las restricciones de estado y entrada, a realizar un ajuste adecuado para construir el conjunto
terminal Qf.

Para este objetivo, se define el estado extendido z; = (2, 24, ug), ¥

A+BK —-BK B
At - 0 In 0
0 0 I,

Definase también el conjunto

X — {(z,Za,uq) | 2 € /'?j,K(z — ) +u, € L?j, (Ta,ua) € Zs}

Y= {2 A{zt € thv para j > O},

que denota el mdximo conjunto invariante robusto para el seguimiento. Para obtener el con-

junto de terminal para el Problema (6-15), se define

X, = Pron(Zt) = {Z e R" | AEZZ < bzz},
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donde Ay, € RP*", by, € R? y ¥, = Proj(,u.)(X¢). Una vez obtenido el conjunto X,
se procede de manera similar a lo realizado con las restricciones de estado y de entrada. Es

decir, sea €¢ € [0; 1) un nivel probabilistico, luego se define el conjunto
S, = {z€R" | Ag.2 <1y}
con

fnfls = mixy
sa. Ppln < [bs)i— [As ie(N;K)} > 1—¢; i€l

donde p es el numero de restricciones lineales que definen el conjunto ... Finalmente, el

conjunto terminal del Problema (6-15) viene dado por
Qr =3, x %, (6-26)

Obsérvese que la restriccion del terminal (2(N; k), zq, uq) € Q2 implica las siguientes
afirmaciones: (i) 2(j; k) € X, v(j;k) € U;, con 2(j + L;k) = Az(j;k) + Bu(j; k) y
v(ji k) = K(2(j; k) — 2a) + ta, y (D) (e, ua) € Zs.

Restriccion del primer paso y dominio de atraccion

Uno de los grandes desafios que presenta la formulacion de MPC estocdéstico, es el de po-
der asegurar la factibilidad recursiva del controlador. La estrategia desarrollada, para cum-
plir con este objetivo, consiste en restringir un poco mas a la primera prediccion del esta-
do, z(1; k) en términos de la distribucién de W, mientras que el resto de las predicciones
2(2;k),...,2(N —1;k), z(IV; k) estan restringidas, segtin lo presentado anteriormente. Para
esto se define un conjunto invariante robusto, de manera tal que, si z(1; k) se encuentra en
su interior, el resto de las predicciones sujetas a las restricciones probabilisticas, presentadas
anteriormente, no se iran mas alla del dominio de atraccidn del sistema.

Formalmente, en primer lugar, para poder definir el conjunto de restriccion de la primera
prediccién, considérese el conjunto factible C definido como el conjunto de todas las condi-
ciones iniciales (z,v), tales que las restricciones (6-17)-(6-21) tengan al menos una solucién
factible, es decir,

Jo(l),...,0(N—-1) e R™
2(j+ 1 k) = Az(j; k) + Bu(j; k)
e R™™ Ayz(5; k) <mj, je[l,N] . (6-27)
Aw(jik) < pj, o j€[0,N—1]
(2(N; k), 74, u,) € Qf
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La proyeccién de Cy en z, dada por Xy = Proj,(Cy), no es necesariamente un conjunto
invariante robusto positivo con respecto al conjunto de perturbaciones V.
Por lo tanto, debera calcularse recursivamente, un politopo invariante de control robusto

sujeto a Cy. Para esto, sea C, = Proj.(C37), a partir de C;, = Xy se tiene que:

Ju € R"s.a.(z,u) € Cy }

Cil=<3xelly, A
N { o Ar+ Bu €Cy, oW

FATA 00 __ Moo (7%
donde, por definicion, C37, = NZCly -
De esta manera, se puede formular la restriccién de primer paso, como z(1;k) € C¥, ©
W. Asimismo, el conjunto C3y,, representa el dominio de atraccion del controlador derivado

del Problema Py (z; v, T4, Ug)-

6.3.2. Estabilidad asintética en probabilidad y convergencia

En esta seccion se estudian las propiedades del sistema a lazo cerrado del controlador
propuesto. Se procura demostrar la existencia de un conjunto CF’, que es asintGticamente
estable en probabilidad para el sistema a lazo cerrado bajo el controlador propuesto.

Para poder garantizar estas propiedades se deberd considerar el siguiente supuesto:

Suposicion 6.9. Sea R, el minimo conjunto invariante robusto (RPI) (Definicion 3.1, del
Capitulo 3) para el sistema (6-1) con entrada u(k) = K(x(k) — z4) + uq, pata todo w(k) €
W. Se asume que R, C X.

Teorema 6.10 (Estabilidad asintética). Considérese que las Suposiciones 6.7-6.9 se cum-
plen. Para el sistema (6-1) en lazo cerrado con el controlador propuesto, la region x5 R

es asintoticamente estable en probabilidad, con un dominio de atraccion dado por C .

Demostracion:
Para probar la estabilidad asintética, como es habitual en el marco de MPC, primero se debe
introducir una solucién 6ptima en el instante de tiempo k y luego una solucién candidata
factible para el tiempo £k + 1.

Particularmente, sea la solucion 6ptima del Problema (6-15) en el momento & dada por
(vO(k),22(k),ul(k)). Asimismo, considérese la solucién factible v*(k + 1) = (v(k +

1),Zq(k +1),t,(k + 1)), con:

F(k+1) = {6(0;k+1),5(L;k+1), ... 5(N — 1;k + 1)} (6-28)
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(Za(k + 1), 0a(k + 1)) = (20(k), ug(k)) (6-29)
donde

BN —1;k+1) = K(z(N;k) —22(k)) +ul(k) + KAX tw(k).

Notese que, debido a la perturbacion w, esta secuencia puede no ser factible en el instante
K+1.

Luego, en funcion de [Lorenzen et al., 2017] se puede refinar el ajuste de restriccion
presentado en las ecuaciones (6-24)-(6-26), para garantizar que la solucién candidata sea
factible con cierta probabilidad.

Para este objetivo, sea ¢y € [0,1) y sea el conjunto Wy C W, de tal manera que
P{w(k) € W} > 1 — ;. Luego, para todo i € Iy, j € Ij.n, y [ € Ij,;—1 se consi-

dera

”LU,gEWf

l
()i = min —[A.]; Y Al w,
k=1

y se define

[75]i = min {[f;]i + -1}

l€lp.j 1

y de manera similar se obtiene /i;, para la restriccion de entrada. Usando la misma idea, para

la restriccidon de terminal se considerara

I
[7f4)i = min —[Azz]iZA%_nwm

wHEWf

k=1
)i = m;ix 1, sa. Pe{n < [bs.]i — [As.Jie(l;k)} > 1 — ¢ (6-30)
y se define
7l = min {7 )i + g5}
€lo.n
Factibilidad recursiva

La factibilidad recursiva de las restricciones de estado, entrada y terminal se demuestra en
Lema 6.11. La factibilidad recursiva de z(1; k) € C3¥, © W se deriva directamente de la

factibilidad recursiva del estado, las entradas y las restricciones de terminal.
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Lema 6.11. [Factibilidad recursiva de la solucion candidata.] Deje que la restriccion de
estado, entrada y terminal en ecuaciones (6-24)-(6-26) esté dada por n;, [i; y 15 en lugar
de nj, 11; y ny. Entonces, la solucion candidata (6-28) es recursivamente factible con una

probabilidad no menor a1 — ¢y.

Demostracion: Dado que la referencia artificial afiadida, solo altera la funcién de costo y
la restriccion del terminal, la factibilidad recursiva del estado y las restricciones de entrada
siguen directamente de [Lorenzen et al., 2017]. La factibilidad recursiva de la restriccion del

terminal se demuestra en el Lema 6.12, presentado a continuacion. [

Lema 6.12. [Factibilidad recursiva de la restriccion terminal. |

Para todo k > 0,

(N3 k), 2a(k), ua () € O,
con probabilidad no menora 1 — €.

Demostracion: Por los supuestos planteados, se cumple que, con una probabilidad 1 — ¢/,
w(k) € Wy, por lo tanto, sélo se requiere demostrar el Lema para w(k) € V. En este caso,
para probar la factibilidad recursiva de la restriccion terminal, se pueden seguir los mismos
argumentos usados para demostrar la factibilidad recursiva robusta de la restriccion terminal.

En primer lugar, de la ecuacion (6-26) y del hecho de que w(k) € Wy se tiene que
QF = xS, = (8, 0RN) XX,
= 3, 6(Ry x0)
donde ¥, = {z € R" | Ay.z < 7i;}, y Ry es el conjunto alcanzable en N pasos, que

representa la respuesta forzada del sistema debido a la presencia de las perturbaciones, es

decir,
N-1
Ry £ P AWy
i=0
Dado que, al tiempo k, (z(N; k), 2°(k),u0(k)) € Q¢ = ¥, & (Ry x 0), y teniendo en
cuenta que, debido a las ecuaciones (6-28), 2(j; k + 1) = 2(j + 1; k) + Al.w(k), entonces
(Z(N =Lk +1),5.(k+ 1), 0,k + 1)) € 5, © (Ry x 0) ® (AW, x 0)

Luego, dado que (2(N; k+1),Z,(k+1),ua(k+1)) = A(Z(N—1;k+1),Z,(k+1), Ga(k+

1)), se obtiene

(E(N;k+1),2,(k+1),0,(k + 1)) € A(X: © (Ry x 0) @ (AR Wy x 0)).
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Teniendo en cuenta que
A (ZO (R x0)D (AR W x0)) = 4,3, © (AKRN x 0) @ (AXW; x 0)

=AY 6 EBA Wi x 0) @ (ARW; x 0)
7=1
N-1

= A0 (6D AlWy x 0)0 (ARW; x 0) & (AZW; x0)
j=1
N-1

C A% o (@D AWy x 0)

j=1

C(Sre (W x0)) @A Wi x 0)
N-1 '

=3, 6 (@ AWy x 0)

j=0
=%,6 (Ry % 0)

donde la segunda desigualdad se produce por el hecho de que 4,2, & (W, x 0) C ¥, &
A C X e (Wr x0).

Por lo tanto,
(Z(N; k4 1), 24k + 1), i,k +1)) € 2,0 (Ry x 0)=Q¢
lo que prueba el Lema. [ ]
Decrecimiento del costo

El valor 6ptimo de la funcién de costo en el momento k, debido a la solucién 6ptima al
Problema (6-15), se denota como V) (z(k)), donde

N-1
Z 12°C73 k) — 2o (B)1G + 10 (G k) — wa(R)1%
+||Z (N3 k) = 2q(k) |5 + Volzg(k), uq(k))

donde, z(0; x(k)) = z(k), es decir, el estado medido en el instante de tiempo k, y

vO(k) = {0°(0;k),0°(1; k), ...,v°(N — 1;k)}
z2°(k) = {2°0;k),2°(1;k),...,2°(N — 1, k), 2°(N; k) }.

N
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Esta funcién de costo éptimo es convexa, continua y cuadrética por partes en z(k). Por lo

tanto, existe una constante de Lipschitz, L, para esta funcion.

Sea definida la solucién candidata en el instante de tiempo k& + 1 como en (6-28). La
secuencia de predicciones de estado a partir del estado incierto medido x(k + 1), debido a la

secuencia de control candidata v(k + 1) es
z(k+1) = {2(0;k+1),2(L;k+1),...,2(N;k+ 1)}

donde Z(j; k+1) = 2°(j +1; k) + Aw(k) para j € Tp.y_yyy Z(N; k+1) = Ag(2°(N; k) —
20 (k) + 29 (k) + AXw(k), con 2(0; k+1) = x(k+1), esto es el estado medido en el instante
de tiempo k + 1. Nétese que Z(j;k + 1) = AZ(j — Lk + 1)+ Bo(j — Lk + 1), j € Iy

Sobre esta base, el valor 6ptimo esperado de la funcién de costo, en el instante k£ + 1,
debido a la solucién candidata v@(k + 1) = (v(k + 1), Z4(k + 1), @, (k + 1)), estd dado por

E, {VN(w(k 1)k - 1))} -
= Eu{ 3 [eGsal-+ 1))~ Balolk + D) + oG ok + 1) ~ il + )1
HZ(N; 2k + 1)) = Zo(z(k + 1))||3 + Vo(Za(z(k + 1)), ta(z(k + 1)))}

. E{ S 120G 0(k) + A (k) — a2 ()

IO (k) + K A w(k) — u( (k)]

FI(V; 2 (k) + AN (k) — 2@ (k)I

IR OV 2(k)) — (@ (k)) + KAY  w(k)|l%
-HmKu%Nm@»—xﬂﬂm»+A%w@m%+wmﬁ@@»wﬂﬂm»}

= DG (8) — B + 102 (8) ~ )
HI2OV;28)) = 220D s+ 12°0N: 2(8)) = 23y
Vol (w(h), w2 (e k)

N-1
+Eg {Z HAjK_lw(k)Hz)-i-K’RK + HA%_lw(k)HéH«RK + HA%w(k)H?D} .
j=1

=2
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Comparando este tltimo costo con el costo éptimo en el instante k, se obtiene >

B {Valalk+1:9"(k+ 1))} = Ve((k)) =
— [12°(Vs ) = () s + 12°(V; ) = 2SRy, pa
—12°(0; k) = 2 (k) = 10°(0: ) — wl (k)
— (N3 k) — 2RI

{ZHA )G s + 1 ARw(E )H?a}

Teniendo en cuenta que P — A% PAx = Q) + K'RK,y que

N-1
> AL(Q + K'RE) Al + AY PAY =
7=0
N-1
- ZAJK (P — A PAg) AL + AY PAY
Jj=

= P — AW PAg + AW PAx — A2PA% + .+ ANV PANTT — AN PAN 4 AN PAY
=P

entonces

By { Vv (o(k + 1); ¥ (2(k + 1)) } = V(@ (k)) =

= —[12°(0; k) — R(R)B — 10°(0; k) — ud(k) 1% + B {lw(R)]I3}
= —llo(k) = 290 — 11u°(0; k) — w3 + Ex { ()13}
= —lla(k) — 2503 — 003 ) — usl3 + B {w(k) 3}

€CO||

donde la ultima desigualdad viene dada por los Lemas 6.13-6.14, desarrollados en la Sec-
cion 6.6.

Se debe tener en cuenta que la trayectoria de la entrada candidata no permanece fac-
tible con la mayor probabilidad ¢, pero dado que V3 (z(k)) es continuo, convexo y por
partes cuadrdtico en x(k), existe una constante de Lipschitz L en C3, de manera tal
que el aumento del costo maximo Vy(z(k + 1)) — Vy(2(1;k)) puede ser delimitado por
W = Ly [[w(k)].

Luego

Be {V((k+ 1)} = V2 (k) < (1= ) (B { Ul + 15 9k + 1) } - Vi (k)

2En lo que sigue, se omitird la dependencia de x en aras de la claridad, es decir, vo(j ; k) denotara

v0(j; (k).
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+eg (—lla(k) — 22llG — [u”(0; k) — ug || + ¥)
< —llek) = 25llg — llu’(0s k) — ugk

‘l‘(l — Ef)Ek {||w||§3} -+ €f\I’.

Estabilidad

Dado que la solucion candidata puede no ser factible con una probabilidad ¢, para terminar

la prueba se necesitan distinguir dos casos posibles:

@

(ii)

Si la solucién candidata sigue siendo factible para todos los £ > 0, entonces utili-
zando los mismos argumentos que en el caso robusto, se puede probar que el sistema
a lazo cerrado es ISS con respecto a las perturbaciones w, y por lo tanto, converge

asintoticamente a una region del espacio de estado, dada por x5 @ R

Si el supuesto anterior no se cumple, entonces, utilizando los mismos argumentos que
[Lorenzen et al., 2017, Lema 2-3] se puede demostrar que, con una probabilidad de
(1 — p), existe un horizonte suficientemente largo como para que la solucién candidata
siga siendo factible durante un cierto nimero de pasos de tiempo consecutivos y entra
en el conjunto terminal. Luego, a partir de este instante, por la invariancia de la region
terminal, la solucién candidata sigue siendo factible y por [Lorenzen et al., 2017, Lema

4] el sistema a lazo cerrado converge a £ @ R .

6.3.3. Propiedades del controlador propuesto

El controlador propuesto es una formulacion estocastica del MPC para el seguimiento.

De esta forma, hereda sus principales propiedades tales como:

Optimizacion de estado estacionario. La funcion de costo de offset puede conside-
rarse como un optimizador de punto de equilibrio objetivo (SSTO) integrado en el
mismo MPC: el controlador impulsara el sistema en lazo cerrado a una region cen-
trada en el estado estable admisible que minimiza esta funcion. La funcion de costo
de offset puede asumir diferentes formas, lo que proporciona un comportamiento de

lazo cerrado diferente. Ademas, si una distancia a un punto de equilibrio deseado z; se
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considera una funcién de costo de compensacion, es decir Vo (x4, us) = [|za — 2¢l/g,

€eco

con ¢ una cierta norma, entonces el mejor estado estacionario esta dado por ¢

= T,

si x; es admisible. Si no, entonces por Definicion 6.3, el mejor punto de equilibrio serd

eco

el que minimice dicha distancia, es decir, x¢

= argmin o — 2]

= La factibilidad esta garantizada para cualquier cambio de consigna o costo
economico. El conjunto de restricciones del controlador propuesto no depende de
un punto de ajuste especifico, ni del minimizador de la funcién de costo de offset
(&, u). Por lo tanto, se garantiza la factibilidad para cualquier cambio del punto

Optimo y para cualquier horizonte de prediccion N.

= Mayor dominio de atraccion. La restriccion terminal del controlador propuesto es
un conjunto invariante disefiado para cualquier punto de equilibrio del sistema. En el
MPC estéandar, el conjunto invariante se calcula para un punto de equilibrio especifico.
Por lo tanto, la restriccion del terminal y, como consecuencia, el dominio de atraccién

del controlador propuesto son (potencialmente) més grandes que en el MPC estandar.

6.4. Ejemplo de aplicacion: sistema conversor CC-CC

En esta seccion, con el objetivo de mostrar las propiedades y los beneficios de la estra-
tegia de MPC+RTO estocdstico propuesta, se presentan algunos resultados de simulaciones
correspondientes a un sistema convertidor CC-CC, con dindmica no lineal y sujeto a restric-
ciones de estado y entrada, presentadas en [Cannon et al., 2011b, Lorenzen et al., 2017]. En
primer lugar, se muestra una breve descripcion del sistema considerado. Luego, se presentan

los resultados de las simulaciones dinamicas.

6.4.1. Descripcion del sistema

Un convertidor CC-CC es un dispositivo que transforma corriente continua de una tension
a otra. Suelen ser reguladores de conmutacion, dando a su salida una tension regulada y, la
mayoria de las veces con limitacion de corriente.

Los convertidores CC-CC se utilizan en fuentes de alimentacion para dispositivos
electronicos para controlar el flujo de energia entre dos sistemas de CC. En particular, los
convertidores del tipo Buck-Boost (Figura 6-1) se encuentran frecuentemente en varios pro-

cesos, como vehiculos eléctricos e hibridos, plantas solares, motores de CC, etc. La propie-
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Vo

—+

‘ + ON/OFF R
Vin _ I c e

Figura 6-1: Circuito esquemadtico del conversor CC-CC Buck-Boost.

dad fundamental de esta clase de convertidores es que el voltaje de salida es de signo opuesto
al del voltaje a la entrada. En [Lazar et al., 2008] se encuentra un modelo no lineal discreto
de un convertidor CC-CC Buck-Boost, que viene dado por:

T T

k1) = i0lE)+ (k) = (o) — Vir)de(k) (631)
T. T T
vo(k+1) = _EZL(k) + EZL(k)dc(k> + (1= E)Uo(k) (6-32)

donde los estados estdn representados por la corriente que fluye a través del inductor, 77, y
la tension de salida, v,, mientras que la entrada d. es el ciclo de trabajo, es decir, la parte
del periodo de muestreo durante el cual el transistor se mantiene encendido. El periodo de
muestreo es 7' = 0.65ms, y los parametros del circuito estan dados por: inductancia L =
4.2mH, capacitancia C' = 2200 pF, resistencia R = 852 y voltaje de entrada V;, = 15 V.
Para el punto de operaciéon dado por i¢ = 0.389, v§ = —16 y d2 = 0.516, se obtiene un

modelo linealizado de la forma:

x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k) (6-33)

donde z1(k) = (iL(k) = 4%), w2(k) = (vo(k) — v7), u(k) = (de(k) — d7) y

- T
1 7 (1=d) 1 0.0075
A = e
T T
Lo 1oL —0.143  0.996
i c( c— b RC
— T o
7 (Vin = g) 4.798
B = =
T
ROV, v2(v2 — Vi) 0.115
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o = [o1]
Para implementar el controlador MPC+RTO estocéstico propuesto (SMPCT), se conside-

1
ran las matrices () = 0 10 y R = 1 para el costo. La ganancia K ha sido elegida como

la del LQR no restringido, obteniendo asi:

K= [ 02858 0.4910 ] . P=

1.9074 —5.0562
—5.0562  39.5448

con P solucién de la ecuacion discreta de Lyapunov P — (A + BK)P(A + BK) =
Q@ + K'RK. Asimismo, se considerara para las perturbaciones una distribucién Gaussiana
truncada con matriz de covarianza 3 = 0.042 [, truncada en ||w||» < 0.02.

En los convertidores de potencia practicos, hay perturbaciones internas que tienen efectos
en la dindmica del convertidor y en el rendimiento general. En particular, las fluctuaciones en
la corriente del inductor, que surgen debido a variaciones aleatorias en el voltaje de entrada
de la fuente, estdn sujetas a restricciones probabilisticas. Luego, para implementar el MPC
estocdstico para el esquema de seguimiento, adoptamos las siguientes restricciones en el

sistema linealizado:
Pri||z1]| <2} > 0.8, Pr{||zas]|lco <3} >0.8, |lu|le <0.2 (6-34)

Finalmente, el ajuste de restricciones estocdstico se ha implementado utilizando el en-
foque de muestreo presentado en [Lorenzen et al., 2017, Seccién V], tomando ¢, = 0.95¢,
€, = 1.05¢, B = 1074,

En lo que sigue, el MPC+RTO estocastico propuesto en el presente trabajo se sefialard
como SMPCT, mientras que el MPC estocdstico presentado en [Lorenzen et al., 2017] se

anotara como SMPC.

6.4.2. Dominio de atraccion

En las figuras 6-2 y 6-3, el dominio de atraccién del controlador propuesto se compara con
el SMPC presentado en [Lorenzen et al., 2017], para un horizonte de prediccionde N =5y
N = 8 respectivamente. Obsérvese que el controlador propuesto proporciona un dominio de
atraccion mas grande que el SMPC. Este resultado se debe al hecho de que el SMPCT tiene

una restriccion terminal relajada, en el sentido de que el conjunto invariante para seguimiento
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estd disefiado con respecto a cualquier punto de equilibrio del sistema (6-33), y no s6lo con

respecto al origen (o cualquier otro punto de referencia especifico).

Figura 6-2: Comparacion de los dominios de atraccién para un horizonte N = 5: SMPCT

propuesto (rojo) frente a SMPC [Lorenzen et al., 2017] (amarillo).

6.4.3. Rendimiento del controlador para seguimiento

Los objetivos de control, que se desean lograr cuando se utiliza o disefia un convertidor
de potencia de CC-CC, es regular el voltaje de salida para estabilizarlo a un valor constante
o seguir una sefal de referencia dada.

Para probar el controlador propuesto, comenzando desde el estado inicial o = (2.8, 3.2),
primero se regula el sistema a un punto de operacion, que corresponde a un punto de refe-
rencia y; = 0 para el sistema linealizado, y luego se realizan dos cambios en el punto de
operacion, dados por y? = —2.7y y? = 2.7. El SMPCT estéd configurado con un horizonte
de prediccion N = 5 y una funcién de costo de offset Vo = ||y, — v¢|[%, con F' = 100y
Y. = Px,. Téngase en cuenta que, como se destacd en la Observacion 6.5, la funcién de
costo de offset define el criterio econdmico que determina el comportamiento a lazo cerrado
del sistema y puede asumir diferentes formas. En este ejemplo, se elige como costo de offset

una distancia a un punto de referencia de salida.
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Figura 6-3: Comparacién de los dominios de atraccion para un horizonte N = 8: SMPCT

propuesto (rojo) frente a SMPC [Lorenzen et al., 2017] (amarillo).

Las Figuras 6-4 y 6-5 muestran, respectivamente, la evolucion del sistema en el espacio de
estados para 50 realizaciones de perturbaciones diferentes, y la evolucién en el tiempo de la
salida y entrada. La evolucidn en el espacio de estado en la Figura 6-4 muestra claramente la
capacidad del controlador propuesto para conducir el sistema a lazo cerrado hacia el punto de
referencia deseado, sin perder nunca la factibilidad. De hecho, los puntos de operacién y? =
2.7y y? = —2.7 serian inviables para el SMPC con el horizonte elegido (compdrese con la
Figura 6-2), por lo tanto, seria necesario detener el controlador, antes de cualquier cambio en
el punto de referencia, para volver a configurarlo, mediante el calculo de un nuevo conjunto
terminal. Esto no es necesario con el SMPCT, gracias al uso de la referencia artificial y la
restriccion terminal relajada. Obsérvese también que el sistema a lazo cerrado converge al
minimo conjunto invariante robusto positivo (RPI) R, (conjuntos amarillos), centrado en el

punto de ajuste deseado.

En cuanto a la violacién de restricciones, es evidente en la Figura 6-4 que se permiten
algunas violaciones de las mismas. Esta situacion también se destaca en la Figura 6-6, donde
se traza la evolucidn del sistema en el espacio de estado a lazo cerrado hacia el primer punto

de referencia y;, para 100 realizaciones de perturbaciones diferentes. La simulacién por 10*
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Figura 6-4: Evolucion en el espacio de estados para la realizacion de 50 perturbaciones
diferentes. Conjunto azul: restricciones de estado. Conjunto rojo: region factible para N = 5.

Conjunto amarillo: R, centrado en el punto de referencia ptimo.

diferentes realizaciones de perturbacion, comenzando desde el estado inicial zp = (2.8, 3.2),
y tomando un horizonte de predicciéon de N = 5, han demostrado que el SMPCT propuesto
tiene un comportamiento similar al SMPC, con una violacién de restriccién promedio de
20 % en los primeros 6 pasos de la simulacién, que es exactamente la frecuencia de vio-
lacién aceptable especificada, que muestra que el enfoque propuesto no es excesivamente

conservador.

6.5. Conclusiones

En este capitulo, se presenté una nueva formulacion estocastica del MPC+RTO, para el
caso de sistemas lineales con perturbaciones aditivas y acotadas, basadas en los resultados
de [Lorenzen et al., 2017].

La idea general estuvo basada en utilizar la informacion estocdastica sobre la perturbacion
para proponer un MPC estocdstico para el seguimiento capaz de guiar al sistema a un pun-

to de operacioén 6ptimo, manteniéndolo a lazo cerrado en una regién del espacio de estado
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Figura 6-6: Izquierda: evolucién en el espacio de estados del sistema a lazo cerrado, para
100 realizaciones de perturbaciones diferentes, comenzando desde el estado inicial zy =

(2.8,3.2). Derecha: Trayectorias cerca de la restriccién Pr{z; < 2} > 0.8.

alrededor del punto de equilibrio deseado, dado por minimo conjunto invariante robusto po-
sitivo. Se ha demostrado la estabilidad asintética (en probabilidad) y la factibilidad recursiva

para cualquier realizacion de la perturbacion acotada. Ademads, el controlador resultante pro-
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porciona un mayor dominio de atraccidon que [Lorenzen et al., 2017], gracias al uso de la
referencia artificial y de una restriccion terminal relajada.

Los resultados, proporcionados por un ejemplo de simulacién en un sistema de converti-
dor CC-CC, corroboraron los principales beneficios del controlador propuesto.

Los resultados de este Capitulo originaron la presentacion de los siguientes trabajos
[D’Jorge et al., 2018a, D’ Jorge et al., 2018c].

6.6. Apéndice

A continuacién se presentan los lemas necesarios para la demostracién del Teorema 6.10.

€eco

coel

Lema 6.13. Considérese que las Suposiciones 6.7-6.9 se cumplen y que w = 0. Sea x
el estado estable dptimo, de modo que la funcion Vy(x; v, x,, u,) se minimice. Para todo
T € Xy yrl(x) € X, = Proj.(Z,), se define la funcion e(x) = x — 2°(z). Entonces, existe
una funcion-K, «., tal que

le(@)l] = ae(llz — 2] (6-35)

S

Demostracion: Teniendo en cuenta que, debido a la convexidad, e(x) es una funcién conti-

nua. Ademas, consideremos estos dos casos.

L |le(z)|| = 0siy sélo si x = x¢°. De hecho, (i) si e(x) = 0, entonces = = 2%(x), y por

€eco

el Lema 6.14, esto implica que 20(x) = x%; (ii) si x = x°

p , entonces, por optimalidad

20(x) = z¢°, y por consiguiente z = z2(x). Luego, se tiene que ||e(z)| = 0.

€co
s

e(z)]| # 0

1. ||e(x)] > 0 para todo ||z — z¢|| > 0. De hecho, para cualquier z # x

y ademas ||z — z¢°|| > 0. Entonces, |le(z)|| > 0.

Dado que Xy es compacto, en virtud de lo presentado en [Vidyasagar, 1993, Ch. 5, Lemma
6, pag. 148], se puede afirmar que existe una funcion-/C, ae, tal que ||e(z)|| > ae(||z —x5]|)

en el conjunto Xy. |

Lema 6.14. Considérese que las Suposiciones 6.7-6.9 se cumplen y que w = 0. Sea la

solucion éptima al problema Py (x;v, x4, u,), al tiempo k, tal que (k) = 22(z(k)), y
uw(k) = ul(z(k)). Sea (x¢°,us°) el estado estable dptimo, de manera que la funcion

Vi (x,u) se minimice. Entonces x(k) = x¢°, y u(k) = ut®.
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Bosquejo de demostracion: En lo que sigue, la dependencia del tiempo se elimina por

motivos de claridad. La idea principal de este Lema es probar que si el sistema converge a un

punto de equilibrio 22, entonces este punto es el estado estable econémicamente Gptimo, 2.
Esto serd demostrado por la contradiccidn. Primero, se supone que el punto estacionario en

eco

cco 1<) Por lo tanto, teniendo en

el momento k no es el 6ptimo, es decir, que (22, ul) # (x
cuenta que ambos puntos pertenecen al conjunto convexo Z, se sabe que existe un 5 € [0, 1]

tal que
(5, ) = Bz, tg) + (1 — B) (25, ul™)

caracteriza un punto estacionario y ademads

Vol(is, is) < Vo(zg, ug) (6-36)

€eco

Es decir, dado que el sistema real no estd en el punto 6ptimo (x5, u¢

niente avanzar hacia (i, @), que permanecer en (22, u?).

), €s mas conve-
La idea principal de la prueba es calcular el costo para pasar de (22, u2) a (,, @,) como
una funcién de (5. Entonces, al desarrollar el primer término de la ultima desigualdad, se
define una funcién W (5) = (1 — 8)?[|2? — 2%°||3 + Vo (s, Us), que para § = 1 es tal que
_ 0,0
W(1) = Vo(xy,u,) .
Siguiendo los mismos argumentos que en el Capitulo 4, se puede mostrar que existe un
valor de 3 € [0, 1) tal que el costo, W (3), de mover el sistema de 20 a i, es mds pequefio
que el costo de permanecer en z2, es decir, 1V (1). Esta afirmacién contradice la optimalidad

de la solucion al Problema Py (x; v, x4, u,) en el instante k, y por lo tanto, z = :):2 =25y
0 _

u = u, = u®, lo que prueba el Lema. |
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Capitulo 7
Conclusiones

En esta Tesis se ha abordado el anélisis y el disefio de controladores MPC con objetivos
econdmicos, para sistemas lineales con incertidumbre. Varios enfoques fueron abordados
tanto en la forma de considerar los objetivos econdmicos (en régimen transitorio, en régimen
estacionario) como en la forma de considerar los efectos de las incertidumbres (robustez
explicita, deterministica y probabilistica), siempre atendiendo a mantener la garantia de es-
tabilidad del lazo, la factibilidad recursiva frente a posibles cambios en el punto de operacion,
y la optimalidad econdmica.

Particularmente, el objetivo de esta tesis ha sido el de solventar los diferentes problemas
que surgen cuando se desea incorporar objetivos econdmicos a las formulaciones clasicas
de MPC, cuando ademas se cuenta con incertidumbre de modelado. Como es evidente, la
optimalidad econémica de una formulacién se ve seriamente afectada por el efecto de la
incertidumbre, y la forma de considerar la propagacion en las predicciones de dicha incer-
tidumbre plantea siempre un desafio teérico de importancia. En esta tesis, se consiguieron
explotar diferentes abordajes, que van desde las formas garantistas (uso de restricciones con-
traidas, a través de la diferencia de Pontryagin, que tienen en cuenta el peor efecto posibles
de las perturbaciones a lo largo del horizonte de prediccion) hasta formas arbitrariamente no
conservadoras (uso de la funcién de distribucién de la incertidumbre para considerar restric-
ciones probabilisticas, es decir restricciones blandas que se pueden violar con una cierta baja
probabilidad), que permitieron mantener las ya de por si complejas condiciones de estabili-
dad y convergencia de costos que tienen en cuenta criterios econdmicos no lineales.

Los principales aportes aparecen condensados en los siguientes capitulos:

= Capitulo 4: El controlador MPC econdmico/estacionario robusto, de una sola etapa,

planteado en este capitulo, dio por fin solucién al problema de la extension robusta de
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una estrategia altamente aplicable que, sin embargo, estaba disefiada sélo para el caso
nominal, debido a cierta complejidad que la aproximacion lineal del costo econémi-
co estacionario proponia. Mds precisamente, se consiguié hacer un uso apropiado,
dindmico, del gradiente del costo econdmico no lineal, que aun en presencia de in-
certidumbre, origina una secuencia de costos Optimos decrecientes, aun sin ser estos

ultimos necesariamente Optimos.

Capitulo 5: En este capitulo, se logrd, andlogamente a lo hecho en el capitulo anterior,
la extensién robusta de la formulaciéon de MPC econémico, que en este caso se encarga
de la optimalidad econémica tanto transitoria como estacionaria. Las dificultades en
este contexto son si quiere aun mayores que en el caso del capitulo anterior, dado que
los costos de etapa considerados en el MPC son también no lineales. Esto obliga, como
indica la literatura, a incluir hipétesis adicionales, que tornan las pruebas de estabili-
dad menos intuitivas. El valor de la formulacién obtenida reside, por tanto, en haber
podido plantear las hip6tesis adicionales que se requieren en este caso (disipatividad
del sistema, etc.) aun en el caso de considerar incertidumbre en el modelo. De este
modo, con alguna complejidad extra no significativa en las pruebas correspondientes,
se consiguié mantener el decrecimiento del costo 6ptimo fuera del minimo conjunto
invariante robusto en torno a los puntos de operacion econdmicamente 6ptimos. Un
aporte adicional de este resultado es la obtencion de “ingredientes” terminales para el

MPC con criterios econdmicos cambiantes.

Capitulo 6: La estrategia conocida como MPC para seguimiento (MPCT), de alto im-
pacto en el &mbito de MPC para aplicaciones industriales, y de otros tipos, es bien
conocida por sus beneficios a la hora de conservar la factibilidad ante cambios de
puntos de operacion. Sin embargo, la estrategia (que fue extendida segiin multiples
necesidades al caso robusto, econdmico, no lineal, etc.) nunca habia sido tratada en el
contexto de predicciones y restricciones estocasticas. En este capitulo, justamente, se
consiguid dar un primer paso en este sentido, al incorporar explicitamente las distri-
buciones de probabilidad de la incertidumbre en la formulacién. El resultado final ha
sido satisfactorio, dado que se lograron mantener todos los beneficios de MPCT, pero
de forma menos conservadora, siempre bajo el concepto de estabilidad probabistica
(en términos de la esperanza estadistica). Claramente, las posibles extenciones de esta
estrategia son muchas, principalmente si se considera objetivo alcanzar la optimalidad

econdomica.
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7.1. Futuras lineas de investigacion

En esta tesis se han estudiado con profundidad los aspectos tedricos respecto de la es-
tabilidad y robustez de los controladores predictivos econémicos de sistemas lineales con
incertidumbres y se han adquirido conocimientos que servirdn de base para el andlisis de
aspectos del control predictivo no abordados en la misma o bien que han quedado abiertos,
principalmente orientados a la implementacion.

En la actualidad, esta estrategia de control - con vastos fundamentos tedricos - ha de-
mostrado ser idénea no sélo para el control general de procesos industriales (para los cuales
fue desarrollada inicialmente), sino también para el control de otros sistemas tan diversos
como lo son las aplicaciones mecanicas (control de robots y vehiculos aéreos), eléctricas
(inversores y demds circiutos de potencia), o aun biomédicas (suministro de medicamentos).

Desde un punto de vista teérico/formal, son numerosos los aspectos a tener en cuenta a la
hora de los disefios de MPC para esas aplicaciones particulares. En concordancia/continuidad
con las lineas de investigacion y lo hecho en la presente tesis los temas que serdn extendidos

y aplicados en las futuras lineas de investigacion son:

= MPC Econdmico: extension al caso estocastico.

El objetivo general del plan consiste en el estudio y desarrollo de estrategias de control
predictivo, con incorporacidn de objetivos adicionales a los del control dindmico con
restricciones. Estos objetivos adicionales, que son los que justamente darian aplicabi-
lidad a los desarrollos, incluyen objetivos de tipo econémico (fundamentales en las es-
tructuras estudiadas), objetivos de robustez estocdstica, frente a perturbaciones/ruidos
aditivos de tipo estocdstico o probabilistico, y muchos otros de indole técnica (fac-
tibilidad ante cambios frecuentes de puntos de operacion, mejora de la optimalidad,
reduccidn del costo y tiempo computacional, programacién en microprocesadores em-
bebidos, etc.). Los aportes realizados en la labor de la tesis de doctorado, son un punto

de salida ideal para la investigacion.

Directamente relacionado con lo anterior, es el tema de la formulacidn estocastica de
MPC econémico. La ventaja principal de esta formulacién es que a las restricciones
duras de estados, las cuales limitan en demasia el dominio de atraccion del controlador
en presencia de perturbaciones aditivas, se las considera en este caso como restriccio-
nes probabilisticas, es decir, se admite una cierta (baja) probabilidad de no poderlas

satisfacer. Esto permite relajar mucho las restricciones del problema de control, gene-
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rando un dominio de atracciéon ampliado. Es muy desafiante y es de gran relevancia
en la comunidad del Control Predictivo, como demuestran la gran cantidad de publi-

caciones que se han realizado en los ultimos afios relativas a este tema.

MPC Econémico: exploracion de la problematica no lineal.

Uno de los problemas principales de la estructura de control jerarquica es la diferencia
entre los modelos no lineales estacionarios y exactos utilizados por los optimizadores
RTO, y los modelos lineales simples utilizados para las predicciones en el MPC. Si
bien desde un punto de vista industrial es mucho més sencillo identificar y utilizar mo-
delos lineales, desde un punto de vista tedrico es muchisimo mas interesante proponer
controladores predictivos que usen modelos de prediccion no lineales, lo méas parecidos
posible a los del RTO. De esta manera se reducen sensiblemente las diferencia entre
planta y modelo. Este marco es conocido como MPC no lineal. Dada la problematica
planteada, el primer objetivo a cumplir serd el de proponer formulaciones de control
predictivo no lineal con inclusion de objetivos econdmicos. Asimismo, es sabido que
utilizar modelos no lineales conlleva un aumento considerable de la carga computacio-
nal, con lo cual otro objetivo serd proponer métodos subdptimos de solucion del pro-
blema de optimizacién, que sigan garantizando las propiedades fundamentales, tales

como la estabilidad, factibilidad y convergencia al punto 6ptimo deseado.

MPC Econémico: aplicaciones.

Numerosas son las aplicaciones de esta interesante técnica de control. En particular, y
en concordancia con las lineas de investigacion del grupo de trabajo, dentro del amplio

campo de aplicaciones, los objetivos se centran en:

e Aplicaciones Biomédicas.
Dada la naturaleza no lineal de los modelos existentes, referentes a diferentes
sistemas biomédicos (particularmente enfermedades infecciosas), y continuando
con la linea de investigacion del grupo de trabajo, se plantea como objetivo apli-
car los controladores disefiados, teniendo en cuenta las técnicas desarrolladas con

anterioridad, para estos casos en particular.

o Sistemas cyber-fisicos
Los sistemas ciber-fisicos (CPS) estdan formados por sistemas digitales distri-
buidos e interconectados, implementados en sistemas fisicos dindmicos con un

grado de autonomia cada vez mayor, los cuales tienen que satisfacer una multitud
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de restricciones de seguridad, eficiencia energética, desempefio, tamafio y costes.
En particular, siendo que el Dr. Daniel Limon (Profesor en la Universidad de Se-
villa, Espafia) se encuentra trabajando en sistemas de distribucion y tratamiento
de agua, eficiencia energética en edificios inteligentes y sistemas de generacion
de energia renovable, y dada la vinculacion existente dentro del proyecto “Ope-
racion Econdmica Basada en Datos de Sistemas Cyber-Fisicos”, se plantea como

objetivo aplicar los controladores disefiados para estos casos.

e Vehiculos aéreos no tripulados
Los vehiculos aéreos no tripulados (en inglés conocidos como UAV’s - Unman-
ned Aerial Vehicles) han despertado un gran interés en el drea de control au-
tomatico en las ultimas décadas. Varios campos del control y de la robética, como
por ejemplo la fusion de sensores, técnicas de vision por computador, estimado-
res de estado y metodologias de control, han sido investigados para mejorar el
comportamiento de estos sistemas. Los UAV’s han sido utilizados tanto en el
ambito militar como en el civil, centrandose en las tareas de bisqueda y rescate,
exploracién de edificios, seguridad, inspeccion y cinematografia aérea, asi co-
mo para maniobras acrobdticas. Es de destacar, ademas, que los UAV’s son muy
utiles, sobre todo, cuando estas tareas son ejecutadas en entornos peligrosos e
inaccesibles. El desarrollo de sistemas de control para este tipo de vehiculos no
es trivial. Los UAV’s tienen un comportamiento altamente no lineal y variante en
el tiempo y estdn constantemente afectados por perturbaciones aerodindmicas.
Ademés el objetivo de control de estos sistemas se basa en criterios econdomicos
que van desde el aumento de la autonomia de vuelo, hasta la optimizacion de
la trayectoria con el fin de evitar posible obstidculos. Por lo tanto, la estrategias
de control avanzado, resultados de la investigacion desarrollada para esta tesis,

aparecen adecuadas para ser aplicadas a estos sistemas.
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