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Capitulo 1

Problema de Investigacion

La desigualdad es la fuerza y la esencia de toda seleccién. No hay dos
lirios iguales, ni dos aguilas, ni dos orugas, ni dos hombres: todo lo que
vive es incesantemente desigual.

JOSE INGENIEROS

1.1. Delimitacion e interés del tema

En nuestras practicas como docentes de las asignaturas del Primer Ciclo
del Profesorado de Matemaética, observamos recurrentemente las dificultades
que se les presentan a los estudiantes en la comprensién de algunas definicio-
nes y procedimientos que devienen del uso incorrecto de las desigualdades.
Algunos de estos problemas se observan en el tratamiento de la definicién
de limite de una funcién, los procedimientos de acotacién, la comparacién
de expresiones algebraicas y otras nociones relacionadas al calculo.

Como Artigue (1995) afirma, generalmente se han atacado los proble-
mas de incomprension del cdlculo con reformas e innovaciones al interior del
mismo, sin estudiar todo el proceso que le antecede. Esta autora propone
desarrollar una investigacion que se ubique en la transicién algebra-calculo,
postulando que no existe un paso natural entre estos dominios, sino que se
da un desarrollo cadtico, provocando una ruptura que impacta en la com-
prension de los contenidos del analisis.

Las investigaciones en torno a las dificultades que presentan los estu-
diantes al utilizar las desigualdades en diferentes contextos, ocuparon desde
hace tiempo a numerosos investigadores de la educacién matemaética, tales
como: Diez (1995), Alvarenga (2006), Boero (1997, 1998), citado por Bo-
rello (2010), Garuti (2003), Bazzini y Tsamir (2002a, 2002b, 2003), Borello
(2007, 2010). En Nitti y Bernardis (2006) estudiamos algunas dificultades en
el tratamiento de las desigualdades y sugerimos algunas ideas para remediar
el problema en la ensenanza del precéalculo y las funciones.

También son numerosos los investigadores que se dedican a estudiar las
dificultades de los estudiantes en el aprendizaje de las nociones del cédlculo in-
finitesimal. Artigue (1995), Tall (1981, 1991, 1994, 1995), Azcérate y Cama-
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cho (2003), Calvo (2001) entre otros, resumen las dificultades que presentan
los estudiantes al enfrentarse al campo conceptual del andlisis matematico,
detectadas a través de investigaciones empiricas.

Por su parte, Michele Artigue (1995), al dar una visién sobre los procesos
de aprendizaje en ese campo conceptual, muestra que las dificultades se
pueden organizar segun tres categorias ligadas a:

= la complejidad de los objetos;
= la conceptualizacién de la nocién de limite;

= la ruptura con modos de pensamiento caracteristicos del funcionamien-
to algebraico.

En la construccién del concepto de desigualdad es fundamental plantear
el juego de marcos que propone Regine Douady ya que en cada uno de ellos
las situaciones toman dimensiones distintas que se conjugan en una mejor
comprensién de los fenémenos que organiza la desigualdad.

En la etapa elemental se inicia la construccién del objeto mental de-
sigualdad, pero como sostiene Freudenthal (1983), es una construccién que
no culmina en esta etapa sino que estd en una continua reformulacion a me-
dida que transcurren los demés temas del curriculo. Es en el cdlculo donde
encuentran las desigualdades su mayor expresion.

Ademads Tall, en los articulos ya citados, describe las dificultades y cons-
truye junto a Dreyfus una teoria psicolégica del aprendizaje de la matemati-
ca, especificamente de la matemdtica avanzada (PMA: pensamiento ma-
tematico avanzado). Matemdtica donde los objetos matemdticos bésicos no
son nuevos para el estudiante (funcién, nimero real) pero que no se pueden
considerar estabilizados en su mente, y es el Andlisis quien va a jugar un
papel esencial en su maduracion y conceptualizacion.

Calvo (2001) establece las diferencias que existen entre la ensenanza de
la matematica elemental y la avanzada, encontrando ciertas caracteristicas
que las diferencian tales como:

= los conceptos que tratan;
= los procesos de pensamiento que intervienen;
= los estudiantes;

= las estrategias de ensenanza utilizadas.

Siguiendo a Calvo (2001) la “etapa elemental” es la que tiene lugar en las
clases de matemaética, donde se incluye la escuela secundaria obligatoria; y
la “etapa avanzada” es la que tiene lugar en la ensenianza de la matematica
universitaria.

Rupturas en el tratamiento de las desigualdades matemdticas - Silvia Bernardis



CAPITULO 1. PROBLEMA DE INVESTIGACION 3

Segun esta autora, las diferencias esenciales residen en que los conceptos
tratados en matemaética avanzada son, en su mayoria, producto de la evolu-
cién de conceptos elementales que no son nuevos para el estudiante (funcién,
numero real) pero que no se pueden considerar estabilizados en su mente.

En cuanto a las caracteristicas de los estudiantes en la etapa elemental,
Calvo indica que la responsabilidad del aprendizaje, generalmente, recae en
el profesor; mientras que en la etapa avanzada los estudiantes toman parte
de esta responsabilidad. Por ultimo, senala la autora, en relaciéon con las es-
trategias de ensenanza utilizadas, que en la etapa elemental se hace énfasis
en actividades algoritmicas y que las definiciones son descripciones de los
conceptos, tomando como base a la experiencia; en cambio en la etapa avan-
zada se tiende a construir definiciones formales y a hacer demostraciones.

En este trabajo tenemos como objetivo plasmar nuestra inquietud de
investigar el tratamiento de las desigualdades en relacién con las cuestio-
nes que necesita construir el estudiante en la matematica elemental para
comprender mejor la matemaéatica avanzada.

La presente tesis tiene como foco de estudio a la desigualdad, el cual es
un tema béasico de cualquier curso de precalculo. Consta de dos etapas: un
estudio fenomenoldgico del concepto y un andlisis del proceso didactico de
ensenianza de las desigualdades. Realizamos la investigacién en el contexto
de ensenanza de precalculo en Santa Fe, especificamente, en el primer ano
del Profesorado de Matemética (cohorte 2012) de la Facultad de Humani-
dades y Ciencias de la Universidad Nacional del Litoral. Por lo tanto, las
conclusiones reflejan las caracteristicas de las experiencias educativas sobre
el tema mencionado y su influencia en este grupo de estudiantes.

Este trabajo pretende proporcionar un aporte teérico mediante un estu-
dio fenomenolégico de la desigualdad matematica, y un estudio de campo,
con el propésito de contribuir a mejorar la calidad de la ensenanza y el apren-
dizaje del tema. El objetivo de estos aportes es reflexionar en torno a las
condiciones para que los estudiantes construyan buenos objetos mentales (en
un sentido que explicamos més adelante siguiendo a Freudenthal) del con-
cepto desigualdad, para una mejor comprension de nociones de matematica
avanzada.

Los fundamentos tedricos en los que basaremos esta tesis provienen prin-
cipalmente de la perspectiva de Freudenthal (1983) que desarrollamos en el
capitulo 3.

En esta investigacion nos proponemos, en una primera etapa, encon-
trar fenémenos a los cuales el concepto de desigualdad sirve como medio
de organizacién, que son tutiles para comprender nociones de la matematica
avanzada. Indagamos en los textos que desarrollan la matematica avanzada,
en la evolucién histérica del concepto y en los usos que hacen del mismo
investigadores en matematica. Dicha indagacién estd orientada a detectar
fenémenos que pueden iniciarse en la matematica elemental y se desarrolla
en los capitulos 4, 5 y 6 de la presente tesis.

Rupturas en el tratamiento de las desigualdades matemadticas - Silvia Bernardis



4 1.1. DELIMITACION E INTERES DEL TEMA

Por otro lado, en una segunda etapa, con el objetivo de estudiar el objeto
mental construido por los estudiantes sobre la desigualdad, analizamos el
abordaje del tema en la escuela secundaria a través de opiniones de docentes
(capitulo 7), propuestas didacticas presentadas en libros escolares (capitulo
8) y tareas resueltas por los estudiantes (capitulo 9).

Las dos etapas mencionadas discurren a través de distintas fases, como
explicamos con detalle en la seccién 1.5.

Garrote, Hidalgo y Blanco (2004), al analizar las dificultades de los es-
tudiantes para hacer frente a las desigualdades consideran que la ausencia
de significado es la causa que condiciona la capacidad para comprenderlas y
el proceso algebraico. Esta ausencia de significado tiene como consecuencia
el problema del fracaso generalizado de los estudiantes en las asignaturas
iniciales de la universidad. Encontramos aqui un conflicto entre el abordaje
de la desigualdad en la ensenanza en niveles previos y lo que la matematica
avanzada necesita. Esta problematica abona el hecho de que uno de las no-
ciones bdsicas que es necesario retomar en las asignaturas de precdlculo es
la de desigualdad.

Como resaltamos en Nitti y Bernardis (2006):

Estamos inmersos en un mundo donde representar lo cotidiano y la ne-
cesidad de contextualizar la ensefianza nos obliga a ensenar matematica
de modo que el alumno esté preparado para reconocer, evaluar hechos
y tomar decisiones. En este quehacer aparecen las desigualdades. Pa-
radéjicamente, con respecto a lo expresado, pareciera que el reino de
“lo igual” es mas fuerte en cuanto a la ensenanza y a los resultados
que se obtienen en el aprendizaje; pues se evidencia por parte de los
alumnos un mejor uso de las cuestiones que involucran a las igualda-
des que a las desigualdades. El mundo que nos rodea no es armonico
ni exacto, por lo tanto he aqui el gran desafio. ;Cémo expresar lo de-
sigual? ;Cémo interpretarlo? ;Como se preparan nuestros estudiantes
para ello? (p. 37)

Esto nos sugiere la presencia de otro conflicto entre el mundo real y
el “disenio del mundo” en la escolaridad obligatoria. ;Cudl es el rol que le
damos a la desigualdad en la escuela?

Creemos relevante el trabajo planteado en la medida en que sus resulta-
dos contribuiran a favorecer las condiciones para lograr una transicién menos
traumatica de la matematica elemental a la matematica avanzada, en lo que
refiere a este tema.

Rupturas en el tratamiento de las desigualdades matemdticas - Silvia Bernardis
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1.2. Problema de investigacién

1.2.1. Planteamiento del problema

La ensenanza de las desigualdades se inicia en la escuela primaria con
la idea de orden y comparacién de cantidades, con un tratamiento aritméti-
co, para luego en la escuela secundaria retomarse desde una perspectiva
algebraica centrada en la resoluciéon de inecuaciones de distinto tipo. En
las asignaturas iniciales de las carreras universitarias o terciarias que tienen
matematica en sus planes de estudio, generalmente se vuelve a abordar el
tema antes de introducir las primeras nociones del cdlculo en una variable.

La revision bibliografica realizada muestra que algunos investigadores,
tales como Diez (1995), Garuti (2003), Kieran (2004), Tsamir y Almog
(2001) entre otros, centran su trabajo en la deteccién de obstéculos y erro-
res en las producciones de los estudiantes de los distintos niveles en relacién
al tema. Algunos de ellos plantean consideraciones tedricas que deberian
tomarse en cuenta para la implementacién de nuevas propuestas didacticas.

Retomando la idea de Artigue (1995) de investigar durante la transicién
algebra-célculo, y con el objetivo de construir un puente que permita fa-
cilitar el transito de la escuela secundaria a la matemadtica avanzada, nos
ubicamos en medio de estas dos cuestiones: por un lado, las dificultades de
los estudiantes en la resolucion de problemas que involucran desigualdades
y, por el otro, las dificultades en la comprension de otros contenidos en la
matematica avanzada que devienen del uso incorrecto de las desigualdades.

A continuacién presentamos el enunciado del problema y los objetivos
de la investigacién a partir del uso del enfoque de la fenomenologia didacti-
ca de las estructuras mateméticas de Freudenthal (1983), cuyo estudio se
desarrolla en el capitulo 3.

1.2.2. Enunciado del problema

FEaxisten rupturas entre el objeto mental “desigualdad” construi-
do por los estudiantes en la escuela secundaria y el concepto de
desigualdad necesario para el estudio de la matemdtica avanzada.

El término “ruptura” se utiliza en el sentido de una desvinculacion entre
las ideas que construye el estudiante y las nociones requeridas en una etapa
posterior.

Rupturas en el tratamiento de las desigualdades matemadticas - Silvia Bernardis



6 1.2. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.2.3. Objetivo general

Estudiar distintos fendmenos que organiza el concepto de de-
stqualdad y describir el modo en que se tratan los mismos en
la escuela secundaria.

A los efectos de encontrar evidencias de la ruptura planteada en el pro-
blema nos proponemos identificar fenémenos matemdticos que organiza la
desigualdad en el tratamiento del tema en libros de textos de matematica
avanzada, en datos histéricos y en opiniones de investigadores en matemati-
ca. A partir de lo hallado indagaremos en las tareas presentadas por los
textos escolares que mencionan los docentes. Finalmente, estudiaremos las
producciones en el trabajo con desigualdades de estudiantes de primer ano
del Profesorado de Matematica.

Este estudio se abordard a partir de los objetivos especificos que enun-
ciamos a continuacion.

1.2.4. Objetivos especificos

» Identificar y caracterizar fenémenos matematicos que organiza la de-
sigualdad en textos de matematica avanzada.

» Analizar en resenas historicas los usos de las desigualdades.

= Indagar sobre el concepto de desigualdad y los usos que hacen del
mismo investigadores en matematica.

= Indagar sobre los usos de las destgualdades que priorizan los docen-
tes de las escuelas secundarias y los materiales que utilizan para la
ensenanza del tema.

» Analizar el tratamiento del tema en los libros de textos mds utili-
zados por los docentes encuestados para detectar los tipos de tareas
matematicas que abordan.

» Estudiar las producciones de estudiantes del primer ano del Profe-
sorado de Matemadtica en el trabajo con desigualdades con el fin de
encontrar evidencias sobre el objeto mental construido.

1.2.5. Hipdtesis

Los objetivos propuestos se acompanan de las siguientes hipdtesis de
trabajo para orientar las acciones de investigacion:

Rupturas en el tratamiento de las desigualdades matemdticas - Silvia Bernardis
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» Hipdtesis 1: existe una ruptura entre el concepto de desigualdad ex-
plicitado por los investigadores y el que describen los ingresantes al
Profesorado en Matematica.

» Hipdtesis 2: los fendmenos que organiza la desigualdad necesarios para
la matematica avanzada no son priorizados en su totalidad en las tareas
propuestas por los libros escolares.

» Hipdtesis 3: en las producciones de los estudiantes que ingresan a pri-
mer ano del Profesorado de Matematica predomina una mecanizacién
del proceso de resolucién algebraica de una inecuacién.

1.3. Etapas de la investigacion

Las etapas de este trabajo de investigacién estan basadas en los tipos de
fenomenologias propuestas por Freudenthal (1983). Esos tipos son:

» Fenomenologia pura

» Fenomenologia historica
» Fenomenologia didactica
» Fenomenologia genética

En el primer caso se trata de fenémenos que estdn organizados en la
matematica tomada en su estado y uso en la actualidad.

En el caso historico se presta especial atencién a los fendmenos para cuya
organizacion se cred y como se extendié a otros fendmenos.

En el caso didéactico intervienen los fenémenos presentes en el entorno
de los alumnos y los que se proponen en las secuencias de ensenanza.

En el caso genético, los fenémenos se consideran con respecto al desarro-
llo cognitivo de los estudiantes.

Segun el autor, el orden en que hay que desplegar los distintos tipos
de anélisis fenomenolégico comienza por la pura fenomenologia (para la
que basta conocer la matemadtica y sus aplicaciones), se completa con una
fenomenologia histérica, sigue por una fenomenologia didéctica (para la que
hay que conocer el proceso de ensefianza y aprendizaje) y termina, en todo
caso, con una fenomenologia genética.

Comenta Puig (1997) que aunque Freudenthal establece este orden, asu-
me que las fronteras de cada una de ellas no estan definidas, por el contrario,
son difusas y en este tipo de andlisis se solapan entre ellas.

La fenomenologia didactica como metodologia de investigacién requiere
de la busqueda de contextos y situaciones que generen la necesidad de ser
organizados matematicamente.
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En primer lugar, con el objetivo de identificar los fenémenos que organiza
el concepto de desigualdad indagamos en libros de matema&tica avanzada,
realizamos encuestas a matematicos investigadores con el fin de abordar la
fenomenologia pura.

Ademds, reconstruimos a partir de investigaciones en educaciéon ma-
tematica y de bibliografia especifica los aspectos histéricos, con el propdsito
de encontrar aquellos fenémenos para los que fue gestado y a los que se
extendié posteriormente el concepto de desigualdad. Se trata entonces de
abordar la fenomenologia histérica.

En tercer lugar, recabamos datos respecto de la fenomenologia didéactica,
para lo cual realizamos el andlisis de encuestas a docentes y de textos esco-
lares. El objetivo es establecer relaciones con los dos primeros estudios para
constatar cudles fenémenos de los encontrados han sido abordados por este
grupo de estudiantes. Es por ello que en una instancia final administramos un
cuestionario a los alumnos del primer ano del Profesorado de Matematica, a
los efectos de describir algunas caracteristicas del objeto mental desigualdad
que han construido.

Los estudios realizados en estas etapas pretenden analizar las relaciones
entre los fenémenos que la matemaética avanzada necesita y el objeto mental
desigualdad que poseen los estudiantes.

1.4. Metodologia de investigacion

En este trabajo utilizamos una metodologia de investigacién cualitativa
(McMillan y Schumacher, 2005) que persigue describir sucesos complejos en
su medio natural, con informacién preferentemente cualitativa. Una carac-
teristica de este tipo de estudios es que los datos estudiados estan expresados
en palabras, frases y afirmaciones antes que datos numéricos. No obstante, un
empleo cuidadoso proporcionard resultados replicables e informacién valida
de los fenémenos estudiados (McKnight, Magid, Murphy y Mcknigt, 2000).
En el marco de la modalidad cualitativa, llevamos a cabo dos tipos de inda-
gaciones (McMillan y Schumacher, 2005). Por un lado, una investigacién no
interactiva, consistente en el analisis de libros de texto con el fin de identi-
ficar los aspectos enfatizados en el desarrollo del tema. Por otro lado, una
investigacién interactiva, caracterizada por el empleo de técnicas para reco-
ger datos en escenarios naturales (McMillan y Schumacher, 2005), como es
el caso de las producciones de los estudiantes, las opiniones de investigadores
vy docentes de secundaria.

Segun las fuentes la investigacién interactiva es empirica o de campo,
va que el origen de los datos se encuentra en informacién de primera mano,
proveniente de las encuestas. Los instrumentos de recoleccién de datos utili-
zados son tres cuestionarios diferentes, administrados a distintos grupos de
sujetos.
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Segun el numero de individuos, se trata de un estudio de casos. El caso
considerado es el de los estudiantes de la asignatura Matemaética Bésica del
primer ano del Profesorado de Matematica de la Facultad de Humanidades
y Ciencias de la Universidad Nacional del Litoral que ingresaron en el afio
2012.

Segun la temporalizacion, utilizamos métodos transversales, es decir se
trata de una investigacién sincrénica (McMillan y Schumacher, 2005), debi-
do a que la informacién es recogida una unica vez en un periodo de tiempo
limitado (comienzos del curso académico 2012) y de una poblacién definida
(estudiantes del profesorado de matemética, docentes de la escuela secun-
daria e investigadores de matemética).

Entre los métodos de anélisis de datos mencionamos la codificacién (re-
visién de las respuestas a los cuestionarios con la finalidad de determinar
patrones que describan caracteristicas particulares del fenémeno estudiado)
y la categorizacién de datos (McKnight y col, 2000). El proceso de andlisis
interpretativo lo desarrollamos simultdaneamente con la exploracién y andlisis
de la literatura que informa sobre la problemaética en estudio.

1.4.1. Sujetos y documentos de estudio
Los sujetos y documentos de estudio de la investigacién interactiva son:

» [nvestigadores: que pertenecen a la comunidad matematica del Litoral,
que se encuentran actualmente en actividad.

» FEstudiantes: de primer anio del Profesorado de Matematica que cursa-
ron en el primer cuatrimestre del ano 2012 la asignatura Matematica
Baésica. Se trata de un muestreo no probabilistico por conveniencia, ya
que es un grupo de sujetos seleccionados sobre la base de ser accesible.

» Profesores: de matemadtica que se desempeniaron en el aio 2012 en las
escuelas a la que asistieron los estudiantes mencionados en el punto
anterior. Se trata de un muestreo no probabilistico intencionado, ya
que no incluye muestreo aleatorio y ademas es un grupo seleccionado de
la poblacién de docentes secundarios. El criterio de seleccién consiste
en tomar aquellos que influyeron en la formacion de dicho grupo de
estudiantes.

Los documentos seleccionados para analizar en la investigacién no in-
teractiva estan directamente vinculados con los sujetos de estudio de la
investigacién interactiva, y son los siguientes:

n Textos de matemdtica avanzada: del primer ano del Profesorado de
Matematica, utilizados por los estudiantes de la muestra.

= Libros de texto escolares en los que se aborda el tema, mencionados
por los profesores de matematica encuestados.
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1.4.2. Instrumentos de recoleccion de datos

Recolectamos datos a través de cuestionarios con el objetivo de conocer:

m el concepto y el uso de desigualdad que se infiere de las respuestas de
investigadores en matematica y docentes de secundaria;

» las caracteristicas de las producciones en el tema de los estudiantes de
primer ano del Profesorado de Matematica del afo 2012.

Analizamos textos (escolares de matemética secundaria y de matematica
avanzada) para conocer:

» la definicién de desigualdad que presentan;
= el marco (en el sentido de Douady, 1986) en el que describen las tareas;

= los fendmenos que priorizan en sus propuestas.

1.5. Etapas de la investigacién

La agenda para la presente investigacion es la siguiente:

1.5.1. Primera etapa: Busqueda de fenémenos

Indagamos en:

» textos de matemédtica avanzada (capitulo 4);

m resefias historicas de tesis dedicadas al tema, libros de historia de la
matemdtica y articulos especificos (capitulo 5);

= opiniones de los investigadores en matematica (capitulo 6);

con el objetivo de conocer los sentidos que priorizan al explicitar el con-
cepto de desigualdad, su uso y la importancia que le otorgan. De esta manera
esperamos describir los fendmenos matematicos a los que el concepto de de-
sigualdad sirve de medio de organizacion.

1.5.2. Segunda etapa: Andlisis de la ensenanza

Abordamos el estudio de una parte significativa de las multiples face-
tas que se mantienen en torno al concepto de desigualdad en la ensenanza
secundaria:

= opiniones de sus docentes: indagamos en los usos que hacen de las
desigualdades, en la importancia que le otorgan y en los materiales
que utilizan en el tratamiento del tema (capitulo 7);
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m textos escolares: analizamos la presentacion que realizan del tema y
las tareas propuestas para abordarlo (capitulo 8);

= producciones de estudiantes: caracterizamos las producciones de los
estudiantes, en tareas que requieren el reconocimiento de desigualdades
y el empleo de las mismas en la resolucién de problemas en diferentes
marcos (capitulo 9);

Este analisis nos posibilitara conocer diferentes condiciones y restriccio-
nes del tratamiento del tema en la escuela secundaria, asi como su influencia
en la configuracion de los objetos construidos por los estudiantes. Con el
propésito de comprobar las hipétesis planteadas, exploraremos en cada una
de las facetas analizadas en la segunda etapa si surgen aquellos fenémenos
encontrados en la primera.

En el esquema de la figura 1.1 resumimos el proceso que seguimos en
esta investigacion:

PRIMERA ETAPA SEGUNDA ETAPA

E
S Opiniones de sus
© docentes
R
) |
Textos de
o P
matematica <[
avanzada 1
o
y N Textos escolares utilizados F _?m;:{':]&?o
Resefia histérica -
. por sus docentes T TG
E DESIGUALDADES
Opinién de F
investigadores E
N
o Producc!ones de
M estudiantes
E
N
(0]

Figura 1.1: Fases de investigacién
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Capitulo 2

Estado del arte

La matemadtica es la ciencia del orden y la medida, de bellas cadenas
de razonamientos, todos sencillos y faciles.
RENE DESCARTES

2.1. Introduccion

En este capitulo presentamos una breve descripciéon de las investiga-
ciones realizadas en el campo de la educacién matemadtica en torno a las
desigualdades. En una investigacién reciente, Alvarenga y Machado (2012)
analizan trabajos sobre la ensenanza y el aprendizaje de las desigualdades
con el objetivo de delinear un estudio y trazar un mapa de las publicaciones
entre 1991 y 2010. A partir de la recopilacién realizada, las autoras afirman
que las investigaciones sobre el tema desigualdades se originan en Israel. En
1994, dos investigadoras de este pais (Sfard y Linchevski) se vinculan con
un grupo de especialistas italianos, a partir de la publicaciéon de un articu-
lo sobre desigualdades y ecuaciones en las actas de un evento realizado en
Italia, en el Instituto Politécnico de Turin.

Otros congresos que reunieron a investigadores italianos y franceses cen-
trados en estos temas se realizaron en los anos 1997, 1998 (2 eventos) y 1999
(Séminaires Franco—Italien de Didactique de LAlgébre—SFIDA). Adema4s,
las autoras cuentan con registros de una concentracién de publicaciones en
el acta de Psychology of Mathematics Education (PME). Sostienen que a
través de este ultimo evento, puede haber habido una migracién del tema a
otros paises.

En el cuadro 2.1 mencionamos nacionalidades y autores que se dedican
a investigar el tema:

13



14 2.1. INTRODUCCION
Nacionalidad | Investigadores
Israeli P. Tsamir; A. Sfard; L. Linchevski; N. Almog; D. Tirosh
Italiana R. Garutti;P. Boero; L. Bazzini; R. Bagni
Singapurense | L. Kin; Alwyn Pang; Dindyal
Francesa C. Sackur; M. Maurel
Brasilera K. Alvarenga; Vera de Souza
Griega Virikos; Farmaki
Portuguesa Teresa Assude
Mejicana M. Borello
Tailandesa Vaiyavutjamai
Canadiense Halmaghi

Cuadro 2.1: Nacionalidad y autores de investigaciones (tomado de Alvarenga
y Machado, 2012, p. 167)

En la figura 2.1 se incluye un mapa de la distribucién geografica de los
investigadores en el tema, segin las autoras, en el periodo antes mencionado:

Figura 2.1: Paises donde se investiga (tomado de: Alvarenga y Machado,
2012, p. 168)

Las autoras, a partir de los titulos de las investigaciones, detectan que el
foco principal de estudio sobre las desigualdades fue el diagnéstico de cémo
los estudiantes de todos los niveles, desde la escuela primaria, enfrentan
actividades sobre el tema, especialmente inecuaciones lineales y cuadraticas.
Sostienen que se han incrementado los investigadores que se comprometen
en este sentido, sobre todo en Brasil, no sdlo con el fin de examinar la
forma de abordar la temédtica por parte de los estudiantes, sino también para
investigar otros aspectos como el enfoque en el curriculo y en su ensenanza.

Para describir las investigaciones analizadas distinguimos dos grupos. En
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un primer grupo detallamos algunas investigaciones referidas a las dificulta-
des de los estudiantes al abordar el trabajo con desigualdades, dentro de éste
tomamos las que realizan un anélisis de producciones de estudiantes y las
que formulan propuestas para mejorar su tratamiento en el aula. Por otro
lado, en un segundo grupo, destacamos aquellas investigaciones que indagan
concepciones de estudiantes y de docentes respecto del tema.

2.2. Primer grupo

Diez (1995), en un estudio sobre las dificultades de los estudiantes (de
13 y 14 anos) en las resoluciones de inecuaciones observa que existe una
adquisicién de conocimientos inadecuada. Considera que los modos de in-
troduccion al tema favorecen el hecho de que los alumnos las interpreten
como “ecuaciones deformadas” arrastrando de esta manera, para su com-
prension, todos las nociones adquiridas en el aprendizaje de las ecuaciones
adaptandolos de una manera forzada. Esto, afirma la autora, crea muchos
problemas de comprensién y para remediarlo propone “lecciones” para la
superacion de estos obstaculos, y utiliza como marco tedrico la teoria de las
Situaciones Didécticas.

Malara, Brandoli y Fiori (1999), citado por Alvarenga(2006), presentan
los resultados de las pruebas aplicadas a los estudiantes en el acceso a la
universidad, en relacién con el estudio de las desigualdades. Investigaron,
mas alla de las habilidades técnicas, su capacidad para controlar e interpretar
el significado de las desigualdades propuestas. Del andlisis de los protocolos
de los alumnos surgieron deficiencias conceptuales generalizadas. Entre ellas
destacamos: actitudes estereotipadas y de procedimiento, falta de control de
los significados de las escrituras algebraicas, falta de coordinacion entre los
diferentes registros de representacién y el lenguaje gréfico (representacién
y comparacién de los datos paramétricos en la recta, la interpretacion y la
representacién verbal en términos algebraicos).

Tsamir y Almog (2001), en el andlisis del trabajo de estudiantes de se-
cundaria israelies sobre la resolucién de inecuaciones encuentran que las
manipulaciones algebraicas fueron el método més frecuente utilizado, aun-
que este método produjo la mayor tasa de soluciones incorrectas. Sélo las
desigualdades racionales y cuadraticas se resuelven utilizando la grafica de
la funcién correspondiente para alcanzar la solucion. Los que utilizan es-
te enfoque analizaron el signo de la expresion cuadratica y, por lo general,
produjeron soluciones correctas. Los autores destacan que muchos estudian-
tes establecen analogias inapropiadas entre los procesos de solucién de las
desigualdades y las de las ecuaciones.

Garrote, Hidalgo y Blanco (2004) describen y analizan errores y dificul-
tades de los estudiantes del primer curso de Bachillerato de las modalidades
Tecnolégico y Ciencias de la Naturaleza y la Salud en el aprendizaje de las
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inecuaciones. Los autores concluyen que la comprensién de la inecuacion es
deficiente en una parte importante de los alumnos. Muchos no establecen di-
ferencias significativas con la ecuacién, la diferencia es el signo, que carece de
valor seméantico. Con relacién a los diferentes sistemas de representacién los
alumnos no usan méas que el lenguaje algebraico para abordar las diferentes
cuestiones planteadas. Finalmente, resaltan la ausencia de significado como
uno de los principales problemas que plantean en el trabajo con inecuaciones
y consideran importante que el alumno tenga una idea clara de inecuacién
equivalente, ya que ésta es el que da significado a las técnicas de resolucion.

Garuti (2003) realizé un experimento de ensenanza en dos clases en ter-
cero media (14 anos) con dos objetivos: por un lado, poner a prueba la
viabilidad de un enfoque funcional de las desigualdades; y por otro, detectar
su potencial y las dificultades de los estudiantes. La autora sostiene que en
muchos paises las desigualdades se ensenan en las escuelas secundarias como
un contenido sujeto a las ecuaciones y por lo general mediante un tratamien-
to puramente algoritmico evitando las dificultades asociadas a la funcion.
Como resultado de este enfoque, los estudiantes son incapaces de tratar las
desigualdades que no coinciden con el patrén aprendido. Destaca la autora
que los primeros resultados obtenidos confirman la hipotesis de que un enfo-
que funcional de las desigualdades, junto con una mediacién cuidadosa por
parte del profesor pone de relieve algunas de las condiciones de ensenanza
de la que parece dependera el éxito de los estudiantes.

Kieran (2004) presenta un breve analisis de una secuencia de aula des-
tinada a introducir las desigualdades. La leccion, que fue la primera de una
serie de siete, implicé una clase donde el maestro utiliza una situacién pro-
blemaética especifica para proporcionar significado a las desigualdades ma-
tematicas y su forma algebraica.Los datos son elaborados a partir del estudio
de video TIMSS-R 1999 de las matematicas de 82 grado que ensenan en cla-
ses de algebra. La autora considera que el desafio diddctico es encontrar
maneras de ayudar a los estudiantes a tener cuidado con la asimilacion de
las desigualdades a las igualdades. Destaca que la actividad con problemas
contextualizados ha sido utilizada con éxito para proporcionar significado a
las desigualdades.

Sackur (2004) realiza observaciones en las aulas con alumnos de 15 y 17
anos. Respecto del trabajo de los estudiantes en la resolucion de desigualda-
des matematicas sostiene que el uso de las gréaficas induce nuevas dificultades
para los estudiantes, algunas de ellas especificas de las funciones. Destaca la
autora que no debe darse por sentado que resolviendo graficamente los es-
tudiantes aprenden la misma matemadtica que cuando realizan la resolucion
algebraica.

Alvarenga (2006) propone un conjunto de construcciones mentales que
pueden desarrollar los universitarios a fin de que entiendan el concepto de
inecuacion. La autora entiende que la ensenanza y el aprendizaje de la
inecuacion debe de abarcar actividades que involucren: resolucién en el con-
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texto grafico, uso de tablas, relacién con las funciones, aplicaciones practicas,
empleo de las propiedades de los reales, andlisis de equivalencias e implica-
ciones, uso de calculadoras graficas y computadora. La diferencia entre los
niveles de su ensefianza, segun la autora, ocurre en cuanto a la complejidad
del estudio.

Borello (2010) describe las reflexiones de Paolo Boero en las Actes de
Seminaires (SFIDA—1997, 1998, 1999—) cuando afirma que el alcance de
las técnicas que se ensenan resulta ser muy limitado y que las mismas no
representan salidas directas y evidentes ni para la aplicacién en otras cien-
cias o materias escolares, ni para las profesiones, ni para la matematica de
los matematicos. Sin embargo, aclara, tienen una persistencia muy fuerte
en la ensenanza. Boero reconoce, segin la autora, la importancia de un
acercamiento epistemoldgico y cognitivo al objeto inecuacidn. Por ejemplo,
reconoce que la historia de la matematica y la historia de la ensenanza de
la matematica tendrian elementos para entender la constitucién histérica de
algin saber concerniente a las inecuaciones en el sentido de la matematica
de los matematicos. Considera por lo tanto necesario salir de las inecuacio-
nes escolares y tomar en cuenta un determinado conjunto de problemas de
desigualdades en la matemdtica pura y aplicada.

2.3. Segundo grupo

Borello, Farfan y Lezama (2008) realizan un estudio acerca de las convic-
ciones y prejuicios de los docentes con respecto al tema de las desigualda-
des. La finalidad inicial de dicho estudio consiste en describir cémo influyen
en sus elecciones didacticas y, en consecuencia, afectan lo que los alumnos
aprenden o no aprenden. La investigacion se coloca bajo el marco tedrico de
la socioepistemologia. Adema&s examinan los resultados de un cuestionario
aplicado a un grupo de maestros mexicanos e italianos.

Segun los autores, lo analizado ha permitido poner en evidencia cémo
el docente, con sus propias convicciones y elecciones, juega un papel fun-
damental en la construccién de conocimientos significativos por parte de
los alumnos. Los profesores consideran las ecuaciones y desigualdades como
“objetos” similares que obedecen a reglas diferentes. Destacan que algunos
docentes definen la desigualdad describiendo las técnicas usadas para re-
solverlas, y senalan que como las definiciones no son comprendidas por los
estudiantes, utilizan expresiones menos rigurosas con el fin de transmitir-
las. Esta observacién, comentan los autores, es muy interesante porque es
una senal evidente de distanciamiento de la matematica de la escuela y la
matematica “pura’”.

Borello (2010) se propone en su tesis un planteamiento de resignifica-
cion de las desigualdades a partir de las practicas didacticas del profesor
con un enfoque socioepistemoldgico. En las entrevistas realizadas a docentes

Rupturas en el tratamiento de las desigualdades matemadticas - Silvia Bernardis



18 2.3. SEGUNDO GRUPO

(involucrados en la fase de seleccién en una maestria en Matematica Educa-
tiva provenientes de México y de otros paises de Latinoamérica), la autora
observa que la mayoria de los profesores entrevistados tiene un enfoque pro-
cedimental, la inecuacion se relaciona inapropiadamente con la ecuacion; es
decir, se maneja la inecuacién como una ecuaciéon “especial” que sigue “mas
o menos” las mismas reglas. Ademas detecta una ausencia de practicas in-
tencionales, como las practicas de comparar y de acotar, que podrian aportar
significado a los objetos matematicos que se manipulan. Finalmente observa
una focalizacién de lo algebraico en técnicas para resolver adecuadamente.

Halmaghi (2011) realiza un estudio en el que investiga las concepciones
de estudiantes universitarios respecto de las desigualdades. La autora des-
cribe una tarea que ha sido estudiada en el proceso de derivacién de las
concepciones de las desigualdades de los estudiantes. La tarea consistia en
solicitar a los estudiantes que crearan un ejemplo practico para mostrar a
alguien cémo resolver desigualdades lineales. Ademaés se les preguntaba si el
ejemplo era suficiente para alguien que aprende a resolver desigualdades o
si era necesario crear mas ejemplos para mostrar con amplitud las desigual-
dades lineales, y si era asi, jcudntos ejemplos méds se necesitaban? Como
resultado la autora destaca que identifica cinco concepciones de desigualdad
de los estudiantes y las relaciona con el nivel de comprensién del tema por
parte de los estudiantes:

Concepcion 0: lo asocian a un concepto diferente, las desigualdades tie-
nen representaciones, imagenes de otros conceptos. Por ejemplo, algunos
tienen una ecuacién lineal con dos variables incorporada en la imagen del
concepto de las desigualdades. Entiende la autora que los estudiantes que
se encuentran en esta concepcién tienen una comprension que califica como
mal entendida.

Concepcion 1: el estudiante comprende a través de las huellas del cono-
cimiento procedimental de ecuaciones, la desigualdad es percibida como una
especie de ecuacién, por lo tanto el signo < se sustituye por el = al resolver
el ejemplo.

Concepcion 2: comprension contextual de las desigualdades. Sus ejem-
plos se centran mds en el contexto (describen situaciones de la vida real)
que en el concepto de desigualdad.

Concepcion 8: conocimiento procesual, rastros de comprension relacional
de las desigualdades. Reconocen que las mismas tienen un comportamiento
especial cuando multiplican o dividen por una cantidad negativa. Hacen foco
en diferentes representaciones de las desigualdades, asi como en los aspectos
particulares que separa las ecuaciones de las desigualdades. Los axiomas de
transformar las desigualdades equivalentes se utilizan correctamente.

Concepcion 4 : comprension relacional de las desigualdades. La desigual-
dad es un concepto matematico que se debe aprender en relacion con el re-
conocimiento de los simbolos, la comprension de los intervalos y un poco de
preparacion axiomadatica. Se centran en ejemplos pilotos en los que incorporan
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una variacién maxima y los aspectos relacionados con las desigualdades.

2.4. Conclusiones

En la descripcion de investigaciones realizadas observamos que el tema
planteado en esta tesis es de interés en varios paises. A pesar de las distin-
tas propuestas de superacién, las dificultades de los estudiantes persisten.
Adems3s, es importante destacar que las deficiencias conceptuales en una
parte importante de los estudiantes es una constante. Asi como la ausencia
de significado de la desigualdad que se reduce a manipulaciones algoritmicas
de la resolucion algebraica en muchos casos.

La subordinacion de la inecuacién a la ecuacién es mencionada como una
problematica del tema. Esta cuestion aoarece tanto en las concepciones de
los estudiantes como en las de los docentes. También la falta de coordinacién
de registros de representacion surge como falencia en las producciones de los
estudiantes.

Algunos autores sugieren implementar secuencias que incluyan combi-
naciones de métodos de resolucion, grafico, funcional y algebraico. Ademas
resaltan la importancia de utilizar el andlisis de “transformaciones y equi-
valencia” en la resolucién algebraica.

Otra cuestion importante para destacar es el interés que manifiestan
algunos investigadores respecto de indagar en la historia de la matematica
y en la de su ensenanza. Asi como en el distanciamiento de la matematica
escolar y la matematica de los investigadores.

También es interesante el hecho que observan en cuanto a que los do-
centes, con el afin de hacer mas accesible el conocimiento en el abordaje
que proponen, podrian provocar dificultades en su comprensién (como lo
destacan por ejemplo Borello, Farfan y Lezama, 2008).
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Capitulo 3
Marco Teorico

La peor forma de desigualdad es tratar de hacer desiguales cosas
iguales.
ARISTOTELES

3.1. Fundamentos didacticos

3.1.1. Anadlisis Fenomenolégico

Esta investigacién se fundamenta en las ideas del matematico y educador
alemén Hans Freudenthal (1905-1990). Quien, segin Rico (1991), se doc-
toré en la Universidad de Berlin en 1931, realizé luego su carrera académica
y desarroll6 sus teorias pedagdgicas en Holanda. En 1947 fue miembro fun-
dador de la Comisién Internacional para el Estudio y el Mejoramiento de
la Ensenanza de las Matematicas (CIEAEM) y en 1976 fundé el Grupo In-
ternacional de Psicologia y Educacién Matemaética (PME). Desde 1955 fue
miembro del ICMI (International Comissién of Mathematical Instruction),
siendo su presidente de 1966 a 1970. Entre 1970 y 1976 fue director del
Instituto para el desarrollo de la Educaciéon Matemética (IOWO), funda-
do por él en 1970 en la Universidad de Utrech (en la actualidad Instituto
Freudenthal). Es aqui donde comienzan los primeros pasos de la Educacién
Matematica Realista (EMR).

Segin Bressan (2005), esta corriente didéctica nace en los anos 60 como
reaccién al enfoque mecanicista de la ensenanza de la aritmética que se sus-
tentaba en Holanda y a la aplicacion en las aulas de la matematica moderna
o “conjuntista”’. Una idea central, sino la méas importante de la EMR, es
que la matemdtica debe ser conectada con la realidad, permanecer cercana
a los alumnos y ser relevante para la sociedad en orden a constituirse en un
valor humano. La EMR no pretende ser una teoria general del aprendizaje
(como lo es, por ejemplo, el constructivismo), sino que més bien se trata de
una teoria global que se basa en las siguientes ideas centrales:

» Pensar la matemdtica como una actividad humana, a la que Freuden-
thal denomina “matematizacién” y que, siendo asi, debe existir una
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matemdtica para todos. La autora cita a Freudenthal (1973, 1991),
quién expresa: dado que en gran parte la matemaética surge histéri-
camente como herramienta para matematizar situaciones del entorno
natural y social, su ensefianza debe basarse también en la organizacién
de este tipo de situaciones. Esto no significa restringirse a fenémenos
del mundo real (perceptual), dado que limitaria las oportunidades para
que los alumnos aprendan a operar dentro de la matematica misma. Se
trata de que los alumnos, quienes al principio no poseen herramientas
matematicas suficientes, las reinventen a partir de abordar problemas
presentados en contextos y situaciones realistas.

Segin Bressan, Zolkower, Gallego (2004) desde este punto de vista el
contexto debe ser considerado como un aspecto intrinseco al problema
y no como un mero ropaje a eliminar: “Enfocar el contexto como un
ruido, susceptible de perturbar la claridad del mensaje matemaético, es
un error; el contexto por si mismo es el mensaje, siendo las matemati-
cas un medio para decodificarlo” (Freudenthal, 1991, p. 75).

Segin estas autoras, los contextos en la EMR significativos para el
estudiante, se constituyen en puntos abiertos de partida de su actividad
matematica, promoviendo el uso de su sentido comtn y sus estrategias
informales. Sin embargo, para no generalizar y banalizar el concepto
de contexto realista es importante tener en cuenta el cardcter relativo
del mismo. El contexto sera realista en funcién de la experiencia previa
de los alumnos y/o de su capacidad para imaginarlo o visualizarlo.

Aceptar que el desarrollo de la comprension matemdtica pasa por dis-
tintos niveles, donde los contextos y los modelos poseen un papel rele-
vante que se lleva a cabo por un proceso didactico denominado “rein-
vencién guiada”, en un ambiente de heterogeneidad cognitiva. Es decir,
un proceso en el que los alumnos reinventan ideas y herramientas ma-
tematicas a partir de organizar o estructurar situaciones problemati-
cas, en interaccién con sus pares y bajo la guia del docente. La ne-
gociacion explicita, intervencion, discusién, cooperacién y evaluacién
son elementos esenciales en un proceso constructivo de aprendizaje en
el cual los métodos informales son usados como base para el logro de
los formales. En esta ensenanza interactiva los estudiantes son convo-
cados a explicar, justificar, acordar o disentir, cuestionar alternativas
y reflexionar sobre ellas.

Requiere de la fenomenologia diddctica como metodologia de investiga-
cion, esto es, desde el punto de vista curricular, la reinvencién guiada
de la matematica como actividad de matematizacién, requiere de la
busqueda de contextos y situaciones que generen la necesidad de ser
organizados matematicamente. Las fuentes principales de esta busque-
da son la historia de la matematica, las invenciones y producciones
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matematicas espontdneas de los estudiantes.

Las etapas de nuestra investigacién estan basadas en estas ideas de Freu-
denthal de utilizar dichas fuentes principales en la biisqueda de los fenémenos
a los cuales las desigualdades sirven como medio de organizacion.

Para el andlisis fenomenoldgico que nos proponemos abordar, conviene
precisar el sentido y el propédsito con el que emplearemos “fenomenologi-
co” y “andlisis fenomenolégico” del conocimiento matematico a tratar. Para
ello, tomaremos como referencia las ideas de Freudenthal (1983) sobre estas
nociones.

El sentido que Freudenthal (1983) le da al término fenomenologia, como
método de andlisis de los contenidos matematicos queda descripto en el
siguiente parrafo:

Fenomenologia de un concepto, estructura o idea matemética signifi-
ca describirlos en su relacién con los fenémenos para los que fueron
creados y a los que han sido extendidos en el proceso de aprendizaje
de la humanidad, y, cuando esta descripcién se refiere al proceso de
aprendizaje de las generaciones jovenes, es fenomenologia didactica.

(p. 1X)

Para Freudenthal los conceptos, estructuras e ideas matematicas sirven
para organizar los fenémenos, tanto del mundo real como el de la matemati-
ca. En nuestra investigacion nos centraremos en los fenémenos matematicos.
La propuesta de Freudenthal (1983) consiste en comenzar por los fendmenos
que solicitan ser organizados y desde aqui ensenar a manipular los corres-
pondientes medios de organizacion. El enfoque adoptado por dicho autor se
fundamenta en su concepcion sobre la naturaleza de la matemdtica: “nues-
tros conceptos, estructuras e ideas matemaéticas han sido inventados como
herramientas para organizar los fendmenos del mundo fisico, social y men-
tal” (p. IX).

La matematica es entendida como una creaciéon del hombre y no como
un descubrimiento de algo que existe en un mundo separado independiente
del sujeto.

Respecto del término andlisis fenomenolégico, Puig (1997), siguiendo a
Freudenthal senala que:

El andlisis fenomenolégico de un concepto o de una estructura ma-
tematica consiste entonces en describir cudles son los fenémenos para
los que es el medio de organizacién y qué relacién tiene el concepto o la
estructura con esos fenémenos. La descripcién de los fenémenos para
los que es un medio de organizacién ha de considerar la totalidad de
los fenémenos para los que actualmente es asi, esto es, ha de tomar las
matematicas en su desarrollo actual y en su uso actual, pero también
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es conveniente que se indique cudles son los fenémenos para cuya or-
ganizacion fue creado y a qué fenémenos se extendié posteriormente.
(p. 63)

Para Puig el medio de organizacién es entendido como “la funcién de los
conceptos cuando se consideran en su relacién con los fenémenos” (p. 64).

En nuestra investigacién adoptaremos esta idea de Puig respecto de
andlisis fenomenoldgico en cuanto a descripcién de los fenémenos (matemati-
cos en nuestro caso) para los que el concepto de desigualdad es medio de
organizacion.

Armendaris, Azcérate y Deulofeu (1993) mencionan a Freudenthal co-
mo uno de los detractores del movimiento que aboga por la aproximacion
estructuralista en Matematica. Dicho movimiento asume el problema del
como ensenar y sostiene que los alumnos cuyas estructuras cognitivas no
alcancen los grados de complejidad adecuados para asimilar “las estructuras
matemadticas” (no necesariamente las algebraicas), pueden acceder a ellas
de forma intuitiva e incluso emprender generalizaciones y abstracciones aun
cuando sdlo perciban parte de lo relacionado y lo generalizado. La combina-
cién de actividad-descubrimiento y el desarrollo del curriculum en espiral se
convierten en recursos metodoldgicos que permiten al alumno comportarse
en cierta medida como un cientifico que va “rellenando” tales estructuras;
ademads comentan los autores que Bruner asegura que el progreso tendra lu-
gar secuencialmente desde los niveles mas bajos a los més altos y de lo menos
a lo mas complejo. Por tanto, para que cualquier idea o problema se puede
encontrar una forma lo suficientemente sencilla de presentacién a los alum-
nos, de forma que fuera reconocible y/o comprensible por ellos, en funcién
del nivel de desarrollo cognitivo o del nivel del desarrollo conceptual.

Mencionan ademads, que la teoria de las representaciones de Bruner y los
principios estructuralistas de Bruner y Piaget han tenido repercusiones im-
portantes en el desarrollo de la didactica de la matematica y concretamente
en la aparicién de distintos tipos de materiales entre los que se encuentran
los desarrollos de Dienes. Afirman que Dienes era conocido por sus materia-
les manipulativos y por su obra escrita que recoge entre otras ideas su teoria
del proceso ciclico del aprendizaje de la Matemaética, con una sucesién de
estadios: juego libre, deteccidon de regularidades, representacién, descripcion
verbal y definicién (citan a Dienes, 1970). Mencionan que Dienes creia que
los nifios son constructivistas por naturaleza, mas que analiticos y que se
construyen una imagen de la realidad a partir de sus experiencias con los
objetos del mundo y, de esta manera, dado que las relaciones y pautas ma-
tematicas no son evidentes, Dienes propone que se “materialicen” estas es-
tructuras en forma de materiales para la ensefianza. Los autores aclaran que
la idea de materializar tiene que ver con que se concretaran o que tomaran
cuerpo, caracteristicas y propiedades tanto cuantitativas como cualitativas,
permitiendo aproximaciones “concretas” a cuestiones que tradicionalmente
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sélo eran manipuladas simbdlicamente.

Los autores senalan que a estos planteamientos se le opone la postura
de Freudenthal, citan a Freudenthal (1984) alegando que hay abstracciones
que no pueden ser captadas por los alumnos pese a ser materializadas.

Freudenthal advierte que se intentan materializar los objetos desnudos
(Freudenthal ejemplifica esta cuestién haciendo referencia a Dienes y sus
materiales, que pretenden ser conceptos abstractos materializados, a los que
se ha dado cuerpo) y que estas concreciones son habitualmente falsas, pues
de esta manera no pueden reflejar los rasgos esenciales de los conceptos a
los que remiten, ni siquiera a determinados aspectos de dichos conceptos.
Didacticamente esto significa que “el carro va delante del caballo”: ensenar
abstracciones haciéndolas concretas. Frente a esto propone lo que él llama la
fenomenologia didactica. Lo que una fenomenologia didactica puede hacer es
preparar el enfoque contrario: empezar por esos fenémenos que solicitan ser
organizados y, desde tal punto de partida, ensenar al estudiante a manipular
esos medios de organizacion.

Aclara Freudenthal que para este enfoque contrario ha evitado el término
“adquisicién de conceptos” intencionadamente. En su lugar habla de la cons-
titucion de los objetos mentales.

En el proceso de construccion del conocimiento matemético Freudent-
hal (1983) distingue entre phaindmenon y notumeno. Phaindmenon es el
fenémeno que queremos comprender y estructurar, mientras que noumeno
corresponde a las entidades de pensamiento con las que organizamos tal
fenémeno. Noumeno procede de noos o nous, forma arcaica, cuyo significa-
do es mente, inteligencia, pensamiento, memoria, razén, intelecto, incluso,
alma, intencién y deseo. De ahi el sustantivo to nooumenon, lo que sélo es ca-
paz de concebirse con la mente, la idea. Mientras que phaindmenon procede
de phanomai, verbo antiguo que significa aparecer, mostrarse, manifestar-
se, hacerse visible, de ahi to phainomeno, lo comprensible o inteligible s6lo
a través de la experiencia. Los conceptos, ideas y estructuras matemaéticas
sirven para organizar los phenomena tanto del mundo real como el del ima-
ginario. Para ensenar la teoria de grupos, en vez de empezar por los axiomas
que constituyen un grupo y buscar materiales que concreticen ese concepto,
se deberia indagar primero sobre los fenémenos que pudieran ayudar al es-
tudiante a constituir el objeto mental que esta siendo matematizado por el
concepto de grupo.

Para Freudenthal, los objetos matematicos son notimeno y una parte de
la matematica puede ser experimentada como un phaindmenon. Con res-
pecto al tema de investigacion que nos compete podemos interpretar que la
desigualdad matematica es un noumeno pero trabajar con desigualdades es
un phainémenon. Para una mejor interpretacion de estos términos reflejamos
sus relaciones mediante el esquema de la figura 3.1:
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PHAINOMENON
Idea Fenomeno
En la mente Lo experimentado

g & 1

NOUMENO

Lo que es objeto de
LW{“I”" de nuestra experiencia
designaldad con desigualdad

Figura 3.1: Proceso de construccién del conocimiento matematico

En el planteo de la contraposicién objeto mental/concepto, el autor ex-
presa que es una contraposicion entre lo que estd en las cabezas de las
personas y lo que estd en la matemadtica como disciplina. Es méds comun
que encontremos la expresién “concepcién” como el concepto que tiene una
persona, pero siguiendo las ideas del autor es més adecuada la expresion
“concepto”, ya que con el término “concepcion” se quiere subrayar que lo
que hay en la mente de esa persona es una parte o una forma de ver el
concepto.

En nuestra investigacién, como se muestra en la figura 3.2, utilizamos los
términos concepto de desigualdad para modmeno, es decir, cada vez que los
mencionamos estamos pensando en lo que estd en la mente del estudiante
referido a la desigualdad y con respecto a fenémeno, optamos por describir
los del tipo matemadtico (aquello de lo que tenemos experiencia matemadtica).

FREUDENTHAL

v

( NUESTRA ’
INTERPRETACION

Y

Notmeno
objeto del pensamiento

Concepto de Desigualdad
en la mente del estudiante

Fenémeno matematico
aquello de lo que objeto de nuestra

enemos experiencia experiencia matema’tica/

Figura 3.2: Términos de nuestra investigacion

Fenémeno

Dado que el tema de esta investigacion estd relacionado con la desigual-
dad, nos interesa focalizar en el “objeto mental desigualdad”, con la idea
de que éste se va cimentando y extendiendo a lo largo de la historia escolar
del estudiante, mediante una reelaboracién y complejizacién en el tiempo.
Segun Freudenthal, lo que importa en la escuela secundaria es que este pro-
ceso de constitucién de objetos mentales no culmina en un determinado
momento con la constitucion de un objeto mental inmutable y estatico, tras
el cual se tratardn de constituir otros objetos mentales. Por ejemplo: si co-
menzamos con la nocién de orden en los nimeros naturales, mediante el uso
de la comparaciéon de elementos de este conjunto, cuando retomemos esta
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idea en el conjunto de los niimeros racionales esta comparacién tiene otras
caracteristicas que irdn modificando el objeto mental construido para los
naturales.

Por otro lado, los objetos matematicos no tienen existencia independiente
del proceso de la actividad matematica en la que surgen. Es decir, estan en
un proceso continuo de construccién que puede ir transformando el concepto
segin el uso que se hace de él en una demostracién o en la resolucién de
un problema. Por lo que la interrelaciéon objeto mental/concepto es un ida
v vuelta, ambos se van enriqueciendo.

Siguiendo a Freudenthal en cuanto a su postura didactica: el objetivo de
la accién educativa en el sistema escolar ha de ser basicamente la constitu-
cién de objetos mentales y sélo en segundo lugar la adquisiciéon de conceptos
(tanto temporalmente como en orden de complejidad). En el tema que nos
interesa, es necesario que los estudiantes tengan experiencias con los distin-
tos fenémenos a los que sirve la desigualdad como medio de organizacién.
Primero es necesario que descubran las relaciones que se establecen traba-
jando con ellos, que se logren ubicar en distintos contextos en los que se
utilizan para construir un objeto mental desigualdad lo suficientemente rico
que permita lograr la adquisicién del concepto.

Luis Puig (1997) retoma una idea de sistema matemadtico de signos que
tiene origen en trabajos realizados por Filloy (1993) para explicar en térmi-
nos semioticos la diferencia entre objeto mental y concepto que hace Freu-
denthal. Filloy (1993), citado en Puig (1997), introdujo la necesidad de usar
una nocién de sistemas matemaéaticos de signos lo suficientemente amplia co-
mo para que pueda servir como herramienta de andlisis de los textos tanto
los que producen los alumnos como los textos matematicos historicos.

Adaptaremos la explicacién realizada en Puig (2001) para el objeto men-
tal “numero” al tema que nos ocupa, la desigualdad.

Las desigualdades se usan en contextos muy diversos. Una lista de esos
contextos puede incluir los de comparacion, acotacién, estimacién, optimi-
zacién.

Es importante explorar los significados que la desigualdad adopta en
cada uno de ellos. La importancia radica en la necesidad de exponer al
estudiante a ese cambio de un contexto a otro, de manera de enriquecer su
objeto mental. Aqui la idea de significado, siguiendo a Wittgenstein (1980)
tomado de Puig (2001), estd constituida por el uso que se hace de un término.
Los usos de las desigualdades en cada uno de esos contextos siguen reglas
distintas, por ejemplo, cuando se utiliza para comparar nimeros naturales,
se trata de encontrar una relacién entre las posiciones que ocupan los dos
objetos en un conjunto ordenado; cuando se realiza una acotacién de una
expresion algebraica con variables reales, se busca un valor o una expresiéon
que supere (o sea menor) que todos los elementos del conjunto de valores
que puede tomar una expresion, etcétera.

La totalidad de los usos de las desigualdades en todos los contextos
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constituye el campo semantico de “desigualdad”, el significado enciclopédico
de “desigual”. La identificacion del contexto desigualdad permite a quien lee
el texto, o recibe el mensaje, atenerse a la restriccién seméantica que establece
el mismo e interpretarlo en forma correcta. Por ejemplo, si tomamos el marco
funcional para resolver una inecuacién, estamos ubicados en una restriccion
semantica de este concepto: las desigualdades en el conjunto de las funciones.

Segin Puig (2001) el sujeto que lee un texto no opera con la totalidad
de los usos producidos en una cultura o una episteme, sino en su campo
semantico personal. El estudiante expuesto a experiencias diversas con estos
fenémenos que organiza el concepto de desigualdad, manipula con nuevos
usos su campo semantico personal para interpretarlo y si lo logra hacer
correctamente el sentido se convierte en un nuevo significado que amplia su
campo semantico personal. El objeto mental “desigualdad” se corresponde
en esta descripcion semidtica con el campo seméantico personal.

En estos términos, la intencion del curriculo tendria que ser que el cam-
po seméntico personal de los alumnos sea lo suficientemente rico (abarque
suficiente enciclopedia) como para permitirle interpretar de forma correcta
todas las situaciones en las que haya de usar “desigualdades”.

Puig (2001) menciona que una fenomenologia did4ctica muestra, por otra
parte, que en el camino hacia la constitucién de un objeto mental, como por
ejemplo el de razén y proporcion, desempenan un papel importante objetos
mentales precursores de dicho objeto. Seniala el autor que un buen nimero de
ellos tienen cardcter cualitativo y que involucran comparaciones de razones
como el contexto en el que se le puede dar sentido a la igualdad de razones,
es decir, a la proporcién. Entre ellos considera particularmente importante
lo que Freudenthal llama el objeto mental “relativamente”. Destaca que
este objeto mental es el que permite decir con sentido, por ejemplo, que un
chocolate es mas dulce que otro porque contiene relativamente mas azicar,
y ese “relativamente” se refiere a un criterio de comparacion que puede estar
implicito o explicito, como por ejemplo el peso.

El objeto mental relativamente se constituye en la ensenanza gracias
a:

= Entender que las ordenaciones entre objetos pueden relativizarse
(relativamente mayor, menor, més, menos).

= Entender “relativamente” en el sentido de “en relacién con ... "7,

con el criterio de comparacién en el lugar de los puntos suspen-
sivos.

m Usar con sentido ‘“relativamente” y “en relacién con”.
» Completar “relativamente” y “en relacién con” en un contexto.

m Conocer operativamente lo que “relativamente” y “en relacién

)

con” significan.
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= Explicar lo que “relativamente” y “en relacién con” significan.
(Puig, 2001, pp. 22-23)

Freudenthal supone que el objeto mental “relativamente” ocurre al fi-
nal de la educacién infantil. Constituir un objeto mental conlleva poder dar
cuenta con él de todos los usos en todos los contextos o poder organizar to-
dos los fendmenos correspondientes, de ese modo el objeto mental estd bien
constituido. El objetivo de la escuela que marca Freudenthal es esta elabo-
racion de buenos objetos mentales.

Segin Arnau (2011), desde un punto de vista escolar, podemos partir
de dos accesos para dar cuenta de los distintos usos del niimero: el acceso
ordinal y el acceso cardinal. El primero de estos dos accesos se apoya en
la actividad de contar y tendria su soporte formal en la construccién del
numero segin Peano. El acceso cardinal, por su parte, se basa en la operacién
de coordinar conjuntos y responderia a la construccién del niimero natural
segin Cantor. Segin el autor podriamos considerar una supuesta tercera
via que combina el acceso cardinal y los resultados obtenidos por Piaget
y sus colaboradores sobre la construccion psicolégica del niimero. Como la
construccion del ntimero exige la participacién simultdnea de estructuras
de clasificacién y seriacién, los defensores de este acceso concluyen que el
numero supone la construccién simultdnea del nimero cardinal y ordinal.

Para Freudenthal, la actividad de contar es la base sobre la que se cons-
truye la aritmética. Afirma que los autores que proponen un acceso cardinal
malinterpretan la matematica y destaca que: “incluso los ninos estan mejor
informados que ellos” (1973, p. 172).

Piaget (1971) describe las nociones légico-mateméticas referentes a la
seriacién, como proceso previo para establecer orden entre los objetos, com-
prender las diferencias de tamano, establecer relaciones “méds grande que” y
“menor que”. Estos procesos los considera fundamentales para que el nifio
establezca las reglas de la transitividad, fundamentales para introducir la
nociéon de nuimero. El autor senala que hacia los seis anos y medio o los siete
un nino descubre un método operatorio que consiste en buscar, en primer
lugar, el elemento més pequeno de todos y, después, el méas pequeno de los
que quedan, logrando de esta forma construir su serie total sin titubeos ni
errores. Es entonces cuando es capaz, por este mismo hecho, del razona-
miento: A < B; B < C, por tanto A < C. Pero se ve inmediatamente que
esta construccién supone la operacién inversa (la reversibilidad operatoria
implica volver al punto inicial): cada término de una serie es concebido si-
multdneamente como més pequeno que los siguientes (relacién <) y como
maés grande que todos los precedentes (relacién de >) y esto es lo que le
permite al sujeto encontrar su método de construccién. Estas operaciones
estan estrechamente relacionadas con la construccién misma de las nociones
de peso y de volumen y, principalmente, con la elaboracion de los principios
de conservacion que les son relativos. Menciona el autor que debe esperarse
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hasta los once o doce anos para obtener por ejemplo la seriacién (coordina-
cién de relaciones asimétricas) de los volimenes.

A pesar de las diferencias de posturas respecto de la construccion del
namero, desde un punto de vista escolar observamos que tanto la consoli-
dacién de este objeto mental “relativamente”, para Freudenthal, como las
nociones légico-matematicas referentes a la seriacion, para Piaget, ocurren
al final de la educacién infantil. Es razonable pensar entonces que el mis-
mo se construye en la escuela primaria, cuestién con la que acordamos.
Efectivamente, en las cuestiones aritméticas los estudiantes pueden hacer
uso del mismo, pero ;qué sucede en el camino de la aritmética al algebra?
Claramente las cuestiones mas abstractas relacionadas a la desigualdad no
son bien construidas tampoco en la escuela secundaria. Como afirma Alva-
renga (2006), la resolucién de las inecuaciones es emprendida por alumnos
de ensenanza media y superior con innumerables errores de concepcién, de
entendimiento y de empleo de las propiedades del cuerpo ordenado de los
nuimeros reales. Tales errores son bastante comunes en los diferentes niveles.
En los cursos de cédlculo, como hemos manifestado, los estudiantes tienen se-
rias dificultades, entre otras, en la comprensién de la definicién de limite de
una funcién y en la utilizacion de la acotacién para probar la convergencia
de sucesiones o la existencia de un limite funcional.

Es visible entonces que existe una ruptura entre la escuela primaria, con
su abordaje desde el punto de vista aritmético, del objeto mental “desigual”
y lo que el precalculo y el calculo necesitan para que pueda ser comprendido
el juego en que las desigualdades estéan implicadas y los fenémenos que son
propios de esta area de la matematica.

En el camino desde la aritmética a la matemadtica avanzada pareciera
que hay algo que no hacemos bien. Esta suposicién estd basada en el hecho
de que con el objeto mental desigualdad, que los estudiantes construyen en
ese trayecto tienen dificultades para comprender las nociones del céalculo,
por ejemplo. En el esquema de la figura 3.3 mostramos esta relacién, apro-
vechando la imagen de una obra del pintor cubano Pedro Garcia Espinosa
llamada Ruptura.
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/[ Escuela Escuela \

Primaria Secundaria avanzada
Desigualdades /g Uso de las
Aritméticas X Desigualdades

Figura 3.3: Desigualdades de la escuela primaria al calculo

Una clara interpretacién de este esquema relacional es que la escuela
secundaria no ha sido un puente efectivo para la conexién entre la aritmética
y el dlgebra. También es importante destacar que cuando el estudiante ha
transitado el camino de la aritmética al dlgebra, en la escuela secundaria o
en la universidad cuando utiliza la modelizacién de situaciones a través de
una desigualdad, no hace uso de la intuicién que manejaba con la aritmética.
Por ejemplo, en problemas donde las cuentas algebraicas se complican no
se observa el uso de una estrategia aritmética para estimar la solucion, o
al menos conjeturar la relacién que deberan probar en general. Es decir,
existe una ruptura también en la vuelta a la intuicién. “Segtin Freudenthal,
es mas probable que las fuentes originales de intuicién hayan sido esbozadas
y el camino de vuelta a la intuicién esté bloqueado por los procesos de
algoritmizacién y automatizacién” (Puig, 2001, p. 39).

3.1.2. Conexiones entre las ideas de Freudenthal y Perkins

Las dificultades de los estudiantes para abordar situaciones en distintos
contextos que utilizan el concepto desigualdad matematica han sido anali-
zadas por varios investigadores en educacién matematica como Diez (1995),
Malara, Brandoli y Fiori (1999), citado por Alvarenga (2006), Garrote, Hi-
dalgo y Blanco (2004).

En términos del enfoque de Freudenthal interpretamos que los estudian-
tes no logran construir “buenos objetos mentales” de desigualdad matemati-
ca. A continuacion nos proponemos relacionar estas ideas de Freudenthal con
el sindrome del “conocimiento fragil” que postula Perkins (1995).

En el andlisis que realiza Perkins (1995) de la situacién educativa nor-
teamericana, diagnostica dos grandes deficiencias: el sindrome del “cono-
cimiento fragil” y la presencia del “pensamiento pobre”. El sindrome del
“conocimiento fragil” se manifiesta en una combinacién de cuatro sintomas:

» ¢l conocimiento olvidado: es un conocimiento que no ha sido retenido
por los alumnos, sélo lo han recordado por periodos cortos.
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Por ejemplo: Halmaghi (2011) encuentra que estudiantes universitarios
asocian la desigualdad a un concepto diferente, tienen representacio-
nes, imagenes de otros conceptos.

el conocimiento inerte: en este tipo de conocimiento los alumnos son
incapaces de recordarlo o de usarlo en situaciones sin la ayuda de
alguien que se los sugiera.

En este sentido observamos por ejemplo que cuando necesitamos ha-
llar el dominio de una funcién y aparecen inecuaciones, es necesario
retomar el procedimiento de resolucion de las mismas pues no recuer-
dan de qué se trata. Al guiarlos con los primeros pasos algebraicos,
ellos pueden continuar hasta hallar el conjunto solucién. Garuti (2003)
sostiene que en muchos paises, las desigualdades se ensenan en las es-
cuelas secundarias como un contenido sujeto a las ecuaciones y por lo
general mediante un tratamiento puramente algoritmico evitando las
dificultades asociadas con la funcién.

el conocimiento ingenuo: este conocimiento se caracteriza por teorias
ingenuas o estereotipos.

Malara, Brandoli y Fiori (1999), citados por Alvarenga (2006) presen-
tan los resultados de pruebas aplicadas a estudiantes recién ingresados
en la universidad relativos al estudio de desigualdades y describen ac-
titudes estereotipadas en los procesos resolutivos.

el conocimiento ritual: los alumnos aprenden a seguirle el juego a la
escuela, no entienden lo que se les ensenia, o al menos no por completo,
y compensan esa insuficiencia con rituales.

Tsamir y Almog (2001) en el andlisis del trabajo de estudiantes is-
raelies sobre la resolucién de inecuaciones encuentran que las manipu-
laciones algebraicas fue el método mas frecuente utilizado. Destacan
que muchos estudiantes establecen analogias inapropiadas entre los
procesos de solucién de las desigualdades y las de las ecuaciones.

Diez (1995) considera que los modos de introduccién al tema favorecen

el hecho que los alumnos las interpreten como “ecuaciones deforma-

das”, arrastrando de esta manera, para su comprension, todo lo adqui-
) ) )

rido en el aprendizaje de las ecuaciones adaptandolo de una manera

forzada.

En este sentido, consideramos que si los estudiantes construyen a lo largo

de su historia escolar, objetos mentales pobres de la desigualdad matematica,
utilizamos “pobre” en oposicién a “suficientemente rico” expresado por Puig
(2001), tienen un conocimiento fragil del mismo. En el esquema de la figura
3.4 presentamos visualmente esta situacion:
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I Freudenthal

OBJETO
MENTAL

POBRE

Figura 3.4: Relacion entre Freudenthal y Perkins

3.1.3. Conexiones entre las ideas de Freudenthal y Douady

Para contribuir a formar “buenos objetos mentales” de desigualdad ma-
tematica, serd necesario en primer lugar: identificar aquellos fenémenos a
los cuales sirve de medio de organizacion, para luego elaborar situaciones de
ensenanza en distintos contextos.

En el presente trabajo, tenemos en cuenta que la presentacién de un
contenido matemadtico bajo distintos marcos promovera en el estudiante la
constitucion de un objeto mental del mismo que le permita comprender
distintos sentidos y aplicaciones. Por esa razén consideramos de interés re-
flexionar sobre los aportes de Regine Douady en torno a esta problematica.
La autora considera que “un marco estd formado por los objetos de un do-
minio de las matemadticas, las relaciones entre objetos, sus formulaciones
eventualmente diversas y las imagenes mentales asociadas a estos objetos y
sus relaciones” (1986, p. 11).

La autora destaca que las traducciones de un marco a otro conducen
a resultados no conocidos, a técnicas nuevas, a la creacién de objetos ma-
tematicos nuevos, en suma, al enriquecimiento del marco origen y de los mar-
cos auxiliares de trabajo. Aclara que dos marcos diferentes pueden tener los
mismos objetos matematicos pero diferentes imagenes mentales asociadas a
ellos, como también las cuestiones conceptuales que generan.

Sostiene que una pregunta interesante es ;jcuando se realiza un cambio de
marco? Considera que el cambio de marco se realiza ante la necesidad de pre-
sentar diferentes formulaciones de un mismo problema, por las dificultades
que presenta o por la posibilidad de acceder a otras herramientas. Ademds
menciona que estas herramientas no sélo pueden favorecer la solucién del
mismo sino también la adquisiciéon de conceptos.

Explica que los cambios de marcos pueden ser espontineos, es decir, por
la iniciativa de un alumno o provocados por otro alumno o docente para
hacer avanzar en los conceptos, desbloquear una situacién o hacer evolucio-
nar o complejizar una concepcion. En este sentido, menciona que podemos
ayudar al alumno a comprender un problema dentro de un marco u otro, me-
diante distintos procedimientos acordes a cada uno de ellos. Piensa que estos
procedimientos permitirdn entender la matemética como un todo integrado,
favoreciendo la integracién de los diferentes dominios de esta ciencia.
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En el caso de las desigualdades, existen diferencias en el tratamiento de
las mismas en distintos marcos. Cada uno de estos marcos aporta al objeto
desigualdad de un modo determinado e inherente al mismo. Es por ello, que
consideramos importante que los estudiantes aborden situaciones que les
permitan poner en juego, segun sea el caso, cualquiera de ellos. Por ejemplo,
en los problemas siguientes:

Problema 1: Para z € R, six < 1 jcomo es x> 7

Problema 2: Si el lado de un cuadrado es menor que 1, ;cémo
es su drea?

Podemos observar que ambos involucran las mismas desigualdades, sin
embargo toman de los marcos sus caracteristicas propias. El primero, clara-
mente se trata de un marco algebraico y el segundo de un marco geométri-
co. Estos dos marcos diferentes tienen los mismos objetos matematicos pero
distintas imagenes mentales asociadas y generan cuestiones conceptuales di-
versas.

Estimamos que el objeto mental desigualdad que construyen los estu-
diantes serd rico en la medida en que se brinden experiencias para lograr
imégenes construidas de distintos marcos.

3.1.4. Ruptura algebra/célculo

Expondremos a continuacién las ideas de Artigue (1995) respecto de las
dificultades evidentes en el aprendizaje del calculo ya que sus consideraciones
abonaran nuestro trabajo de investigacién.

La autora clasifica las dificultades de acceso al cdlculo. Afirma que son
de diversa indole y las agrupa en grandes categorias:

» Aquellas asociadas con la complejidad de los objetos bdsicos del cdlculo
(nimeros reales, sucesiones, funciones) y al hecho de que estos objetos
se construyen plenamente cuando se inicia una ensefianza del calculo
que contribuya a tal conceptualizacién.

n Aquellas asociadas a la conceptualizacion y a la formalizacion de la
nocion de limite, central en el campo del cédlculo.

» Aquellas vinculadas con las rupturas necesarias con relacion a los mo-
dos de pensamiento puramente algebraicos. En dlgebra, para demostrar
que dos expresiones son iguales, se razona por equivalencia: se trans-
forma la igualdad a(z) = b(x) en una sucesién finita de igualdades
ai(z) = bi(x) hasta obtener dos expresiones idénticas. Mientras que en
el cdlculo, para x perteneciente a un entorno o vecindad de un punto
a, f(x) < g(x), siendo f y g funciones, es necesario comprender que
no hay que resolver la inecuacion, sino encontrar un intervalo abierto
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con centro en a donde tal desigualdad se pueda garantizar, mediante
estimaciones. Se pasa de razonamientos por equivalencias sucesivas a
razonamientos por condiciones suficientes. Destaca la autora que, si la
ruptura numérico/algebraico se identificé de forma clara en las inves-
tigaciones sobre el aprendizaje del dlgebra, la ruptura dlgebra/célculo,
por el contrario, se ha trabajado muy poco sobre el aprendizaje del
calculo.

La autora describe estas dificultades detalladamente, en primer lugar las
asociadas con los objetos basicos del cdlculo. Explica que cuando se inicia la
ensenanza del cdlculo, los nimeros reales y las funciones no son objetos que
los estudiantes desconocen del todo. Pero menciona que se trata de objetos
“en construccion” que no se pueden considerar “inertes” a medida que se
efectua el aprendizaje del calculo.

La desigualdad es una de las nociones bésicas necesarias para los temas
del célculo, de alli la necesidad de su tratamiento en la escuela secundaria. En
la etapa elemental se inicia la construccién de este objeto pero, como sostiene
Freudenthal (1983), es una construccién que no culmina en esta etapa sino
que estd en una continua reformulacién a medida que transcurren los demés
temas del curriculo. Es en el calculo donde encuentran las desigualdades su
mayor potencialidad.

Es fundamental que como docentes comprendamos esta situacion para
presentar a los estudiantes tareas para que puedan construir buenos objetos
mentales de la desigualdad matematica.

Otro de los conceptos basicos citados por la autora es el de funcién.
En particular cuando se refiere a las articulaciones de los registros simbéli-
cos, menciona las dificultades que ocasionan los habitos de la ensenanza
tradicional. El gran predominio que se le otorga al registro algebraico y el
status infra-matemaético que se da al registro grafico impiden manejar ade-
cuadamente este tipo de dificultades y ayudar al estudiante a construir las
flexibilidades necesarias en este nivel. Artigue (1995) aborda la ruptura dlge-
bra/célculo a partir de los aportes de la teoria de marcos de Douady (1986).
Menciona la dificultad del status de herramienta y los cambios de marcos
(numérico, geométrico, o externos a las mateméticas) que necesitan de tal
traduccién para ser resueltos. En la construccion del concepto de desigualdad
es fundamental plantear el juego de marcos que propone Regine Douady, ya
que en cada uno de ellos las situaciones toman dimensiones distintas que
se conjugan en una mejor comprensiéon de los fendmenos que organiza el
concepto de desigualdad. Es en el marco funcional donde se encuentran los
fundamentos del uso de las desigualdades, de acuerdo a la transformacién
aplicada a la relacién de desigualdad podremos determinar la relacion entre
los transformados. La equivalencia de las inecuaciones luego de efectuada la
transformacion puede comprenderse cabalmente en términos funcionales.

Uno de los planteos de esta tesis es que en el caso de las desigualda-
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des existe una tendencia escolar cuyo tratamiento se limita sélo al marco
algebraico y no se evidencia su uso en los marcos funcional y geométrico.
Sabemos que estos ltimos aportan otra mirada que permite una visualiza-
cion de situaciones que quizas algebraicamente son complejas de resolver.
Ademas, en el marco funcional, algunas cuestiones toman su verdadero sen-
tido. Por ejemplo, en los problemas:

Problema 1: Para x € R, si x < 2 hallar una cota para 2x + 3.

Problema 2: Para x € R, resolver la inecuacion 2z + 3 < 7.

en el marco algebraico, el procedimiento que se utiliza en los dos casos
consiste en la transformacién de la inecuacién propuesta en otra equivalente.
En cambio en el marco funcional la situacién cambia, en el primer caso: dada
una cota para la variable independiente buscamos una cota para la funcién
f(z) =2z +3;y en el segundo: dada una cota para la funcién buscamos una
cota para la variable independiente.

Respecto del ultimo item que presenta Artigue (1995) de las dificultades
asociadas a la ruptura &lgebra/cédlculo, la autora menciona que la misma
se ha trabajado muy poco en las investigaciones sobre el aprendizaje del
calculo.

Al indagar en los fenémenos que organiza la desigualdad, podremos en-
contrar los procedimientos en los cuales se involucran las mismas que son
necesarios abordar en la matematica elemental para una mejor comprension
de los contenidos de la matemaética avanzada.

Si bien la autora plantea en forma global estas dificultades en el area del
célculo, nos proponemos encontrar indicios de esta ruptura algebra/célculo
en particular en el precdlculo y en el tema desigualdades.

La autora expresa en cierta manera una ruptura entre los procedimien-
tos algebraicos que se trabajan en la escuela secundaria y los que necesita la
matematica avanzada. Nuestro objetivo es encontrar cudles son los fenéme-
nos que organiza la desigualdad en la matemdatica avanzada y que pueden
ser iniciados en la matemdatica elemental.

3.2. Fundamentos matematicos

3.2.1. Introduccion

Antes de abordar algunos fundamentos matematicos sobre los que se sus-
tentan las desigualdades, reflexionamos sobre el papel de las comparaciones
en el lenguaje cotidiano. Siguiendo a Conde (2004) la comparacién se con-
figura como un dispositivo del lenguaje que permite allanar el camino de la
transformacion de lo “cualitativo” en “cuantitativo”. Interpretamos esto co-
mo la posibilidad de desarrollar una herramienta matemética (la relacién de
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orden) que permite matematizar (en el sentido de Freudenthal, 1973) situa-
ciones correspondientes a distintos entornos (natural, social, matemé&ticco,
entre otros).

En el Diccionario de la Real Academia Espanola, comparar es “fijar la
atencion en dos o mas objetos para descubrir sus relaciones o estimar sus
diferencias o semejanzas”.

Tratemos de delimitar esta definicién. Cuando comparamos dos obje-
tos, centramos la atencién en algin aspecto o cualidad determinado. ;En
qué sentido es posible comparar, por ejemplo, una mesa y una silla? Los
dos son muebles (caen los dos bajo la categoria de “mueble”), si estamos
comparando dos muebles particulares, se podria comparar el material del
que estan fabricados (los dos son de madera, o uno es de madera y el otro
de cafia, uno es de madera de pino y el otro de algarrobo, etc.), el color,
la fabrica que los construyé (o el carpintero), el negocio en donde fueron
comprados, el lugar de la casa en la que se ubica cada uno, el espacio que
ocupa cada uno, la “edad” de cada uno, y podriamos seguir.

Algunas de estas caracteristicas son cuantificables y otras no. Por ejem-
plo, a primera vista el material del que estan construidos no es una cualidad
cuantificable, en tanto que el espacio que ocupa cada mueble lo es. Sin em-
bargo, es posible encontrar rapidamente una cualidad cuantificable a partir
de un aspecto que inicialmente no lo es. Por ejemplo, para el caso del ma-
terial en que fue construida, si los dos muebles son de madera, podemos
calcular la cantidad de madera que requiere cada uno (se los puede pesar,
o incluso se puede estimar cudntos arboles se necesitan talar para extraer
la madera para fabricarlos en cada caso). El color, a primera vista no es
cuantificable: la silla es roja y la mesa es blanca. Pero si ambas son rojas,
es posible que estemos de acuerdo en que el rojo de la mesa es més oscuro
(o intenso, o claro) que el de la silla.

Las colecciones de elementos abundan en matemaética y estdn presentes
en cada estructura o modelo que la matematica describe.

Hablando en términos generales, en todo estudio cientifico se establecen
relaciones entre distintos entes u objetos, lo cual permite descubrir lo que
tienen de comin o diferente.

;, Cudl es el significado intuitivo de que un elemento es diferente a otro?

i, Qué cuestiones rigen lo que es desigual entre objetos? Simplemente la
respuesta estd en el hecho de que las desigualdades conllevan o implican
procesos de comparacion entre objetos, y este proceso nos guia a tener en
cuenta relaciones entre los pares ordenados obtenidos de los elementos de
un conjunto.

En definitiva, antes o después, la comparacién inicial nos conduce a la
posibilidad de cuantificar. Conde (2004) sostiene que:

(...) en el marco de las complejas relaciones entre lo cualitativo y lo
cuantitativo, en el uso de las formas comparativas se encuentra uno de
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los dispositivos del lenguaje que permite pasar de forma natural y, por
tanto, sin conciencia de hacerlo, de las dimensiones cualitativas de los
objetos o fenémenos sociales a las més cuantitativas (pp. 100-101).

Como sostiene este autor, las comparaciones son formalizadas en el len-
guaje matematico mediante las relaciones de orden.

A modo de ejemplo, usualmente en el caso de puntos diferentes de una
recta horizontal, éstos pueden ser comparados por la relacion de “precede
a”, que significa a la “izquierda de”, en el caso de los numeros naturales
decimos “menor que”, en el caso de calles de una ciudad que corren de
norte a sur, esa misma relacién puede significar “al este de”, etcétera. Es
decir que la comparacién entre los elementos de un conjunto esta ligada
de alguna manera a establecer una relacién, la que seguro estara conectada
a una relacién de orden. Esta relacién sera un subconjunto del producto
cartesiano de un conjunto consigo mismo, si es que los pares ordenados de
elementos pertenecen a un unico conjunto.

3.2.2. Conjuntos ordenados

De acuerdo a lo expresado en la seccién anterior, es usual en matematica
y en la vida cotidiana ordenar los elementos de un conjunto de acuerdo con
algun criterio. El orden queda especificado a través del término “precede”.
Es decir, si representamos a dicha relacion con R tenemos que “r precede a
)
y” significa (z,y) € R, o bien zRy. Rudin (1980) en la seccién de conjuntos
ordenados del capitulo 1, define orden como sigue:

Si S es un conjunto, un orden en S es una relacién representada por
el simbolo < y tiene las dos siguientes propiedades:

(i) Size Seye€ S, unay sélo una de las proposiciones siguientes
escierta: r <y, z =9,y < T.

(i) Siz,y,z€Sysiz<yey< zentonces x < z.
(Rudin, 1980, p. 3)

Ademads el autor define que un conjunto ordenado es aquél en el que se
ha definido un orden.

Bajo estos aspectos serdn esenciales las definiciones de cota y contuntos
acotados, y las propiedades y teoremas que involucran a operaciones y orden
que desarrollamos a continuacién, tomados de Rudin (1980).

Para el caso de que S es un conjunto ordenado y E C S, se dice que
E es un conjunto acotado superiormente si existe un 5 € S tal que z <
para cada x € E' y a § se lo denomina la cota superior de E. De la misma
manera, el autor define las cotas inferiores (con > en lugar de <).

Un cuerpo conmutativo ordenado es un cuerpo F que a su vez es un
conjunto ordenado, y que tiene las siguientes propiedades:
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() z+y<z+zsiz,y,z€e FAy<z
(ii) zy >0size F,ye F,z>0Ay > 0.

Sixz > 0, se dice que x es positivo; si x < 0 entonces es negativo.

Advierte el autor que en cada cuerpo conmutativo ordenado se aplican
todas las reglas conocidas de las desigualdades: la multiplicacién por can-
tidades positivas (negativas) preserva (invierte) las desigualdades, ningun
cuadrado es negativo, etcétera.

También enuncia las siguientes proposiciones que son verdaderas en todo
cuerpo conmutativo ordenado:

(a) Siz > 0 entonces —z < 0y viceversa.

(b) Siz >0y y< z, entonces zy < zz.

(c) Siz<0yy< z entonces xy > xz.

(d) Si x # 0, entonces z2 > 0. En particular, 1 > 0.

. 1_1
(e) Si0 <z <y,entonces 0 < - < o

A continuacién seguiremos el tratamiento del orden en el conjunto de los
numeros reales que realiza Lehman (1992).

El ntimero real x se dice que es mayor que el nimero y siempre que
T — y sea un numero positivo. Entonces escribimos = > y que se lee
“x es mayor que y”. Asi, 2 > —3, pues el nimero real 2 — (—3) es un
ndmero positivo.

Se sigue de esta definicién que el nimero real y es menor que el niimero
real x siempre que y — x sea un numero negativo. Entonces escribimos
y < x que se lee “y es menor que z”. Asi, 5 < 7, pues 5 —7 = —2 es
un nimero negativo.

También introducimos otros dos simbolos tiles: a > b, si “a es mayor
oigual que b7,y ¢ < d si “c es menor o igual que d”. En particular, la
desigualdad a > 0 es un modo conveniente de afirmar que a representa
a todo nimero no negativo.

Se dice que dos desigualdades tienen el mismo sentido si sus simbo-
los apuntan en la misma direccidn; en caso contrario tienen sentidos
opuestos. Por ejemplo las desigualdades a > by ¢ > d tienen el mismo
sentido, pero las desigualdades a > by ¢ < d tienen sentidos opuestos.
(p-136)

El conjunto de los niimeros reales tiene estructura de cuerpo conmutativo
con las operaciones adicién y multiplicacién y como es un campo ordena-
do, cumple con las propiedades que se detallan a continuacién, tomadas de
Lehman (1992).
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Teorema 1. El sentido de una desigualdad no se altera si se suma
o se resta a ambos miembros la misma cantidad, es decir, si a > b,
entonces a+c> b=+ c.

DEMOSTRACION. Por la definicién de a > b, tenemos a — b = p,
un nimero positivo. De donde a + ¢ — (b + ¢) = p, de lo cual, por la
definicién de “mayor que”: a +c¢ > b+ c.

Anslogamente se puede demostrar que : a — ¢ > b — c.

Corolario 1. Cualquier término puede transponerse de un miembro a
otro de una desigualdad con tal que se le cambie su signo.

Por el Corolario 1 podemos transponer todos los términos de una de-
sigualdad a un sélo miembro. Como consecuencia tenemos:

Corolario 2. Toda desigualdad puede reducirse a una de las formas
A>00A<O0, en donde A es una expresion algebraica.

La importancia de este Corolario 2 esta en que, la resolucion de una
inecuacion siempre puede reducirse a la determinacion del signo (y no
la magnitud) de una expresion.

Teorema 2. El sentido de una desigualdad no se altera si ambos miem-
bros se multiplican por, o se dividen entre, la misma cantidad positiva.
Es decir, sia>byc>0, entonces ac > bc y ¢ > b,

c
DEMOSTRACION. De a > b, tenemos a — b = p, un ntimero positivo.
Multiplicando ambos miembros por ¢, tenemos:

ac — bc = pc, un nimero positivo

de donde: ac > be.

Anélogamente, puede demostrarse que: £ > %

Con una demostracién similar a la del Teorema 2, se establece es si-
guiente teorema:

Teorema 3. El sentido de una desigualdad se invierte si ambos miem-
bros se multiplican por, o se dividen entre, la misma cantidad negativa.
Esto es, sia>byc <0, entonces ac <bc y & < b,

C

Teorema 4. Si se suman miembro a miembro dos desigualdades del
mismo sentido, las sumas serdn desigualdades del mismo sentido, esto
es sia>byc>d, entonces a+c>b+d.

DEMOSTRACION. De a > b, a — b = p, un numero positivo.
De ¢ > d, ¢ — d = ¢, un ntimero positivo.

Sumando, a + ¢ — (b + d) = p + ¢, un nimero positivo.
Luego, a+c¢ > b+d.

Corolario. Si a; > by,a0 < ba,...,a, < b,, entonces a; + as + az +
oot anp>bi+by+bs+...+ b,

Teorema 5. Si de tres cantidades, la primera es mayor que la sequnda
y la sequnda mayor que la tercera, entonces la primera es mayor que
la tercera, es decir, si a >b y b > c, entonces a > c.
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La demostracion de este teorema es anédloga a la del Teorema 4.

Teorema 6. Si dos desigualdades entre niumeros positivos tienen el
mismo sentido, se pueden multiplicar miembro a miembro y los pro-
ductos serdn desigualdades en el mismo sentido. Es decir, si a, b, ¢ y
d son todos positivos y a > b y ¢ > d, entonces ac > bd.

DEMOSTRACION. Si ¢ > 0 y a > b, del Teorema 2 resulta:
ac > be (3.1)

Andlogamente, ya que b > 0y ¢ > d,

be > bd (3.2)

De (3.1), (3.2) y el Teorema 5, tenemos:

ac > bd

Corolario 1. Si aj,as,...b1,bs,... son cantidades positivas y a; >
b1,as > by, a3 > bs,...an > by, entonces:

a1a20a3 . ..ay > bibobs ... by

Corolario 2. Sia y b son ambos positivos, a > b y n es un nimero
entero y positivo, entonces a™ > b™.

Corolario 3. Si a y b son ambos positivos, a > b y n es un nimero
. 1 i p o
entero y positivo, entonces a= > b= (raices principales).

Corolario 4. Si a y b son ambos positivos, a > b y n es un nimero
entero y positivo, entonces a~™ < b~™. (Lehman, 1992, pp. 136-138)

Las desigualdades aritméticas (cuyo uso y estudio es habitual desde el ni-
vel primario) se basan en la distincién de elementos de los conjuntos numéri-
cos, a partir de la relacion de orden. Asi, entre las tareas habituales de la
escolaridad obligatoria figuran las siguientes:

Completar en los puntos suspensivos con >, < o = segun corresponda:

6...9
—5...—10
5...—6
1 2
375
0,899...0,9
025 1

257
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Las proposiciones resultantes (cuando se completan los signos suspensi-
vos con <, > o =) son verdaderas o falsas, y la justificacién de la verdad se
basa, fundamentalmente, en la definicién de que en el conjunto numérico A,
para a, b elementos de A, a < b si y solo si existe ¢ € A tal que a + ¢ =b.

Podemos adelantar que las desigualdades en tanto relaciéon de orden en
un conjunto numérico organizan el fenémeno de ordenacion, que describire-
mos en detalle en la seccién 4.4.

3.2.3. Expresiones con variables

Hasta aqui consideramos el orden en relacién con la comparacién entre
los elementos de un conjunto, y destacamos sus propiedades de acuerdo al
tipo de orden que se trate, y claramente existe un simbolo que los rela-
ciona. Pero dicho simbolo puede aparecer no sélo cuando se comparan dos
elementos, sino cuando se desean analizar expresiones cuyas variables estan
conectadas con los simbolos de menor, menor o igual, o mayor igual, etc.
Como por ejemplo: {z/z € RAx —5 > 2} o més simplemente x —5 > 2 u
otras en las que aparecen propiedades como lo es, por ejemplo, la desigual-
dad triangular para las medidas de los lados de un triangulo, que la verifican
todos los elementos de un referencial.

Segin Tarski (1977), entre las expresiones y simbolos que intervienen
en los teoremas y demostraciones matematicas, distinguiremos constantes
v variables. En aritmética, por ejemplo, intervienen constantes tales como
ndmeros, cero, uno, suma y muchas otras. Cada uno de estos términos tiene
un significado fijo que permanece inalterado en el curso de las consideracio-
nes. En oposicién a las constantes, las variables no tienen significado propio.
Asi, a la pregunta: ;Tiene cero tal o cual propiedad?, por ejemplo ;Es cero
un numero entero? se puede contestar afirmativa o negativamente; la res-
puesta puede ser verdadera o falsa, pero en todo caso tendra sentido. En
cambio, una pregunta que afecta a x, como por ejemplo ;Es x un niimero
entero? no puede contestarse significativamente.

El autor destaca que de la expresion x es un niumero entero se obtiene
una proposicion cuando se reemplaza en ella x por una constante que designe
un ndmero determinado.

En esta investigacién nos centraremos en el andlisis de las desigualdades
de expresiones, es decir aquellas desigualdades en las que aparecen variables
y que se relacionan con subconjuntos de nimeros reales.
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/ B . Conjunto S, con un orden <. . ' \
(S, # ® cuerpo conmutative ordenado )

Propiedades del cuerpo ordenado

R: Conjunto de los Conjunto de expresiones
nameros reales con una variable
] ]

‘ Desigualdades ‘ Desigualdades que
\ numeéricas incluyen variables

Figura 3.5: Organizacién matematica

/

El esquema de la figura 3.5 ilustra la idea de un marco estructural gene-
ral con un conjunto S en el que se establece una relacién de orden. En todo
cuerpo conmutativo S con dos operaciones, * y e, son verdaderas determina-
das propiedades. Si ese conjunto S = R tenemos desigualdades numéricas,
y si S es el conjunto de las expresiones con variables tenemos desigualda-
des que incluyen variables. En torno a estas tltimas, trabajaremos en este
estudio.

El trabajo matemadtico que involucran las desigualdades de expresiones
con variables estd atravesado por el reconocimiento y uso de aquellas trans-
formaciones que permiten que una desigualdad se constituya en otra equi-
valente.

Para comprender cabalmente el procedimiento que se realiza, es necesario
asumir que cada transformacién aplicada mantiene equivalente el conjunto
solucién, ya que una desigualdad equivalente a una dada es aquella que tiene
el mismo conjunto solucién. Ahora bien, jcudles son las transformaciones que
mantienen sin cambios el conjunto soluciéon de una desigualdad?

Esta interpretacion del trabajo con desigualdades como el de la transfor-
macion de desigualdades en otras equivalentes con ellas, otorgan el verdade-
ro sentido de la manipulacién realizada. Creemos que si despojamos de este
significado al procedimiento, el mismo se reduce a la algoritmizacion de los
“pasajes de términos” de un miembro a otro desconociendo el fundamento y
las relaciones que se establecen en el camino y, sobre todo, el objetivo final
que se persigue en cada uno de estos procedimientos.

En el juego con desigualdades deben hacerse transformaciones que pue-
den conducir a la pérdida o adquisicién de soluciones. Por eso, al resolver
desigualdades el concepto de equivalencia juega el papel principal. Debemos
observar meticulosamente la equivalencia de las desigualdades derivadas e
iniciales.

En la transformacion de eliminacion del denominador, vemos por ejem-
plo que en la desigualdad: % < 1, si eliminamos el denominador sin tener
en cuenta los valores que son admisibles para la variable, llegamos a 1 < z,
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y todas estas x son las soluciones de la desigualdad inicial, ya que ninguna
de ellas convierte en cero el denominador de la misma. Sin embargo, es sen-
cillo comprobar que la desigualdad inicial es valida también para todas las
x negativas. Todas estas soluciones se perdieron porque la eliminacién del
denominador de una desigualdad no es andloga a la eliminacién del denomi-
nador de una ecuacién. Siempre que queremos multiplicar ambos miembros
de la desigualdad por una expresién dependiente de x, y que toma valores
tanto positivos como negativos, debemos considerar los dos casos.

Ademads de esto, al resolver desigualdades es necesario recurrir a otras
transformaciones: como elevacién a potencia, logaritmacién, potenciacion,
etc. Algunas transformaciones cambian el dominio de la variable. Por lo
tanto, no podemos hacer transformaciones donde el dominio de la variable
sea un subconjunto del inicial porque puede ocurrir una pérdida de solucio-
nes; y cuando se hagan transformaciones donde el dominio se amplia, hay
que hacer primeramente estas transformaciones, eligiendo luego de las so-
luciones de la desigualdad definitiva aquellos valores que forman parte del
dominio de la desigualdad inicial, y estos valores seran las soluciones.
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Capitulo 4

Exploracién en textos

El movimiento de la Tierra sola basta, pues, para explicar tantas

desigualdades aparentes en lgs cielos.
NICOLAS COPERNICO

4.1. Introducciéon

En los textos indagaremos sobre la definicién de desigualdad que presen-
tan y los fendmenos que organiza. Destacamos que el analisis estd enfocado
a fenémenos especificamente matematicos.

La muestra de libros consultada fue seleccionada sobre los que utilizaron
los estudiantes. Recordamos que nuestra investigacion es del tipo “estudio
de casos”. Se trata de los estudiantes de la cohorte 2012 de la asignatura
Matematica Baésica del primer ano del Profesorado de Matematica de la
Facultad de Humanidades y Ciencias (UNL).

Freudenthal (1983) menciona cuatro tipos de fenomenologia: fenomeno-
logia pura, fenomenologia didéactica, fenomenologia genética y fenomeno-
logia histérica. Unas fenomenologias se diferencian de otras en funcion de
los fendmenos que se tienen en cuenta con respecto al concepto matemaético
del que se ocupan. En el primer caso, hablamos de fendémenos que estan
organizados por la matematica en el momento actual y en su uso actual. El
segundo caso se ocupa de fenémenos que estan presentes en el mundo de la
ensenanza. En el tercer caso hablamos de los fenémenos que tienen en cuenta
el desarrollo cognitivo de los aprendices. En 1iltimo lugar hablamos de los
fenémenos que son organizados por el concepto de desigualdad y como esta
organizacion se extendid a otros fendmenos.

El primer sentido del término “fenomenologia” tiene una diferencia no-
table con respecto a los otros, ya que en él tenemos en cuenta las relaciones
ya establecidas. En este capitulo, nos preocupan las relaciones matematicas
entre los fenémenos que organiza el concepto de desigualdad.

Los objetos matemadticos, una vez definidos, organizan los fenémenos
del mundo real, donde hay productos de la cognicién humana y productos
propiamente matematicos. Ademads van a organizar las propiedades de esos
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objetos y las acciones que hacemos sobre ellos, produciéndose la incorpora-
cién de los conceptos matematicos al mundo de nuestra experiencia en el
que estdn como fenémenos, en una nueva relacién fenémenos/medios de or-
ganizacion, en la que se crean nuevos conceptos matemaéticos, y el proceso se
reitera una y otra vez. Esta progresién escalonada del par fenémeno/medio
de organizacién da lugar a una creacién de objetos matematicos cada vez
mas abstractos.

Los objetos matemaéticos suelen presentarse mediante una definicién; ge-
neralmente unido a la definicién puede ir el procedimiento en el que entran
en juego las relaciones y propiedades que los involucran. Indagamos en la
definicién que presentan estos textos con el objetivo de analizar los fenéme-
nos matematicos que organizan. Siguiendo el esquema adoptado por Claros
Mellado (2010) y Sdnchez Compana (2012) buscamos los fenémenos que sur-
gen directamente de las definiciones formales de desigualdad, por lo tanto
son fenémenos organizados por dichas definiciones.

Freudenthal afirma que el objetivo de la accién educativa debe ser en
primer lugar la constitucién de objetos mentales y en segundo lugar la ad-
quisicién de conceptos. Esta posicién es pertinente para el andlisis fenome-
nolégico del concepto de desigualdad, sobre todo se trata de realizar aportes
para una fenomenologia didactica sobre la cual se apoye una organizacion
de los contenidos en la ensenanza.

4.2. Descripcion de la muestra

Con el objetivo de indagar sobre la definicién y los usos de las desigual-
dades en la matemdtica avanzada, realizamos una busqueda en los libros
de textos utilizados en las asignaturas correspondientes al primer ano del
Profesorado de Matematica. Los libros corresponden a la bibliografia basica
que contiene el tema desigualdades en los planes de citedra de las asigna-
turas: Matemaética Basica y Célculo I. Por esta razén la muestra es de tipo
intencional.

En los libros seleccionados estamos interesados en la definicién de de-
sigualdad que presentan, ya que nos abocamos a la busqueda de los fenéme-
nos que organiza el concepto segiin lo explicitado en el marco tedrico. Re-
cordemos que dicha busqueda la restringimos especificamente a aquellos
fenémenos del tipo matematico.

En el cuadro 4.1 mostramos los datos de los dos libros de matemaéatica
avanzada consultados.
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Libro | Asignatura Autores Editorial Titulo Ano
py | Matemdtica )y an Limusa Algebra 1992
Basica
L2 | Cileulor | Salas Hilley | p o orte Céleulus. Una 15
Edgen y varias variables

Cuadro 4.1: Textos consultados

4.3. Definicién de desigualdad

En la asignatura Matemaética Bésica se trata por primera vez en la ca-
rrera el tema desigualdades. El abordaje del mismo estd centrado en la
resolucién de inecuaciones con el fin de proyectar esta técnica a posteriores
aplicaciones a lo largo de toda la curricula. El propésito de la asignatura es
ayudar al estudiante a pasar por una transicion comoda de la matematica
elemental al calculo. Para ello, se estudian los temas y métodos esenciales
del algebra y el precdlculo que se necesitaran en los estudios posteriores de
matematica.

En el material de la catedra se utiliza el libro L1 del cuadro 4.1 como
bibliografia de base para este tema.

El capitulo 6 titulado “Desigualdades e inecuaciones”, comienza con la
seccién 6.1 denominada “Introduccion”, donde el autor menciona: “Al con-
cepto de mayor y menor entre dos ntimeros corresponde el de ordenacion. La
relacién de orden queda restringida a los ntimeros reales y se puede interpre-
tar geométricamente en un sistema coordenado unidimensional” (Lehman,
1992, p. 135).

Observemos que el autor destaca primero la existencia de una relacién
de orden definida en los ntimeros reales.

En la seccion 6.2 denominada “Definiciones y Teoremas Fundamentales”
el autor retoma la definicién de ecuacién para introducir por oposicion las
desigualdades: “Hemos definido una ecuacién como una igualdad entre dos
expresiones. Si dos expresiones son desiguales, tenemos una desigualdad,
diciéndose que una de las expresiones es mayor o menor que la otra” (p.
135).

A continuacién el autor como lo mencionamos en la seccién 3.2.2 define
mayor v menor. Ademds, destaca que dos desigualdades tienen el mismo
sentido si sus simbolos apuntan en la misma direccién; en caso contrario
tienen sentidos opuestos.

El autor habla de la desigualdad entre expresiones en las que aparecen
variables. Considera que las mismas toman valores en subconjuntos de ntime-
ros reales. A estos subconjuntos nosotros lo llamaremos dominio de valores
admisibles de la variable. Esto es, el conjunto de valores de la incégnita para
los cuales tienen sentido (son definidas) sus primero y segundo miembros.
Es importante aclarar que el autor con el término expresiones se refiere a
las expresiones algebraicas que define en los capitulos previos.

Rupturas en el tratamiento de las desigualdades matemadticas - Silvia Bernardis



50 4.3. DEFINICION DE DESIGUALDAD

Segin Copi (1999) la definicién no debe ser negativa, cuando puede ser
afirmativa. Senala el autor que la razén para dar esta regla es que una de-
finicién debe explicar lo que un término significa, y no lo que no significa.
Ademsds afirma que para la gran mayoria de los términos hay demasiadas
cosas que no significan para que una definicién negativa pueda abarcarlas
a todas. Sin embargo, la definicion que presenta el libro L1 de desigual-
dad de expresiones como “expresiones no iguales” estd basada en la ley de
tricotomia y por lo tanto no es posible otra caracterizacién.

Asi como el autor con la primer cita relaciona mayor y menor con la or-
denacion, extendemos esta idea y consideramos que también en relacién con
el concepto de desigualdad entre expresiones surge el fenémeno ordenacion.
Este fenémeno nos remite al desarrollo tedrico realizado en la seccién 3.2.2.

A continuacion el autor define dos tipos particulares de desigualdades,
las “desigualdades absolutas” y las “desigualdades condicionales o inecua-
ciones”.

Esta clasificacién permite diferenciar claramente a las desigualdades de
acuerdo a su dominio de validez. Este hecho es relevante a nuestro entender
para identificar cada uno de estos conceptos en relacion a los fenémenos que
organizan.

Notemos ademds que establece una coherencia con el caso de las igual-
dades en lo que se refiere a la definicién de identidad y ecuacion.

Una desigualdad absoluta o incondicional es aquella que tiene el mismo
sentido para todos los valores de las variables para los que estan defi-
nidos sus miembros. Son ejemplos de desigualdades absolutas 5 > —7
y 2 41 > 0. (Lehman, 1992, p. 136)

Observamos que la expresion “tiene el mismo sentido para todos los va-
lores de las variables” supone la existencia de una funcién proposicional
cuantificada universalmente que serd necesario validar. Esta validacion se
concreta para todos los elementos del dominio de valores admisibles de la
variable. Interpretamos que refiere a un fenémeno: el de generalizacion. Fs-
ta afirmacion la fundamentamos en la logica proposicional y en particular
en el principio de generalizacién universal, que establece que: “del ejemplo
de sustitucion de una funcién proposicional respecto del nombre de un in-
dividuo cualquiera arbitrariamente elegido, se puede inferir validamente la
cuantificacién universal de la funcién proposicional” (Copi, 1999, p. 375).

Por otro lado, observamos que el autor incluye la desigualdad 5 > —7
como ejemplo de desigualdad absoluta, aun cuando no contiene variables.
Este caso en nuestro estudio se trata de una desigualdad numérica que se
rige por las nociones de orden en R que describimos en la seccién 3.2.2 y
que naturalmente nos remite al fenémeno de ordenacion.

Una desigualdad condicional o inecuacion es aquella que tiene el mismo
sentido solo para ciertos valores de las variables, tomados entre los
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valores para los que sus miembros estin definidos. Son ejemplos de
desigualdades condicionales o inecuaciones: z — 2 < 3, valida solo si
x < 5; 2% > 4, vélida solo si > 2 o # < —2. (Lehman, 1992, p. 136)

La definicién de desigualdad condicional expresa que es aquella que tiene
el “mismo sentido para ciertos valores de las variables”. Esta expresion es
relevante ya que pone de manifiesto que existirdn o no valores, que se toman
de un dominio admisible, que haran cierta la desigualdad. Esta idea nos re-
mite a la accién de particularizar las variables con valores del dominio. Desde
el punto de vista matemadtico, se trata de una cuestiéon fundamental de la
teoria de conjuntos, relacionada a la definicion de estos objetos. En la teoria
axiomatica de conjuntos, uno de los axiomas que fundamenta la existencia
o no de un conjunto, es el de especificacion (Halmos, 1967, p. 15), el cual es
utilizado para justificar la existencia de un subconjunto especificado por la
clausula o condicién dada de un conjunto A. Este hecho se refiere también
a la constatacién de la verdad o falsedad de una proposicion a partir de la
verificacion de la existencia o no de individuos que la satisfacen, tomados de
un dominio admisible.

Resumiendo, en el libro L1 identificamos tres fenémenos: ordenacion,
especificacion y generalizacion. En el esquema de la figura 4.1 observamos
los fenémenos matematicos encontrados que organizan las definiciones de
desigualdad analizadas. La disposicién de los fenémenos en el esquema obe-
dece a que el de ordenacién atraviesa el trabajo matematico que involucra
una desigualdad y estd presente en una primera instancia, es decir, subyace
naturalmente en cualquier conjunto o espacio de elemento debido al paralelo
que se establece con el orden definido en el conjunto de los niimeros reales.

4  Concepto de - )
| Desigualdad

F eno’menoslque organiza

| Ordenacion |

\\ Especificacion Generalizacion )

Figura 4.1: Fenémenos encontrados

A continuacién analizamos el libro L2 del cuadro 4.1 el cual presenta la
seccién 1.3 (péagina 13) denominada “Desigualdades”. Observamos que en
este texto los autores no presentan una definicién formal de desigualdad.

Al comenzar la seccién mencionada, los autores remiten a la seccién 1.2
(pégina 6) denominada “Nociones y formulas de la matemadtica elemental”,
(con el subtitulo “Propiedades del orden”), y definen para nimeros reales
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las nociones de: mayor, menor, menor o igual v mayor o igual. Ademas
mencionan la propiedad de tricotomia y enuncian las propiedades del orden
en R, como se muestra a continuacion:

Propiedades de orden

Si a y b son nimeros reales, entonces a es menor que b (a < b) si b — a es un nimero positivo.
Esto es equivalente a decir que b es mayor que a (b > a). Desde el punto de vista geométrico,
a < b si el punto a estd a la izquierda del punto b sobre la recta real. La notacién a < b significa
tanto a < b como a = b (equivalentemente, b > a).

Los nimeros reales estin ordenados de manera que si @ y b son niimeros reales, entonces
se verifica solamente una de las siguientes afirmaciones:

a<bh, .a=b.a3b; (tricotornia)
Los simbolos <, >, £, = se llaman desigualdades. Las desigualdades satisfacen las siguien-
tes propiedades:
(i) Sia<byb<c,entonces a<c. (propiedad transitiva)
(i) Sia < b, entonces a + ¢ < b + ¢ para todos los nimeros reales c.
(ifi) Sia<byc<d, entonces a+c<b+d.
(iv) Sia<byc>0,entonces ac < bc.
(v) Sia<byc<D0,entonces ac > bc.

Estas propiedades también se verifican para >, <y 2. La propiedad (v) es muy importante:
si sc multiplica una desigualdad por una cantidad negativa, entonces la “direccién” de la des-
igualdad se invierte. Las técnicas para resolver desigualdades utilizan estas propiedades, por lo
que se volverdn a ver en la seccién 1.3.

Figura 4.2: Extracto de la Seccién 1.2 del libro L2 subtitulada: “Propiedades
del orden” (p. 6)

Después de la referencia, los autores contintian en la seccién 1.3 con la
siguiente aclaracién: “En esta seccién nos ocuparemos de una clase de de-
sigualdades que abundan en el cdlculo: aquellas que incluyen una variable”.

Observamos que no definen formalmente la expresién desigualdades que
incluyen una variable. En la explicacién que realizan, la interpretacién de
ésta queda subordinada a la establecida para la desigualdad de nimeros
reales. Es decir, hacen referencia a la definicién de mayor, menor, menor o
igual y mayor o igual, la ley de tricotomia y las propiedades del orden.

Segun nuestra interpretacién, el fenémeno que organiza esta definicién
de desigualdad como la relacién entre expresiones que no son iguales, men-
cionando las propiedades que cumple esta relacion, es el de ordenacion, en
este caso de expresiones que incluyen variables.

A continuacién los autores realizan una explicacién referida a la resolu-
cion de una desigualdad como se muestra:

Resolver una ecuacién en z es hallar el conjunto de los niimeros x para
los cuales se verifica la ecuacién. Resolver una desigualdad en z es
hallar el conjunto de los niimeros « para los cuales la desigualdad se
verifica.

La manera de resolver una desigualdad es muy parecida a la que usa-
mos para resolver una ecuacion, pero existe una diferencia importante.
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Podemos conservar una desigualdad suméandole el mismo ntmero a
ambos miembros, o restandole el mismo ntimero a ambos miembros, o
multiplicando o dividiendo ambos miembros por un nimero positivo.
Pero si multiplicamos o dividimos por un niimero negativo, entonces
la desigualdad se invierte. (Salas et al., p. 13)

En la expresion “resolver una desigualdad en x es hallar el conjunto de
los nimeros para los cudles la desigualdad se verifica” aparece nuevamente
el fenémeno de especificacion que consiste en definir el dominio de validez de
dicha desigualdad. Otra cuestion importante, a diferencia del texto anterior,
es que no se realiza distincion entre desigualdades condicionales y absolutas.
Es decir, bajo el nombre desigualdades se incluye tanto las inecuaciones
como las desigualdades absolutas. Cuando se describe la resolucién de una
desigualdad se hace en referencia a una desigualdad condicional.

Al final de la seccién 1.3 “Desigualdades” los autores presentan la de-
sigualdad triangular para ntimeros reales, exhibiendo en este caso la demos-
tracién de una desigualdad absoluta, en la que esta presente el fenémeno de
generalizacion.

En sintesis en el libro L2 no se presenta una definicion formal de de-
sigualdad sino que expone una descripcién detallada de ejemplos de algunas
tareas. En las mismas aparecen los mismos fenémenos que encontramos en
el texto anterior, a saber: el de ordenacion, el de especificacion y el de ge-
neralizacion.

En el esquema de la figura 4.3 ilustramos los objetos matematicos que
se estudian en esta tesis. Destacamos que para el caso de las desigualdades
condicionales nos limitaremos a las de una variable, y senialamos, ademads,
que el dominio de valores admisibles de la misma es un subconjunto del
conjunto de los nimeros reales. Realizamos este recorte debido a que este
tipo de desigualdades es el que se incluye en los planes de catedra de las
asignaturas mencionadas.

Desigualdades que incluyen variables

Desigualdades Desigualdades
condicionales o absolutas
inecuciciones
Con una

variable real /

Figura 4.3: Objetos matematicos estudiados

A continuacion realizamos una descripcién minuciosa de los fenémenos
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encontrados.

4.4. Descripcion de los fenédmenos encontrados

Recordemos que para Freudenthal los objetos matematicos son lo que el
llama “notimeno” y una parte de la matemadtica puede ser experimentada
como un “phainémenon”. Para Freudenthal algo es considerado como un
fenémeno cuando tenemos experiencia de ello, e incluye como fenémenos
los mismos medios de organizacién de matemadtica (estrategias, conceptos,
notaciones) cuando se los torna objetos de experiencia. (Puig, 1997; p. 63-
64).

Queremos destacar que esta seleccion realizada de fendmenos matemati-
cos para los cudles las desigualdades se constituyen en un medio de organi-
zacién es un avance y no pretende ser una lista acabada de los mismos.

Nos interesa ahora describir mas profundamente los tres fenémenos en-
contrados:

[1] Ordenacion (O): Como su nombre indica, la relacién de orden, o sim-
plemente orden, es la herramienta matemadtica disenada para ordenar
los elementos de un conjunto. Los elementos de un conjunto no estan
ordenados, y {1,2,3} es el mismo conjunto que el {3,2,1}.

Segun Tarski (1977) la teoria de las relaciones es una de las ramas més
desarrolladas de la légica matemadtica. Agrega que en el cédlculo de re-
laciones tenemos dos relaciones especiales, la identidad v la diversidad
entre individuos. En el cdlculo de relaciones se las denota por medio de
los simbolos I y D, y no por los simbolos = y # empleados en otras
partes de la légica.

El orden supone una estructura anadida al conjunto, y se adquiere me-
diante la definicion en €l de una relaciéon apropiada. Para establecer un
orden debemos sefialar qué elementos preceden a cudles, lo cual se indica
mediante la relacién: si a precede a b, entonces (a,b) € R. Claramente la
pareja inversa no puede ser parte de la relacién, por lo cual pediremos
que ésta sea asimétrica. Ademas, si un elemento precede a otro y éste
a un tercero, entonces el primero debe preceder al tercero, por lo cual
exigiremos transitividad.

Los tipos de drdenes tienen una propiedad especial: cada elemento se
puede comparar con cualquier otro elemento, es decir, es mayor, o me-
nor, o igual. Sin embargo, esto no siempre es un requisito deseable. Un
ejemplo bien conocido es la relacién de orden definida entre los subcon-
juntos de un conjunto con respecto a la inclusién. Si un conjunto contiene
los elementos de cierto otro conjunto, entonces se puede decir que es ma-
yor o igual. Con todo, hay conjuntos que pueden no ser comparables de
este modo, puesto que cada uno puede contener algiin elemento que no
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[2]

esté presente en el otro. Por lo tanto, inclusién de subconjuntos es un
orden parcial, en comparacién con los 6rdenes totales dados antes.

La definiciéon de desigualdad como una relacién que cumple con estas
propiedades en un conjunto nos conduce a plantear la existencia del
fenémeno de ordenacion. Como resultado de la condicién de orden en
el conjunto de los ntimeros reales surgen en paralelo las desigualdades
de expresiones. Es facil entender que este fenémeno esta presente en la
necesidad de compararlas.

Especificacion (E): este fenémeno refiere al dominio de validez de la de-
sigualdad entre dos expresiones. Se basa en el llamado axioma (esquema)
de especificacion destinado a la formacién de nuevos conjuntos a partir
de un referencial, segin Halmos (1967).

Axioma de especificacion: A todo conjunto A y a toda condicién
S(z) corresponde un conjunto B cuyos elementos son precisamente
aquellos elementos = de A para los cuales se cumple S(x).(...) Para
indicar la forma en que B es obtenidad de A y de S(x), se escribe:
B={ze€ A:S(x)} (Halmos, 1967, p. 15)

Aclara el autor que intuitivamente, el Esquema de Especificacién sig-
nifica que dada una propiedad S, podemos formar un conjunto con los
elementos de un conjunto A que satisfacen la propiedad. Esta restriccién
de la propiedad S a los elementos de un conjunto A previamente dado es
coherente a la descripcion intuitiva del universo U: todos los elementos
de A deben haberse definido en etapas anteriores, por lo tanto estan
disponibles para ser elementos de un conjunto.

Esta restriccion es la idea fundamental de Zermelo para evitar paradojas
del tipo de la de Russell, cuando se daba por supuesta la existencia de un
universo. Para especificar un conjunto no es suficiente dar la propiedad
sino que también hay que disponer de un conjunto a cuyos elementos
pueda aplicarse esa propiedad.

En otros términos, podemos pensar que una inecuacién es la propie-
dad que define por comprension los elementos de un conjunto, es decir
hay una variable y una propiedad expresada en una relacién de de-
sigualdad que cumplen los elementos de dicho conjunto, por ejemplo
B ={xz/x € RA3x+ 1 < 4}. La especificacién de z, en cierta forma,
refiere a condicionar la extensionalidad de un conjunto. Es preciso en-
contrar los elementos que forman este conjunto, es decir mostrar, en una
especie de extension, cudles son los elementos de este conjunto. En el
ejemplo propuesto, si z es un elemento del conjunto B = (—o0, 1), la
desigualdad es verdadera.

Otra interpretacion es considerar a una desigualdad con variable como
una funcién proposicional o proposicién abierta. Segin Negrete (2002),
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[3]

una funcién proposicional o proposicion abierta es aquella expresiéon de
la que no puede decirse si es verdadera o falsa. . Por ejemplo, 3x+1 < 4 es
una funcién proposicional. La caracteristica de la funciéon proposicional
es que puede dar origen a una proposicién si se sustituyen las variables
o si se la cuantifica. Al conjunto de valores que hacen verdadera una
proposicion el autor lo llama “campo de variabilidad”, lo que coincidiria
con lo que llamamos previamente especificacion. En el ejemplo anterior el
campo de variabilidad es B = (—o0, 1). Es decir que al sustituir cualquier
x € B en la funcién proposicional, la proposicién resultante es verdadera.

Es importante destacar que en las desigualdades condicionales se habla
de “solucién” de la desigualdad y para abreviar razonamientos se dice
a veces que la solucién es un conjunto de valores de x, por ejemplo el
intervalo a < x < b, pero en realidad se estd sobrentendiendo de esta
manera que cualquier valor x de este conjunto es una “solucién”.

Generalizacion (G): basado en el “Principio de generalizacion Univer-
sal, segin Copi (1999). Mediante este principio, segtn el autor, del ejem-
plo de sustitucién de un individuo cualquiera arbitrariamente elegido de
un conjunto se puede inferir validamente la cuantificacién universal de
esa funcién proposicional” (p. 375).

Este principio nos permite generalizar, esto es, ir de un ejemplo par-
ticular de sustitucién a una expresién generalizada o cuantificada uni-
versalmente. Por ejemplo, aclara el autor, si se trata de demostrar que
todos los tridngulos tienen una cierta propiedad, se puede comenzar:
“Sea ABC' un tridngulo cualquiera”. Luego se comienza a razonar acer-
ca del triangulo ABC' y se establece que tiene la propiedad en cuestion.
De esto se concluye que todos los triangulos tienen la propiedad en cues-
tién. Como la suposicién que se hace acerca de ABC' es que se trata de
un triangulo, lo que se demuestra de ABC se demuestra también para
cualquier tridngulo.

Este fenémeno aparece en la demostracion de la validez de una pro-
piedad, expresada en una relacién de desigualdad. En el caso de las
desigualdades absolutas es necesario justificar la validez de dicha de-
sigualdad para todos los elementos dentro del dominio de definicion de
las variables, para ello se toman representantes de los ejemplos de sus-
titucién (a, b, ¢, z, etc.) y utilizando herramientas del razonamiento
deductivo se concluye la validez para todos los elementos del recinto de
valores admisibles de las variables.

En sintesis los fendmenos matematicos encontrados (a partir de las definicio-
nes propuestas en los textos analizados) son: la ordenacién, la especificacién
y la generalizacién, como aclaramos en la seccién anterior, estos dos tltimos
estan atravesados por el de ordenacion, es por ello que se coloca por encima
en el esquema de la figura 4.1.
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En el marco de la teoria de Freudenthal adaptada a nuestra investi-
gacién interpretamos que el concepto de desigualdad (noimeno) es la idea
que tiene en la mente el estudiante de la desigualdad condicional (absoluta)
en matemdtica y le permite analizar, entender y organizar el fenémeno de
especificacion (generalizacion), en el marco de un orden preexistente.

4.5. Tipos de tareas

Los textos del cuadro 4.1 presentan distintas tareas que se vinculan con
los fenémenos analizados. No existe una correspondencia lineal entre los
fenémenos encontrados y las tareas, dado que en los procedimientos de re-
solucién de estas tltimas aparecen integrados los fenémenos descriptos. Es
decir, una misma tarea puede comprender distintos fenémenos y viceversa.
La presentacion siguiente de las tareas es pertinente para nuestra investi-
gacion ya que nos proponemos encontrar las necesidades conceptuales que
requiere el estudio la matemadtica avanzada, con el objetivo de analizar si
es que existen rupturas con respecto al tratamiento del tema en la escuela
secundaria.

Segin Rico, Marin, Lupianez y Gémez (2008) el andlisis fenomenoldgico
de estructuras y conceptos matematicos, desde una perspectiva funcional
de la matematica escolar, aporta una técnica para mostrar cuales son los
sentidos con que se utilizan conceptos y estructuras. Esta perspectiva pone
el acento en el uso y aplicacién de los conceptos, en los medios y en los
modos en que, con ellos, se abordan distintas tareas y cuestiones cuando
dan respuesta a determinados problemas, en definitiva, cuando contribuyen
a la comprensién de ciertos fenémenos.

Los autores mencionan que el anélisis fenomenoldgico se propone mostrar
la vinculacién de conceptos y estructuras matematicas con ciertos fenémenos
que estan en su origen, y que los vinculan con los mundos natural, cultural,
social y cientifico. Y esto con la finalidad de dotar de sentido el aprendizaje
de tales conceptos y estructuras.

Sostienen los autores que cuando se quiere presentar una estructura ma-
tematica en toda su plenitud de significados, se considera la conexién de sus
diferentes subestructuras con distintas familias de fenémenos y se vincula
con aquellos campos del conocimiento donde tiene una utilidad establecida.

Los tipos de tareas mas relevantes que encontramos en los textos anali-
zados son las siguientes:

» Tarea 1: Comparar expresiones (CE).
= Tarea 2: Resolver inecuaciones (RI).

s Tarea 3: Demostrar desigualdades absolutas (DDA).
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En el esquema de la figura 4.4 mostramos en forma resumida la interpre-
tacién de los términos que utilizamos en esta investigacién en relacién con
los que menciona Freudenthal:

\
investigacion

v
Concepto de
Desigualdad

remlenthal

Noumeno:
Objeto del
pensamiento

v

Fenémeno matematico
objeto de nuestra
experiencia matematica

Fendmeno: aquello
de lo que tenemos

experiencia
Tarea
problemas matematicos
en los que tiene sentido

utilizar el concepto de
desigualdad

Figura 4.4: Términos utilizados en nuestra investigacién

A continuacién presentamos ejemplos para cada tipo de tarea incluidos
en los libros analizados.

4.5.1. Tarea 1: CE

En el libro L1 encontramos enunciados como la siguiente tarea en la que,
para resolverla, serd necesario encontrar primero la relacién de orden que se
establece para luego respaldar con una demostracién lo que se afirma.

18. Si ¢ y b son nimeros positivos, determinar cudl de las dos siguientes ex-
a+2b o a+b
a+3b a+2b

presiones es la mayor

Figura 4.5: Ejemplo de tarea CE del libro L1 (p. 142)

En el libro L2, en los ejercicios propuestos, encontramos varios enuncia-
dos de tareas del tipo CE, como se muestra a continuacién:
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54. Ordenar los siguientes términos: 1, x, A, 1 A cuando 1 < x.
X

%
55. Mismo ejercicio que el anterior con 0 < x < 1.

56. Comparar

x+1 y X+2

cuando x > 0.

Figura 4.6: Ejemplo de tarea CE del libro L2 (p. 19)

En estas tareas el autor propone ordenar o comparar las expresiones para
determinados valores de la variable x. En el ejercicio siguiente los estudiantes
necesitardn buscar el o los valores de A que hacen verdadera la implicacién.

En los ejercicios 50-53, determinar todos los valores de A > O para
los cuales el enunciado es cierto.

50.8i [x—2| < 1, entonces [2x — 4| < A.

51.81 {x—2| < A, entonces |2x — 4| < 3.

52.Si |x + 1| < A, entonces [3x + 3| < 4.

Figura 4.7: Ejemplo de tarea CE del libro L2 (p. 19)

En este caso, si bien para resolverla necesitamos una especificacion de
los valores que corresponden al antecedente de la implicacién, aparece con
mas fuerza el fenémeno ordenacién, ya que el texto presenta el problema de
comparar una expresion del consecuente de la implicacién y un ntimero A
que serd la cota para la expresion.

También podemos interpretar que en realidad lo que necesita obtenerse
en este procedimiento es el dominio de validez de la variable A con lo cual
aparece nuevamente el fenémeno de especificacion. Esta tarea consideramos
que abre camino a la definicién de limite que establece el juego entre entor-
nos de la variable independiente alrededor de un valor ¢ y entornos de las
imagenes alrededor del limite (si es que existe).

Como observamos en esta tarea, los fendmenos que organiza el concepto
de desigualdad no son excluyentes. En efecto, en el siguiente ejemplo, durante
la generalizacion es necesario utilizar ordenacion.

Sabiendo que 0 < a < x < b demostrar que se verifica la siguiente
desigualdad:

1+ 1 <1+1
zr a+b—x a b
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Solucion: Como observamos de las hipétesis no parece en principio facil
deducir la desigualdad pedida. En este caso convertimos la desigualdad en
otras equivalentes mas sencillas, hasta llegar a una que seamos capaces de
deducir de la hipotesis. Asi, resolvemos las operaciones indicadas, escribimos
la desigualdad como sigue:

a+b <a+b
z(a+b—x) ab

y, como los denominadores son positivos, esta expresion es equivalente a:

(a+b)ab < (a+b)z(a+b—x)

Como a + b > 0 esta desigualdad equivale a ab < x(a + b — x), es decir:

0<azx+br—a*—ab=(x—a)b—2x)

Esta ultima desigualdad es consecuencia de la hipdtesis hecha, 0 < a < z <
b, la cual implica que 0 < z —a y 0 < b— z. Por tanto (z — a)(b—z) > 0.

Ahora es necesario deshacer el camino recorrido para obtener una de-
mostracién directa.

4.5.2. Tarea 2: RI

En la seccidon “Inecuaciones de primer grado o lineales” el libro L1 des-
cribe el problema que consiste en determinar el dominio de valores de la
variable para los cuales es valida la desigualdad, en este caso el autor lo
presenta también en el marco funcional.
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Ejemplo. Resolver la inecuacién lineal x -+ 1 > 3x -+ 5, y comprobar
el resultado graficamente.

sorucion. Debemos encontrar los valores de x para los cuales
(1) x+ 1> 3x+ 5.

Como en las ecuaciones lineales, transponemos todos los términos en
x a uno de los miembros y todos los términos conocidos al otro miembro.
Asi obtenemos
—2x > 4.

Dividiendo entre —2 resulta x < —2. (Teorema 3, Art. 6.2).

Esta es la solucién buscada, la cual afirma que la desigualdad (1) es
valida para todos los valores de x menores que —2.

Para establecer la representacién gréafica de este resultado, transpo-
nemos todos los términos de (1) al primer miembro, obteniéndose la
desigualdad equivalente

Y

(2) —2x—4>0.

Aqui tenemos el primer ejemplo del
significado del Corolario 2 del Teore-
ma 1 (Art. 6.2). La desigualdad (2)
nos dice que para todo valor de «x
menor que —2 la funcién lineal
—2x —4 es positiva. La grafica de
esta funcién lineal es la recta (Art. 3.9)
representada en la figura 20. Alli ve-
mos que el cero de la funcién es —2
y que para todo valor de x menor que
—2 le corresponden puntos de la recta
situados encima del eje X. Frc. 20

Figura 4.8: Ejemplo de tarea RI del libro L1 (p. 143)

En los ejemplos propuestos el libro L2 describe el procedimiento para ob-
tener el dominio de validez de una desigualdad condicional, como se muestra

a continuacién.

Ejemplo T Resolver la desigualdad
-3(4-x<12.
Solucion  Multiplicando ambos miembros de la desigualdad por -, obtenemos

L4—xz-4, (la desigualdad ha sido invertida)

Restando 4, obtenemos
-x2>-8.

Para despejar x, multiplicamos por — 1. Esto da

x<8. (la desigualdad ha sido invertida de nuevo)

La solucién es el intervalo (- oo, 8]. S

o

8

Figura 4.9: Ejemplo de tarea RI del libro L2 (p. 13)

4.5.3. Tarea 3: DDA

En el libro L1 en la seccién de desigualdades absolutas el autor describe
mediante un ejemplo lo que denomina “procedimiento de analisis”.
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Ejemplo 1. Si a y b son ntimeros positivos desiguales, demostrar que
a® + b* > a*b + ab®.
soLUcION. Ya que no resulta facil averiguar de que desigualdad po-
demos partir, transformaremos la desigualdad dada.
ANALISIS. Primeramente factorizaremos el segundo miembro y escri-
biremos .
a® + b*> gb(a+b).
Ya que a 'y b son ambos positivos, a -+ b sera positivo y, por el Teorema
2 (Art. 6.2), podremos dividir ambos miembros entre a + b sin alterar
el sentido de la desigualdad. Esto es

a® — ab + b* > ab.
Transponiendo ab al primer miembro (Corolario 1, Teorema 1, Ar-
ticulo 6.2), tenemos
a® —2ab + b* >0,
o sea, (a—b)2 > 0.
Sabemos que esta Giltima relacién es siempre verdadera, pues a 7 b, de

donde a— b %0y (a— b)? > 0. Por tanto, para la demostracién que
buscamos partiremos de esta tltima desigualdad.

DEMOSTRACION. (a—b)2 >0,
de donde a®* — 2ab + b* > 0.
Trasponiendo —ab al segundo miembro (Corolario 1, Teorema 1, Ar-

ticulo 6.2), tenemos
a® — ab + b? > ab.

Multiplicando ambos lados por a + b (Teorema 2, Art. 6.2), obtenemos

el resultado deseado
a® + b > a?b + ab®.

Figura 4.10: Ejemplo de tarea DDA del libro L1 (p. 140)

Antes de finalizar la seccién 1.3 “Desigualdades” el libro L2 presenta
la demostracion de la desigualdad triangular para nimeros reales, como se
muestra en la figura 4.11.

Demostracién de la desigualdad triangular  La demostracién es facil si se pmnm en |x|
como /%2, Obsérvese, en primer lugar, que

(a+b) = a®+2ab+b2<|a® +2]al|b| + |57 = (la] +|b])2.
Comparando los extremos de la desigualdad y tomando raices cuadradas, obtenemos
’ 2
SJla+ bR <l + b, (ejercicio 59)

El resultado se obticne observande que

| Ha+b? = |a+bl
|
| Lavariante de la desigualdad triangular que aparece a continuacién también se presenta en
| el clculo: para @ y & nimeros reales cualesquiera,

(1.3.8) llad - |b]l <1~ .

Figura 4.11: Ejemplo de tarea DDA del libro L2 (p. 18)
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4.6. Interrelacién entre tareas y marcos

En la exploracion realizada en las secciones anteriores de este capitu-
lo encontramos tres fenémenos matematicos para los cudles la desigualdad
es un medio de organizacion y consideramos que pueden ser abordados en
la escuela secundaria. Estos fenémenos aparecen claramente en las tareas
propuestas por los autores de los libros analizados.

Las tareas identificadas generalmente pueden ser expresadas en distintos
marcos, en el sentido de Douady (1986): algebraico, funcional y geométrico.
Sostenemos que en cada uno de ellos, las tareas toman dimensiones distintas
que aportan al objeto mental que necesitamos sea construido por nuestros
estudiantes para abordar situaciones de desigualdad.

A continuacién caracterizamos algunos rasgos mas destacados del abor-
daje de las desigualdades en cada marco considerado. En cada uno de ellos,
se resalta la caracteristica mas saliente que lo identifica, no significa que se
excluyan otras que también se utilizan.

» Marco algebraico: las resoluciones de las tareas se realizan a través
de procesos algebraicos basados en procedimientos, operaciones y uso
de la estructura segin el conjunto numérico en el que se trabaja. Por
ejemplo, el concepto de inecuacion equivalente a otra dada, obliga a
un conocimiento sobre las operaciones y la estructura subyacente en
el conjunto de ntimeros que se esté trabajando.

Cuando se trabaja en este marco se realizan procedimientos que invo-
lucran a distintas operaciones validas, segin la estructura con que se
cuente.

El concepto de inecuacion equivalente y las transformaciones son el
fundamento de estos procedimientos.

» Marco funcional: las desigualdades se enriquecen con nuevas estruc-
turas a través de las funciones. La resolucién de la tarea se basa en
interpretar cada miembro de la desigualdad como una funcién. Por
ejemplo, para resolver una inecuacién del tipo f(z) < g(z), las gréfi-
cas de las funciones involucradas otorgan un elemento de visualizacién
de la situacién que permite analizar si la gréfica de y = f(z) se encuen-
tra por encima o por debajo de la grafica de y = g(z) sobre un dominio
de valores admisibles para la variable x. Se utilizan propiedades de las
funciones y sus graficas.

» Marco geométrico: las resoluciones se basan en la representacién de los
nameros positivos como longitudes de segmentos. Las construcciones y
las propiedades de los objetos geométricos, las equivalencias de areas o
volimenes respaldan las comparaciones. En este marco es fundamental
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el apoyo en la visualizacién de la situacidon que permite la interpreta-
cion de las propiedades geométricas de los objetos y de la propiedad
que se quiera probar. Este proceso puede verse como una conjugacion
entre lo geométrico y lo analitico.

En el libro L1 la tarea 2 (RI) es presentada en el marco algebraico y
en el funcional (como mostramos en la figura 4.8) . Las tareas 1 (CE) y 3
(DDA) en el marco algebraico (ver figura 4.6 y 4.10).

En el libro L2 todas las tareas se presentan en el marco algebraico como
observamos en las figuras 4.5, 4.9 y 4.11.

En las siguientes subsecciones incluimos algunos ejemplos de las tareas
presentadas (seccién 4.5), organizadas segin el marco en el que se insertan.

4.6.1. Tarea 1: CE bajo el marco algebraico

En el texto L2, el procedimiento de comparar expresiones se utiliza en
una demostracién € — § de un limite.

Dada la condicién para la variable, esta tarea consiste en hallar o justi-
ficar la relacién entre expresiones en las que interviene dicha variable.

En el contexto algebraico el procedimiento es el reciproco del realizado
en la tarea de resolver inecuaciones, por ejemplo:

Ejemplo 1. Sabiendo que x < —1 comparar las siguientes expresiones:
=3z +1 y 4.

Partimos de la hipétesis:

< —1 (4.1)

Multiplicando a ambos miembros por —3, tenemos la inecuacién equiva-
lente:

—3r >3

Luego sumamos a ambos miembros 1 y obtenemos la relacién buscada:

—3r+1>14

Observemos que las acciones realizadas en ambas tareas 1y 2 (CE y RI),
en el marco algebraico no difieren, seguimos transformando inecuaciones en
inecuaciones equivalentes, el objetivo que perseguimos en ambos casos es
distinto, en el primer caso buscamos el dominio de validez de la variable, en
el segundo, partiendo de una desigualdad condicional buscamos otra para
una expresion transformada de la dada.
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4.6.2. Tarea 1: CE bajo el marco funcional

En el marco funcional, esta tarea se impregna de su verdadero sentido,
en efecto, la tarea 2 (RI) consiste en, dada la condicién para las imagenes,
encontrar la condicion para la variable independiente. Es decir, en el Ejemplo
1:sea f(x) = —=3x+1y g(x) = 4 hallar para que valores de z es f(z) > g(x).

Mientras que la tarea CE aparece cuando, dada la condicién para la
variable independiente, es necesario hallar la relacién entre las imagenes.
Es decir, si x < —1, qué relacién existe entre f(z) y g(z). Observamos la
figura 4.13) y podemos concluir que para dichos valores de x la grafica de
la funcién f se mantiene siempre por encima de la de la funcion g, es decir,
las imégenes por la funcién f son mayores que las de la funcién ¢ para cada
r < —1, es decir, =3z + 1 > 4.

4.6.3. Tarea 1: CE bajo el marco geométrico

Veamos un ejemplo de la tarea CE en este marco:

Ejemplo 2. Sabiendo que a < 1, jqué cota tiene a®?

Figura 4.12: Representacién del rectangulo de lados a y 1 y el cuadrado de
lado a

El dominio de la variable a en este caso es el conjunto de los reales
positivos por ser la longitud de un segmento. Pensamos en un rectangulo de

lados a y 1, su 4rea es a. El 4rea de un cuadrado de lado a es a?.

Como sabemos que a < 1, entonces el drea del cuadrado es menor que el
area del rectiangulo, es decir que a? < a-1 < 1. Es decir, establecemos una
ordenacién entre la expresién a? y el nimero 1, a? < 1.
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4.6.4. Tarea 2: RI bajo el marco algebraico

Esta tarea bajo el marco algebraico, consiste en encontrar el conjunto
solucién de la misma, utilizando sélo las propiedades de las operaciones entre
nameros. Se trata de hallar la condicién que cumple la variable para hacer
verdadera la inecuacién dada (recordar que segin lo expresado en la seccién
4.4 en la descripcion del fenémeno especificacion, la inecuacién puede ser
interpretada también como una funcién proposicional).

Si pensamos esta tarea en el contexto algebraico, tenemos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3. Resolver la inecuacion lineal —3x + 1 > 4.

El recinto de valores admisibles de la variable es el conjunto de los nime-
ros reales: R
Debemos encontrar los valores de x para los cuales

—3x+1>4 (4.2)

es verdadera.
Sumando —1 a ambos miembros y operando, obtenemos la inecuacién
equivalente:

—3r >3

Dividiendo miembro a miembros por —3, tenemos la inecuacién equiva-
lente:

r < -—1

Por Teorema 3 de la seccion 3.2.2 esta es la solucién buscada, la cual
afirma que la desigualdad (4.2) es valida para todos los valores de & menores
que —1.

La solucién de la inecuacién es cualquier elemento x del conjunto S =
{z € R/xz < —1}, o bien en notacién de intervalo del conjunto S = (—oo, —1)

4.6.5. Tarea 2: RI bajo el marco funcional

En el marco funcional, resolver una inecuacion supone considerar cada
miembro como una funcién en la variable indicada. Si el grafico de y = f(x)
se encuentra por encima de la gréfica de y = g(x) sobre el intervalo de
valores de x, entonces para cada x en el intervalo, es f(z) > g(x).

Retomando el Ejemplo 1, utilizado en el marco algebraico:

Ejemplo 4. Resolver la inecuacion lineal —3x + 1 > 4.
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Analicemos para qué valores de x la grafica de f(z) = —3x + 1 estd por
encima de la grafica de g(z) = 4

A=(-1,4)

g(z) =4

flz)=—-3x+1

b 5 2 -1 0 \ i 2 3

Figura 4.13: Grafica de f(z) = -3z + 1y de g(z) =4

Observamos en la figura 4.13 que la desigualdad es valida para todos los
valores de x menores que —1.

La solucién es cualquier elemento x del conjunto S = (—oo, —1)

Otra forma de justificacién funcional es trabajar con la funcién resta, es
decir f(z) — g(x) y analizar el signo de la misma.

—3r+1—-4>0

Es decir:

—3z—-3>0
Para completar la resolucién, analizamos para qué valores de x, la funcion
—3x — 3 es positiva.
4.6.6. Tarea 2: RI bajo el marco geométrico

Utilizando propiedades geométricas es posible hallar el dominio de vali-
dez de la variable. Veamos un ejemplo de su uso.

Ejemplo 5. ;Para qué valores de a es a > a’?

Notemos que el dominio de la variable a en este caso es el conjunto de
los reales positivos, pueden interpretarse como la longitud de un segmento.

Pensamos en un rectangulo de lados a y 1, su area es a. El drea de un
cuadrado de lado a es a?

Rupturas en el tratamiento de las desigualdades matemadticas - Silvia Bernardis



68 4.6. INTERRELACION ENTRE TAREAS Y MARCOS

Figura 4.14: Representacion del rectangulo de lados a y 1 y el cuadrado de
lado a

Observemos en la figura 4.14 que se cumplird la desigualdad cuando
0<a<l.

4.6.7. Tarea 3: DDA bajo el marco algebraico

La demostracién de desigualdades absolutas es un procedimiento que
admite cualquiera de los tres marcos para su fundamentacion.

Transcribimos a continuacién del libro L1 del cuadro 4.1 el tratamiento
que realizan del tema. Nos interesa la descripcién que realizan los autores
del procedimiento que implica el trabajo en esta tarea y en este marco.

La validez de una desigualdad absoluta se establece por medio de una
demostracién analitica, centrada en la manipulacién algebraica usando
propiedades de los objetos y sus relaciones dentro de la estructura
algebraica.

Para la demostracion directa de una desigualdad absoluta se parte de
alguna desigualdad conocida y luego se procede por pasos logicos hasta
llegar a la desigualdad deseada. Sin embargo, a veces no resulta facil
averiguar la desigualdad que debe tomarse como punto de partida.
Entonces, generalmente, es posible hacer un analisis de la desigualdad
que se quiere demostrar transformandola hasta obtener una relacion
mas sencilla. En este caso la demostracién directa equivale a tomar en
orden inverso los pasos del ANALISIS. (p. 139)

Este procedimiento que describe el autor lo ejemplifica como mostramos
a continuacion:
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Ejemplo 6. Sia y b son niumeros positivos desiguales, demostrar que:

a4+ b > a’b + ab®

Ya que no resulta facil averiguar de que desigualdad podemos partir,
transformaremos la desigualdad dada.

Primeramente factorizaremos el segundo miembro y escribiremos:

a® + b3 > ab(a +b) (4.3)
Ya que a y b son ambos positivos, a 4+ b serd positivo y, por el Teorema

2, podremos dividir ambos miembros entre a + b sin alterar el sentido
de la desigualdad. Esto es:

a? —ab+b* > ab (4.4)
Sumamos miembro a miembro —ab, tenemos:
a® —2ab+ > >0 (4.5)
0 sea,
(a=5)?%>0 (4.6)

Sabemos que esta 1ltima relacién es siempre verdadera, pues a # b, de
donde @ — b # 0y (a — b)2 > 0. Por tanto, para la demostracién que
buscamos partiremos de esta iltima desigualdad.

Demostracion.
(a—0)*>0 (4.7)

de donde
a? —2ab+b* > 0 (4.8)
Sumando miembro a miembro —ab, tenemos:

a? —ab+b* > ab (4.9)

Multiplicando ambos miembros por a + b (Teorema 2), obtenemos el
resultado deseado

a4+ b > a’b + ab®

(Lehman, 1992, p. 140)
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4.6.8. Tarea 3: DDA bajo el marco funcional

A continuacion describimos un ejemplo que tomamos de Alsina y Nelsen
(2009).

Ejemplo 7. La idea de la relacion entre la converidad y la ubicacion de
las lineas tangentes y secantes fue empleada por Camile Jordan (1832-1922)
para establecer la desigualdad de Jordan, para cada x en [0, 5.

2z
— <senx <zx
T

En la Figura 4.15 (Fenge, 1996) citado por Alsina y Nelsen (2009) tene-
mos una porcion de la grafica de la funcién seno, junto con la gréifica de la
recta tangente al seno en el origen, y = x y la secante que une el origen con

(%7 1)7 Yy = 2?:2

f(@) = sen(x)

O h \
/05<

Figura 4.15: Representacién gréfica de f(x) = senx

Dado que la gréfica del seno es céncava en [0, 5], debe unirse por enci-

ma de la recta secante y por debajo de la recta tangente, produciendo la
desigualdad deseada.

2z
— <senx <zx
T

Notar que para el autor presenta una visualizacion de la situacién. Para
demostrar la validez de la desigualdad desde el punto de vista funcional es
aqui necesario probar que la funcién es céncava hacia abajo, luego hallar la
cuerda de ecuacién y = 2 que determinan los puntos (0,0) y (%,1) y la
recta tangente de ecuacion y = x en el punto de abscisa z = 0.
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4.6.9. Tarea 3: DDA en el marco geométrico

En cuanto al marco geométrico, en Alsina y Nelsen (2009), encontramos
la siguiente orientacién para la resolucion de este tipo de tarea. Comentan
los autores que las demostraciones de las desigualdades absolutas surgen
de propiedades geométricas, equivalencias de dreas o volumenes. Es decir,
representando los niimeros positivos como longitudes de segmentos.

Ejemplo 8. Para nimeros positivos a y b,
2 | p2

a+b <./ +b < +b

2 - 2 T V2

En la figura 4.16 usamos la desigualdad triangular dos veces para mostrar
que, para numeros positivos a y b:

V2(a+b) < 2va®+ b2 < 2(a+b)

Figura 4.16: Representacién geométrica del problema
De donde se obtiene:
2 1 32
a+b <./a +b <@ +0b
2 - N )
Esto puede extenderse a n variables para obtener la siguiente desigual-

dad de Mikowski (Hermann Minkowski, 1864-1909) para numeros a; y b;
positivos. (Shklarsky,1962) citado por Alsina y Nelsen (2009)

(Z(li) —1—(2%) SZ\/G?+G?
i=1 i=1 i=1
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4.7. Resultados de la exploracién

Los fenémenos caracterizados tienen su origen en procedimientos impor-
tantes en matematica: la ordenacién, la especificacién y la generalizacion.

En el esquema de la figura 4.17 representamos graficamente los fenéme-
nos matematicos encontrados. Segun la indagacién realizada consideramos
que la matematica avanzada necesita éstos como insumo. Ademaés incluimos
la idea del abordaje de la desigualdad a través de los distintos marcos y las
tareas mas relevantes identificadas.

Fenomenos matematicos

Ordenacion
Especificacion Generalizacion

Marcos

b ( )
ALGEBRAICO Tarea 1: CE
)
FUNCIONAL Tarea 2: Rl
. )
GEOMETRICO \Tarea 3: DDA /

Figura 4.17: Fenémenos matemaéticos, tareas y marcos

En esta biisqueda nos orienta la necesidad de encontrar aquellos fenéme-
nos que pueden iniciarse en la matemadtica elemental, que surgen en las
tareas que se abordan con los estudiantes, es por ello que nos pregunta-
mos: jes posible iniciar a los estudiantes de la escuela secundaria en estos
fenémenos?

Ademas, las dificultades de los estudiantes al trabajar con desigualda-
des, jpueden provenir de la falta de articulacién entre estos marcos que
planteamos?

Cuando surgen dificultades en el manejo algebraico de las desigualdades:
jtienen que ver con alguna cuestién funcional que se desconoce?

Estos marcos que surgen en la investigacién, ;qué aportan a la compren-
sién de la desigualdad?, ;es posible siempre interpretar una desigualdad en
los distintos marcos?

Algunos de estos cuestionamientos que surgen a partir del andlisis de los
textos matematicos seran considerados para el disefio de los instrumentos
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de recoleccién de datos utilizados en el contexto del estudio de caso que nos
proponemos realizar.
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Capitulo 5

Indagacion en la historia

Debemos intentar comprender el comienzo del Universo a partir de
bases cientificas. Puede que sea una tarea maés alld de nuestras
capacidades, pero al menos deberiamos intentarlo.

STEPHEN HAWKING

5.1. Introduccion

En la presente investigacion nuestro interés es hallar elementos que nos
ayuden a identificar fendmenos que han requerido a través de la historia la
introduccion o el uso de las desigualdades, segin el enfoque de Freudenthal.
Mencionamos en el capitulo 2 el interés de algunos investigadores como
Boero (1997, 1998, 1999), citado por Borello (2010), quien reconoce que la
historia de la matemadtica y la historia de la ensefianza de la matematica
tendrian elementos para entender la constitucion histérica de algin saber
concerniente a las inecuaciones.

Bagni (2005) menciona “distintas perspectivas tedricas” en torno a la
relacién entre historia y didactica. En el marco de una investigacién sobre la
historia del dlgebra, se dedica particularmente a la historia de las ecuaciones
e inecuaciones. Una primera perspectiva, el autor considera que se relacio-
na con la presentacion de anécdotas y aclara que la seleccion de los datos
histéricos que se presentard en la practica del aula es epistemoldgicamente
relevante ya que refleja algunas opciones epistemoldgicas adoptadas por el
docente. Otra postura que se asume es un paralelismo entre el desarrollo
histérico y el desarrollo cognitivo. De hecho, las reacciones de los alumnos
son a veces bastante similares a las reacciones que tuvieron los matematicos
en la historia en la conformacion de una teoria matemadtica. Dicha simili-
tud serfa una herramienta importante para los profesores de matematica.
De acuerdo con la perspectiva de “obstaculos epistemolégicos” de Brous-
seau, la mayoria de los objetivos importantes de los estudios histéricos es
encontrar problemas y sistemas de restricciones (situaciones fundamentales)
que deben ser analizados con el fin de entender conocimiento existente, cuyo
descubrimiento estd conectado a la solucién de tales problemas (el autor cita
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a Brousseau, 1983; Radford, Boero y Vasco de 2000, p 163.). Los obstécu-
los se subdividen en epistemoldgicos, ontogenéticos, didacticos y culturales
(Brousseau, 1989) y esta subdivisién senala que la esfera del conocimiento
es considerada aislada de otras esferas.

Sessa (2005) reflexiona sobre la historia del dlgebra y alerta sobre el uso
“ingenuo” de la historia de la matematica en la ensenanza y el aprendizaje.
Considera que el conocimiento de los “caminos” de la historia representa
una via de acceso a mayores niveles de complejidad acerca de la naturaleza
de los objetos matematicos. Menciona que las condiciones de la historia que
hicieron posible el planteo de problemas y de preguntas, no son adecuadas
en general para reproducir en la escuela.

Azcarate y Deulofeu (1990) destacan en este sentido que no se trata de
ensenar la historia de un concepto en un periodo o periodos, sino que cons-
tituye un instrumento bésico para el ensenante y supone un conocimiento
imprescindible para la elaboracién de una didactica determinada. Este cono-
cimiento le permitird adquirir una visién mas amplia que la que se obtiene
de las definiciones de una teoria acabada, a las que se llega después de un
largo camino. Si esta visién se reproduce en la ensefianza como formalmen-
te son presentadas en una teoria acabada puede conducir a graves errores
epistemoldgicos y didacticos.

Segin Halmaghi (2012) en los primeros registros mateméaticos que brinda
la historia, las desigualdades tenfan sélo un caracter instrumental, y cuan-
do las circunstancias se convirtieron en favorables, evolucionaron en una
disciplina, tanto es asi que en la actualidad existen revistas especificas de
matemadtica dedicadas a las desigualdades y sus aplicaciones (Journal of
Inequalities and Applications, con su primer volumen en 1997 y Mathema-
tical Inequalities and Applications, con su primer volumen en 1998). Esti-
ma la autora que comenzaron siendo planteos que se constituyeron en una
herramienta para problemas geométricos vinculados con longitudes, areas,
voltimenes. También fueron 1tiles para pensar problemas algebraicos y final-
mente se instalaron en la teoria de funciones, aplicandose a los mas variados
modelos. Esto posibilité la interaccion con areas de la matematica: el calculo,
la estadistica, el andlisis numérico, la teoria de juegos, etcétera.

A partir de las consideraciones de esta autora organizamos la informacion
relacionada a las cuestiones historicas de las desigualdades en tres secciones,
sin que esta disposicion signifique una evolucién lineal y cronoldgica de los
acontecimientos o descubrimientos.

5.2. Origen en la Geometria

Rey Pastor y Babini (1997) describen en el capitulo correspondiente a la
matemdtica helénica (siglos VI a IV a.C.) la obra matematica de Eudoxo,
quien utiliza para llegar a la definicién de la razén entre dos cantidades (sean
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éstas conmensurables o no) un “principio légico”. Este principio se refiere
a la condicién para que dos cantidades “tengan razén mutua”. El mismo
expresa que dos cantidades tienen razon mutua cuando un multiplo de la
menor supera a la mayor; en términos actuales: dadas dos cantidades A > B,
existe siempre un entero positivo n tal que %A < B. Afirman los autores que
Fuclides en sus Elementos otorgd a este enunciado el cardcter de “principio
l6gico”, pero Arquimedes lo considera en sus escritos un postulado. Este
postulado se conoce actualmente como el “postulado de la continuidad”, de
Arquimedes y a veces, de Fudoxo o Arquimedes.

Consideran los autores que Eudoxo logré conceder caracter geométrico
a las cantidades inconmensurables, con lo que acentué el proceso iniciado
por los pitagéricos de sacrificar la aritmética y el algebra, privilegiando lo
geométrico. Estas nociones seguiran presentandose en la matematica griega,
por mucho tiempo bajo ropaje geométrico.

En el libro citado, los autores describen en el capitulo correspondiente a
la matematica helenistica los trabajos de Euclides, Arquimedes y Apolonio,
conciben esta época como la “edad de oro de la matematica griega”. Afirman
que Euclides establece con sus postulados las condiciones de desigualdad de
ciertas lineas y de ciertas porciones de superficies, asi como fija un principio
de minimo, para casos particulares.

Fink (2000), en relacién con la historia de las desigualdades, mencio-
na que los antiguos sabian de la desigualdad del tridngulo como un hecho
geométrico. Aclara que se trata de una desigualdad general puesto que se
aplica a todos los tridngulos. Adema&s destaca que una desigualdad gene-
ral en el contexto geométrico es la desigualdad de la media aritmética y la
geométrica para dos numeros, incluida en el texto de Euclides.

Segin Boyer (1986), las tres medias: aritmética, geométrica y subcon-
traria (més tarde llamada harménica), ya eran conocidas por los babilonios.
Cuenta que Pitagoras de Samos, matematico griego que vivié alrededor del
ano 550 antes del nacimiento de Euclides, sabia de las tres medias antes
mencionadas en la Mesopotamia. Los pitagéricos poselan una manera alter-
nativa de definir las tres medias, utilizando la nocién de proporcionalidad.
Es decir, dados dos ntimeros positivos a y b, las medias aritmética, geométri-
ca y harmonica entre a y b es el namero c satisfaciendo respectivamente las
siguientes relaciones:

a—-c

= - 5.1
p— (5.1)
a—c¢c a

= - 5.2
c—b c (5-2)
a—c¢c a

= - 5.3
c—b b (5-3)

De donde:
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Despejando ¢ de la ecuacién (5.1), obtenemos ¢ = %2, ¢ es la media

aritmética de a y b. ’

Despejando ¢ de la ecuacién (5.2), obtenemos ¢ = v/ab, ¢ es la media
geométrica de a y b.

Despejando ¢ de la ecuacién (5.3), obtenemos ¢ = 3;:_%, c es la media
harmoénica de a y b.

Una construccién geométrica como se muestra en la figura 5.1 demuestra
esta desigualdad.

Papus de Alejandria, geémetra griego que vivié alrededor del afio 300
antes del nacimiento de Euclides, describe en su libro III de su coleccién una
interesante construccién de las medias: aritmética, geométrica y harménica
desde un punto de vista geométrico en un semicirculo:

Figura 5.1: Desigualdades entre la media aritmética, geométrica y harménica

Donde |[AC| = a, |CB| = b, |AD| = %2, |CE| = Vaby |FE| = 22

Fink (2000) menciona que una tercera desigualdad, es la que ahora lla-
mamos la “desigualdad isoperimétrica” en el plano. Esta era conocida por
Arquimedes y por matematicos griegos anteriores.

Ademads, el autor menciona que en la antigua Grecia, durante el segundo
milenio a.C., consideraban como ecuaciones a las relaciones entre nimeros,
buscando aquellos que satisfacieran las mismas (interpretadas como longitu-
des, dreas y volumenes) con tanta precisién como fuera posible o deseable.

Boyer (1996) menciona que Aristarco de Samos (310-230 a.C.) propuso
un sistema astronémico heliocéntrico (mds de un milenio antes de Copérni-
co) pero todo lo que escribié al respecto se ha perdido. En cambio nos
ha llegado su tratado, escrito posiblemente antes de elaborar su teoria he-
liocéntrica, titulado Sobre los tamanos y las distancias del Sol y la Luna, en
el que supone un universo geocéntrico. En esta obra hace la suposicion de
que cuando la Luna estd exactamente medio llena, el angulo entre la visual
dirigida al centro del Sol y la visual dirigida al centro de la Luna es menor
que un angulo recto en un treintavo de cuadrante. En el lenguaje actual
esto significa que la razén entre la distancia de la Luna a la Tierra y la
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distancia del Sol a la Tierra es igual a sen(3°). Como ain no se conocian
las tablas trigonométricas recurre a un teorema geométrico conocido en su
época y que hoy lo expresariamos por medio de la cadena de desigualdades
trigonométricas:

seno a  tga
< E < —

tgs

senf3
para 0 < f < a < 3
De estas condiciones, indica el autor, Aristarco afirmé que el Sol estd méas
alejado de la Tierra que la Luna, si bien los valores esté lejos de aproximarse
a los verdaderos mejoré los que Arquimedes atribuye a Eudoxo y Fidias.
En los Elementos de Euclides (300 A.C.) en el libro X se incluye la
siguiente proposicion:

Proposicion 1: Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor
una (magnitud) mayor que su mitad y, de la que queda, una magnitud
mayor que su mitad y asi sucesivamente, quedard una magnitud que
serd menor que la magnitud menor dada.

A continuacién de la Proposicion 13 se menciona el Lema:

Lema: Dadas dos rectas desiguales hallar cuanto el cuadrado de la
mayor es mayor que el cuadrado de la menor

Se acompana con la figura 5.2

Figura 5.2: El cuadrado de AB es mayor que el cuadrado de AA, es decir T'.

Y la explicacion:

Describase sobre AB el semicirculo AAB y adéptese a él la (recta) AA
igual a I' y trdcese A. Entonces esta claro que el dngulo AAB es recto
y que el cuadrado de AB es mayor que el cuadrado de AA, es decir de
T', en el cuadrado de AB.
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Segin Boyer (1986), Her6n estaba interesado en las medidas numéricas
bajo todas sus formas que derivan de las mediciones geométricas a distintas
aplicaciones, como éptica, mecanica y geodesia. La ley de reflexiéon de la
luz ya la conocian Euclides y Aristételes pero Herdn parece haber sido el
primero que la demostré a través de un razonamiento geométrico. Si un haz
de luz de rayos luminosos parte de un foco S, se refleja en un espejo MM’ y
se dirige después hacia el ojo E de un observador (ver figura 5.3) entonces
la luz debera recorrer el camino mas corto posible SPFE, que es exactamente
aquel en que los dngulos SPM y EPM' sean iguales. Ningin otro camino
posible SP'E es més corto. En efecto, trazando la perpendicular SQS’ a
MM’ tomando S'Q = SQ y comparando el camino SPE con el SP'E, dado
que S’PE es una linea recta por ser iguales los dngulos M'PE y MPS,
se llega a la conclusién de que S’PE es el camino més corto. Es decir a
través de una comparacién de las longitudes de los segmentos utilizando la
desigualdad del triangulo.

Figura 5.3: Ley de la reflexion de la luz

Sessa (2005) considera que el tratamiento geométrico babilénico supone
la existencia de una solucidn, y piensa la figura como una figura de andlisis,
donde la resolucién numérica se apoya en la misma para guiarse en el calcu-
lo, pero no se realizan sobre ella transformaciones a partir de los datos. En
cambio Euclides, obtiene los resultados mediante construcciones a partir de
los datos, avanza hacia lo que quiere hallar, es decir avanza por “sintesis”
(desde los datos a las incégnitas). Es decir que el tratamiento que hace Eu-
clides estd lejos del trabajo que realizamos con las ecuaciones actualmente.
Resalta la autora que las ecuaciones (o la inecuacién) se caracterizan por
juntar en una expresion datos e incognitas, y a partir de una relacién que
se conoce entre ellos se transforma sin cambiar su conjunto solucién, hasta
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obtener el o los valores de las incognitas. A este tipo de tratamiento se le da
el nombre de “andlisis”.

5.3. Emigracién al Algebra

Segin Rey Pastor y Babini (1997) las ideas de Diofanto, mateméatico
destacado del periodo grecorromano de los primeros siglos cristianos, estu-
vieron vinculadas preferentemente con la matematica babilénica. Diofanto,
para resolver ecuaciones de segundo grado, toma incégnitas auxiliares que
lo llevan a reducirlas a ecuaciones lineales (sistemas) y a desigualdades,
considerando las resolventes de las ecuaciones cuadraticas correspondientes
(transformando las desigualdades en igualdades). Los autores describen el
“problema de los vinos”, el cual trata de determinar las cantidades de dos
clases de vino de precios proporcionales a 8 y 5, de manera que el costo sea
un cuadrado, que sumado al nimero 60, reproduzca el cuadrado de la suma
de las dos cantidades. Para resolver el sistema (con los simbolos actuales):
8z + 5y = 2%; 22 + 60 = (z + y)? introduce la incégnita auxiliar v = z + y
que lo lleva al sistema u? — 60 = 3z + 5u = 8u — 3y, y a las desigualdades
8u > u? — 60 > 5u. Teniendo en cuenta las resolventes de las ecuaciones
cuadréticas (transformando las desigualdades en igualdades), encuentra que
u estd entre 11 y 12. Como u? — 60 debe ser un cuadrado, introduce otra
variable v tal que u? —60 = (u—wv)? llegando a un nuevo par de inecuaciones:
220 < 60 + 02 < 24w, llega asi a 19 < v < 21, toma v = 20 y de allf obtiene
los demas valores.

Notemos que en las estrategias utilizadas para resolver estos tipos de
problemas se usan (como herramientas) las igualdades y las desigualdades.
No se trata de resolver un problema de desigualdades, sino que éstas surgen
como una estrategia de resolucion.

Halmaghi (2012) afirma que en la historia del dlgebra, Nesselmann (1842)
identifica tres etapas de desarrollo: dlgebra retorica, algebra sincopada y
algebra simbdlica. Ademas continua su descripcion mencionando que el dlge-
bra retérica es el dlgebra de las palabras y el algebra sincopada utiliza una
mezcla de palabras y simbolos para expresar generalidades.

Boyer (1986) piensa que tal divisién del desarrollo del dlgebra supone
una simplificacién quizas excesiva pero que puede servir para una prime-
ra aproximacién de lo ocurrido, y dentro de este esquema ubica a la obra
Arithmetica de Diofanto en la segunda categoria.

Sessa (2005) advierte respecto de esta clasificacién tan rigida del algebra
que atiende sélo a sus formas de escrituras. Considera que las relaciones
entre abstraccién, escritura simbdlica y generalizaciéon son complejas y no
es posible pensar la historia como una evolucion lineal en esos tres aspectos
hasta alcanzar las formas actuales. Respecto de la produccién de Viete,
resalta la autora que a pesar del tratamiento algebraico de las expresiones, la
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interpretacion geométrica seguia vigente. Es decir, la geometria seguia dando
interpretacién a las expresiones y validando procedimientos de céalculo.

Segin Bagni (2005), Frangois Viete introdujo la distincién entre una can-
tidad determinada, una constante y las variables en una ecuacion. Comenta
que Viete fue el primero en resolver con éxito las ecuaciones paramétricas.
Después de los descubrimientos de Viete, las ecuaciones se convirtieron en
objetos de procesos de orden superior.

Segin comenta Sfard (1995), desde Viete en adelante, el dlgebra estruc-
tural hace su aparicion. Las obras de Descartes y Fermat, sobre los hombros
de Viete, ayudaron a la geometria a capturar generalidad y expresar ideas
operativas. En los primeros anos, el dlgebra necesita de la geometria para
la materializacién y verificacién, luego, la geometria utiliza el dlgebra para
nuevas materializaciones y desarrollo.

Halmaghi (2012) estima que antes de la invencién de los simbolos, el dlge-
bra fue la interpretacién verbal de los procesos algoritmicos. Es importante
reflexionar sobre si las desigualdades emergieron de la retérica o el algebra
sincopada, o si la naturaleza de las desigualdades es en realidad diferente
de la esencia del dlgebra. Es posible que la invencién de los simbolos de las
desigualdades ayudaran a la manipulacién de las desigualdades conocidas.

5.3.1. Los simbolos

Sostiene Eves (1983), citado por Halmaghi (2011), que los simbolos < y
> se introdujeron por primera vez por el matematico inglés Thomas Harriot
(1560-1621) en su obra Artis Analyticae Prazis publicada en Londres en
1631. Halmaghi (2011) también cita a Johnson (1994) quién comenta que
Harriot fue inspirado por un simbolo que habia visto en el brazo de un nativo
americano (ver figura 5.4) para “inventar” los simbolos de las desigualdades.

Figura 5.4: Origen de los simbolos

FEn 1734, el francés Pierre Bouguer inventé los simbolos <y > .

Mucho antes de la aparicién del dlgebra simbdlica no habia simbolos para
representar las incégnitas y no habia simbolos para representar la relacion
entre incognitas antes de Diofanto. No hay nada malo en escribir enuncia-
dos matemadticos en un lenguaje sencillo, pero puede tomar varias paginas,
mientras que con simbolos matematicos el mismo trabajo se podria hacer,
posiblemente, en una sola linea.
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Sessa (2005) menciona el proyecto de Descartes como esencialmente nue-
vo que consistia en resolver problemas geométricos a través de herramientas
algebraicas.

Rey Pastor y Babini (1997) describen en la resolucién grafica de las
ecuaciones cubicas y cudrticas el método de Descartes de la “parabola fija”,
que consiste en considerar la ecuacion de cuarto grado reducida. Se construye
graficamente una parabola fija de lado recto unitario y una circunferencia de
centro y radio dados, y es de esta manera que se pone en juego la geometria
sintética y la analitica.

Segin Boyer (1986), el dlgebra simbdlica formal, que habia seguido des-
de el Renacimiento un proceso més o menos continuo de avance, encuentra
su culminacién en La géometrie de Descartes. Ya que fue mucho més sis-
tematico que sus predecesores en su algebra simbdlica y en la interpretacién
geométrica del algebra.

5.4. Insercion en la teoria de funciones

Rey Pastor y Babini (1997) sostienen que en el método de méximos
vy minimos de Fermat, se logra traducir algebraicamente la anulacién de la
variacion de la funcion en las proximidades de los valores considerados. Apli-
can este método al problema de encontrar entre todos los rectdngulos isope-
rimétricos el de area maxima. Si 2a es el perimetro y z el lado del rectangulo
buscado, deberd hacerse maximo el producto z(a — x). La diferencia entre
ese producto y su valor en las proximidades del méximo tendrd que anular-
se. Segin Fink (2000), la desigualdad general siguiente no aparecié durante
muchos anos y aclara que tal vez sea un resultado de Newton. Sea p, el pro-
medio de la funcién simétrica elemental de las cantidades positivas aq ... a,
de orden r, es decir, el promedio de las sumas de todos los productos de
los a; tomados 7 a la vez. Entonces Newton demostré que p,_1 - pri1 < p?
para 1 < r < n, a menos queltodos los a; sean iguales. Maclaurin luego ob-

servd que pp > pg > ... > pi . Como observan Hardy, Littlewood y Polya
(1934), este ultimo resultado es un corolario del teorema de Newton. Los
extremos de esta sucesion son la media aritmética y la media geométrica, lo
que permite establecer una desigualdad ya famosa.

En la teoria de las “razones 1ltimas” de Newton expuesta en Philosop-
hiae Naturalis Principia Mathematica (1687) aparece el primer indicio del
concepto de limite funcional en estrecha relacién con el cilculo de fluxiones
(velocidades instantdneas). Estas ideas de Newton fueron desarrolladas por
el matematico escocés Colin Maclaurin (1698- 1746) que, en su gran obra A
Treatise of Flurions (1742), establece el célculo sobre la base de una teoria
geométrico cinematica de limites. Maclaurin rechazaba los infinitésimos,
afirmaba que los antiguos nunca reemplazaron curvas por poligonos y que
la base de la geometria de Arquimedes era el concepto de limite. Lo sor-
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prendente es que Maclaurin usa el concepto de limite como algo evidente
que no precisa ser explicitamente presentado ni analizado. Esto se debe a
que el célculo de Maclaurin se sustenta sobre las ideas de espacio, tiempo
y movimiento lo que le lleva a aceptar como evidentes la continuidad y la
diferenciabilidad.

Fink (2000) considera que Maclaurin desempena un papel prominente
en el campo de las desigualdades, pero que no originé las desigualdades ge-
nerales con nombres. Ademds comenta que este matematico realizo lo que
equivale a las pruebas de épsilon-delta para varios limites, y hay serios in-
dicios de que estos resultados tuvieron una influencia en los matematicos
continentales que estaban empezando a utilizar las pruebas basadas en la
desigualdad para el andlisis. Curiosamente, el siglo transcurrido méas o menos
entre Maclaurin y Cauchy no dio lugar a desigualdades. Cauchy es recono-
cido como el autor de la prueba formal de la desigualdad entre la media
aritmética y geométrica.

Como afirma Sinaceur (1992) fue Weierstrass quién eliminé del lengua-
je del analisis toda relacion con el movimiento. Considera que frases como
“una variable se acerca a un limite”, que recuerdan las ideas temporales
de Newton, fueron transformadas en desigualdades, intentando aritmetizar
todo lo posible. Ademads agrega el autor que se debe al mismo matematico
la definicion de continuidad que hoy se llama épsilon-delta. Destaca que en
su obra de 1968 Jean Diudonné define explicitamente el cdlculo infinitesimal
como “un aprendizaje en el manejo de las desigualdades”, un aprendizaje
que puede resumirse en tres palabras: “minorizaciéon, mayorizacién, aproxi-
macién”.

Segin Rey Pastor y Babini (1997), Schwartz, discipulo de Weierstrass,
fue quien continué su obra y se ocupd del calculo de variaciones, en especial
de superficies de drea minima. Ademds de sus aportes en teoria de grupos y
en teorfas de funciones le debemos la desigualdad de Schwartz que establece,
en 1885, que el producto escalar de dos vectores no puede superar el producto
de sus médulos. Aunque la desigualdad de Schwartz para R3 puede ya ser
atribuida a Lagrange para sumas finitas arbitrarias de niimeros reales habia
sido establecida por Cauchy en 1821 y para integrales por Buniacowsky en
1859. Bourbaki (1976) expresa que la teoria de conjuntos, en el sentido que
le damos actualmente, se la debemos a Cantor. Weierstrass fue el tnico
en seguir los trabajos de su alumno Cantor. Quién habia demostrado en
1890 la desigualdad m < 2™, pero no pudo establecer una relacién de buena
ordenacién entre cardinales cualesquiera. Este inconveniente fue resuelto por
Bernstein (1897) demostrando que las relaciones a < by b < a implican
a = b, y sobre todo por el teorema de Zermelo que demuestra la existencia
en todo conjunto de una buena ordenacién (conjeturado por Cantor en 1883).

Fink (2000) reconoci6 que la historia de las desigualdades se habia escri-
to cuando Hardy completé las 300 paginas de su libro con desigualdades con
sus pruebas. Por otra parte, menciona que hay dos revistas en la actualidad

Rupturas en el tratamiento de las desigualdades matemdticas - Silvia Bernardis



CAPITULO 5. INDAGACION EN LA HISTORIA 85

dedicadas a desigualdades (Journal of Inequalities and Applications y Mat-
hematical Inequalities), asi como muchas publicaciones matemadticas, cuyo
Unico propdsito es demostrar una desigualdad.

Pellicer (2007) indica que la teoria de optimizacién se desarrollé en la
primera mitad del siglo XX debido al avance del capitalismo hacia las gran-
des empresas en Estados Unidos y a la ejecucion de grandes planes estatales
en la Unién Soviética. Durante la Segunda Guerra Mundial se resolvieron
diversos problemas con criterio de optimizacion. Esto exigié la construccién
de ordenadores y el desarrollo de la técnica de programacion lineal, don-
de las restricciones vienen dadas por desigualdades lineales y el criterio de
optimizacion se expresa mediante una funcion lineal.

5.5. Analisis de la indagacion

La geometria, la aritmética y la teoria de nimeros son disciplinas que
estan bien establecidas desde la antigiiedad. Con la etapa del dlgebra simbdli-
ca, nuevas disciplinas matemaéticas se desarrollaron, como la geometria analiti-
ca. Sfard (1995) sostiene que la geometria ayudé a la materializacién de pe-
sados célculos de dlgebra, el dlgebra y la geometria ayudaron a evolucionar y
a responder muchos de los problemas que habian quedado pendientes desde
la antigiiedad. Inicialmente, las desigualdades no tienen un estatus espe-
cial en matemadtica, sino que se consideraron peculiaridades o herramientas
matematicas para el desarrollo de otras teorfas. Dos milenios y acciones per-
sonales cambiaron el estado de las desigualdades. Desde considerarse una
herramienta para la matematica hasta afianzarse como una disciplina real
de estudio.

A partir de lo analizado en la evolucién histérica pensamos que las de-
sigualdades no son intrinsecamente geométricas, aunque muchas de ellas
puedan ser visualizadas a través de la representacién de objetos geométricos,
por la relacién de comparaciones entre las relaciones métricas (longitudes,
dreas, volumenes); ni puramente algebraicas, a pesar de que puedan ser tra-
ducidas al lenguaje algebraico, ni aun del andlisis, aunque estan presentes
en las nociones de limite y convergencia. Es una nocién que se presta a di-
versos “trajes”, a una variedad de expresiones. Comprender estas relaciones
significa poder ser presentadas en distintos marcos (algebraico, geométri-
co y funcional) y mostrar que estas expresiones se corresponden en cada
uno de ellos. Asi, reconocemos que la desigualdad es un tema transversal
que esta presente en muchos otros que conectan distintos dominios de la
matematica.

Como consecuencia de este analisis surgen relaciones entre la evolucién
histérica de la desigualdad y los marcos (segiin Douady) adoptados para su
tratamiento, como aparecen en el esquema de la figura 5.5 y ejemplificados
en tareas en la seccién 4.6.
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s Marco geométrico: se relaciona fundamentalmente con la primera eta-
pa histérica cuando las desigualdades surgen como un instrumento
para expresar problemas de comparaciéon de magnitudes (longitudes,
areas, volimenes), para resolver problemas geométricos. Se basa en lo
visual, las construcciones y las propiedades de los objetos geométricos
respaldan las comparaciones.

= Marco algebraico: se pone en evidencia durante la etapa en que las de-
sigualdades emigran de la geometria para impregnarse del simbolismo
del algebra. Las resoluciones basadas en procedimientos algebraicos
son priorizadas. Se subordina al trabajo con la ecuacidn, incluso en
cierto momento se limita a la sustitucién en los extremos. También es
tomada como una herramienta, en este caso para resolver problemas.

» Marco funcional: se considera en la etapa en que las desigualdades se
instalan definitivamente en la teoria de funciones, donde se enriquecen
con nuevas estructuras y sustentan la reversibilidad de los procesos de
acotacion. En este marco se resuelven problemas de modelizacién de
situaciones que podran ser geométricas, algebraicas, cotidianas, rela-
cionadas con otras ciencias, etcétera.

MARCO MARCO MARCO \
GEOMETRICO ALGEBRAICO FUNCIONAL

N /

Figura 5.5: Marcos y desigualdad matematica

5.6. Conclusiones

En esta indagacién histérica surgen estos tres marcos a través de los
cuales las miradas del objeto desigualdad toma tintes especiales.

En relacién con los tres fendmenos matematicos organizados por el con-
cepto de desigualdad presentados en el capitulo 4, que describimos en detalle
en la seccién 4.4, los documentos analizados permiten constatar algunas evi-
dencias de su manifestacién, a saber:

» Ordenacion: se establecen relaciones de desigualdad entre cantidades
distintas de la misma magnitud. Este fenémeno aparece, por ejemplo:
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e en las relaciones de desigualdad establecidas entre nimeros, in-
terpretadas como longitudes, dreas y volumenes;

e en el postulado de Arquimedes.

= Fspecificacion: del conjunto soluciéon de una inecuaciéon. A modo de
ejemplo mencionamos algunos:

e en la antigua Grecia, durante la exploracion de relaciones entre
nameros, se trata de buscar aquellos que satisficieran las rela-
ciones con tanta precision como fuera posible o deseable. Estas
relaciones eran interpretadas como longitudes, dreas y volimenes;

e Diofanto al resolver ecuaciones de segundo grado comienza a to-
mar incégnitas auxiliares que lo llevan a reducirlas a ecuaciones
lineales (sistemas) y a desigualdades. Dichas desigualdades son
inecuaciones que resuelve especificando los nimeros que pueden
verificar las condiciones.

» Gleneralizacion: aparece claramente la idea de la generalizacién de una
propiedad expresada en una desigualdad que se menciona para un
representante que se toma de una clase de objetos. Encontramos por
ejemplo:

e la desigualdad del tridngulo se trata de una desigualdad general
puesto que se aplica a todos los tridngulos;

e Hardy recopila en su libro las desigualdades generales con sus
pruebas. Dichas pruebas consisten en justificaciones formales de
la generalizacién de la propiedad para todos los elementos para
los cudles estd definida.

Coincidimos con Sessa (2005) respecto de que el andlisis histérico cuestio-
na el modo distanciado en que usualmente el dlgebra y la geometria conviven
en la escuela.

Nos permitimos anadir que la incorporacion de la mirada funcional amplia
las posibilidades de favorecer la construccién de sentido en la escuela. Ademas,
como dice la autora, el juego de marcos de Douady constituye una herra-
mienta didactica util para dicha construccién.

Consideramos que esta indagacién histérica nos ayuda a reflexionar res-
pecto de cudles de los fenémenos matematicos encontrados que son incluidos
en la escuela fueron importantes a lo largo de la historia del concepto y con-
tintan vigentes. Asi como también a pensar en los aspectos del objeto mental
desigualdad que aporta el trabajo con cada uno de ellos.
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Capitulo 6
Exploracién en la opinién de
investigadores

Las abejas, en virtud de una cierta intuicién geométrica, saben que el
hexédgono es mayor que el cuadrado y que el tridangulo, y que

podré contener mas miel con el mismo gasto de material.

PAPUS DE ALEJANDRIA

6.1. Introduccion

Puig (1997) en su Andlisis Fenomenoldgico respecto de los conceptos
matematicos, considera que los mismos se crean en los procesos fenéme-
nos/medios de organizacién, pero esto no significa que una vez creados per-
manezcan inmutables. Por el contrario, menciona que los conceptos ma-
tematicos se modifican en la historia como consecuencia de su uso y de los
nuevos sistemas matemaéticos de signos en los que se describen.

Segun el autor, uno de los procesos para crear nuevos conceptos en la
matematica es realizar el anélisis de los objetos mentales que los matematicos
usan como medios de organizacién de los fendmenos. Este proceso permite
definir a los mismos conceptualmente, lo que implica incorporarlos al sistema
de la matemadtica. Claramente podemos decir que la actividad matematica
produce conceptos a partir de objetos mentales.

Lakatos (1976), citado por Puig (1997), sefiala algo parecido en el relato
que narra en Pruebas y refutaciones, considera que los conceptos matemati-
cos sufren transformaciones como consecuencia de la actividad matematica
de probar teoremas, resolver problemas, organizar un sistema deductivo y
del proceso de definir. Es decir, los objetos matematicos no tienen existencia
independiente del proceso de la actividad matematica en la que surgen. A
menudo, entre el objeto mental y el concepto creado a partir de él se produ-
cen desajustes. Senala Puig que Freudenthal ejemplifica este desajuste con el
concepto de continuidad. Afirma que luego de la primera definicién explici-
ta de continuidad, el objeto mental continuidad se nutrié de ejemplos que
ahora eran ejemplos de funciones continuas que cumplian con la definicién
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y que no habian sido pensados con anterioridad. Debido al surgimiento del
concepto revisan el objeto mental primitivo de continuidad y a su vez este
dltimo fue necesario para el surgimiento del concepto.

Atendiendo a estas consideraciones realizamos una indagacién para cono-
cer la caracterizacion que realizan matematicos profesionales de las desigual-
dades, asi como el rol que le atribuyen dentro de la disciplina. Para realizar
esta indagacion en el objeto mental de desigualdad que poseen, administra-
mos un cuestionario con el objetivo de obtener informacion del mismo. Las
preguntas realizadas son del tipo abiertas y flexibles, no hay limitaciones
sobre el contenido o el modo de respuesta y esperamos encontrar respuestas
de las que pueden surgir relaciones que nos den indicios sobre la presencia de
los fenémenos planteados. Kerlinger (citado por Cohen y Manion, 1990) de-
fine los {tems abiertos como aquellos que suministran un marco de referencia
para las contestaciones de los informantes y ponen un minimo de restriccion
sobre las mismas y su expresion.

6.2. Muestra

Para conocer el concepto de desigualdad y los fenémenos para los cuales
el mismo es medio de organizacién que senalan los investigadores, en esta
primera etapa, consultamos a 6 (seis) investigadores en matemética, pura o
aplicada, que actualmente estan trabajando en el institutos de investigacién
de nuestra regién. La muestra es por lo tanto accidental por proximidad.

6.2.1. Cuestionario

El cuestionario implementado se trata de una consulta de opinién en
torno a los conceptos de desigualdad e inecuacién y es el siguiente:

1. En un texto breve enuncie una definiciéon de desigualdad.
2. En un texto breve enuncie una definicién de inecuacion.

3. Desde el punto de vista de su experiencia en el &mbito de la matemati-
ca, jqué tan importantes son las desigualdades? ;Y las inecuaciones?
A qué necesidad responden?

6.3. Respuestas de los investigadores

La consulta a los investigadores fue realizada mediante correo electréoni-
co. A continuacién transcribimos textualmente las mismas y realizamos un
analisis de lo obtenido en la indagacion.

Investigador 1: Investigador de una institucion de dependencia publica,
en matemdtica pura, con 20 anios de antigiedad.
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PREGUNTA 1

Una desigualdad es una relacién entre dos objetos mateméticos que
no son iguales. En general, se le da el nombre de desigualdad cuando
esa relacion se verifica para todos los elementos, tales que estan bien
definidos ambos miembros de la desigualdad, aunque a veces también
se utiliza el nombre de desigualdad cuando la misma se verifica para
un subconjunto de elementos, en este caso al presentar la desigualdad
también se da el conjunto de elementos para el cual la desigualdad es
valida.

PREGUNTA 2

Una inecuacion es una desigualdad entre dos expresiones algebraicas, la
parte literal de las expresiones algebraicas constituyen la o las incégni-
tas y el conjunto de los valores de la o las incognitas que hacen que la
desigualdad se cumpla se denomina conjunto solucién.

PREGUNTA 3

En mi trabajo me encuentro mas frecuentemente con las desigualda-
des que con las inecuaciones. La mayoria de los resultados teéricos en
los que trabajamos son desigualdades. El trabajo a veces consiste en
encontrar el conjunto més grande de objetos (funciones, vectores, etc.)
para los cuales una determinada desigualdad es cierta; otras veces se
trabaja en probar que una desigualdad es «6ptima» en algin sentido;
por ejemplo, probando que para un subconjunto méas pequeno de valo-
res en realidad tenemos una igualdad; otras veces es necesario probar
nuevas desigualdades para llegar a un resultado concreto.

Las inecuaciones se han presentado en mi trabajo como una herramien-
ta mas elemental; por ejemplo, para determinar el dominio de alguna
funcién de una o méas variables.

Un matematico no puede ignorar cémo se resuelven las inecuaciones
elementales, es decir, conocer las propiedades de las desigualdades que
son el fundamento de los métodos para resolver inecuaciones. Tampoco
puede ignorar las desigualdades clésicas que son necesarias a la hora
de resolver un problema o usarlas en una demostracion.

Ambas cosas, inecuaciones y desigualdades cldsicas son herramientas
necesarias para poder trabajar en matematica pura.

Investigador 2: Investigador de una institucion de dependencia publica,
en matemdtica pura, con 46 anos de antigiedad.

PREGUNTA 1
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Dado un conjunto X, la desigualdad es una relaciéon R definida en un
X que satisface las propiedades de Tricotomia (Se cumple exactamente
una de: aRb, bRa, a = b) y transitividad (si aRb y bRc entonces aRc).

PREGUNTA 2

Es una expresién algebraica entre dos términos conteniendo incégnitas
y separados por un signo de desigualdad.

PREGUNTA 3

Las desigualdades e inecuaciones son fundamentales ya que en la vida
real la igualdad NO EXISTE. Son la forma natural en que se presentan
los problemas desde los cotidianos a los mas sofisticados. Por ejemplo,
cuando digo que una pelota de futbol es ntimero 5, en realidad digo
que su peso y tamano estan entre ciertos valores, es decir cumplen
dos inecuaciones; asimismo nunca se trabaja con un valor exactamente
igual a los nimeros m o v/2, sino con aproximaciones con un cierto
error que significa igualmente cumplen dos desigualdades.

Las razones de la importancia del tema de fondo estan expuestas arri-
ba. Hay también razones técnicas como que a partir de la nocién de
desigualdad se derivan las de orden, valor absoluto y medida, bases de
toda la geometria. El hecho de ser “completo” en el sentido de orden
es lo que diferencia al conjunto de los reales del de los racionales.

Ademas otra de las razones es que para presentar esos conceptos ge-
neré profundas reflexiones a las mejores mentes matematicas como
Hilbert, Cantor y Poincaré.

Investigador 3: Investigador de una institucion de dependencia publica,
en matemdtica pura, con 40 anios de antigiedad.

PREGUNTA 1

Esto es complicado. Uno empieza con ejemplos en la primaria (grande
o chico, 1 < 2), y con el tiempo, cuando se llega a la universidad, se da
a una definicién formal como relacién binaria con ciertas propiedades
(de acuerdo al contexto).

PREGUNTA 2

La palabra inecuacién no existe en castellano (diccionario de la RAE).
Me parece que es una traduccién (barbarismo) del inglés “inequality”,
que deberia traducirse como “desigualdad”.

PREGUNTA 3
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Son centrales a casi todos los temas de matematicas, desde ecuacio-
nes diferenciales a matematicas discretas. Imposible de hacer una lista
completa, mucho menos en orden de importancia.

Entre las que ya mencioné: en cdlculo para definir el limite (;qué signifi-
ca que dos cantidades “se parecen”?). En ecuaciones diferenciales para
demostrar cuestiones de existencia, unicidad, regularidad (suavidad),
y otras propiedades.

Investigador 4: Investigador de una institucion de dependencia publica,
en matemdtica aplicada, con 12 anos de antigiiedad.

PREGUNTA 1

Una desigualdad es una relacién que expresa que dos valores no son
iguales, e indica cudl de ellos es el menor y cudl el mayor.

PREGUNTA 2

Una inecuacion es una desigualdad que compara dos expresiones indi-
cando que una es mayor o menor que la otra, y donde en uno o ambos
miembros de la desigualdad involucra al menos una incégnita.

PREGUNTA 3

El concepto de desigualdad es tan crucial en el campo de las matemati-
cas, que es imposible pensar una rama de las matematicas que no las
utilice y aplique asiduamente. Es tan elemental como para expresar el
orden en el conjunto de los niimeros reales, o enteros, y a partir de
alli, se emplea en todo tipo de conceptos, demostraciones, problemas
particulares, de cualquier campo tedrico o aplicado de la matematica.

Por su parte, las inecuaciones responden a la necesidad de relacio-
nar expresiones que involucran variables. Son necesarias para plantear
relaciones y sirven para representar matemdaticamente estas relacio-
nes y poder manipularlas, tratarlas en conjunto con otras relaciones,
hallar condiciones para las variables involucradas, o incluso, eventual-
mente, determinar la incompatibilidad de dos o méas condiciones. Las
desigualdades son ampliamente usadas en las distintas ramas de las
matematicas, especialmente las aplicadas, donde se necesitan expresar
matemdticamente situaciones/relaciones que envuelven distintos ele-
mentos.

Es la forma de expresar orden en conjuntos:

= Desigualdades e inecuaciones permiten expresar la relacién entre
dos cantidades.

= Las inecuaciones permiten representar mateméticamente relacio-
nes entre distintos elementos de un problema (variables, constan-
tes, pardmetros, etc.)
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Investigador 5: Investigador de una institucion de dependencia publica,
en matemdtica pura, con 25 anios de antigiedad.

PREGUNTA 1

Una desigualdad es una relacion que se da entre dos valores cuando
estos son distintos (en caso de ser iguales, lo que se tiene es una igual-

dad).
PREGUNTA 2

Una inecuacién es una desigualdad algebraica en la que aparecen una
o mas incognitas en los miembros de la desigualdad.

PREGUNTA 3

Determinar regiones en la recta, plano, espacio o en R™. Resolver pro-
blemas de convexidad. Estudiar andlisis matematico. Decidir hasta
doénde se puede gastar.

Investigador 6: Investigador de una institucion de dependencia publica,
en matemdtica pura, con 82 anios de antigiedad.

PREGUNTA 1

Una desigualdad a < b es una relacién de orden entre elementos y
significa que a esta relacionado con b mediante la relacién de orden.
Usualmente, a y b son nimeros y < es el orden natural. También se
hablan de desigualdades a < b que significa a < by a distinto de b.

PREGUNTA 2

Una inecuacién es una expresién de la forma f(x) < g(x) donde f
y ¢ son funciones (aplicaciones) definidas sobre ciertos conjuntos. Lo
importante es resolver la inecuacién, es decir, determinar los valores x
para los que la desigualdad f(z) < g(z) es cierta. Igualmente se puede
hablar de inecuaciones f(z) < g(x).

PREGUNTA 3

Son muy importantes, frecuentemente mas que las igualdades. Una
parte fundamental de mi trabajo consiste en probar desigualdades que
proporcionan un determinado control de distintas magnitudes, ope-
radores, funciones, etc. que guifan a resultados de convergencia (por
ejemplo).
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6.4. Analisis de las respuestas

6.4.1. Pregunta 1

En el cuadro 6.1 transcribimos frases textuales de los matematicos que
consideramos relevantes en las que se detectan elementos significativos para
nuestro estudio de las definiciones de desigualdad presentadas.

Definicién de desigualdad

Es una relacion entre dos objetos matematicos que no son iguales.
Es una relacion R definida en un X que satisface

las propiedades de Tricotomia y transitividad.

Relacidn binaria con ciertas propiedades (de acuerdo al contexto).

Es una relacion que expresa que dos valores no son iguales
e indica cudl de ellos es el menor y cudl el mayor.
Es una relacion que se da entre dos valores cuando estos son distintos.

S Oy (W N |

Es una relacion de orden entre elementos y significa que a
esta relacionado con b mediante la relacion de orden.

Cuadro 6.1: Concepto de desigualdad expresado por los investigadores

Los investigadores consultados definen a las desigualdades como una re-
lacidon entre objetos pertenecientes a un mismo dominio o espacio. Algunos
utilizan los términos “no iguales” o “distintos” en la definicién y otros enun-
cian la propiedad de tricotomia y de transitividad que cumplen los elementos
que se relacionan. Podriamos inferir desde aqui que hacen referencia de al-
guna manera al fenémeno de ordenacion entre objetos.

Es importante destacar que algunos investigadores presentan el concepto
en el marco funcional mientras que otros refieren sélo a expresiones algebrai-
cas, descartando en este caso las desigualdades en las que estdan involucradas
funciones trascendentes.

El investigador 1 deja entrever la existencia del fenémeno de especifi-
cacion, cuando habla del conjunto solucién de una desigualdad en la que
aparecen variables, diciendo: “se wverifica para un subconjunto de elemen-
tos”, surge de sus dichos también el fenémeno de generalizacion cuando
habla de la relacién para todos los elementos del dominio de definiciéon de
las variables aclarando que “se werifica para todos los elementos tales que
estdn bien definidos ambos miembros”.

6.4.2. Pregunta 2

En el cuadro 6.2 transcribimos frases textuales de los matemédticos de
las definiciones de inecuacion presentadas por los matematicos profesionales
encuestados.
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Definicién de inecuacién

Es una desigualdad entre dos expresiones algebraicas.

Es una expresion algebraica entre dos términos conteniendo
incégnitas y separados por un signo desigual.
La palabra inecuacién no existe en castellano.

Es una desigualdad que compara dos expresiones indicando que
una es mayor o menor que la otra.

Es una desigualdad algebraica en la que aparecen una o mas incognitas.
Es una eapresion de la forma f(x) < g(z) donde fy g
son funciones definidas en ciertos conjuntos.

S (O A~ (W] N |

Cuadro 6.2: Concepto de inecuacién expresado por los investigadores

La mayoria define la inecuacién como una desigualdad algebraica (la mi-
tad alude especificamente a las algebraicas). Destacamos que un investigador
plantea la desigualdad utilizando relaciones funcionales.

También es importante destacar que un investigador considera que de-
sigualdades e inecuaciones son el mismo objeto matematico, que se trata de
una mala traduccién del inglés del término “inequality” y sugiere traducirlo
como desigualdad. Es decir considera a la desigualdad como relaciéon bina-
ria con ciertas propiedades (de acuerdo al contexto) y no realiza distincién
respecto del conjunto de validez de dicha relacién.

6.4.3. Pregunta 3

En cuanto a la importancia de las desigualdades y las ineccuaciones,
resumimos en el cuadro 6.3 mediante frases textuales de los mateméticos
profesionales encuestados las cuestiones mas relevantes.

Importancia

La mayoria de los resultados tedricos en los que trabajamos son desigualdades.

Son herramientas necesarias para poder trabajar en matematica pura.

Son fundamentales ya que en la vida real la igualdad NO EXISTE.

Son centrales a casi todos los temas de matemadticas. En cédlculo para definir el limite.

| WIN| = -

Es tan crucial en el campo de las matematicas, que es imposible pensar una rama de
las matematicas que no la utilice y aplique asiduamente.

Determinar regiones, resolver problemas de convexidad, estudiar analisis, decidir
hasta dénde se puede gastar.

Son muy importantes, frecuentemente més que las igualdades. Una parte fundamental
de mi trabajo consiste en probar desigualdades.

Cuadro 6.3: Importancia del tema expresada por los investigadores

Existe una coincidencia absoluta en considerar a las desigualdades como
fundamentales, cruciales, centrales para su trabajo. En cuanto a los usos los
investigadores hacen referencia a la necesidad de utilizarlas para estimar,
aproximar, toma de decisiones, acotar, analizar rangos de validez para estas
relaciones.
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Resulta de interés analizar en mayor detalle la respuesta del investigador

3. A partir de la definicién de limite de una funcién en un punto:

Sea zg € R y sea una funciéon f definida en todos los puntos
del intervalo abierto (a,b) que contiene a xg, salvo quizds en el
mismo . Decimos que f(z) tiende a [ cuando x tiende a zg, si
f tiene la siguiente propiedad: cualquiera sea € > 0, existe § > 0

tal que, si es 0 < |x — xg| < J, entonces es: |f(z) — | <e.

Podemos interpretar que si x esta suficientemente cerca de xy su imagen
f(x) estd muy préximo a L. Es decir, si pensamos en cantidades de una cierta

magnitud, podemos decir en este sentido que las cantidades se parecen.

6.5. Conclusiones

Finalmente queremos destacar que como resultado de esta indagacion
concluimos que encontramos los tres fenémenos que describimos en la seccién
4.4 del capitulo 4, a continuacién transcribimos algunas opiniones de los

investigadores que dan evidencia de la manifestacién de los mismos.

[1] Ordenacion: observamos en las siguientes respuestas cémo lo mencionan

los investigadores:

» Investigador 4: Una desigualdad es una relacién que expresa que

dos valores no son iguales, e indica cudl de ellos es el menor y cual
el mayor.

Investigador 2: Dado un conjunto X, la desigualdad es una relacién
R definida en un X que satisface las propiedades de Tricotomia (Se
cumple exactamente una de: aRb, bRa, a = b) y transitividad (si
aRb y bRc entonces aRc).

Investigador 6: Una desigualdad a < b es una relacién de orden
entre elementos y significa que a estd relacionado con b mediante la
relacion de orden. Usualmente, a y b son nimeros y < es el orden
natural. También se hablan de desigualdades a < b que significa
a < by a distinto de b.

[2] Especificacion: este fenémeno refiere a la biisqueda del dominio de vali-
dez de una desigualdad. Transcribimos a continuaciéon a modo de ejemplo

c6mo lo mencionan algunos investigadores:

» Investigador 6: Lo importante es resolver la inecuacién, es decir,
determinar los valores x para los que la desigualdad f(z) < g(z) es

cierta.
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= Investigador 1: El trabajo a veces consiste en encontrar el conjunto
més grande de objetos (funciones, vectores, etc.) para los cuales
una determinada desigualdad es cierta.

» Investigador 1: (...) a veces también se utiliza el nombre de de-
sigualdad cuando la misma se verifica para un subconjunto de ele-
mentos, en este caso al presentar la desigualdad también se da el
conjunto de elementos para el cual la desigualdad es valida.

[3] Generalizacion: transcribimos a continuacién la expresién de este fendmeno
en algunas respuestas de los investigadores.

= Investigador 1: En general se le da el nombre de desigualdad cuando
esa relacion se verifica para todos los elementos tales que estan bien
definidos ambos miembros de la desigualdad.

» Investigador 1: Probar que una desigualdad es “6ptima” en algin
sentido.

= Investigador 6: Probar desigualdades que proporcionan un determi-
nado control de distintas magnitudes, operadores, funciones, etcéte-
ra.

En sintesis, las respuestas de los matematicos remiten a los fenémenos
identificados en el andlisis de los textos de matemadtica avanzada que des-
cribimos en la seccién 4.4. Este hecho refuerza nuestra idea de que estos
fenémenos son los que demandan ser experimentados por los estudiantes,
para la construccién de un objeto mental desigualdad que les permita tran-
sitar mejor el camino de la matematica elemental a la avanzada.

En la segunda parte de esta tesis analizaremos el tratamiento del tema
en la escuela secundaria. En particular, trataremos de caracterizar mediante
diversas aproximaciones el realizado por los estudiantes del caso bajo estu-
dio. Esperamos detectar si existen rupturas entre dicho tratamiento y los
resultados obtenidos en esta primera parte.
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Capitulo 7
Opiniones de docentes

Los resultados fundamentales en matematica son a menudo
desigualdades en lugar de igualdades.
EDWIN BECKNBACH y RICHARD BELLMAN

7.1. Introduccion

Para comenzar con el andlisis del tratamiento de la desigualdad en la es-
cuela secundaria, indagamos en las opiniones de quienes fueron los docentes
en el nivel secundario de los estudiantes del Profesorado de Matematica de
la cohorte 2012. Para acceder a los mismos, se solicité la colaboracién de los
estudiantes, quienes se contactaron con sus antiguos docentes y les acercaron
el cuestionario. Si por alguna razén no lograban encontrarlo, se les pidié que
acudan al docente de la misma escuela que estuviera trabajando en su lugar.
Por esa razon la muestra es intencional (Cohen y Manion, 1990).

Las preguntas realizadas son del tipo abiertas, porque son flexibles, no
hay limitaciones sobre el contenido o el modo de respuesta. Esperamos en-
contrar respuestas de las que pueden surgir relaciones con los resultados
obtenidos en la primera etapa de esta tesis.

7.2. Diseno curricular

El diseno curricular vigente en la Provincia de Santa Fe en el momento en
que los estudiantes se encontraban cursando el nivel secundario, presentaba
los contenidos organizados por ejes: geometria, nlimeros y operaciones, me-
didas, funciones; y estadisticas y probabilidades. En los mismos se distinguen
tres grupos de contenidos: actitudinales, conceptuales y procedimentales.

En el tercer ciclo de la EGB (Ensenanza General Bésica) de Matemadtica,
en el eje funciones aparece como contenido conceptual el titulo Ecuaciones-
Inecuaciones, luego de presentar los siguientes contenidos conceptuales pre-
vios:

= Lenguaje coloquial, grafico y simbdlico.
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7.2. DISENO CURRICULAR

Expresiones algebraicas.

Para séptimo ano (12 anos) propone los siguientes contenidos procedi-
mentales:

Traduccién de las condiciones de un fenémeno o problemas en términos
de igualdad, ecuaciones o inecuaciones de primer grado (casos simples).

Reconocimiento y utilizaciéon de las propiedades aritméticas y de las
ecuaciones equivalentes.

Resolucién gréfica y analitica de ecuaciones e inecuaciones sencillas.

Para octavo ano (13 anos) presenta los siguientes contenidos procedi-
mentales:

Traduccién de las condiciones de un fenémeno o problemas en términos
de igualdad, ecuaciones o inecuaciones de primer grado.

Reconocimiento y utilizaciéon de las propiedades aritméticas y de las
ecuaciones equivalentes.

Utilizacién en la resolucion de ecuaciones e inecuaciones, las propieda-
des de valor absoluto.

Resolucién grifica y analitica de ecuaciones e inecuaciones.

Para octavo afio (14 anos) menciona los siguientes contenidos procedi-
mentales:

Traduccién de las condiciones de un fenémeno o problemas en términos
de igualdad, ecuaciones o inecuaciones de primer grado.

Reconocimiento y utilizaciéon de las propiedades aritméticas y de las
ecuaciones equivalentes.

Utilizacién en la resolucion de ecuaciones e inecuaciones, las propieda-
des de valor absoluto.

Resolucién grifica y analitica de ecuaciones e inecuaciones.

Observamos que el tema que se propone para trabajar en esta etapa es el
de inecuacion. El término “desigualdad” estd involucrado en el eje “Numeros
y Operaciones” donde se alude explicitamente: Ordenamiento de fracciones,
comparacion de fracciones y decimales y al establecimiento de la relacion
de orden en @ (p. 31). No aparece la relacién de orden entre expresiones
algebraicas.

Con el fin de sostener una coherencia con esta propuesta curricular, deci-
dimos centrar la consulta a los docentes en torno al concepto de inecuacion,
que se propone explicitamente como contenido procedimental; a saber: “Re-
solucién gréfica y analitica de ecuaciones e inecuaciones sencillas” (p. 38),
dentro del contenido conceptual “Ecuaciones-Inecuaciones”.
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7.3. Muestra

La muestra se conformoé con catorce docentes que estuvieron a cargo de la
formacién de los estudiantes. Cabe aclarar que de un total de 21 estudiantes
activos respondieron 14 (catorce) docentes (66 %). Se observé a través de
las respuestas que se manifestaron con soltura y actitud colaborativa.

7.4. Analisis de la encuesta

7.4.1. Pregunta 1

¢ Qué conceptos matemdticos previos considera necesarios para desarro-
llar el tema Inecuaciones?

Esta pregunta nos permitié obtener indicios acerca de la seleccién y
secuenciaciéon de contenidos que realiza el docente, y el marco que prioriza
en su trabajo con las desigualdades.

En el cuadro 7.1 presentamos las frecuencias y porcentajes de cada con-
cepto previo indicado por los docentes de la muestra. Cabe aclarar que los
docentes mencionan varios contenidos previos por lo tanto el total de la
tercera columna de la tabla no se corresponde con el 100 %.

. Porcentaje
Conceptos previos Total Ne=14
Conjuntos Numéricos 7 50 %
Operaciones aritméticas 4 29 %
Relacién de orden 4 29 %
Propiedades del orden 3 21 %
Desigualdades numéricas 6 43 %
Ecuacién 9 64 %
Lenguaje algebraico 7 50 %
Recta numérica 6 43 %
Propiedades de las desigualdades 5 36 %
Valor absoluto 1 7%
Intervalos 5 36 %

Cuadro 7.1: Conceptos previos

De los docentes que hacen referencia a los conjuntos numéricos es nece-
sario aclarar que algunos mencionan sélo los enteros, otros los reales y otros
usan la expresién “distintos conjuntos numéricos”.

Los docentes describen como concepto previo al lenguaje algebraico, sin
ninguna aclaracion adicional acerca de lo que refieren con ello; algunos uti-
lizan la expresiéon “lenguaje simbdlico”.
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En cuanto a la recta numérica, mencionan representacion en la recta
real, graficar intervalos en la recta numérica, o bien, ubicar los nidmeros en
la recta real.

Las propiedades nombradas por los docentes son ley cancelativa y uni-
forme v propiedades del orden.

Solo un docente menciona el valor absoluto y se refiere al valor absoluto
de un numero real.

A continuacidn, en la figura 7.1 se visualiza mediante un diagrama de
barras la tabla anterior:

CONCEPTOS PREVIOS
100%

80%

60%

40%

20%

0%
HOA MRO WmPO mDN mE mLA mRN mPD mVA ml

Figura 7.1: Conceptos previos: OA: Operaciones aritméticas; RO: Relacio-
nes de orden; PO: Propiedades del orden; DN: Desigualdades numéricas; E:
FEcuacién; LA: Lenguaje algebraico; RN: Recta numérica; PD: Propiedades
de las desigualdades; VA: Valor absoluto; I: Intervalos

En relacién con los conceptos previos, observamos respecto de las fre-
cuencias con la que aparecen los temas dos grandes grupos, segin superen
o no el 40 %:

= Un primer grupo, en el cual las respuestas dan prioridad a las cues-
tiones algebraicas y numéricas. En este grupo se concentra la mayor
frecuencia, encontramos que un 64 % de los docentes encuestados men-
ciona ecuacidn y un 50 % considera que necesita previamente trabajar
lenguaje algebraico con sus estudiantes para abordar el tema, un 50 %
recta numérica, un 43 % desigualdades numéricas y un 50 % conjuntos
numéricos. Estimamos que este dato abona la hipétesis de que el marco
mas usualmente utilizado por los docentes encuestados para presentar
el tema desigualdades es el algebraico.

s Un segundo grupo en el que observamos que sélo el 29 % de los en-
cuestados considera las operaciones aritméticas y el tratamiento de
las relaciones de orden; propiedades del orden un 21 %, como temas
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previos al de las inecuaciones. Es de destacar que un sélo docente de
los encuestados incluye el valor absoluto como tema previo. Considera-
mos que este hecho denota una escasa relacion del tema con el marco
funcional.

Ademas de todo lo analizado, se puede decir que es nula la mencién
del marco geométrico, es decir ningin docente destaca relaciones métrico-
geométricas como necesarias para el desarrollo en cuestién (por ejemplo,
nadie menciona como contenido previo la desigualdad triangular).

El grafico pone de manifiesto la secuencia seguida en el tratamiento del
tema, los porcentajes mayores se encuentran en: ecuaciones, lenguaje al-
gebraico, conjuntos numeéricos, desigualdades numéricas y recta numérica.
Ademads, algunos docentes lo hacen explicito estableciendo un orden temati-
co previo al tema, transcribimos a continuacién algunas respuestas:

Docente 10: “Operaciones en R, intervalos, lenguaje algebraico, ecua-
ciones”.

Docente 12: “Concepto de desigualdad, representacion en la recta numéri-
ca, ecuaciones, lenguaje coloquial y simbdlico”.

Docente 14: “Operatoria, ecuaciones, representacion en la recta numéri-
ca (tanto de puntos como de intervalos)”.

La secuencia presentada por la mayoria de los docentes establece el si-
guiente esquema:

1ro.) Ecuacién;

2do.) Inecuacién.

Consideramos que pone en evidencia un desarrollo de contenidos en for-
ma lineal en el marco algebraico exclusivamente, dejando de lado otros con-
tenidos que permiten integrarlo con otros marcos.

7.4.2. Pregunta 2

Cuando explica a sus alumnos qué es una inecuacion, ;qué les dice?;
¢ Qué ejemplos les presenta?

En esta pregunta el propoésito es:

= analizar cémo definen el objeto matematico inecuacién, su presenta-
cién y los ejemplos que utilizan;

= observar en los ejemplos y ejercicios que propongan, el tipo de marco
que utilizan.

Segin Azcarate y Camacho (2003), una de las formas de establecer la
diferencia entre las matemadticas elementales y las avanzadas es tener en
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cuenta que, en las primeras, los objetos se describen, mientras que en las
segundas, se definen. Comentan los autores al referirse al lenguaje, que en
ambos casos se utiliza el lenguaje natural para relacionar las actividades
matematicas con el contexto, sea matemdtico, sea del mundo externo, y
para describir o enunciar las propiedades de los objetos. Sin embargo, en las
matematicas elementales las descripciones se construyen sobre la experiencia
(percepcidn visuo-espacial, interaccién con procesos operacionales), mientras
que en el més alto nivel de las matemédticas avanzadas (conocimiento formal),
las propiedades de los objetos se construyen a partir de definiciones.

Coincidiendo con la observacién de estos autores es que decidimos el
formato de esta pregunta, ya que apuntamos a una descripcion del concepto
que realizan los docentes, méas que a una definicién formal tomada de los
textos.

Nos interesa describir en los docentes cudl es el tratamiento del tema
inecuaciones que realizan con sus estudiantes y las tareas que les presentan
para aproximarnos a los fenémenos que se ponen en juego.

De acuerdo a McMillan y Schumacher (2005) realizamos un andlisis in-
ductivo de la informacion ya que las categorias y patrones emergen de los
datos, mds que ser impuestos previo a la recogida de éstos. Para agrupar
la informacién obtenida en categorias que concentran las ideas, conceptos
o temas similares establecimos cdodigos como etiquetas que permiten asig-
nar unidades de significado a la informacién. Para analizar las respuestas de
los docentes a esta pregunta realizamos una categorizaciéon utilizando como
criterio de clasificacion los términos utilizados por los docentes en las defini-
ciones presentadas. Al respecto identificamos dos grupos: los profesores que
utilizan el término “ecuacion” y los que utilizan el término “desigualdad”.
En el Anexo 1 se incluyen todas las respuestas. En el siguiente parrafo acla-
ramos y describimos las categorias encontradas, segin lo antes expresado:

CATEGORIA 1

Ecuacionistas: incluimos aqui los docentes que describen la inecuacion
diferenciandola de la ecuacién en algin aspecto que luego se mencionara.
Dividimos esta categoria en subcategorias para facilitar el andlisis posterior.
En este grupo hay tres subgrupos, de acuerdo al aspecto que priorizan para la
distincién realizada entre los conceptos de ecuacién e inecuacién. Vale aclarar
que algunos docentes utilizan mas de un aspecto al describir el concepto.
Esto nos guia al planteo de las siguientes subcategorias:

Ia) Simbdlicos: remarcan la diferencia en el signo (menor, mayor en lugar
de igual) para diferenciar entre una ecuacién y una inecuacién. Al respecto
se observaron expresiones como la del siguiente docente:

Docente 8: “Cuando explico a los alumnos parto de una situacién con-
creta que se traduce en el lenguaje matematico y alli se hace notar la
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existencia de una desigualdad, remarcando la diferencia fundamental
con una ecuacion en el signo”.

Ib) Mecanicistas: se centran en algin procedimiento algebraico de resolu-
cién para diferenciar ambos conceptos: ecuacion e inecuacién, mencionan la
propiedad de multiplicar o dividir ambos miembros por un niimero negativo
para diferenciar las resoluciones de ecuaciones e inecuaciones. A modo de
ejemplo incluimos la siguiente respuesta:

Docente 14: “A la hora de comenzar la resolucién de una inecuacién, les
explico que la manera es practicamente la misma que con ecuaciones,
pero les hago la salvedad para los casos en que hay que multiplicar o
dividir a ambos términos por un nimero negativo”.

Segun esta declaracion, el docente manifiesta a sus alumnos que una
inecuacion tiene el mismo tratamiento de resolucién que una ecuacién salvo
en los casos en que hay que multiplicar ambos miembros de la desigualdad
por un numero negativo.

Ic) Resultadistas: hacen hincapié en las caracteristicas del conjunto so-
lucién para distinguir la ecuacién de la inecuacién.

Para ejemplificar transcribimos algunas respuestas:

Docente 4: “Que es similar a una ecuacién, pero cuya solucion seria un
conjunto de valores en lugar de valores determinados”.

Docente 14: “Comienzo haciendo una comparacién con ecuaciones, des-
pués les comento que en lugar de obtener un tnico resultado, la soluciéon
serd un intervalo. Tendremos infinitas soluciones”.

CATEGORIA 11

Relacionistas: incluimos aqui a los profesores que hacen referencia a una
relacion de desigualdad entre dos expresiones. Encontramos las mismas sub-
categorias que en la anterior.

ITa) Simbdlicos: relatan en palabras lo que observan simbdlicamente en
una inecuacién. Para ejemplificar transcribimos algunas respuestas:

Docente 12: “Respecto a la definicién de inecuacion, la defino en clases
como una desigualdad en la que aparecen vinculados ntmeros y letras
y que solo se satisfacen para ciertos valores asignados a esas letras”.

Docente 5: “Para explicar el tema inecuacién, lo planteo como expre-
siones en las que aparece una desigualdad con una incoégnita”.

Ambos docentes quieren significar que una inecuacién es una desigualdad
en la que aparecen incégnitas.

ITb) Mecanicistas: se centran en algin procedimiento algebraico de reso-
lucién. A modo de ejemplo incluimos la siguiente respuestas:
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Docente 13: “Es una desigualdad, aclaro entonces su resolucién tenien-
do en cuenta lo que ocurrié cuando multiplicamos por un negativo, es

decir que la desigualdad se invierte”.

Ilc) Resultadistas: mencionan caracteristicas del conjunto solucién.

ejemplificar transcribimos algunas respuestas:

Docente 5: “Para explicar el tema inecuacién, lo planteo como expre-
siones en las que aparece una desigualdad con una incégnita. En donde
se establecen relaciones de menor, menor o igual, mayor o igual, en don-
de la solucidn se presenta como un conjunto de niimeros que satisfacen

la relacién planteada”.

Docente 10: “Una desigualdad en la que aparecen vinculados niimeros
y letras y que sélo se satisfacen para ciertos valores asignados a esas

letras”.

Para

Observemos en el esquema de la figura 7.2 la categorizacién realizada:

/ Inecuacion

que utilizan
FEcuacionistas
A

descripcio

Ve

~

Relacionistas J

un el aspecto priorizado e

S — —

Figura 7.2: Categorizacién de la opinion de docentes

En el cuadro 7.2 mostramos las frecuencias y porcentajes que obtuvimos
en esta pregunta, segin el término utilizado para definir el concepto de

inecuacion:
P taj
Concepto de inecuacién Total oreentaje
N=14
Ecuacionistas 9 64 %
Relacionistas 5 36 %

Cuadro 7.2: Concepto de inecuacion: segun el término utilizado

En el cuadro 7.3 aparecen las frecuencias y porcentajes que obtuvimos
en esta pregunta, segiin las caracteristicas que describen del concepto. Los
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porcentajes refieren al total de cada categoria. Por ejemplo, el primer renglén
del cuadro indica que de los docentes ecuacionistas el 33 % son simbdlicos.
Ademais, el porcentaje total de cada categoria supera el 100 % debido a que
un mismo docente puede estar en més de una subcategoria.

Segin términos | Segin el aspecto Total Porcentaje
Simbdlicos 3 33%

Ecuacionistas N=9 | Mecanicistas 2 22 %
Resultadistas 7 78 %
Simbdlicos 5 100 %

Relacionistas N=5 | Mecanicistas 1 20 %
Resultadistas 4 80 %

Cuadro 7.3: Concepto de inecuacién segin el aspecto mencionado

Observemos a través del grafico comparativo en la figuras 7.3 y 7.4 estos
valores:

Docentes ecuacionistas

100%

80%

60%

40%

” . .
0% , .

SIMBOLICOS MECANICISTAS RESULTADISTAS

Figura 7.3: Subcategorias de docentes ecuacionistas

Docentes relacionistas

100%
80%
60%
40%
20%

SIMBOLICOS MECANICISTAS RESULIADISTAS

Figura 7.4: Subcategorias de docentes relacionistas
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En la explicacién del concepto de inecuacién, los docentes mencionan la
necesidad de utilizar la ecuaciéon como soporte para definirla y diferenciarla
de ella en algiin aspecto (los simbolos, su proceso de resolucién o el conjunto
solucién), son 9 docentes (un 64 %) los que se incluyen en esta categoria.
Una cuestion importante que surge de las respuestas es que diferencian la
ecuacién de la inecuacién por el conjunto solucién obtenido (78 % de los
ecuacionistas). Dejan expresado por ejemplo, una inecuacion tiene mds de
una solucion. Notemos que da lugar a pensar que siempre hay més de un
elemento en el conjunto solucién. Esto constituye un error conceptual, debido
a que no siempre es verdadera esa afirmacion, por ejemplo si tomamos la
inecuacién 22 < 0 el conjunto solucién es un tnico valor z = 0, asf como el
conjunto solucién de la inecuacién z? < 0 es el conjunto vacio.

Los docentes que apelan a la desigualdad para definir la inecuacién repre-
sentan un 36 %. Destacamos que al cruzar esta informacién con la pregunta
anterior del cuestionario en la que solicitamos los conceptos previos nece-
sarios, tres de estos cinco docentes incluyen a la ecuacién como concepto
previo. De este modo consideramos que se reafirma la secuencia con que se
abordan estos temas: 1ro) Ecuacién, 2do) Inecuacion.

Observemos que los docentes que utilizan la ecuacién para describir la
inecuacion realizan un paralelismo entre ambos conceptos pero no aluden al
caso de la identidad y la desigualdad absoluta. En el caso de los que refieren
a la desigualdad para describir la inecuacién, tampoco establecen el parale-
lismo entre la desigualdad absoluta y las identidades para las igualdades, ya
que bajo esta definicién (desigualdad con incégnitas o desigualdad algebrai-
ca) no es posible distinguir entre desigualdades absolutas (como por ejemplo
22 > 0 que es véalida para todo ntimero real) y condicionales (como puede
ser z+ 3 > 0 que es vélida para los © > —3), puesto que ambas quedan bajo
el concepto de inecuacion.

En cuanto a los ejemplos que presentan los docentes, a continuacién se
muestran en el cuadro 7.4 los resultados obtenidos en esta pregunta:

. Porcentaje
Ejemplos Total N—14
Matematicos Numéricos 0 0%

Algebraicos 6 43 %
Extramatemadticos 10 1%
No menciona 1 7%

Cuadro 7.4: Ejemplos que presentan

En lo que se refiere a los ejemplos, la mayorfa (un 71 %) utiliza situaciones
extra-matematicas, méas especificamente situaciones de la vida cotidiana,
tanto para la presentacién del tema como para ejemplificarlo. A continuacién
transcribimos algunos a modo de ejemplo:
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Docente 2: “(...) con ejemplos concretos: Si una persona tiene 7 anos,
;qué edad puede tener una persona mayor?; ;v una menor?; etcétera’.
Docente 3: “(...)intenté que trajeran de tarea informacién que pudie-
ran recoger de cualquier medio donde ellos percibieran que habia situa-
ciones donde se planteaban inecuaciones o desigualdades, por ejemplo
en diarios, en textos de otras materias, pero no tuve éxito”.

Docente 11: “Si una camioneta puede llevar hasta 700 kg de carga y
tiene que trasladar cajas que pesan 30 kg cada una: a) jcudl es el mayor
nimero de cajas que puede llevar por viaje; b) si tiene que llevar 10
bolsas de 20 kg cada una, ;cudl es el nimero de cajas que puede llevar
en ese viaje? Traducir en simbolos cada situacion”.

Notemos que tanto el docente 2 como el docente 11 no mencionan en
el enunciado el dominio de valores admisibles para la variable, cuestién que
puede traer confusiones en las respuestas. Ademads creemos innecesario agre-
gar esta dificultad al momento de presentar el tema. Es importante destacar
que el docente 2 en la categorizacion realizada en la pregunta referida al
concepto de inecuacién se ubica en la categoria Resultadistas.

En cuanto a las tareas que describimos en la seccién 4.5, podemos con-
cluir que todos los docentes de la muestra refieren a la Tarea 2 (RI), ya que
aluden al conjunto solucion de la inecuacién en su descripcién del concepto
o bien al proceso de resolucion de la misma con el objetivo de encontrar
dicho conjunto.

7.4.3. Pregunta 3

Desde el punto de vista de su experiencia en el dmbito de la matemadtica,
& qué tan importantes son las desigualdades? ;A qué necesidad responden?

El objetivo de esta pregunta es recabar informacién respecto de la impor-
tancia y los usos que le atribuyen a la desigualdad. Ampliamos la consulta
al concepto de desigualdad con el propdsito de detectar las necesidades res-
ponde el concepto de desigualdad. Indagamos en los fenémenos que organiza
el concepto de “desigualdad matematica”.

En el cuadro 7.5 se muestran las frecuencias y porcentajes que obtuvimos
como respuesta a esta pregunta:

. Porcentaje
Importancia y usos Total N—14
Modelizaciéon de situaciones Extramatematicas 8 57 %
Herramienta en distintas ramas de la matematica 3 21%
Desarrollar el pensamiento no exacto 2 14 %
Optimizacién de variables y estimacién de resultados 1 7%
Relaciéon entre los niimeros en cuanto al orden 1 7%

No se considera tema prioritario en la escuela 1 7%

Cuadro 7.5: Importancia y usos de las desigualdades
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Con respecto a la importancia del tema, la mayoria (57 %) considera
la modelizaciéon de situaciones reales, entendiendo ésta como la resolucion
de problemas en contextos cotidianos. Otros mencionan la necesidad de su
aplicacién en las ramas de la matemadtica (cdlculo, dlgebra, geometria, pro-
gramacion lineal). A continuacién transcribimos algunas respuestas a modo
de ejemplo:

Docente 1: “Responden a muchos problemas de aplicacién, ya que mo-
delan variadas situaciones de distintos 4&mbitos (comercial, administra-
tivo, especifico matemadtico, de mezcla, etc.)”.

Docente 3: “Nos permite interpretar, modelar, analizar comportamien-
tos de diferentes funciones (modelos matemdticos) que estdn inten-
tando responder a cuestiones de la vida cotidiana, asi como son una
herramienta necesaria para otras ciencias. Por ejemplo: en programa-
ciéon lineal, donde se intenta modelar y responder a los méas variados
problemas”.

Un docente menciona la importancia del concepto en el fortalecimiento
de un “pensamiento desigual”.

Docente 7: Pienso que responden a la necesidad de desarrollar un pen-
samiento légico no estructurado a exactitudes matematicas. La inter-
pretacién de la solucién de una inecuacién no siempre resulta facil a los
alumnos, el intervalo solucién no siempre se interpreta correctamente”.

Otro docente esboza la idea de que permite desarrollar estrategias para
la resolucién de problemas.

Docente 3:“Me parecen de mucha importancia, pues es un tipo de co-
nocimiento que también nos ayuda a estructurar el pensamiento para
pensar con cierto orden y criterio las posibles soluciones a los problemas
planteados”.

En las respuestas los docentes se refieren a la tarea 2 (RI) ya que la
mayoria vincula las necesidades a las de resolver problemas en distintos
contextos que, segin interpretamos, modelizan con inecuaciones. En general
la mayorfa no menciona la tarea 1 (CE) ni la tarea 3 (DDA).

7.4.4. Pregunta 4

En su trabajo como profesor de matemdtica, sen qué otros temas (y en
qué anos de la escuela secundaria) incluye el uso de desigualdades?, ;y las
inecuaciones? En lo posible cite ejemplos.

En vinculacién con la pregunta anterior (la importancia de las desigual-
dades), se espera indagar en torno a la percepcién que tienen los docentes
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acerca del rol de las desigualdades en el trabajo matematico. Ampliamos la
consulta a las desigualdades con el propdsito de indagar en otros temas en
los que se ponen en juego en la escuela.

En el cuadro 7.6 podemos observar las respuestas:

Porcentaje
Usos en otros temas | Total N—14
Inecuaciones 13 93 %
Programacién Lineal 5 36 %
Funciones 3 21 %
Geometria 1 7%

Cuadro 7.6: Temas en los que se utilizan

En las respuestas de los docentes observamos claramente una interpreta-
cion diferente a la pretendida de la pregunta. Los datos obtenidos responden
a la pregunta s;En qué anos ensena inecuaciones? Describen los tipos de
inecuaciones que trabajan y en qué anos de la escuela secundaria lo hacen.
Es decir, ligan la desigualdad directamente a la inecuacion. A continuacién
transcribimos algunas respuestas a modo de ejemplo:

Docente 1: “En general trabajo en todos los anos: primero y segundo,
con inecuaciones con una incégnita de primer grado o segundo grado;
tercero, inecuaciones en el plano (dos incégnitas) y sistemas de inecua-
ciones; y en cuarto y quinto ano, en el conjunto de ntmeros reales
aplicados también a la resolucién de problemas (ganancia, maximos o
minimos, etcétera)”.

Docente 5: “En primer ano se trabaja la desigualdad para comparar
nimeros enteros y la inecuacién con el conjunto de nimeros enteros.
En segundo, inecuacién con racionales. En cuarto, cuando se trabaja
con expresiones algebraicas mas complejas: 222 > 3z; 0 en funciones

x
cuadriticas: 422 — 5 < 6.

E193 % de los docentes menciona que trabaja con desigualdades en todos
o casi todos los anos de la escuela secundaria. En resoluciones de inecuacio-
nes lineales, cuadraticas, racionales y con valor absoluto, en cada conjunto
numeérico.

Los docentes que citan ademas otros temas en los que utilizan el concepto
son muy pocos: un 36 % menciona programacién lineal, un 21 % funciones,
sélo un docente menciona que lo utiliza en las propiedades del valor absoluto.
Ademads es importante destacar que sélo un docente menciona que lo utiliza
en cuestiones métricas relacionada a la geometria.

Docente 1: “En segundo ano lo aplico a problemas de dreas y perimetro
de cuadrilateros”.
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A partir del andlisis de las respuestas a esta pregunta consideramos que se
ponen de manifiesto los marcos que utilizan los docentes para la presentacion
del tema. La mayoria menciona un trabajo de resolucién de inecuaciones
desde un marco algebraico, sélo tres docentes expresan retomar el tema
desde el marco funcional y uno solo hace referencia al marco geométrico.

La mayoria de los docentes manifiesta proponer tareas del tipo 1 (RI) a
sus estudiantes. También encontramos docentes que mencionan la tarea de
comparar pero la refieren a desigualdades numéricas y un docente alude a
cuestiones geométricas.

7.4.5. Pregunta 5

sSigue algun texto en el desarrollo del tema? ;Cudl?

El objetivo de esta pregunta es conocer los textos que utiliza la mayoria
de los docentes, para analizar aquellos que sean citados por ellos.
En el cuadro 7.7 presentamos las respuestas obtenidas:

Material de trabajo Porcentaje
Total N=14
S Escolares 10 1%
Textos Universitarios 2 14 %
No 2 14 %
Internet 1 7%

Cuadro 7.7: Material de trabajo utilizado

La mayoria de los docentes (71 %) indica libros escolares comerciales den-
tro de los textos utilizados. Transcribimos a continuacién en forma textual
la bibliografia citada:

Longseller, (2008). Funciones 1.

Santillana (2008). Matemdtica I1I.

Santillana (2006). Matemdtica I1I.

Mc Graw Hill. Matemdtica 8 y 9 y Matemadtica EGB.

Santillana. Matemadtica II. Aique. Nueva carpeta de Matemdtica I1.

Santillana. Actividades de Matemdtica 8.

Otros docentes citan editoriales: Puerto de palos, Santillana, Mandioca,
Comunicarte, Aique, Logikamente.

En los textos que mencionan la mayoria de los docentes aparece el tema
inecuaciones. Se puede destacar como dato de interés que los docentes no
identifican a los libros de texto a través de sus autores, sino a partir de las
editoriales. Esto pone de manifiesto hasta qué punto son las propuestas de las
mismas las que definen tendencias respecto del tratamiento de un tema. De
todas las editoriales citadas por los docentes de la muestra, resulté Santillana
la que representa el valor modal.
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Solo dos docentes mencionan bibliografia universitaria: el libro Fernan-
dez, Moretto, Oviedo, Mamut, Contini, Vaira, et al. (2007) del ingreso a
la UNL y el libro Sobel y Lerner (1998). Este tltimo fue utilizado en afios
anteriores en el ingreso a la universidad y en las catedras iniciales de algunas
carreras de la UNL.

Otros utilizan materiales propios de distintas fuentes. Ademaés algunos
docentes mencionan autores que realizan propuestas dentro de la educacién
matematica pero no tratan especificamente el tema en sus obras, transcri-
bimos esta respuesta:

Docente 12: “Suelo buscar libros de los siguientes autores: Graciela
Chemello, Horacio Itzcovich, Patricia Sadovsky, Carmen Sessa. Las dos
dltimas autoras han escrito una gran variedad de libros para docentes
sobre didactica de la matemaética y el abordaje de distintos conceptos
matematicos tales como el pasaje de la aritmética al algebra, iniciaciéon
al estudio de la geometria, entre otros”.

Suponemos que el docente trata de evidenciar su conocimiento de autores
de textos de educacién matematica pero no nos da informacién respecto del
material que utiliza para desarrollar con sus estudiantes el tema en cuestién.

7.5. Discusion de resultados y conclusiones

La mayoria de los docentes menciona que trabaja con desigualdades en
todos o casi todos los anos de la escuela secundaria, y lo hace en resoluciones
de inecuaciones lineales, cuadraticas, racionales y con valor absoluto, en cada
conjunto numérico. Un 57 % vincula las necesidades a las que responden las
desigualdades a la modelizacion de situaciones reales, entendiendo ésta como
la resolucién de problemas en contextos cotidianos que modelizan a través
de inecuaciones. Interpretamos que la mayoria de los docentes asocia la
desigualdad a la inecuacion.

Los docentes de secundaria que han sido encuestados apelan, en su ma-
yoria, al concepto de ecuacion para describir la inecuacién. Enfatizan la idea
de diferenciar ambos conceptos segin el nimero de elementos del conjunto
solucién que se obtiene al resolverla. Como ya mencionamos, esto puede lle-
var a la idea errénea de suponer que una inecuacion siempre tiene solucién
y que ademads dicha solucién es un conjunto no unitario. En este sentido
se observa una coincidencia con los estudios de Borello, Farfin y Lezama
(2008) y Borello (2010).

Consideramos que el vinculo de la inecuacién con la ecuacién a través
del proceso algebraico de resolucién podria constituirse en una dificultad
para los estudiantes, debido a que generalizar los procesos de especificar las
inecuaciones probablemente conduzca directamente a cometer errores. Por
ejemplo, podria un estudiante pensar que puede resolver de la misma manera
la ecuacion % = 1 que la inecuacién % < 1.
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Como afirman Garrote, Hidalgo y Blanco (2004), al analizar las dificul-
tades en el aprendizaje de las desigualdades e inecuaciones, muchos alum-
nos entienden los signos mayor y menor como nexos entre dos expresiones
algebraicas que arrastran en los diferentes pasos de la resolucién de una
inecuacion y que no aportan significado a la misma, hasta el punto que
no les supone ningtin problema sustituirlo por un signo igual. Los autores
asumen que la ausencia de significado es uno de los principales problemas
que se plantea en el trabajo con inecuaciones, vy si lo que pretendemos es
que el alumno no reduzca su aprendizaje de inecuaciones a meras tareas
mecanicas, es importante que tenga una idea clara del concepto de inecua-
cién equivalente, pues es éste el que da contenido semantico a las técnicas
de resolucién.

Segin Piaget (1971), hacia los seis anos y medio o siete un nifno descubre
un método operatorio que consiste en buscar, en primer lugar, el elemento
mas pequeno de todos y, después, el mds pequeno de los que quedan, logran-
do de esta forma construir su serie total sin titubeos ni errores. Es entonces
cuando es capaz, por este mismo hecho, del razonamiento: A < B; B < C,
por tanto A < C'. Pero se ve inmediatamente que esta construcciéon supo-
ne la operacion inversa (la reversibilidad operatoria implica volver al punto
inicial): cada término de una serie es concebido simultdneamente como mas
pequeno que los siguientes (relacién <) y como mds grande que todos los
precedentes (relaciéon de >), y esto es lo que le permite al sujeto encontrar
su método de construccién. Es interesante constatar que estas operaciones
estan estrechamente relacionadas con la construccion misma de las nociones
de peso y de volumen y, principalmente, con la elaboracién de los principios
de conservacién que les son relativos. Menciona el autor que debe esperarse
hasta los once o doce anos para obtener por ejemplo, la seriacién (coordina-
cién de relaciones asimétricas) de los volimenes.

Observemos que la reversibilidad de las relaciones de desigualdad (por
ejemplo relacién de <), para volver al punto inicial requiere de un cambio a
la operacién inversa (por ejemplo, a la relacién de >), esto no sucede en el
caso de las relaciones de igualdad debido a su simetria.

Si bien la igualdad y la desigualdad son relaciones, existe una carac-
teristica que las distingue. La relacion de igualdad es simétrica, en cambio
la de desigualdad es asimétrica (para el caso de > o <) o antisimétrica (en
el caso de < o >). Describir la inecuacién a través de su vinculo con la
ecuacién en el proceso algebraico de resolucién o bien centrandose en una
cuestién simbdlica (s6lo un cambio de signo), oculta esta caracteristica que
diferencia sustancialmente ambas relaciones.

Booth, citado por Radford (2004), afirmé que las dificultades de sintaxis
fueron el resultado de una mala comprensién de las estructuras matemati-
cas que sustentan las representaciones algebraicas: “nuestra capacidad de
manipular simbolos algebraicos con éxito requiere primero comprender las
propiedades estructurales de las operaciones y relaciones matemaéticas” (p.
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162), las propiedades estructurales constituyen los aspectos semdnticos del
algebra.

Boero (citado por Borello, 2010) destaca que es necesario acercarse a
la matematica de los matematicos y salirse de la matemadtica escolar para
realizar un acercamiento epistemoldgico y cognitivo al objeto inecuacién.

En el cuadro 7.8 detallamos las frecuencias y porcentajes que obtuvi-
mos en esta pregunta en las respuestas de los investigadores analizadas en
el capitulo 6, utilizando la categorizacién descripta para los docentes con el
fin de comparar los resultados. En el caso de los matematicos, como obser-
vamos en la tabla obtuvimos que la totalidad de los encuestados refiere a la
desigualdad para definir la inecuacién.

Concepto de inecuacién Docentes | Investigadores
N=14 N=6

Ecuacionistas 64 % 0%

Relacionistas 36 % 100 %

Cuadro 7.8: Concepto de Inecuacién

En cuanto a los aspectos que priorizan en la definicién podemos observar
los resultados en el cuadro 7.9.

) L. . Docentes | Investigadores

Segun el término Segun el aspecto N=14 N—6
Simbdlicos 14 % 0%

Ecuacionistas Mecanicistas 14% 0%
Resultadistas 50 % 0%
Simbdlicos 36 % 100 %

Relacionistas Mecanicistas 7% 0%
Resultadistas 29% 0%

Cuadro 7.9: Aspectos priorizados

Los investigadores encuestados caracterizan a las inecuaciones a través
de su vinculo con la desigualdad, definiendo a esta tltima como una relacién
entre objetos distintos; mientras que la mayoria de los docentes encuestados
asocian la desigualdad directamente a la inecuacién y utilizan la ecuacidon
para caracterizarla.

Acordamos con las ideas de Puig (1997) respecto de que la seleccién de los
aspectos a priorizar en la definicién de un concepto matemaético no constituye
una operacién inocente y neutral. En lo que concierne al tratamiento del
concepto de inecuacién, los docentes priorizamos ciertas caracteristicas al
describirlo y ello determina una mirada particular sobre el mismo.
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Capitulo 8
Libros escolares

Asf como los objetos maés faciles de ver no son los demasiado grandes
ni los demasiado pequefios, también las ideas mas féciles en
matematicas no son las demasiado complejas ni las demasiado simples.
BERTRAND ARHUR WILLIAM RUSSELL

8.1. Introduccion

En lo que sigue exploramos en los libros escolares la presentacién y el
desarrollo del tema que nos compete en esta investigacion: el estudio y tra-
tamiento de las inecuaciones. Al mismo lo analizamos en torno a dos etapas.

En la primera etapa, que identificamos como de indagacion y andlisis,
examinamos los conceptos y propiedades previas que aparecen en el tex-
to antes de abordar el tema inecuacién, la presentacion del concepto y la
definicion adoptada.

En la segunda, que denominamos de deteccion, realizamos una btsqueda
de los tres tipos de tareas identificadas en el capitulo 4 (ver seccién 4.5):

» Tarea 1: Comparar expresiones (CE).
= Tarea 2: Resolver inecuaciones (RI).
s Tarea 3: Demostrar desigualdades absolutas (DDA).

Las tareas son exploradas a partir de los diferentes marcos en el que se
presentan en los textos (algebraico, funcional o geométrico).

8.2. Estudio del libro de texto

Segin Sierra, Gonzalez y Lépez (1999), el interés de analizar los libros
de textos parte de la hipdtesis de que en general la practica de la ensenanza
no estd determinada por los curriculos oficiales sino més bien por los libros
utilizados en el aula.

Segin Villella (2001), “los docentes suelen sustentar gran parte de sus
practicas en los libros escolares de Matematica que recomiendan usar a sus
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alumnos y que, algunas veces, ellos mismo usan, convirtiéndose asi el texto en
el vehiculo que legitima los contenidos prescriptos y en una de las principales
fuentes de actividades y tareas”. Por otra parte, Vargas (2003), citado por
Vidal (2010), senala:

“el libro de texto de matematicas, concebido como instrumento aso-
ciado a la comunicacién de saberes matematicos, es el instrumento
mayoritariamente usado por los profesores. Especialmente el TIMSS,
(Tercer Estudio Internacional de Ciencias y Mateméticas) muestra que
el texto es utilizado para decidir qué temas ensenar y cémo ensenar-
los asi como para determinar cudles ejercicios y problemas solucionar.
Esta posicion privilegiada del texto, condice indudablemente al recono-
cimiento de la necesidad de convertirlo en objeto de estudio didéctico,
y, en consecuencia, de aprendizaje diddctico” (p.2).

En este estudio de los libros escolares seguimos las orientaciones de la
investigacién de Claros Mellado (2010), que da una gufa de trabajo para
realizar un analisis sistematico y eficiente. Ademas en su trabajo el autor
explica detalladamente el estudio con el objetivo de que pueda replicarse.

8.3. Muestra

Para seleccionar la muestra de libros utilizamos la informacién recogida
en las encuestas a los docentes de los estudiantes de primer anio de la carrera
Profesorado de Matemaética cohorte 2012. Los titulos, autores y editoriales
nombrados en la misma fueron los que elegimos para este andlisis.

La muestra se amplié con la incorporacion de tres textos obtenidos a
partir de una busqueda utilizando la palabra clave “inecuacién” en la Bi-
blioteca Pedagdgica y Popular “Domingo Faustino Sarmiento” de la ciudad
de Santa Fe. Esta biblioteca depende de la Jefatura Provincial de Educacion
Superior, Perfeccionamiento y Proyectos Educativos y actualmente integra
la red de Bibliotecas Pedagdgicas surgida a partir del convenio establecido
con la Biblioteca Nacional de Maestros (Ministerio de Educacién de la Na-
cién) y constituye un centro de referencia para la comunidad educativa de
la ciudad de Santa Fe. Es el caso de los libros de las editoriales: Tintafresca,
Kapeluz y Stella.

Estudiamos un total de 11 libros, publicados entre los anos 2000 y 2012
editados en nuestro pais y de facil acceso en las librerias de nuestra ciudad.

Para realizar el andlisis asignamos a cada libro un cédigo segiin detalla-
mos en el Cuadro 8.1

Libro | Ntiimero de orden | Ano de ediciéon | Capitulo
L 01 03 3

Cuadro 8.1: Detalle del cédigo
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En el cuadro 8.2 describimos la muestra analizada.

Cédigo | ler. Autor | Editorial Titulo Ano
L01003 | Kaczor Santillana Matemaética 1 2000
L02003 | Etchegoyen | Kapeluz Matemética I 2000
L03032 | Ferrraris Comunicarte Aprend.Mat.9 2003
L.04032 | Itzcovich Tintafresca Matemaética 9 2003
L05041 | Bindstein Aique Matematica 82 2004
L06041 | Martinez Mc Graw Hill Matemética 2004
L0O7053 | Altman Longseller Funciones 1 2005
L08073 | Itzcovich Tintafresca M1 Matemaética 2007
L09072 | Zapico Santillana Matematica Persp | 2007
L10082 | Berio Puerto de Palos | Matematica 2 2008
L11091 | Cortés Stella Matemaética I 2009

8.3.1.

Cuadro 8.2: Muestra de textos escolares analizados

La ficha contiene, a nuestro entender, una informacién objetiva y ex-
haustiva. Para confeccionarla usamos los criterios que aparecen en el cuadro
8.3.

Ficha del libro

Denominacién Descripcion Observaciones
Cédigo Identificador Se ha usado una secuencia

unico del objeto | cronoldgica (segin el afo de edicién).
Autor o autores Nombres Recogido(s) literalmente de la portada

o de la primera pégina.

En una primera etapa efectuamos un analisis de la presentacién del con-
cepto de inecuacién que realiza el libro. Para ello consignamos:

Titulo Titulo del libro | Recogido literalmente de la portada.
o de la primera pagina. Si se trata de
una coleccién, ésta no se indica, pero
si se trata de varios volumenes, si.

Editorial Nombre Recogido literalmente de la portada o
de la primera péagina.

Ano Cuatro digitos Fecha de publicacién del libro.

Informacién sobre | Capitulo Se ha indicado si

Desigualdades / Apartado el libro tiene un capitulo

y paginas dedicado a desigualdades
o0 si éstos se tratan en un capitulo
dedicado a otro asunto.
Cuadro 8.3: Ficha del libro
8.3.2. Elementos analizados
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» Contenidos previos: los mismos se indagan para conocer los conceptos
y temas que desarrollan los textos en los capitulos previos y dentro del
capitulo donde se desarrolla el tema inecuaciones.

» Definicion: deseamos saber:

e si estd presente o no

e de estar presente la definicion, la clasificamos.
» Ejemplos presentados: los clasificamos segin sean:

e Matematicos
e Extra-matematicos
» Marcos: indagamos bajo qué marcos se presenta el concepto, segin lo
desarrollado en el capitulo 4:
e Algebraico
e Funcional

o Geométrico

En una segunda etapa realizamos la busqueda de los tipos de tareas
presentadas en el capitulo 4:

= Tarea 1: Comparar expresiones (CE).
s Tarea 2: Resolver inecuaciones (RI).

s Tarea 3: Demostrar desigualdades absolutas (DDA).

Para la busqueda de los tipos de tareas exploramos tanto en los ejem-
plos resueltos en la presentacién del tema como en los ejercicios propuestos.
Ademas clasificamos el tipo de problema: matematico o extra-matematico.
También estudiamos bajo qué marco (algebraico, funcional o geométrico) se
proponen las tareas.

8.4. Resultados obtenidos

8.4.1. Contenidos previos

La busqueda de los contenidos previos desarrollados antes de la presenta-
cién de una inecuacién se efectud en el indice del libro e indicamos los titulos
de los capitulos anteriores al tratamiento del tema. También se consignan
las secciones previas a la unidad correspondiente en la cual se desarrolla el
mismo. En el cuadro 8.4 incluimos el detalle:
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Contenidos Porcentaje
. Total

previos N=11

Conjuntos Numéricos 8 73%

Funcién 7 64 %

Lenguaje algebraico 4 36 %

Ecuacién 11 100 %

Cuadro 8.4: Contenidos previos

Todos los textos desarrollan el tema inecuaciones a continuacién del tema
ecuaciones.

Es de destacar que en relacién con los contenidos previos, en general,
los textos solo los abordan desde una perspectiva algebraico-numérica. Esto
interpretamos que favorece una desconexién entre los distintos contenidos
desarrollados y desalienta a nivel de aprendizaje la integracién y la comple-
jizacién conceptual.

Para ilustrar el comentario anterior, observamos que todos los textos
desarrollan antes el tema funciones, pero no se utiliza este marco para pre-
sentar las inecuaciones.

Otro detalle es que s6lo un texto menciona la relacion de desigualdad
entre los elementos de un conjunto, y en ninguno aparecen ejemplos de
desigualdades que no sean inecuaciones. En cuanto a la ley de tricotomia y
a las leyes de las desigualdades, las encontramos solo en uno de los libros.

8.4.2. Definicion de inecuacién

En esta subsecciéon nos proponemos analizar la presentacion del tema
inecuacion que realiza cada libro. Para ello utilizamos la misma categoriza-
cién surgida en el andlisis de la descripcion del concepto por parte de los
docentes (Seccién 7.4.2) con el objetivo de analizar posibles correlaciones.
Es decir, se analiza si se hace referencia a la ecuacion o a la desigualdad para
describir la inecuacién. Retomamos a continuacion dicha categorizacion.

Recordemos que las categorias surgen a partir del término utilizado en
la descripciéon del concepto:

CATEGORIA I

Ecuacionistas: incluimos en esta categoria los textos que describen la
inecuacion utilizando para ello la ecuacidon. En este grupo hay tres subgru-
pos, de acuerdo al aspecto que priorizan para la distincion realizada entre
ambas:

Ia) Simbdlicos: remarcan la diferencia en el signo entre una ecuacién y
una inecuacién.
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Ib) Mecanicistas: se centran en algin procedimiento algebraico de re-
solucién, mencionan la propiedad de multiplicar o dividir ambos miembros
por un numero negativo para distinguir la ecuacién de la inecuacion.

Ic) Resultadistas: hacen hincapié en las caracteristicas del conjunto so-
lucién para distinguir la ecuacién de la inecuacion.

CATEGORIA 11

Relacionistas: incluimos aqui los que hacen referencia a una relacion
entre expresiones y describen a las inecuaciones como desigualdades. En
esta categoria retomamos los mismos subgrupos de la categoria anterior.

ITa) Simbdlicos: hacen hincapié en las expresiones simboélicas para des-
cribirlas.

ITb) Mecanicistas: como en la categoria anterior, se centran en algin
procedimiento algebraico de resolucién.

Ilc) Resultadistas: mencionan caracteristicas del conjunto solucién.

Se agregard a esta categorizacion la siguiente categoria:

CATEGORIA 111

Ausentes: para el caso de los libros que no presenta una definicién.

En el cuadro 8.5 mostramos las frecuencias y porcentajes obtenidos segin
el término utilizado en el texto para definir la inecuacién:

Definiciéon de inecuacion | Total | Porcentaje
Ecuacionistas 0 0%
Relacionistas 9 82 %
Ausentes 2 18%

Cuadro 8.5: Definicién de inecuacién segun el término utilizado

En el cuadro 8.6 aparecen las frecuencias y porcentajes observados, segin
el aspecto que describen del concepto. Los porcentajes refieren al total de
cada categoria. Es decir, el 100 % significa que la totalidad de los relacionistas
son simbdélicos.
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Segun los términos Segun el aspecto Total Polr\';:iritla,]e
Simbdlicos 0 0%

Ecuacionistas Mecanicistas 0 0%
Resultadistas 0 0%
Simbdlicos 9 100 %

Relacionistas Mecanicistas 0 0%
Resultadistas 0 0%

Cuadro 8.6: Definicién de inecuacién segun el aspecto priorizado

A continuacién transcribimos algunos ejemplos de definiciones clasifica-
das como relacionistas simbdlicos:

L01003: Una desigualdad es toda expresion en la que hay dos miembros
relacionados mediante cualquiera de estos signos: <, >, <,>. Si esos
miembros son expresiones algebraicas, estamos en presencia de una
inecuacion, en la cual figuran nimeros e incégnitas.

1.04032: Las desigualdades del tipo AX + B > C; AX + B < C
AX + B < C; AX + B > C siendo A, B y C tres nimeros reales y A
distinto de 0, se llaman inecuaciones lineales con una incégnita.

L09072: Las inecuaciones son desigualdades que contienen incognitas.

Si bien la mayoria de los libros define a la inecuacién como una de-
sigualdad, existe una diversidad de criterios respecto de la definicién que
proponen. Algunos de ellos definen a la inecuacién como una desigualdad de
expresiones algebraicas.

Otros definen a la inecuacién como una desigualdad en la que aparecen
incognitas. Esto supone interpretar que toda inecuacién tiene una incégnita
por calcular, es decir, relaciona el concepto con la resolucién de una inecua-
ciéon. Confunden el hecho de que aparezcan “letras” con la aparicién de
“incégnitas”. Segiin esta definicién la desigualdad x? > 0 es una inecuacion,
sin embargo también es una desigualdad absoluta que es valida para todos
los elementos del conjunto donde estd definida la variable, los nimeros reales.
Por lo tanto esta descripcion no diferencia una desigualdad absoluta de una
condicional. En la seccién 4.3 del capitulo 4 observamos que en el texto L2
analizado se adopta este enfoque, en tanto que en el libro L1 se realiza la dis-
tincién entre inecuacion (o desigualdad condicional) y desigualdad absoluta
(o incondicional). Como mencionamos en esa seccién, este ultimo enfoque
nos parece mas pertinente para identificar cada uno de estos conceptos en
relacién con los fenémenos que organizan.

Con respecto a los ejemplos, describimos en el cuadro 8.7 los resultados
obtenidos:
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; . Porcentaje
Ejemplos Frecuencia N=11
Matematicos 10 91 %
Extramateméaticos 4 36 %

No menciona 0 0%

Cuadro 8.7: Tipos de ejemplos

Como se observa en la tabla la mayoria de los libros (91 %) utiliza ejem-
plos matematicos. Mostramos a continuacién un ejemplo de ello en la figura
8.1:

Las siguientes desigualdades se denominan inecuaciones.

En los siguientes ejemplos pueden observar cémo se resuelve una inecuacién,

2X+5>x-2
2X=X>=2-5
xX>-=7 En el conjunto de los numeros enteros, fos valores de
desigualdad son todos los nimeros mayores que -7, e

Figura 8.1: Ejemplos matematicos en el libro L10082

Un 36 % presenta situaciones extramatematicas. A modo de ejemplo pre-
sentamos la figura 8.2:

a Por ejemplo, la expresion “voy a comprar una remera, pero solo tengo $30°, s llama-
mos x al precio, equivale a la desigualdad: x < 30.

Figura 8.2: Situaciones extramatemadticas en el libro L09072

El ejemplo parte del supuesto de que serd posible encontrar una remera
a un valor menor que el monto de dinero que lleva en el bolsillo. Si se cambia
el verbo en el enunciado, es decir si se afirma: “compré” la remera en lugar
de la expresién de deseo “voy a comprar”, jpor qué no puede costar $307 Por
lo tanto la expresion adecuada para modelizar la situacion es: 0 < x < 30

En cuanto al marco elegido por el autor para la presentacién del tema
inecuaciones, la mayoria (89 %) utiliza el marco algebraico (en la figura 8.3
se muestra un ejemplo), un 22 % el funcional (en la figura 8.4 tomamos un
ejemplo) y ningin libro utiliza el marco geométrico.
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» Resolvamos una inecuacion en los reales: =2, (x 4+ 5) + 1 < (3-2x).(-1)
Aplicamos la propiedad distributiva: N-1041¢-3+ X
Aplicamos la propiedad de monotonia H=2<-3+10- 1= —-4x <6
; 6 3
Al dividir ambos miembros por (~4) se invierte la desigualdad: x > — = x>~ -
4 2

) 3
El conjunto solucion es el intervalo 5=| - 2% 0,

Figura 8.3: Resolucién algebraica en el libro L09072

El conjunto de positividad de g es el
conjunto solucion de la inecuacién

2%-350. . 9 B O
Al resolverla, se obtiene:

Zx>3ox>-3—

3. s
S=(2,+c-o):; C a(2,+n-:)
El conjunto de negatividad es
= 3
C = (-5 3) gx) = 2x-3

C=(5;+) C=(-0;3)

Figura 8.4: Resolucién funcional en el libro L08073

8.4.3. Andlisis detallado de algunas definiciones

Las definiciones presentadas por los docentes que utilizaron la desigual-
dad para definir la inecuacién estan en sintonia con las que se proponen en la
mayoria de los libros. Dichas definiciones han sido analizadas en la pregunta
2 del cuestionario realizado a los docentes. Recordemos que los que refieren
a la desigualdad (desigualdad con incégnitas o desigualdad algebraica) no
establecen el paralelismo entre la desigualdad absoluta y las identidades pa-
ra las igualdades, ya que bajo esta definicién no es posible distinguir entre
desigualdades absolutas y condicionales, puesto que ambas quedan bajo el
concepto de inecuacién.

A continuacién analizaremos en detalle tres de los libros de la muestra
debido a que las definiciones que adoptan son distintas a las presentadas por
los docentes en la encuesta. Se trata de los libros: L04032 y L08073 (ambos
de editorial Tinta Fresca pero correspondiente a distintos anos) y L11091 de
la editorial Stella.

El libro L04032 presenta la siguiente definicién (figura 8.5) referida a las
inecuaciones lineales con una incognita:
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Figura 8.5: Definicion de inecuacion en 104032

Observamos que es una definicién que se limita a las inecuaciones lineales
y no presenta casos mas generales.

El hecho de restringir a las expresiones del “tipo” puede provocar con-
fusiones en los estudiantes, dado que son ignorados los ejemplos de inecua-
ciones en las que el segundo miembro no sea una constante, por ejemplo las
expresiones: 3z +2 > 9z —3 6 3z + 2x > 9.

En el libro L08073, de la misma editorial pero del ano 2007, los autores
presentan la siguiente definicién (figura 8.6):

Se llaman inecuaciones
lineales con una variable
alas expresiones que pueden
reducirse a alguna de las formas
siguientes, siendo Ay B nimeros
reales.
Ax+B>0
Ax+B=0
Ax+B<0
Ax+B=0

Figura 8.6: Definicién en L08073

Se observa nuevamente que se limita la definicién al caso lineal, pero esta
vez agrega la idea: “puede reducirse a” una del “tipo”, no aparece claro el
modo de realizar la transformacién algebraica. De esta manera se elude el
uso de las propiedades del orden en los procedimientos de resolucién.

Es importante destacar que no aclaran los autores en esta edicién que el
coeficiente del término lineal sea distinto de cero (cuestién que en la edicién
anterior se habia contemplado).

En ambos casos presentan el tema desde el punto de vista funcional y
algebraico, aunque el sentido con el que justifican los procedimientos en la
primera edicion es el funcional exclusivamente, como mostramos en la figura
8.7 (incluso para el algebraico sugiere resolver la ecuacién y luego justificar a
través del crecimiento o decrecimiento de la funcién la eleccién del conjunto
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solucién).

4, ancuentren todos los valo

En este caso hay que averiguar cuando fix) <5.Como f(x)=- % x +4,queda planteadala

inecuacion - % X +4 < 5. Pararesolverla, buscamos en qué punto - %x +4=5

LT 0 S o PN (o PR
—§X‘4~Sc-3 3x—5 4= 3x_1:vx—l.\ 3| = x=-5

Como la pendiente es negativa, la recta es decreciente y por lotanto si f( - 3 )=5,
para valores de x mayores que - % ,laimagen sera menor que 5. El conjunto solucion de la
inecuacion - gx— 455es

=]t
S=i 5 x)

Figura 8.7: Marco funcional en L08073

En cambio en la segunda edicién, se realiza un tratamiento en el marco
algebraico y otro en el marco funcional que se complementan, como mostra-
mos en la figura 8.4.

Analizaremos ahora la siguiente definicién (figura 8.8) presentada en
L11091.

’ x25 [x=y<—=]

@ | I—' Desigualdades
|

| Inecuaciones

Las sentencias

se transforman en
proposiciones sélo
cuando la o las variables
intervinientes adoptan un
determinado valor.

Se denomina inecuacién a toda sentencia matemitica abiersa
expresada como una desigualdad.

Figura 8.8: Definicién presentada en 1.11091

En la definicién de inecuacion que presenta la autora refiere a sentencias
abiertas, aclarando que “Las sentencias matematicas abiertas se transforman
en proposiciones sélo cuando la o las variables intervinientes adoptan un
determinado valor”, esta cuestiéon consideramos que es incompleta. Dado
que la definicién de sentencia abierta se corresponde con la idea de funcién
proposicional, esta aclaracién supone que una funcién proposicional sélo
se transforma en proposicion a través de la ejemplificacién. Es decir no
incluye la posibilidad de utilizar cuantificadores (universal o existencial) que
puedan transformar la sentencia abierta en proposicién. Claramente en esta
definicion aparece el fenémeno de especificacion en el contexto de campo de
variabilidad como menciona Negrete (2002).

Destacamos que seguin la clasificacién que presenta, toda sentencia abier-
ta puede ser agrupada en dos tipos: de igualdad o de desigualdad, esta cues-
tién no es siempre cierta, ya que por ejemplo 3|x que significa 3 es divisor
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de x es también una sentencia abierta segun la definicién que presenta este
libro (figura 8.9), y no es una igualdad ni una desigualdad:

Atencidon:
Recuerda que..

sentencla matematica abierts

|
v v

igualdad

desgrualdad

COLARCIOn INECUACHN

Figura 8.9: Definicién presentada en 111091

8.4.4. Tipos de tareas

Recordemos que las tareas consideradas (ver descripcion detallada en la
seccién 4.5) son las siguientes:

= Tarea 1: Comparar expresiones (CE).
= Tarea 2: Resolver inecuaciones (RI).

» Tarea 3: Demostrar desigualdades absolutas (DDA).

Las frecuencias y porcentajes con que aparecen en los textos analizados
estas tareas, en cada uno de los marcos (algebraico, funcional y geométrico)
se detallan en el cuadro 8.8:

. | Porcentaje

Tarea Marco Frecuencia N=11
Algebraico 2 18%
CE Funcional 1 9%
Geométrico 0 0%

Algebraico 11 100 %
RI Funcional 3 271 %
Geométrico 0 0%
Algebraico 1 9%
DDA Funcional 0 0%
Geométrico 0 0%

Cuadro 8.8: Tareas encontradas. CE: Comparar expresiones, RI: Resolver
inecuaciones, DDA: Demostrar desigualdades absolutas
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Observamos que la tarea 2 (RI) se observa en la totalidad de los libros
de la muestra y se presenta en el marco algebraico. A modo de ejemplo
presentamos en la figura 8.10 uno de los ejercicios encontrados:

26, Hallen el conjunto solucién de cada inecuacién

a) 5—x<—2x+3
4
b)-2(1-x) > (x +4)(-3)

( 2)-:3;

5 \

C)S—['ﬁx—’
3

Figura 8.10: Tarea 2 (RI) en el marco algebraico en el libro L09072

El 27% de los libros analizados presenta la tarea 2 (RI) en el marco
funcional. A continuacién presentamos en la figura 8.11 un enunciado de

este tipo encontrado:

P 40, Consideren las funciones de las actividades 30 ¥
31 e indiquen
a) para qué valores de x se cumple que fix) < gix)
b) para qué valores de x se cumple que hx) > j(x)

> 41, 3) En un mismo sistema de ejes, grafiquen las
funciones m(x) = 0,5x + 4 y nix) = -x 4+ 3
b) Indiquen para qué valores de x se cumple gue
mx) < nix)
<} Indiquen para qué valores de x se cumple que
m{x) > n{x).

Figura 8.11: Tarea 2 (RI) en el marco funcional en el libro L01003

La tarea 1 (CE) la encontramos en el 23 % de los libros analizados y se
presenta en el marco algebraico.

En el siguiente ejemplo, teniendo como dato una cota para el perimetro
del cuadrado, los estudiantes deberan encontrar una cota para la superficie
del mismo, como mostramos en la figura 8.12:

¥ 27. £l perimetro de un cuadrado de lado x no supera el peri-
metro del rectangulo de la figura.

I

6.cm
¢Qué pueden asequrar acerca de la superficie S del cua-
drado? Exprésenlo mediante una inecuacion.

Figura 8.12: Tarea (CE) en el marco algebraico en el libro L01003
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Cabe senalar que si bien la tarea se presenta en el marco geométrico,
sélo constituye un pretexto para el planteo de una comparacion en el marco
algebraico.

La tarea 1 (CE) aparece como se observa en la figura 8.13 en el marco
funcional en un solo libro:

B aaa

Figura 8.13: Tarea 1 (CE) en el marco funcional en el libro L04032

En cuanto a la tarea 3 (DDA), la encontramos en un solo libro y se
observa en la figura 8.14. Si bien no requiere una justificacion de la eleccion
del simbolo, se trata de una generalizacién para los nimeros enteros que
cumplen esas condiciones tomando a y b como dos representantes de ellos.
El marco en el cual el libro plantea estos ejercicios es el algebraico.

3] Se sabe que a y b son numeros enteros tales
i que a.b<0,ya >0, completen con < 6 > se-
gun corresponda:

a)-2.a.b.a.
b)a.b.a.b .
¢ a.b.b..0
d)-a.(b) ... 0

.0
.0

Figura 8.14: Tarea 3 (DDA) en el marco algebraico en el libro L05041

8.5. Discusiéon de resultados y conclusiones

El anélisis de los conceptos previos al de inecuacion que presentan los
libros pone de manifiesto una coincidencia con los resultados obtenidos en la
encuesta realizada a los docentes, cuyos resultados se incluyen en el capitulo
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7. Nos referimos al hecho de “pegar” la ecuacién a la inecuacién, con todas
las dificultades que esto conlleva, ya que en general no se delimitan los
fenémenos que son relevantes al mismo.

En la mayoria de los textos se apela a la desigualdad para describir a
una inecuacion. En este aspecto encontramos coincidencia entre los textos
escolares y lo expresado por los investigadores, que en su totalidad utili-
zan este término para definirla. Practicamente ninguno de los textos define
claramente el concepto “desigualdad” ni ejemplifican numéricamente o men-
cionan sus propiedades previamente a la definiciéon de inecuacién. Tampoco
hay una definicién de inecuacion que contemple las condiciones necesarias
y suficientes para que la definicién sea correcta y ponga en juego la fenome-
nologia pertinente.

En el gréfico siguiente (figura 8.15) comparamos mediante un diagrama
de barras la utilizacion de los distintos tipos de tareas en los textos analiza-
dos:

Tipos de tareas en los textos
100%

80%

60%

40%
20%

0% J |

Tarea1: CE Tarea2: R1 Tarea 3: DDA

Figura 8.15: Tipos de tareas en los textos escolares. CE: Comparacién de ex-
presiones, RI: Resolucién de inecuacion, DDA: Demostracién de desigualdad
absoluta.

En la figura 8.16 comparamos las distintas tareas segin los marcos uti-
lizados en los libros estudiados:

Marcos utilizados por los textos
100%

80% |
60%
0% |
20% .
0% |

Algebraico Funcional Geométrico

Figura 8.16: Marcos utilizados en los textos escolares

Aparece con fuerza la idea de que resolver una inecuacion es la busqueda
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siempre de un conjunto solucién. En algunos libros se encontraron expresio-
nes como “suelen tener muchas soluciones”, esta cuestion también se condice
con lo analizado en las encuestas a los docentes.

Tanto en la presentacion del concepto como en las tareas encontradas en
los textos se observa que la mayoria trabaja solo en el marco algebraico.

La tarea que aparece méas arraigada en los textos escolares analizados
es la resolucién de inecuacién, con un proceso algoritmico de resolucién. En
este aspecto encontramos total coincidencia con lo analizado en la encuesta
a los docentes.

En la mayoria de los textos, las otras tareas estdn ausentes o bien en-
contramos un solo problema de la lista completa de ejercitacién propuesta
para el tema que exige estos procedimientos para su resolucién. En ninguno
de los libros analizados se realiza en la presentacion del tema la descripcion
de alguna tarea que no sea la resolucién de una inecuacién, que consiste en
los procedimientos de transformacién de la desigualdad condicional en otra
equivalente con el objetivo de encontrar el conjunto solucién.

En cuanto a las hipdtesis que nos planteamos en esta investigacion, es-
tos resultados proporcionan evidencias para afirmar la comprobacién de la
Hipdtesis 2: los fenémenos que organiza la desigualdad necesarios para la
matematica avanzada no son priorizados en su totalidad en las tareas pro-
puestas por los libros escolares.
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Capitulo 9

Producciones de estudiantes

Se piensa que lo justo es lo igual, y asi es: pero no para todos, sino
para los iguales. Se piensa por el contrario que lo justo es lo desigual y
asi es, pero no para todos sino para los desiguales.

ARISTOTELES

9.1. Introduccion

Analizamos en este capitulo las producciones de los estudiantes de pri-
mer ano del Profesorado de Matemadtica, cohorte 2012, en un cuestionario
que tiene como objetivo explorar las caracteristicas del objeto mental de-
stgualdad que poseen. Indagamos en torno a sus ideas respecto del concepto
v las herramientas que utilizan para el abordaje de problemas en los que
se ponen en juego las distintas tareas en los marcos: algebraico, funcional y
geomeétrico.

El cuestionario fue aplicado en las clases de Matematica Bésica en el
primer cuatrimestre del afno 2012. Esta organizado en dos partes desarrolla-
das en cuatro clases de 2 horas reloj. Los estudiantes trabajaron en forma
individual.

Abordamos el andlisis de las respuestas de los estudiantes segin tres
aproximaciones distintas: en una primera parte, describimos las respuestas
a cada tarea del cuestionario implementado. En la segunda parte realizamos
comparaciones de los desempenos de la muestra estudiada segun el tipo de
tarea y segun el marco. Finalmente, en una tercera parte, caracterizamos
la producciéon de cada estudiante segin su desempeno en cada una de las
tareas propuestas.

9.2. Instrumento y sujetos de estudio

Como indicamos en la seccién 1.4, el caso considerado se conforma por 21
estudiantes de primer ano del Profesorado de Matematica, cohorte 2012, que
cursaron la asignatura Matematica Bésica. El nimero de estudiantes varia
(entre 20 y 21) segun la asistencia a las clases en las que se instrumento.
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El cuestionario estd organizado en dos partes, con un total de 30 con-
signas. En su disenio optamos por cuestiones abiertas. Queremos estudiar
las resoluciones y argumentaciones que los alumnos son capaces de expresar
en las respuestas. Estas argumentaciones nos permitiran inferir las carac-
teristicas del objeto mental del concepto de desigualdad que han logrado
construir.

El cuestionario consta de dos partes:

m Parte 1: el propésito que perseguimos es indagar acerca del objeto
mental desigualdad que poseen los estudiantes. Esta parte se conforma
por 7 preguntas, cuyas respuestas exigen una descripcién personal del
concepto de desigualdad.

= Parte 2: el objetivo que nos proponemos es estudiar las interpreta-
ciones de los estudiantes de las desigualdades que se presentan en los
problemas planteados. Esta organizada en tres secciones:

e Seccién 1: contiene 10 problemas relacionados con el marco alge-
braico para la resolucién de distintos tipos de tareas.

e Seccidon 2: incluye 4 problemas relacionadas con el marco funcio-
nal para la resolucién de distintos tipos de tareas.

e Seccién 3: contiene 8 problemas relacionados con el marco geométri-
co para la resolucion de distintos tipos de tareas.

Las respuestas de los estudiantes se encuentran en el Anexo 2 de la tesis.

9.3. Parte 1: El concepto de desigualdad

En esta seccién nos proponemos indagar en el concepto de desigualdad
que los estudiantes pueden recuperar de su paso por la escuela secundaria.

Incluimos estas preguntas con el propdsito de que los estudiantes realicen
una explicacion valiéndose de todas las ideas y herramientas de las que
disponen.

La finalidad que se persigue en esta seccién es aproximarnos al objeto
mental “desigualdad” de los alumnos a partir de los términos que utilizan en
la definicién, de los ejemplos que presentan y de las diferencias y similitudes
que establecen.

Asimismo, esperamos identificar los aspectos que describen del concepto,
con respecto a los simbolos (letras, signo, incégnita, nimeros entre otros),
los mecanismos de resolucién, el conjunto solucién, etcétera.

Adem3ds tendremos en cuenta si los términos y procedimientos que in-
cluyen en sus definiciones pertenecen a los marcos: algebraico, funcional o
geométrico.
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En esta primera parte solicitamos que incluyan ejemplos y ejercicios
sobre el tema. Estamos interesados en conocer las consignas que proponen
como ejercicios, asi como los tipos de desigualdades que presentan. Esto
nos permitird inferir algunas caracteristicas de las elecciones del docente
respecto de las tareas que han sido abordadas en la ensenanza del tema.
Cabe recordar aqui que las tareas han sido vinculadas en la seccién 4.5 con
los fenémenos matemadticos (ver seccién 4.4) que organiza el concepto de
desigualdad.

También nos interesa indagar en las diferencias y similitudes que pueden
establecer entre las desigualdades numéricas y condicionales, por un lado, y
las ecuaciones e inecuaciones, por el otro.

Resumiendo las ideas anteriores, los objetivos que perseguimos mediante
las consignas de esta primera parte del cuestionario son los siguientes:

» Caracterizar los elementos que explicitan en la descripcion de desigual-
dad.

» Identificar los ejemplos, ejercicios o problemas que consideran fueron
utiles para comprenderlas.

= Indagar si los alumnos recuperan algunos usos de las desigualdades
durante su paso por la escuela primaria, secundaria y el ingreso a la
universidad.

» Caracterizar las diferencias que establecen entre ecuaciones e inecua-
ciones.

9.3.1. Preguntas

1. Si un amigo de la escuela secundaria te pregunta qué es una desigual-
dad matematica. ;Qué le dirias?

2. ;Qué ejemplos le darfas?
3. ;Qué ejercicios o problemas para que resuelva le darias? Indica alguno.

4. En tu historia escolar, jen qué otros temas (y en qué anos de la escuela
secundaria) utilizaste desigualdades? En lo posible cita ejemplos.

5. Detalla las similitudes y diferencias entre las desigualdades siguientes,
siendo z un numero real: 1 <5y x < 5.

6. Explica diferencias y similitudes entre una ecuacién y una inecuacién.

7. Responde V o F y ejemplifica:

[a] Algunas ecuaciones tienen infinitas soluciones.
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[b] Algunas inecuaciones tienen una unica solucién.

[c] La ecuacién siempre tiene solucién tnica.

[d] Algunas inecuaciones no tienen solucién.

[e] Las ecuaciones tienen siempre un nimero finito de soluciones.

[f] El conjunto solucién de una inecuacién es siempre un conjunto de
valores.

9.3.2. Analisis de Resultados

Pregunta 1

Si un amigo de la escuela secundaria te prequnta qué es una desigualdad
matemdtica. ;Qué le dirias?

Decidimos realizar la consulta respecto del término desigualdad ma-
temdatica con el objetivo de indagar en el objeto mental desigualdad de los
estudiantes y explorar en las nociones que pueden recuperar del mismo. Des-
pués de que transitaron la escuela primaria, la secundaria y el ingreso a la
universidad nos interesa aproximarnos a dicho objeto mental e identificar, a
partir de sus respuestas, los fenémenos (ordenacion, especificacion o gene-
ralizacion ver seccién 4.4) a los que refieren en la descripcién del concepto.
Para ello a continuacién nombramos los grupos de acuerdo al fenémeno que
registran en sus respuestas.

Consideramos la siguiente categorizacion para las descripciones de los
estudiantes del concepto de desigualdad matemdtica:

s Grupo 1: Ordenacion. Describen la desigualdad matematica con la
idea de una relacion entre objetos distintos. Consideramos que este
grupo hace referencia al fenémeno de ordenacion. Hacen hincapié en la
comparacién entre valores, miembros, funciones o resultados (algunos
estudiantes hablan de términos en lugar de miembros). Transcribimos
a continuacién las respuestas de los Estudiantes 5, 12 y 13.

Estudiante 5: “Cuando se encuentran dos nimeros que no son
iguales”.

Estudiante 12: “(...) Le explico los signos que se utiliza en la de-
sigualdad (x < y “x menor que y”, x >y “x mayor que y”, z <y
“r menor o igual que ¥, x > y “x mayor o igual que y” y asi jus-
tifico que 2 valores 6 2 funciones pueden tener diferentes o
iguales valores o resultados”.

Estudiante 13: “Desigualdad es una diferencia entre dos térmi-

nos”.
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n Grupo 2: FEspecificacion. Piensan que toda desigualdad matematica
es una inecuacion. Interpretamos que este grupo de estudiantes hace
referencia al fenémeno de especificacion. Analizamos este grupo a con-
tinuacién con mas detalle e incluimos en lo que sigue varios ejemplos.

» Grupo 3: Generalizacion. Describen procedimientos de demostracion
de desigualdades absolutas.

» Grupo 4: Inactivos.: no responden o no recuerdan.

Mostramos los resultados en el cuadro 9.1:

Fenémeno Frecuencia | Porcentaje
N=21
Grupo 1: Ordenacidn 3 14 %
Grupo 2: Especificacion 13 62 %
Grupo 3: Generalizacion 0 0%
Grupo 4: Inactivos 5 24 %
Total 21 100 %

Cuadro 9.1: Concepto de desigualdad matemdtica

Analisis detallado del Grupo 2

Hay 13 estudiantes que estiman que toda desigualdad matematica es una
inecuacion. Uno de ellos sdlo responde “es una inecuacion” y los 12 restan-
tes describen directamente dicho concepto. A continuacion clasificamos las
respuestas de estos 12 estudiantes segtn la categorizacion utilizada para las
opiniones de los docentes en torno al concepto de inecuacion.

CATEGORIA 1

Ecuacionistas: incluimos aqui los estudiantes que describen la inecuacion
diferenciandola de la ecuacién. En este grupo hay tres subgrupos, de acuerdo
al aspecto que utilizan para la distincién realizada entre los dos conceptos.
Vale aclarar que algunos estudiantes utilizan méas de un aspecto.

Ia) Simbdlicos: remarcan la diferencia en el signo entre una ecuacién y
una inecuacién. A modo de ejemplo mostramos en la figuras 9.1 y 9.2 las
respuestas de dos estudiantes.
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Figura 9.1: Respuesta del Estudiante 4 a la pregunta 1
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Figura 9.2: Respuesta del Estudiante 11 a la pregunta 1

Transcribimos a continuacion las respuestas anteriores extraidas de las
producciones de los estudiantes.

Estudiante 4: “Una desigualdad matemaética es una ecuacién en la cual,
antes de aparecer el signo igual (=), aparece el >, <, <, >”.

Estudiante 11: “Es una ecuacién, pero con la diferencia de que la ecua-
cién tiene sus términos igualados. La desigualdad tiene sus términos
separados por <, >, <, >7.

Observacién: este tltimo estudiante utiliza la palabra “términos”
para referirse a “miembros”.

Ib) Mecanicistas: se centran en algun procedimiento algebraico de reso-
lucién, mencionan la propiedad de multiplicar o dividir ambos miembros por
un numero negativo para distinguir la ecuacién de la inecuacién. A modo
de ejemplo incluimos la siguiente respuesta.

Estudiante 2: “Es donde tenés que despejar una determinada letra a
través de distintos pasos”.

Ic) Resultadistas: hacen hincapié en las caracteristicas del conjunto solucién
para distinguir la ecuacién de la inecuacion.
Para ejemplificar transcribimos a continuaciéon una respuesta.

Estudiante 8: “Una ecuacién es la solucién de una incégnita, y una
inecuacion es el conjunto solucién de infinitos valores”.

CATEGORIA 11

Relacionistas: incluimos aqui los estudiantes que hacen referencia a una
relacion entre expresiones y mencionan caracteristicas del conjunto solucion.
Para ejemplificar transcribimos en la figura 9.3 una respuesta.
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Figura 9.3: Respuesta del Estudiante 21 a la pregunta 1
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Estudiante 21: “Es una operacién que hay que encontrar un resultado
o varios resultados tal que esa desigualdad sea verdadera. Puede ser
<>, <20

Respuesta Frecuencia | Porcentaje
N=12
Ecuacionistas 7 58 %
Relacionistas 5 42 %
Total 12 100 %

Cuadro 9.2: Concepto de desigualdad

Mas de la mitad de los estudiantes del grupo 2 utiliza cuestiones relacio-
nadas a la ecuacion para describir el concepto. Esto se manifiesta expresa-
mente utilizando este término en la definicién que enuncian.

En el cuadro 9.3 presentamos las frecuencias y porcentajes obtenidos,
segun el aspecto que describen del concepto. Los porcentajes refieren al total
de cada categoria. Por ejemplo, el primer renglén del cuadro indica que de
los estudiantes ecuacionistas el 43 % son simbdlicos. Ademds, el porcentaje
total de cada categoria supera el 100 % debido a que un mismo estudiante
puede estar en mas de una subcategoria, ya que algunos de ellos mencionan
mas de un aspecto.

Término Aspecto Total | Porcentaje
Simbdlicos 3 43 %

Ecuacionistas N=7 Mecanicistas 1 24 %
Resultadistas 3 43 %
Simbdlicos 1 20 %

Relacionistas N=5 Mecanicistas 1 20 %
Resultadistas 3 60 %

Cuadro 9.3: Concepto de desigualdad segtin el aspecto mencionado

Podemos observar en el cuadro 9.3 que para el caso de los ecuacionis-
tas, la frecuencia mayor (43 %) corresponde a los que explican el concepto
haciendo énfasis en los simbolos o a los que refieren al conjunto solucién.
También se puede ver que los relacionistas el aspecto que resaltan con mayor
frecuencia (60 %) es el conjunto solucién. Esta tendencia nos adelanta el tipo
de tareas que los estudiantes abordan en la escuela secundaria, dado que el
trabajo con la inecuacién estd asociado a la busqueda del conjunto solucién.
Es decir aparece claramente una vinculacién con la tarea 2 (RI).

Preguntas 2 y 3

¢ Qué ejemplos le darias?
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¢ Qué ejercicios o problemas para que resuelva le darias? Indica alguno.

Con estas preguntas esperamos ampliar la descripcion de la nocién de
desigualdad de los estudiantes.

Agrupamos para el andlisis estas preguntas y las clasificamos segun el ti-
po de ejemplos de desigualdades que presentan: numéricas, lineales, cuadrati-
cas, racionales, etcétera.

Para los ejemplos:

Respuesta Frecuencia | Porcentaje
N=21
No resuelve 3 14 %
Desigualdades numéricas 4 19%
Inecuaciones lineales 9 43 %
Desigualdades numéricas e inecuaciones lineales 2 10%
Inecuaciones lineales y cuadraticas 1 5%
Problema extramatematico 1 5%
Afirma que buscaria en libros 1 5%
Total 21 100 %
Cuadro 9.4: Ejemplos
Para los ejercicios:
Respuesta Frecuencia | Porcentaje
N=21
No resuelve 9 43 %
Desigualdades numéricas 1 5%
Inecuaciones Lineales 7 33%
Desigualdades numéricas e inecuaciones lineales 1 5%
Inecuaciones cuadraticas 1 5%
Afirma que buscaria en libros 1 5%
Comparacién de expresiones 1 5%
Total 21 100 %

Cuadro 9.5: Ejercicios o problemas

En el primer caso, en el cuadro 9.4, la mayor frecuencia en los ejemplos
se da en los estudiantes (43 %) que presentan inecuaciones lineales. Esto nos
hace pensar que asocian directamente el tema desigualdades a la resolucion
de una inecuacion lineal.

Pero lo interesante es que al tener que elaborar un ejercicio, apelando o
no a lo que recuerdan, un 43 % no resuelve, como observamos en el cuadro
9.5. Es decir que recuerdan la inecuacién lineal pero no logran presentar
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algin enunciado para resolver estas situaciones. En esta pregunta pensamos
que puede incidir el tipo de consigna, ya que no estan habituados a elaborar
problemas en los que se involucre algin contenido matemético, mas bien
estan acostumbrados a resolver las que les presenta el docente.

Encontramos interesante la respuesta del Estudiante 12 que intenta pre-
sentar ejemplos de comparacién de expresiones, como mostramos en la figura
9.4:
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Figura 9.4: Respuesta del Estudiante 12 a la pregunta 3

Pregunta 4

En tu historia escolar, jen qué otros temas (y en qué anos de la escuela
secundaria) utilizaste desigualdades? En lo posible cita ejemplos.

Con esta pregunta esperamos indagar si los alumnos recuerdan haber
utilizado la desigualdad en otros temas.

En el cuadro 9.6 observamos que la mayoria de los estudiantes de la
muestra menciona las inecuaciones lineales o las inecuaciones lineales con
dos incégnitas como los temas de la escuela secundaria donde trabajaron
desigualdades.

Respuesta Frecuencia | Porcentaje
N=21

No responde 4 18%
No recuerda 7 33%
No lo di nunca 2 10%
Inecuaciones lineales 5 24 %
Inecuac%ones lineales (.3 o 9 10%
Inecuaciones con dos incégnitas
Inecuaciones con valor absoluto

. 1 5%
y cuadraticas
Total 21 100 %

Cuadro 9.6: En su historia escolar

Nuevamente es importante observar el ntimero de estudiantes que no
responde. Si incluimos en este grupo los alumnos que no recuerdan y los que
no resuelven el porcentaje asciende al 51 %.

Hay un 10 % de los estudiantes que manifiesta que nunca en su historia
escolar trabajé este tema. Observamos que los que recuerdan el tratamiento
del tema mencionan: inecuaciones lineales, cuadraticas, con valor absoluto
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e inecuaciones lineales con dos incognitas. Nuevamente surge la idea de que
las tareas en las que los estudiantes abordan estos contenidos estéan ligadas
a la busqueda del conjunto solucién de inecuaciones de distinto tipo.

Pregunta 5

Detalla las similitudes y diferencias entre las desigualdades siguientes,
stendo x un numero real: 1 <5 yx < 5.

Esta pregunta apunta a indagar si los estudiantes distinguen las desigual-
dades numéricas y las condicionales o inecuaciones.

En este caso observamos en el cuadro 9.7 que en general no comprenden
la diferencia entre una desigualdad condicional y una numérica. Es decir, no
responden (inactivos), las diferencian por los simbolos que observan en una
y otra o consideran que son similares.

Respuesta Frecuencia | Porcentaje
N=21
Inactivos 7 33%
Diferencian por los simbolos 9 43 %
Consideran que son similares 1 5%
Interpretan correctamente la diferencia 4 19%
Total 21 100 %

Cuadro 9.7: Desigualdad numérica y desigualdad condicional

Los alumnos que se centran en los simbolos para establecer diferencias y
similitudes, como ejemplificamos en la figura 9.5 mediante la respuesta del
Estudiante 10, entendemos que no interpretan claramente ambos conceptos
sino que describen en palabras lo que se muestra en simbolos.
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Figura 9.5: Respuesta del Estudiante 10 a la pregunta 5

Pregunta 6

Ezxplica diferencias y similitudes entre una ecuacion y una inecuacion.
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Con esta pregunta nos proponemos explorar en torno a las diferencias
y similitudes que establecen los estudiantes en cuanto a los conceptos de
ecuacion e inecuacion.

Observemos en el cuadro 9.8 que la respuesta que aparece con mayor
frecuencia (un 48 %) es “no recuerda” o “no resuelve” esta cuestién.

Respuestas Frecuencia | Porcentaje
N=21
No responde 10 48 %
o En ambas se despeja x 1 5%
Similitudes - ———
N—11 Ambas tienen incégnitas 3 14 %
Ambas tienen dos miembros 2 10%
Ambas son desigualdades 1 5%
Diferencias Conjunto solucién 5 62 %
N=8 Signo (En la E el signo es =y 7 87 %
enles> < < >)

Cuadro 9.8: Diferencias y similitudes: ecuacién (E) e inecuacién(I)

En cuanto a las similitudes, los estudiantes mencionan que ambas tienen
incognitas y dos miembros; un estudiante encuentra en comun que en los
dos casos se despeja x, haciendo hincapié en el proceso de resolucion; y otro
alumno considera que ambas son desigualdades.

En lo que respecta a las diferencias, hay dos grupos. Por un lado, los que
mencionan “diferencias en el signo”, es decir, reparan su atencién en los
simbolos que conectan sus miembros (un 87 % de los que mencionan diferen-
cias). El otro grupo centra su atencién en el resultado, manifiesta: “distinto
el conjunto solucién” o interpretan “la solucién de ambas” (un 62 % de los
que mencionan diferencias). Como se muestra en la figura 9.6, entienden que
la ecuacién tiene siempre solucién unica, en cambio la inecuacién tiene siem-
pre infinitas. Esta cuestion también la encontramos en algunas respuestas
de los docentes.
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Figura 9.6: Respuesta del Estudiante 8 a la pregunta 6

Pregunta 7

Responde V o F y ejemplifica:
[a] Algunas ecuaciones tienen infinitas soluciones.
[b] Algunas inecuaciones tienen una unica solucion.

[c] La ecuacion siempre tiene solucion unica.
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[d] Algunas inecuaciones no tienen solucion.
[e] Las ecuaciones tienen siempre un nimero finito de soluciones.

[f] El conjunto solucion de una inecuacion es siempre un conjunto de valo-
res.

Conjeturamos que las particularidades del conjunto soluciéon constitu-
yen rasgos distintivos de los objetos mentales que han elaborado para cada
uno de estos conceptos. El objetivo de esta consigna es indagar en torno
a las ideas de los estudiantes relacionadas con el conjunto solucién de las
ecuaciones y las inecuaciones.

Podemos observar en el cuadro 9.9 que en lo que se refiere a la ecuacién la
mayoria responde correctamente respecto del conjunto solucién, pero clara-
mente existen dificultades en el caso del conjunto solucién de la inecuacion.
Un 67 % considera que el conjunto solucién de una inecuacién es siempre un
conjunto infinito, sin tener en cuenta que dicho conjunto pueda ser vacio,
un conjunto unitario o un conjunto finito.

Ecuacién Inecuacién
Respuesta [a] [c] le] [b] [d] [f]
F P F P F P F P F P F P
Correcta 12| 57% (14| 67% [ 13| 62% 8 | 38% 8 | 38% 2 10%
Incorrecta 9 | 43% | 6 | 29% | 4 | 19% | 10| 48% | 9 | 43% |14 | 67%
No resuelve | 0 0% 1 5% 4 1 19% [ 3| 14% | 4 | 19% | 5 | 24%
Total 21 1100% | 21 | 100% | 21 | 100% | 21 | 100% | 21 | 100% | 21 | 100 %

Cuadro 9.9: Conjunto solucién de ecuaciones e inecuaciones

9.3.3. Conclusiones de la Parte 1

En esta primera parte resaltamos una cuestién muy importante: en ge-
neral los estudiantes consideran que toda desigualdad matemdtica es una
inecuacion. Ademas se manifiesta en los estudiantes que conceptualmente
subordinan la inecuacién a la ecuacion, tanto para explicar el concepto como
para ejemplificarlo. Encontramos una total correspondencia con el andlisis
realizado de las respuestas de los docentes en este ltimo aspecto. También
en cuanto al aspecto que resaltan del concepto inecuaciéon aparece clara-
mente una coincidencia ya que hacen énfasis en el conjunto solucién o en los
simbolos con mayor frecuencia.

Halmaghi (2011) presenta cinco concepciones de desigualdad en su es-
tudio (ver Seccién 2.3), advertimos que las imégenes de desigualdad que
poseen los estudiantes de la muestra corresponden a la Concepcién 1 que
la autora describe como “la desigualdad como una extrana relacién de una
ecuacién, como una especie de ecuacion, por lo tanto el signo < se sustituye
por el =".
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Observamos una menor tasa de respuesta en los estudiantes cuando de-
ben elaborar ejercicios o problemas que sean propios del tema desigualdades,
de plantear situaciones modelizadas por medio de ellas. Finalmente, nota-
mos que son minoria los estudiantes que interpretan a la desigualdad como
una relacién.

En la figura 9.7 podemos observar que un porcentaje importante de estu-
diantes, en su explicacion del concepto de desigualdad, describen el fenémeno
de especificacion.

Concepto de desigualdad
100%

80%

62%
60%

40%
24%

20% 14%
L] o
0%

Ordenacion Especificacion Generalizacion  Inactivos

Figura 9.7: Fenémenos que describen los estudiantes

9.4. Parte 2: Problemas en cada marco

Cada una de las tres secciones siguientes del cuestionario responde a uno
de los marcos que describimos en la seccién 4.6 del capitulo 4.

m Seccién 1: Marco algebraico.
m Seccién 2: Marco funcional.

m Seccién 3: Marco geométrico.

Organizamos el andlisis de las respuestas segiin los tipos de tareas iden-
tificadas en la seccién 4.5 del capitulo 4, a saber:

» Tarea 1: Comparar expresiones (CE).
» Tarea 2: Resolver inecuaciones (RI).
» Tarea 3: Demostrar desigualdades absolutas (DDA).

En el cuadro 9.10 describimos la organizacién de los problemas, clasifi-
cados seglun los marcos y el tipo de tarea:
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Tipos de tareas
Marcos Secciones CE RI DDA
Algebraico 1 2.[a][b][c] | 1.[a][b][c][d][e] | 3.[a][b]
Funcional 2 1.[a] 1.[b] 2.[b] 3.[a]
Geométrico 3 1.[a] 2.[a] 1.[b] 2.[b] 3.[a][b]

Cuadro 9.10: Secciones y tipos de tareas

9.5. Seccién 1: Marco algebraico

Los objetivos que perseguimos con esta seccién son los siguientes:

= Indagar en las estrategias utilizadas en la resolucién algebraica de las
inecuaciones, en la comparacién de expresiones y en la demostracion
de desigualdades absolutas.

= Indagar en los tipos de problemas que han resuelto alguna vez en su
trayecto escolar y preuniversitario.

Los problemas incluidos en el cuestionario en el marco algebraico son los
siguientes:

1. Resuelve las siguientes inecuaciones. Siendo x un nimero real:

[a] 2z —-3<x-5
[b] 22>0
[c] 22<0
[d] 2z < 5x

[e] 22 < x
2. Responde a las siguientes cuestiones detalladamente:

[a] Sabiendo que —1 < z < 1, jentre qué valores estd 2x + 47
[b] Sabiendo que —1 < x < 1, jentre qué valores estd z2?

[c] Sise tiene que —3 < 2 — 1 < 5 entonces se cumple que existen a y
b reales tales que a < 224+ 1 < b . Halla el valor de ab.

3. Responde a las siguientes cuestiones, justificando detalladamente en
cada caso tus decisiones:

[a] Sabiendo que 0 < a < b, compara las expresiones a?y a-b .

[b] Sabiendo que @ > 0 y b > 0 compara las expresiones: (a + b)? y
2, 12
a” + b°.
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9.5.1. Tarea 1: CE en el marco algebraico

Los problemas matematicos que incluimos en el cuestionario para la tarea
de comparar expresiones en el marco algebraico se encuentran en los items 2.
[a], [b] ¥ [c] del cuestionario. Elegimos una expresién lineal y una cuadraitica
para comparar con valores numéricos, y por ultimo, una expresion cuadratica
con valores numéricos, pero en este caso el antecedente de la implicacién es
también una inecuacién que deberan resolver.

Los resultados obtenidos se presentan en el cuadro 9.11.

Problema 2
Respuesta [a] [b] [c]

F P F P F P
No Resuelve | 13| 62% |15 | 71% | 16 | 76%
Incorrecta 7133% | 5| 24% | 5| 24%
Correcta, 1 5% 1 5% | 0] 0%
Total 21 [ 100% | 21 | 100% | 21 | 100 %

Cuadro 9.11: Seccién 1: Marco algebraico - Tarea 1(CE)

Observamos que la mayoria de los estudiantes (62 %) no responde las
cuestiones planteadas.

Los que resuelven sustituyen los valores extremos de z; en el caso de
que la funcién es creciente, el método funciona y se obtiene una respuesta
correcta; pero en el caso de la funcién f(z) = 22 en el intervalo (—1, 1), este
procedimiento no conduce a la respuesta correcta, como observamos en la
respuesta del Estudiante 7 en la figura 9.8:

a) Sa?iendo que—-1<x< 1, éEntre qué valores esta

3 Enteorndo. 23
29‘c+4-. eniveld

b) Sabiendo que —1 < x< 1, éEntre qué valores esta x2?
& O Hwenon: & Aumnere 1 =811

Figura 9.8: Respuesta del Estudiante 7 al problema 2.[a] y [b]

@CA\ _lex<A
_Aczxay <A
A g 2wy _Yead Y

Figura 9.9: Respuesta del Estudiante 3 al problema 2.[a]
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Los que resuelven incorrectamente en el caso del problema 2.[a] suponen
que la funcién tiene la misma cota que la variable independiente, como
mostramos en la figura 9.9, es el caso del Estudiante 3; o bien consideran
que deben sumar 4 a la cota de la variable independiente para obtener la cota
para 2z + 4, como mostramos en la figura 9.10, es el caso del Estudiante 19.
En este ultimo ejemplo, interpretamos que resuelve las cuentas —14+4 y 1+4,
por lo que responde entre 3 y 5. Otra resolucién incorrecta que detectamos
es la sustitucién de x por un valor intermedio del intervalo, como en la figura
9.11, el Estudiante 15 reemplaza por 0 en la expresion.

a) Sabiendo que —1 < x < 1, éEntre qué valores estd
2+ 4?2 Ese= 105 WplEs 34 5.

Figura 9.10: Respuesta del Estudiante 19 al problema 2.[a]

()
a) Sabiendo que —1 < x < 1, éEntre qué valores est3
2x+4? 2.0 +f wl

b) Sabiendo que —1 < x < 1, ¢Entre qué valores esta x2?
N\

\J

Figura 9.11: Respuesta del Estudiante 15 al problema 2.[a] y [b]

Cabe mencionar que el uso del singular en la consigna del problema
2.[c] (“el valor”) cuando se trata de infinitos valores, haya contribuido en el
elevado porcentaje de alumnos que no aborda la tarea.

9.5.2. Tarea 2: RI en el marco algebraico

Los problemas matematicos incluidos en el cuestionario para la tarea
de resoluciéon de inecuacion en el marco algebraico se encuentran en los
items 1.[a], [b], [c], [d] y [e] del cuestionario. Elegimos dos inecuaciones
lineales, dos cuadraticas muy particulares que necesitan un anadlisis de la
situacién mas que un procedimiento algoritmico para su resoluciéon y una
dltima inecuacién cuadratica méas compleja de resolver. Entre las desigual-
dades condicionales ubicamos la desigualdad absoluta en el problema 1.[b]
para analizar si la identifican y si mencionan alguna conclusién respecto de
las anteriores.

Presentamos los resultados obtenidos en el cuadro 9.12.
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Problema 1
Respuesta [a] [b] [c] [d] [e]
F P F P F P F P F P

No Resuelve 3| 14% |14 67% | 14| 67% | 8 | 38% | 16 | 76 %
Resuelve conerror | 3 | 14% | 7 | 33% | 7 | 33% | 11| 52% | O 0%
Resol. incompleta | 0 0% 51 24%
Resol correcta 51 71% |0 0% 0 0% 21 10% | 0 0%
Total 21 1100% | 21 | 100% | 21 | 100% | 21 | 100% | 21 | 100 %

Cuadro 9.12: Seccién 1: Marco algebraico - Tarea 2 (RI)

Observamos en el cuadro 9.12 que en el primer item la mayoria de los
estudiantes (71 %) resuelve correctamente la inecuacion lineal, y ademés
hay un nimero muy pequeno de estudiantes que no lo resuelve o manifiesta
haberlo olvidado. Es decir, si s6lo hubiéramos incluido este problema para
la tarea de resolucion de inecuacion en el marco algebraico dirfamos que la
mayoria de los estudiantes de la muestra se ubica en el contexto algebraico
y utiliza correctamente la desigualdad para organizarlo.

En cambio, en los cuatro items posteriores, las dificultades para resol-
ver algebraicamente crecen enormemente. Las variantes de inecuaciones si-
guientes requieren otro tipo de andlisis para su resolucién. En el caso de la
desigualdad absoluta observamos que los que la resuelven realizan el mismo

tratamiento algebraico que en las anteriores, como mostramos en la figura
9.12:

Figura 9.12: Respuesta del Estudiante 7 al problema 1.[a], [b] y [c]

Observamos que si bien manejan los procedimientos algebraicos, segin
los resultados del item anterior, esta mecanizacién sin un analisis del sentido
de los procedimientos, se constituye en un problema para pensar correcta-
mente las demds cuestiones. La mayoria de los estudiantes en estos items
no resuelve o intenta forzar mecanismos algoritmicos. Aparecen errores alge-
braicos y aritméticos en las resoluciones. Como por ejemplo en el Estudiante
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20, que resuelve en forma incorrecta 0 : (—3) como —3 (error aritmético), y
en el Estudiante 5, que resuelve en forma incorrecta 2z — 2z como 22 (error
algebraico).

@b) x¥320 xeR®O) ¥co . xek
/ !
>0 P <

X’
X\

MR et

Figura 9.13: Respuesta del Estudiante 3 al problema 1.[b] y [c]

Destacamos que ningin estudiante resuelve correctamente los problemas
con inecuaciones cuadraticas, ademas observamos dificultades en el uso del
valor absoluto. Algunos estudiantes reconocen que vz2 = |z| pero no conti-
nuan la resolucién, como mostramos en la figura 9.13. Interpretamos que al
encontrarse con el valor absoluto no recuerdan o desconocen cémo resolver
este tipo de inecuaciones.

9.5.3. Tarea 3: DDA en el marco algebraico

Los problemas matemadticos que incluimos en el cuestionario para la ta-
rea de demostracién de desigualdades absolutas en el marco algebraico se
encuentran en los {tems 3.[a] y [b] del cuestionario. El primer problema
podran abordarlo utilizando las propiedades del orden en los reales, y en el
segundo deberan utilizar ademas el cuadrado de un binomio.

En el cuadro 9.13 mostramos los resultados obtenidos.

Problema 3
Respuesta [a] [b]

F P F P
No Resuelve | 18 | 86% | 19 | 90%
Incorrecta 0 0% 1 5%
Correcta 3| 14% | 1 5%
Total 21 | 100% | 21 | 100 %

Cuadro 9.13: Secciéon 1: Marco algebraico - Tarea 3: DDA

En este caso el porcentaje de estudiantes que no resuelve es del 86 %.
En el problema 3.[a] son 3 estudiantes los que escriben bien la relacién, y
en el problema 3.[b] es un solo estudiante. Destacamos que es este iltimo
el inico que fundamenta con propiedades la relacion que establece, como
podemos observar en la figura 9.14.
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lowo)?) a%ib
0,
® (ob) = ?12.0.b +b®
Oﬂb*\o,z: OO T\Q‘O

© ot- a0l ob

Figura 9.14: Respuesta del Estudiante 5 al problema 3.[a] y [b]

9.5.4. Informacion adicional

En cada uno de los problemas de la seccién 1, solicitamos a los estudiantes
que indicaran si habian resuelto alguna vez en la escuela secundaria un
problema parecido en una tabla que se adjuntaba al final. Los porcentajes
resultantes se muestran en el cuadro 9.14.

Respuesta Problema 1 Problema 2 | Problema 3
Resolvi uno parecido | [a] | [b] | [c] | [d] | [a] | [b] | [c] | [a] [b]
Si 95 1381291331910 0 0 0
No 5 | 57 | 67 [ 57 | 67 | 86 | 100 | 100 100
No Responde 0 5 5 10141 5 0 0 0

Cuadro 9.14: Respuestas a jrecuerda un problema parecido?

El problema que reconocen como resuelto alguna vez en la escuela es el
1.[a]. Respecto de los restantes, la mayoria reconoce no haberlos resueltos en
la escuela. Los porcentajes aumentan hasta los tres ultimos, donde aparecen
otros simbolos distintos de  que no reconocen haber trabajado en la escuela
secundaria.

Nos damos cuenta de que es posible que los alumnos no recuerden con
precisién los problemas que resolvieron en la escuela. Nuestra indagaciéon
apunta a identificar aquella tarea que les resulta mas familiar en comparacion
con las demds. Claramente aqui reconocen a la resolucién de inecuaciones
lineales como una tarea habitual en la escuela.

9.5.5. Conclusiones de la Parte 2: Seccién 1

En primer lugar, resaltamos que la mayoria de los estudiantes de la
muestra resuelve correctamente en el marco algebraico la inecuacién lineal.

En los ejercicios donde se requiere algin otro tipo de analisis, destacamos
que la mayoria no recuerda o no resuelve situaciones en las que estan involu-
cradas las desigualdades en un entorno algebraico. Ademas, los que intentan
resolver lo hacen con procedimientos algoritmicos propios de las ecuacio-
nes, sin cuestionarse la posibilidad de validez de los mismos para el caso
de las inecuaciones. Es decir, poseen una idea de la inecuacién totalmente
subordinada a la ecuacién.

Rupturas en el tratamiento de las desigualdades matemadticas - Silvia Bernardis



154 9.6. SECCION 2: MARCO FUNCIONAL

Los que interpretan las desigualdades como relaciones son muy pocos,
en algunos problemas ninguno.

Respecto de las desigualdades absolutas, observamos que es importante
habituar a los estudiantes a que justifiquen sus decisiones, ya que con las he-
rramientas matematicas que poseen es necesario iniciarlos en el camino hacia
la demostracion respaldando las afirmaciones con propiedades conocidas.

9.6. Seccién 2: Marco funcional
Los objetivos que nos planteamos en esta seccién son los siguientes:

= Indagar en las estrategias utilizadas en la resolucién de inecuaciones,
en la comparacién de expresiones y en la demostracién de desigualda-
des absolutas a partir de la informacion provista por las graficas de
funciones.

» Identificar si la visualizacién que se logra de esta manera ayuda a
resolver las relaciones pedidas.

= Indagar en los tipos de problemas que han resuelto alguna vez en su
trayecto escolar y preuniversitario.

Los problemas incluidos en el cuestionario para el marco funcional son
los siguientes:

1. A partir de la siguiente grafica (Figura 9.15) de la funcién f(z) = 22 —4
, resuelve y explica detalladamente:

¥

J) =" — 4

Figura 9.15: Ejercicio 1

[a] Si —2 < 2 < 2, jentre qué valores estd x? — 47

[b] Si 22 —4 >0, jentre qué valores estd x?
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2. A partir de las gréaficas (Figura 9.16) de las funciones f(z) = 22 y
g(z) = x, resuelve y explica detalladamente:

Figura 9.16: Ejercicio 2

[a] Si z < 0: compara = con z2, justifica detalladamente tu decisién.

[b] Siz > 2% jentre qué valores estd x7?

9.6.1. Tarea 1: CE en el marco funcional

Para la tarea de comparacion de expresiones en el marco funcional inclui-
mos en el cuestionario el problema 1. [a]. En este primer problema elegimos
presentar la grifica de una sola funcién. Los resultados obtenidos se mues-
tran en el cuadro 9.15

Respuesta 1.[a]
F P
No resuelve 8 | 42%
Resolucién algebraica 2 | 10%
Incorrecta Resolucién funcional 3| 17%
Sustitucién en los extremos | 2 | 10%
Tabla de valores 3| 17%
Correcta 1 5%
Total 19 | 100%

Cuadro 9.15: Seccién 2: Marco funcional - Tarea 1 (CE)

Un 42 % no resuelve el ejercicio o manifiesta no recordarlo.

De los estudiantes que resuelven en forma incorrecta, algunos lo hacen
algebraicamente (el 10 %)—con los mismos inconvenientes que describimos
en el caso de las inecuaciones cuadraticas en la Seccién 1 en la tarea RI—
; otros evaliian en los extremos (10%); y un grupo de ellos realiza tablas
de valores. Consideramos que la construccién de una tabla constituye una
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estrategia de resolucién habitual, que en este caso ha utilizado el 17 % de los
estudiantes, como por ejemplo el Estudiante 12, cuya respuesta se observa en
la figura 9.17. Si bien podrian utilizar los valores que obtienen de las tablas,
en este caso interpretamos que este recurso responde a un estereotipo de
procedimiento escolar utilizado para la representacién de la grafica de una
funcidén, ya que no es aprovechado para abordar con éxito la resolucion de
los problemas.

Figura 9.17: Respuesta del Estudiante 12 al problema 1.[a]

Solo un estudiante utiliza la grafica para resolver esta actividad. Si bien
la respuesta correcta al problema es —4 < z? — 4 < 0 pensamos que logra
ubicarse en el contexto funcional, como mostramos en la figura 9.18:

Figura 9.18: Respuesta del Estudiante 23 al problema 1.[a]

9.6.2. Tarea 2: RI en el marco funcional

Para la tarea de resolucién de inecuacién en el marco funcional incluimos
en el cuestionario los problemas 1.[b] y 2.[b]. En el primer problema se
presenta la grafica de una funcién, mientras que en el segundo aparecen las
graficas de dos funciones. Los resultados obtenidos se muestran en el cuadro
9.16:
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Respuesta 1.[b] 2.[b]
F P F P
No resuelve 4 | 2% | 13| 68%
Incorrecta Resolucién algebraica | 10 | 53% [ 0 | 0%
Resolucién funcional | 3 | 17% | 5 | 26%
Correcta, 2| 10% | 1 6 %
Total 19 | 100% | 19 | 100 %

Cuadro 9.16: Seccién 2: Marco funcional - Tarea 2 (RI)

En el problema 1.[b], como observamos en el cuadro 9.16, la mayoria
de los estudiantes resuelve algebraicamente, cometiendo errores en el uso
del valor absoluto (como hemos mencionado anteriormente), y un 22 % de
los jévenes no los resuelve. En el problema 2.[b] aumenta notablemente
el porcentaje de estudiantes que no resuelve, en tanto que disminuye el
porcentaje de estudiantes que resuelve algebraicamente. Interpretamos que
esto se debe a que la resolucién algebraica en este caso es mas compleja, y
a la presencia de las graficas de dos funciones para analizar.

Mostramos en las figuras 9.19 y 9.20 las respuestas de los estudiantes
que utilizaron la grafica para resolver el problema interpretando en forma
correcta las desigualdades en el contexto funcional:

R PYe
SR -2 z |
ARV

Figura 9.19: Respuesta del Estudiante 5 al problema 1.[b]

b) Si x > x2. ¢Entre qué valores estd x?

o 1)
1

254y

ﬂ_\.);‘.z 15

-5 A 05 o 05 1. 15

Figura 9.20: Respuesta del Estudiante 20 al problema 2.[b]
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9.6.3. Tarea 3: DDA en el marco funcional

Para la tarea de resolucion de inecuacién en el marco funcional incluimos
en el cuestionario el problema 2.[a]. Los resultados obtenidos se muestran
en el cuadro 9.17.

2.[a]
Respuesta 7 P
No resuelve 11 | 58%
Incorrecta 3| 11%
Correcta 1 5%
Compara signos | 4 | 21%
Total 19 | 100 %

Cuadro 9.17: Seccién 2: Marco funcional - Tarea 3: DDA

La mayorfa de los estudiantes (68 %), como se muestra en el cuadro
9.17, no resuelve este problema. Un solo estudiante responde correctamente,
mostramos en la figura 9.21 su respuesta:

Figura 9.21: Respuesta del Estudiante 20 al problema 2.[a]

Es interesante resaltar que el término “compara” del enunciado fue abor-
dado por algunos estudiantes a partir de la descripcion de diferencias en los
signos entre = y 22, ya que mencionan que z es negativo y 2 es positivo;
otros refieren a que la funcién f(z) = x se encuentra en el tercer cuadrante,
mientras que la funcién g(z) = 22 en el segundo (entendemos que estan des-
cribiendo aqui las graficas de las funciones), como mostramos en la figura
9.22. Esto nos da indicios de que la tarea de comparar expresiones no es
habitual en el trabajo mateméatico de los estudiantes.

Figura 9.22: Respuesta del Estudiante 23 al problema 2.[a]
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9.6.4. Informacion adicional

En el cuadro 9.18 resumimos la informacién referida a los porcentajes
obtenidos respecto de si habian resuelto alguna vez en la escuela secundaria
un problema parecido:

Respuesta Problema 1 | Problema 2
Resolvi uno parecido | [a] [b] [a] [b]
Si 95 38 29 33
No 5 57 67 57
No responde 0 5 5 10

Cuadro 9.18: Seccién 3: Recuerda un problema parecido

Los estudiantes reconocen mayoritariamente haber resuelto problemas
similares al 1.[a], en tanto que la mayoria afirma no haber trabajado pro-
blemas andlogos a los restantes de esta seccién.

9.6.5. Conclusiones de la Parte 2: Seccién 2

En esta seccién podemos destacar que la mayoria de los estudiantes no
recuerda o no resuelve situaciones en las que estan involucradas las desigual-
dades en un entorno funcional.

Ademas, los que intentan resolver lo hacen con procedimientos propios de
las ecuaciones, sin cuestionarse la posibilidad de validez de los mismos para el
caso de las inecuaciones. No utilizan el entorno funcional, sus procedimientos
se restringen nuevamente a lo algebraico.

El estudiante que interpreta las desigualdades en el marco funcional, lo-
gra resolver inecuaciones cuadraticas que le resultaron complejas de abordar
en el marco algebraico (puesto que no resuelve los problemas 1.[b], [c] y [d]
de la Seccién 1) es el caso del Estudiante 20.

9.7. Seccién 3: Marco geométrico

Los objetivos que perseguimos en esta seccién son los siguientes:

» Indagar en las estrategias utilizadas en la resolucién de los problemas
incluidos para las distintas tareas a partir de la informacién provista
por representaciones geométricas.

» Identificar si la visualizacién que se logra de esta manera ayuda a
resolver las relaciones pedidas.

= Indagar en los tipos de problemas que han resuelto alguna vez en su
trayecto escolar y preuniversitario.
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Los problemas incluidos en el cuestionario para el marco geométrico se

muestran a continuacién:

1. A partir de la figura 9.23, sabiendo que el punto D se mueve de C' a
B.

[a] Halla el valor maximo de m para el cual es verdadera la siguiente

desigualdad:

:r—\/EZm

Figura 9.23: Problema 1 [a]

[b] Halla los valores de x para los que se cumple la relacién obtenida

en [a].

2. A partir de la figura 9.24.

ABCD cuadrado
|[AD| =1

Figura 9.24: Problema 1 [b]
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a) Halla el valor méximo de m para el cual es verdadera la siguiente

desigualdad:

1
T+—2>2m

8

b) Halla los valores de x para los que se cumple la relacién encon-
trada en [a].

3. A partir de la siguiente representacién geométrica (Figura 9.25), rela-
ciona las expresiones indicadas. Justifica detalladamente en cada caso
tus decisiones.

Figura 9.25: Problema 3

[a] Sabiendo que 0 < a < b compara las expresiones a? y b?.
[b] Sabiendo que 0 < a < b compara las expresiones a® y a - b.

[c] Sabiendo que a > 0 y b > 0, compara las expresiones (a + b)? y
2, 12
a” + b°.

[d] Sabiendo que a > 0y b > 0, compara las expresiones vab y aT“Ll’.

9.7.1. Tarea 1: CE en el marco geométrico

Para la tarea de comparacion de expresiones en el marco geométrico
incluimos en el cuestionario los problemas 1.[a] y 2.[a].

Destacamos que para abordar la resoluciéon de estos problemas es ne-
cesario contar con algunos contenidos previos de geometria. En el caso del
problema 1.[a], comparando las longitudes de los segmentos con la del radio
se concluye que z — v/x > 0. En el caso del problema 2.[a], comparando
la suma de las areas de los tridngulos cuyos lados miden x y 1 unidad, y
% y 1 unidad, respectivamente, con el area del cuadrado de lado unidad, se
concluye que x + % > 2.
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Ningtn estudiante resuelve estos problemas. Entendemos que este tipo
de consigna no es habitual en su historia escolar. El enunciado resulté muy
complejo para los estudiantes (tanto en la bisqueda de un mdzimo valor
para el pardmetro como en la necesidad de encontrar la relacion). Ademés,
a ello se agrega el desconocimiento que manifiestan de los contenidos de
geometria.

9.7.2. Tarea 2: RI en el marco geométrico

Para la tarea de comparacion de expresiones en el marco geométrico
incluimos en el cuestionario los problemas 1.[b] y 2.[b]. La resolucién con-
siste en descubrir la condiciéon para la variable x que aparece claramente
en el grafico, en ambos casos es x > 1. Sostenemos que como consecuencia
de no poder abordar los problemas de la tarea anterior (CE) los estudian-
tes no resuelven el problema completo dado que ninguno responde a estos
problemas.

9.7.3. Tarea 3: DDA en el marco geométrico

Respuesta 3.[a] 3.[b] 3.[c] 3.[d]
F P F P F P F P

No Resuelve 10 53% [12] 63% | 12| 63% [15| 7T9%

Sin Resol. 2 10% 1 5% 1 5% 0 0%
Correcta | Resol. geom. | 3 | 16% | 3 | 16% [ 2 | 10% [ 0 | 0%

Resol. alg. 1 5% |0 0% | 0] 0% | 0| 0%
Incorrecta 0] 0% [ 1] 5% | 1] 5% | 4| 21%
No compara 3116% | 2| 10%|3]|16%|0]| 0%
Total 19 | 100% | 19 | 100% | 19| 100% | 19 | 100 %

Cuadro 9.19: Seccién 3: Marco geométrico - Tarea 3: DDA

En el caso de la tarea 3 (DDA), observamos en el cuadro 9.19 que en
algunas situaciones la representacién geométrica favorece la representacién
visual de la cuestién planteada, y algunos estudiantes logran utilizar el marco
geométrico para justificar utilizando la comparacién de dreas de las figuras.
Como mostramos en las figuras 9.26 y 9.27, en este ultimo caso el Estudiante
7 agrega a todas las respuestas la posibilidad de la igualdad (cuestién que
no se verifica), pero la respuesta es correcta.
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Sabiendo que 0 < a < b, compara las expresiones a? y b2,

P

0 <

Vi b= 43° (’l)

Sabiendo que 0 < a < b, compara las expresiones a® y ab.

25°= 3b (2)

Figura 9.26: Respuesta del Estudiante 23 al problema 3.[a]y [b]

Sabiendo que a > 0 y b > 0, compara las expresiones:

(a+b)? y a®+b2

(a+b) > &
L / -~

Figura 9.27: Respuesta del Estudiante 7 al problema 3.[c]

En estos problemas se reitera el inconveniente con el término “compa-
ra” del enunciado, algunos estudiantes visualizan claramente la situacién
geométrica pero no realizan la comparacion (ver figura 9.28). Esta claro que
no interpretan lo que significa en matematica comparar dos expresiones.
Esto vuelve a darnos evidencia de que esta tarea no es habitual en el tra-
bajo con desigualdades en general, ni en temas especificos de geometria en
particular.
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1. Sabiendo que 0 < a < b, compara las expresiones a? y b2,

N $@>
,//@ W&\

a »

2. Sabiendo que 0 < a < b, compara las expresiones a? y ab.

Figura 9.28: Respuesta del Estudiante 5 al problema 3.[a] y [b]

9.7.4. Informacién adicional

La informacién referida a si habian resuelto alguna vez en la escuela
secundaria un ejercicio parecido la resumimos en el siguiente cuadro (en el
que los valores se expresan en porcentajes):

Respuesta Problema 1 | Problema 2 Problema 3

Resolvi uno parecido | [a] [b] [a] [b] [a] | [b] | [c] | [d]
Si 0 0 0 0 5 5 5 5
No 100 100 100 100 79179179 79
No responde 0 0 0 0 16 | 16 | 16 | 16

Cuadro 9.20: Seccién 3: Recuerda un problema parecido

La mayoria de los estudiantes reconoce que no resolvié en la escuela
secundaria problemas de este tipo, como mostramos en el cuadro 9.20.

9.7.5. Conclusiones de la Parte 2: Seccién 3

En esta Seccion observamos que la mayoria de los estudiantes no resuelve
los problemas, en algunos casos el porcentaje llega a un 100 %. Algunos de
los que resuelven intentan utilizar procedimientos algebraicos y no hacen
uso de la grafica que se muestra.

Otra cuestién que aparece es la interpretacién geométrica correcta de
las expresiones, pero la ausencia de comparacién (ya sea de longitudes de
segmentos o de dreas de figuras). Los estudiantes no logran interpretar lo que
se solicita en el enunciado mediante el uso del término “compara”. Insistimos
en que es posible que esta tarea no sea habitual para los estudiantes y toman
el significado cotidiano de la expresiéon y no el matematico, estableciendo una
relacién entre los objetos (ya sea de igualdad o de desigualdad). También
podemos analizar que en este trabajo de comparacién de longitudes y areas
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se agregan las dificultades que se evidencian por el escaso espacio que se le
otorga al trabajo geométrico en la escuela, como sugiere Itzcovich (2005).

Es muy reducido el nimero de estudiantes que podriamos decir que estan
ubicados en la situacién, en el contexto geométrico, y logran expresar la
desigualdad pedida.

La visualizacién que se logra con el marco geométrico en algunos estu-
diantes, parece no ayudar demasiado a mejorar su desempeno, si tomamos
los resultados del mismo problema en el entorno algebraico. Si bien dismi-
nuyen los porcentajes de no resueltos, son muy pocos los que interpretan
geométricamente la situacion y sacan provecho de ello para resolverla.

9.8. Cruce de datos

9.8.1. Marcos en cada tarea

Para comparar las producciones de los estudiantes en cada una de las
tareas, tomamos un problema representativo de cada una y analizamos el uso
en cada marco. Para seleccionar el problema de cada tipo de tarea tuvimos
en cuenta que haya sido resuelto correctamente por la mayor cantidad de
estudiantes.

Para la tarea 1 (CE) comparamos el porcentaje de estudiantes que resol-
vi6 correctamente el problema 2.[a] del marco algebraico, el 1.[a] del marco
funcional, y el 1.[a] del marco geométrico. Mostramos los resultados en la
figura 9.29.

Tarea 1: CE
100%

80%

60%

40%

20%

5% 5%

% de resoluciones correctas

0%
ALGEBRAICO FUNCIONAL GEOMETRICO

0%

Figura 9.29: Tarea 1 (CE)

Para la tarea 2 (RI) comparamos el porcentaje de estudiantes que resol-
vi6 correctamente el problema 1.[a] del marco algebraico, el 1.[b] del marco
funcional, y el 1.[b] del marco geométrico. Los resultados se visualizan en
la figura 9.30.
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Tarea 2: RI
100%

80% 1%

60% +—

40% +—

20% — %

% de resoluciones correctas

0%
ALGEBRAICO FUNCIONAL GEOMETRICO

0%

Figura 9.30: Tarea 2 (RI)

Para la tarea 3 (DDA) comparamos el porcentaje de estudiantes que
resolvié correctamente el problema 3.[a] del marco algebraico, el 2.[a] del
marco funcional, y el 3.[a] del marco geométrico. Observamos los resultados
en la figura 9.31.

Tarea 3: DDA
100%

80%

60%

40% 31%

20% 14%

% dc rcsolucioncs corrcctas

5%
0% T T 1
ALGEBRAICO FUNCIONAL GEOMETRICO

Figura 9.31: Tarea 3 (DDA)

Observando estas comparaciones surge claramente la presencia de la ta-
rea 2 (RI) en el marco algebraico como la mejor resolucién lograda por los
estudiantes, en comparacién con los otros marcos.

En cuanto a las otras tareas, son muy bajos los porcentajes de estudiantes
que las abordan. En el caso de la tarea 1 (CE) algunos estudiantes logran
resolverla en los marcos algebraico y/o funcional. En el caso de la tarea 3
(DDA) las mejores resoluciones se dan en el marco geométrico.
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9.8.2.

Tareas en cada marco

Para comparar las producciones de los estudiantes en cada marco, selec-
cionamos para cada tipo de tarea los problemas que fueron resueltos correc-
tamente por el mayor nimero de estudiantes.

Para el marco algebraico tomamos para la tarea 1 (CE) el problema
2.[a], para la tarea 2 (RI) el problema 1.[a], y para la tarea 3 (DDA) el
problema 3.[a]. Observamos los resultados en la figura 9.32:

100%

80%

60%

40%

20%

%o de resoluciones correctas

0%

Marco algebraico

1%

5%

Tarea 1: CE Tarea2: RI Tarea 3: DDA

Figura 9.32: Marco Algebraico

Para el marco funcional tomamos para la tarea 1 (CE) el problema 1.[a],
para la tarea 2 (RI) el problema 1.[b], y para la tarea 3 (DDA) el problema
2.[a]. Mostramos los resultados en la figura 9.33:

100%

80%

60%

40%

20%

% de resoluciones correctas

0%

Marco funcional

0,
5% 10% 5%

Tarea1: CE Tarea 2: RI Tarea 3: DDA

Figura 9.33: Marco funcional

Para el marco geométrico tomamos para la tarea 1 (CE) el problema
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1.[a], para la tarea 2 (RI) el problema 1.[b], y para la tarea 3 (DDA) el
problema 3.[a]. Mostramos los resultados en la figura 9.34:

Marco Geométrico

100%

80%

60%

40% 1%

20%

% de resoluciones correctas

0% 0%
0% T T 1
Tarea 1: CE Tarea2: Rl Tarea 3: DDA

Figura 9.34: Marco geométrico

Observando estas comparaciones nuevamente se destaca la presencia de
la tarea 2 (RI) en el marco algebraico como la mejor resolucién lograda
por los estudiantes, en comparacion con las otras. Ademas, esta tarea fue
resuelta por un 10 % de los estudiantes en el marco funcional y ninguno en
el marco geométrico.

En cuanto a las otras tareas, son muy bajos los porcentajes de estudiantes
que las abordan. Los que logran interpretarlas en el contexto funcional o
geométrico pueden resolver incluso cuestiones que les resultan complejas en
el marco algebraico.

En el caso del marco geométrico, la tarea 3 (DDA) ha sido abordada por
un porcentaje muy bajo pero mayor que en los otros marcos, como se observa
en la figura 9.34. Nuevamente pensamos que quienes utilizan adecuadamente
este marco logran abordar problemas que en el marco algebraico resultan
complejos.

9.9. Caracterizacion de las producciones

En este apartado se realiza una caracterizacion de cada estudiante a par-
tir de su desempeno a lo largo de los problemas incluidos en el cuestionario.
Para realizar el andalisis tenemos en cuenta las siguientes categorias:

Inertes: no resuelven, manifiestan que no recuerdan cémo hacerlo, o res-
ponden a muy pocas cuestiones, y las restantes no las resuelven. Por esa
razén no disponemos de elementos suficientes para confirmar su pertenencia
a las demds categorias.
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Rituales: hacen uso de algoritmos que repiten y adoptan forzadamente
para la situacién que deben enfrentar, sin interpretar la misma en el contex-
to que se encuentra. Realizan procedimientos algoritmicos propios de una
rutina en el proceso de resolucién de la ecuacién que se trasladan idénti-
camente a las desigualdades. Por ejemplo: para el caso del problema 1.[b]
de la Seccién 1, una resolucion observada en los estudiantes es la siguiente:
z2 >0,z >0, z>0.

© 7]
A
(

Figura 9.35: Resolucién del Estudiante 7 problemas 1.[b] y [c] Seccién 1

Esta resolucion consiste en aplicar la raiz cuadrada a ambos miembros,
como se muestra en la figura 9.35, desconociendo que esta transformacién no
conduce a obtener una inecuacién equivalente a la original. Ademas, cometen
el error de resolver V22 = z, sin tener en cuenta que z es un nimero real, por
lo tanto corresponde Va2 = |z|. De este modo, concluyen que el conjunto
solucién son todos los reales que cumplen x > 0.

Otro ejemplo tipico de resolucién se presenta en el problema 1.[c] de
la Seccién 1: en el ejercicio 22 < 0 los estudiantes resuelven de la misma
manera que en el caso anterior (ver respuesta del Estudiante 7 en la figura
9.35), y concluyen que el conjunto solucién son todos los reales menores o
iguales a 0.

Avanzados: interpretan la desigualdad sin resolverla en el marco algebrai-
co; en el marco funcional utilizan las graficas para responder a los problemas;
o logra visualizar las comparaciones en el marco geométrico. Demuestra un
grado mayor de abstraccién en el andlisis y en la interpretacién de la situa-
cién. Por ejemplo, ver en las figuras 9.14, 9.18, 9.21 y 9.27 las respuestas de
los Estudiantes 5, 23, 20 v 7.

De acuerdo a la categorizaciéon realizada y habiendo analizado el desem-
peno de cada estudiante en las tareas presentadas, mostramos en el cuadro
9.21 una clasificacién de los estudiantes (columna E) segtn las categorias
(columna C) senaladas:
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E | C | Fundamento

1 | R | Resuelve algoritmicamente en el marco algebraico, algebraicamente en el mar-
co funcional, la tarea DDA en el marco geométrico.

2 | R | Resuelve algebraicamente en el marco funcional. En los demds marcos no re-
suelve.

3 | R | Resuelve algoritmicamente en el marco algebraico, algebraicamente en el mar-
co funcional. En el marco geométrico no resuelve.

I | Resuelve muy pocos ejercicios.

Resuelve las inecuaciones lineales y la DDA en el marco algebraico, la tarea
RI y DDA en el marco funcional, visualiza pero no realiza las comparaciones
en la tarea DDA en el marco geométrico. Esta produccién demuestra un grado
de interpretacién y abstracciéon superior.

6 | R | Resuelve algoritmicamente en el marco algebraico.

7 | A | Resuelve tareas RI, CE y DDA en el marco algebraico, en el marco funcional
utiliza las gréficas para responder en la tarea DDA y RI y en la tarea DDA;
logra visualizar las comparaciones de las tareas DDA en el marco geométrico.
Esta produccion demuestra un grado de interpretacion y abstraccién superior.
8 | R | Resuelve algoritmicamente las tareas de RI, con errores algebraicos y aritméti-
cos en el marco algebraico y no resuelve las demds tareas. Si bien trabajé sélo
en este marco, no muestra otra interpretacion que no sea la algoritmica.

9 | I | Resuelve muy pocos problemas.

10 | R | Resuelve algoritmicamente las tareas de RI en el marco algebraico, no resuelve
las demds tareas. Si bien trabajé sélo en este marco, no muestra otra inter-
pretacién que no sea la algoritmica.

11 | R | Resuelve algoritmicamente las inecuaciones lineales de las tareas de RI y la
tarea DDA en el marco algebraico, algebraicamente en el marco funcional.

12 | R | Resuelve algoritmicamente las tareas de RI en el marco algebraico, la tarea CE
en el marco funcional con una tabla de valores, pero no interpreta lo hallado.
No resuelve en el marco geométrico.

13 | R | Resuelve algoritmicamente las inecuaciones lineales de las tareas de RI en el
marco algebraico. No resuelve en los otros marcos. Si bien trabajé sélo en este
marco no muestra otra interpretacién que no sea la algoritmica.

14 | R | Resuelve algoritmicamente las inecuaciones lineales de las tareas de RI en
el marco algebraico. En el marco funcional no resuelve las tareas. En la ta-
rea DDA, logra visualizar las comparaciones de las tareas DDA en el marco
geométrico.

15 | R | Resuelve algoritmicamente en el marco algebraico. En el marco funcional no
resuelve las tareas.

(13

16 | I | Resuelve muy pocos problemas.
17 | T | Resuelve muy pocos problemas.
18 | I | Resuelve muy pocos problemas.
19 | R | Resuelve algoritmicamente las inecuaciones lineales de las tareas de RI, con

errores algebraicos y aritméticos en el marco algebraico. En el marco fun-
cional no resuelve las tareas. En la tarea DDA, visualiza pero no realiza las
comparaciones en la tarea DDA en el marco geométrico.

20 | A | Resuelve algoritmicamente las inecuaciones lineales de las tareas de RI, con
errores algebraicos y aritméticos en el marco algebraico. En el marco funcio-
nal presenta una tabla de valores, pero no interpreta lo hallado y resuelve las
tareas DDA y RI. En el marco geométrico trabaja algebraicamente y resuel-
ve un problema de la tarea DDA. Esta produccién demuestra un grado de
interpretacion y abstraccién superior.

21 | R | Resuelve algoritmicamente las tareas de RI en el marco algebraico. En el marco
funcional presenta una tabla de valores, pero no interpreta lo hallado. No
resuelve las demds tareas. Si bien trabajé sélo en este marco, no muestra otra
interpretacion que no sea la algoritmica.

22 | R | Resuelve algebraicamente la tarea RI en el marco funcional y la tarea DDA
en el marco geométrico.

23 | A | Resuelve las tareas CE, RI y DDA en el marco funcional y la tarea DDA en
el marco geométrico.

Cuadro 9.21: Categorizacion de estudiantes en las tareas. I: Inerte; R: Ritual;
A: Avanzado
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En la figura 9.36 visualizamos la distribuciéon de la muestra segin cada
categoria:

CARACTERIZACION DE LAS PRODUCCIONES

100%
90%
80%
70% 61%
60%
50% r
a40%
30% 22%
20% r
10%
0%

17%

INERTES RITUALES AVANZADOS

Figura 9.36: Caracterizacion de las producciones, I: Inertes; R: Rituales; A:
Avanzados

9.10. Conclusiones

En lo que refiere al concepto de desigualdad, un 62 % de los estudiantes
restringe las desigualdades a las inecuaciones. Hace referencia claramente al
fenémeno de especificacidn. Ademds, un 58 % de ellos describe la inecuacidn
en comparacion con la ecuacion, establecen diferencias en los simbolos o en
el conjunto solucién. Encontramos una total correspondencia con el andlisis
realizado de las respuestas de los docentes en las dos ultimas cuestiones.

Segin Perkins (2010), el conocimiento inerte consiste en conocimiento
almacenado en el altillo de la mente, disponible s6lo mediante esfuerzos
deliberados para traerlo y desempolvarlo. Como menciona el autor, el cono-
cimiento inerte estd alli pero no se utiliza, puede verse como un problema de
transferencia de aprendizaje. No se trata de que el problema sea dificil, com-
plejo o complicado. Mds bien, la resolucién del problema requiere hacer la
conexion correcta con algo que uno ya conoce perfectamente bien. A menudo
esa conexién no llega a hacerse. El conocimiento es inerte; estd alli pero no
se utiliza. Las personas no logran activar el conocimiento que han adquirido
en algun otro contexto.

Consideramos que el grupo que se ubica en la categoria de Inerte lo es
en cuanto que formaria parte de los estudiantes que poseen un conocimiento
Inerte sobre las desigualdades, ya que deciden no resolver el problema. Este
grupo pertenece a la mayoria en algunas tareas.

Para describir el conocimiento Ritual, el autor utiliza como ejemplo el
relato de un alumno de escuela primaria: “Sé qué hacer mirando los ejemplos.
Si hay solo dos nimeros, resto. Si hay muchos nimeros, sumo. Si hay sélo
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dos nimeros y uno es menor que el otro, es un problema dificil. Divido y
veo si me da un nimero exacto; si no, multiplico” (p. 120).

Comenta el autor que esta estrategia de resolucién de problemas es clara,
elocuente y extraordinariamente eficaz para abordar problemas aritméticos.

Sostiene que es claramente inteligente, pero no inteligente en el sentido
que queremos. Se trata de un conocimiento que tiene un caracter superficial
carente de sentido. Aclara que el conocimiento ritual se parece precisamente
a un ritual: se oprime un botén de forma mecanica para obtener una cierta
solucidén; es el modo en que se supone debemos responder cuando alguien
formula un cierto tipo de pregunta. Finalmente comenta que todos los edu-
cadores esperan algo méds profundo que esto, pero gran parte de la practica
educativa es condescendiente con el conocimiento ritual, valordndolo como
suficientemente bueno. Considera que en ocasiones el conocimiento ritual se
convierte en el contrato social implicito entre docentes y alumnos. Ambos
aceptan el trato de mantener las cosas simples y sencillas.

Acordamos que los estudiantes que ubicamos en la categoria Ritual tie-
nen conocimientos Rituales, sus producciones se fundamentan en las rutinas
de resolucion algebraica, que intentan sostener como herramienta de funda-
mentacion en todos los problemas. Esto no les permite interpretar el sentido
de los fenémenos en cada uno de los marcos presentados.

Otros investigadores como Malara, Brandoli y Fiori (1999), citados por
Alvarenga (2006), observaron errores similares cometidos por estudiantes
italianos y brasileros, tales como: resolver una inecuacién como si fuera una
ecuacién; emplear transformaciones en las inecuaciones, sin tener control de
la validez de esas transformaciones. Tsamir y Almog (2001) encuentran que
las manipulaciones algebraicas fueron el método mas frecuentemente utiliza-
do por estudiantes israelies, estableciendo analogias inapropiadas entre los
procesos de resolucion de ecuaciones e inecuaciones. Esta cuestion también
fue observada en los estudios de Garrote, Hidalgo y Blanco (2004).

El objeto mental desigualdad que poseen los estudiantes que tienen cono-
cimiento Inerte o Ritual interpretamos que es “pobre”, ya que no les permite
pensar alguna estrategia para abordar el problema en los distintos marcos
en los que se presenta. Observemos en el siguiente diagrama en la figura 9.37
lo expresado.

Categorias Conocimiento (Perkins) Freudenthal

interpretacion

~Conocimiento
INERTE

INERTES [

~\

" Objeto
mental

~ Conocimiento

RITUALES RITUAL

Figura 9.37: Tipo de conocimiento de la mayoria de los estudiantes
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En cuanto a los estudiantes categorizados como Awvanzados han logrado
formar un objeto mental mas elaborado, méas “rico”, con el cual se adaptan
a los distintos marcos y les permite manejarse con mas soltura en estas
situaciones.

El andlisis de las producciones de los estudiantes nos permitié compro-
bar en parte la tercer hipotesis que nos planteamos en esta investigacién,
recordémosla:

Hipdtesis 3: en las producciones de los estudiantes que ingresan a primer
ano del Profesorado de Matemaética predomina una mecanizacion del proceso
de resolucién algebraica de una inecuacion.

Comprobamos en esta investigacion que el trabajo de la mayor parte de
los estudiantes (que resuelven) los problemas, se reduce a la mecanizacién
del proceso de resolucién algebraica de una inecuacién. Esto se corresponde
con las respuestas encontradas en el marco algebraico para la tarea 2 (RI).
La mayoria no aborda las demds tareas en este marco.

Gran parte de los estudiantes es categorizada como Inerte en la resolu-
cién de problemas en los marcos funcional y geométrico, en los tres tipos de
tareas, ya que no logra abordar la situacién con las herramientas y datos
que se le brinda. Cabe mencionar aqui las respuestas a la pregunta adicional
donde manifiestan que no resolvieron en la escuela problemas de este tipo.

Borello, Farfin y Lezama (2008) ofrecen un estudio acerca de las convic-
ciones y prejuicios de docentes con respecto al tema de las desigualdades.
Dichas observaciones han permitido poner en evidencia cémo el maestro,
con sus propias convicciones y elecciones, juega un papel fundamental en la
construccion de conocimientos significativos por parte de los alumnos. Con-
sideramos que la mirada desde los distintos marcos aportaria un contenido
semantico al concepto, algo que es fundamental para la conformacién de un
objeto mental desigualdad més rico.
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Capitulo 10

Conclusiones finales

10.1. Introduccion

Organizamos la descripcién de los resultados de la investigacién en tres
partes. En la primera, nos centramos en la descripcién de fenémenos que or-
ganiza el concepto de desigualdad, surgidos en el anélisis de las definiciones
incluidas en los textos de matematica avanzada. En la segunda, describi-
mos los resultados obtenidos en el andlisis del tratamiento del tema en la
escuela. Finalmente, en la tercera, dejaremos planteadas algunas pregun-
tas emergentes de esta investigacién que podrian constituirse en la base de
estudios posteriores.

10.2. Primera parte

Con el objetivo de describir los fenémenos matematicos para los que el
concepto de desigualdad es un medio de organizacién, realizamos una in-
dagacion en libros de matemadtica avanzada y en articulos de historia de
la matematica. Esto fue tratado en los capitulos 4 y 5. Segiin Freudent-
hal, este proceso es conveniente para indicar cudles son los fenémenos para
cuya organizacion dicho concepto fue creado y a qué fenémenos se exten-
di6 posteriormente. Ademas, realizamos la bisqueda en la matematica en su
desarrollo actual y uso actual a través de las opiniones de los investigadores
en el capitulo 6.

Los textos de matematica avanzada analizados son los que se utilizan en
las asignaturas del primer ciclo del Profesorado de Matematica de la UNL.
En particular, nos centramos en los utilizados por los estudiantes que con-
forman el caso de estudio, cuyo detalle puede consultarse en el capitulo 4.
En ellos, en cuanto al concepto, encontramos una definicién que distingue
los conceptos de desigualdad condicional y absoluta. Esta clasificacién per-
mite diferenciar claramente a las desigualdades de acuerdo a su dominio de
validez. Este hecho es relevante a nuestro entender, para identificar cada uno
de estos conceptos con relacién a los fenémenos que organizan.
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En lo que refiere a los fendmenos a partir de las definiciones que esta-
blecen los textos de matemadtica avanzada, surgen tres fundamentales que
describimos en detalle en el capitulo 4, a saber:

= Ordenacion (O): la definicién de desigualdad como una relacién de
orden que cumple con ciertas propiedades en un conjunto nos conduce
a plantear la existencia de este fendmeno. Como resultado de la condi-
cién de orden en el conjunto de los ntimeros reales surgen en paralelo
las desigualdades de expresiones. Este fenémeno estd presente en la
necesidad de compararlas.

s Especificacion (E): refiere al dominio de validez de la desigualdad entre
dos expresiones. Se basa en el llamado axioma (esquema) de especi-
ficacién destinado a la formacion de nuevos conjuntos a partir de un
referencial.

s Generalizacion (G): basado en el principio de la generalizaciéon uni-
versal que permite ir de un ejemplo particular de sustitucién a una
expresion generalizada o cuantificada universalmente.

Estos fendmenos los caracterizamos en la Parte I de la tesis, y si bien
surgieron del analisis de las definiciones incluidas en los textos de matemati-
ca avanzada, estdn directamente vinculados con Légica y con la axiomatica
de la Teoria de conjuntos. También encontramos evidencias de la manifes-
tacion de estos fendmenos en la indagacién histérica y en las opiniones de
los matematicos profesionales.

Conectado a los fenémenos constatamos la presencia de tareas que apa-
recen en los textos de matematica avanzada. Las mas relevantes son las
siguientes:

» Tarea 1: Comparar expresiones (CE).
s Tarea 2: Resolver inecuaciones (RI).
s Tarea 3: Demostrar desigualdades absolutas (DDA).

Después de analizar en el capitulo 5 los articulos de historia de la ma-
tematica en relacién con las desigualdades, encontramos vinculos entre las
tareas y los distintos marcos que pueden utilizarse en su tratamiento.

Asi surgieron los siguientes marcos:

» Marco algebraico: las resoluciones de las tareas se realizan a través de
procesos algebraicos basados en procedimientos, operaciones y uso de
la estructura segun el conjunto numeérico en el que se trabaja.

» Marco funcional: la resolucion de las tareas se basa en interpretar cada
miembro de la desigualdad como una funcién. Se utilizan propiedades
de las funciones y sus graficas.
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» Marco geométrico: las resoluciones se basan en la representacién de los
nameros positivos como longitudes de segmentos. Las construcciones
y las propiedades de los objetos geométricos, las equivalencias de areas
o volumenes respaldan las comparaciones.

Una de las cuestiones a destacar es que en los textos de matematica
avanzada analizados la presentacion de las tareas se realiza en el marco
algebraico. El libro L1 presenta sélo la tarea 2 (RI) en el marco funcional.
En ninguno de los textos aparece el marco geométrico.

Cada uno de estos marcos aporta al objeto mental desigualdad de un
modo especifico, por lo que consideramos importante que los estudiantes
aborden problemas que les permitan poner en juego, segin sea el caso, cual-
quiera de ellos.

La totalidad de los usos de las desigualdades en todos los contextos cons-
tituye el campo semdantico de “desigualdad”. Si tomamos el marco geométri-
co para resolver una inecuacién, por ejemplo, estamos ubicados en una res-
triccién semdantica de este concepto: las desigualdades en el marco geométri-
co.

Coincidimos con Puig (2001) al sostener que el sujeto que lee un problema
o interpreta una situacién no opera en el conjunto de la enciclopedia, sino
en su campo semantico personal que ha elaborado produciendo sentido, y
que se convierte en significado si la interpretacién es correcta, en situaciones
o contextos que le exigirian nuevos usos para “desigualdad”. Es decir, el
estudiante expuesto a experiencias diversas con estos fenémenos manipula
para nuevos usos su campo semantico personal para interpretarlo, y si logra
hacerlo correctamente, este sentido se convierte en un nuevo significado que
amplia su campo semantico personal.

Si proponemos el tratamiento del tema desde los distintos marcos en el
esfuerzo por ampliar ese campo semantico personal, pensamos que contri-
buirfamos a la construcciéon de un objeto mental més rico y por ende un
conocimiento avanzado, y no fragil, inerte o ritual como lo llama Perkins

(1995).

De las opiniones de los investigadores obtuvimos dos resultados muy
interesantes: por un lado el concepto de desigualdad que describen, y por el
otro los fenémenos que surgen.

En cuanto al concepto de inecuacion, encontramos que la totalidad de
los investigadores propone el vinculo entre: relacién de orden, desigualdad e
inecuacion. Es decir, conectan la inecuacién a una relacién de desigualdad,
como describimos en el capitulo 6.

En el cuadro de la figura 10.1 resumimos los marcos, fenémenos ma-
tematicos y tareas que encontramos en esta primera etapa:
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‘ Fenomenos matemdticos ‘

Ordenacion

Especificacion
F—
Marcos [Tareas

ALGEBRAICO Tarea 1: CE
FUNCIONAL Tarea 2: RI
GEOMETRICO Tarea 3: DDA

Figura 10.1: Marcos, fendmenos matematicos y tareas encontradas

La constatacion en los libros de textos, en la historia y en la opinién de
investigadores nos ha permitido elaborar un panorama de todo aquello que
la matemaética avanzada requiere de las desigualdades. Consideramos que
el hallazgo de estos fenémenos matematicos constituye lo inédito de este
trabajo, lo méds importante de esta tesis. Con este insumo nos propusimos
en la segunda parte analizar el tratamiento del tema en la escuela secundaria.

10.3. Segunda parte

En la Parte II de esta tesis como describimos tomamos como caso de
estudio a la cohorte 2012 de la carrera del Profesorado de Matemadtica, con-
formada por estudiantes egresados de distintas escuelas secundarias. Ana-
lizamos las opiniones de sus docentes en torno al tema, el tratamiento del
mismo que realizan los libros de textos citados por estos docentes y las pro-
ducciones de los estudiantes en el trabajo con desigualdades. Describimos la
metodologia con que realizamos el estudio en la seccion 1.4.

En las opiniones de los docentes respecto del concepto inecuacién, pode-
mos concluir que un 64 % de los encuestados lo vincula con el concepto de
ecuacién marcando diferencias y similitudes a través de dos caracteristicas
de los mismos: por un lado el conjunto solucién (78 %), y por el otro los
simbolos utilizados (33 %), como mostramos en las seccién 7.4.2.

El hecho de remarcar las diferencias a través del conjunto solucién nos
lleva a entender que puede originar interpretaciones inadecuadas por parte
de los estudiantes, dado que las inecuaciones pueden no tener solucién o tener
solucién unica al igual que una ecuacion. En este caso, la idea que puede
generarse es que todas las ecuaciones tienen como solucién un conjunto finito
y las inecuaciones siempre un conjunto infinito.
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En cuanto a remarcar similitudes en los mecanismos algebraicos de reso-
lucién, exceptuando aquel caso en que se multiplica o divide por un nimero
negativo, estimamos que es una manera de reducir el significado de la de-
sigualdad a descripciones de procedimientos, muchas veces carentes de senti-
do para los estudiantes. Si lo que pretendemos es que el alumno no reduzca
su aprendizaje del tema desigualdades a meros procedimientos mecanicos
de resolucién, es importante el concepto de inecuacién equivalente a otra
dada y los procedimientos para obtenerla, pues es esto lo que da contenido
seméntico a las técnicas, como afirman Garrote, Hidalgo y Blanco (2004).

En la seccién 7.5 comparamos las opiniones de los docentes con las de
los investigadores encuestados. Los investigadores caracterizan a las inecua-
ciones a través de su vinculo con la desigualdad, definiendo a esta ultima
como una relacién entre objetos distintos. Mientras que el 93 % de los docen-
tes menciona que trabaja con destgualdades en todos o casi todos los anos
de la escuela secundaria, y lo hace en resoluciones de inecuaciones lineales,
cuadraticas, racionales y con valor absoluto, en cada conjunto numérico.
Un 57 % vincula las necesidades a las que responden las desigualdades a la
modelizacién de situaciones reales, entendiendo ésta como la resolucion de
problemas en contextos cotidianos que se modelizan a través de inecuacio-
nes. Interpretamos que los docentes asocian la desigualdad a la inecuacion.
Un 64 % de los docentes encuestados utiliza la ecuacidn como soporte para
explicar el concepto de inecuacion.

La igualdad y la desigualdad son relaciones, y entre ambas existe una
caracteristica que las distingue, por ejemplo: la propiedad de simetria. En-
tendemos que esta comparacién es importante para comprenderlas.

Acordamos con las ideas de Puig (1997) en lo que refiere al proceso de de-
finir un concepto matematico. Resaltar unas propiedades en la definicion de
un concepto no constituye una operacién inocente y neutral. En lo que con-
cierne al tratamiento del concepto de inecuacién, los docentes encuestados
priorizan ciertas caracteristicas al describirlo y ello determina una mirada
particular.

En el estudio realizado de los libros de textos escolares citados por los
docentes encuestados, en el capitulo 8, encontramos que un 82 % de ellos
define la inecuacion utilizando el término desigualdad, a diferencia de lo
obtenido en la opinién de los docentes. Un 18 % de los libros no presenta
definicién, y en algunos observamos que realizan restricciones, ya que las
limitan a un “tipo” particular: las inecuaciones lineales. En ningtin caso
encontramos una diferenciacién entre desigualdad condicional y absoluta.

Respecto de las tareas en los textos escolares analizados, la tarea 2 (RI),
que consiste en resolver inecuaciones la encontramos en la totalidad de ellos.
La tarea 1 (CE), comparar expresiones, se observa en el 18 % de los tex-
tos. En tanto que la tarea 3 (DDA), demostrar desigualdades absolutas,
estd ausente en todos los libros de la muestra. El marco mas utilizado es el
algebraico y es el inico que utiliza el 73 % de los libros. El marco funcional
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es adoptado por un 27 %, y en un solo texto encontramos una presentacién
en ambos marcos (algebraico y funcional). El marco geométrico no aparece
para la presentacion del concepto en ninguno de los libros analizados.

Del analisis de las producciones de los estudiantes destacamos que el
fenémeno que aparece explicito en un 62 % de las descripciones que realizan
del concepto de desigualdad matemdtica es el de especificacion. Conside-
ran que toda desigualdad matemdtica es una inecuacion. Un 58 % de los
estudiantes que explica el concepto utiliza la ecuacidn para caracterizar la
inecuacion. Encontramos aqui una correspondencia con el andlisis realizado
de la opinién de los docentes. En el aspecto que utilizan para compararlas
también encontramos coincidencia: un 43 % de los estudiantes refiere al con-
junto solucién o a los sfimbolos (consideran que la diferencia es el signo) para
diferenciarlas.

Aseveramos que los resultados obtenidos dan indicios de la validez de la
hipotesis 1 planteada:

Hipdtesis 1: existe una ruptura entre el concepto de desigualdad explici-
tado por los investigadores y el que describen los ingresantes al Profesorado
en Matemadtica.

Comprobamos que los investigadores encuestados caracterizan a las inecua-
ciones a través de su vinculo con la desigualdad; éstos se refieren a una rela-
cion de orden entre los elementos de un conjunto y definen a la desigualdad
matemdtica como una “relaciéon” de objetos distintos. Mientras que un 62 %
de los estudiantes restringe el concepto de desigualdad al de inecuacion, y
la describen tomando como soporte para ello al concepto de ecuacion.

En lo que se refiere a las tareas, en las producciones de los estudiantes
surge claramente el marco algebraico en la tarea 2 (RI) como el mejor logra-
do, en comparacion con los otros marcos. En las otras tareas, son muy bajos
los porcentajes de estudiantes que las abordan. En la tarea 1 (CE), algunos
estudiantes (un 5 %) logran trabajar en el marco algebraico o el funcional.
Mientras que en la tarea 3 (DDA) un 31 % de estudiantes utiliza el marco
geométrico para justificar las comparaciones.

En sintesis, del andlisis de las producciones de los estudiantes tenemos
indicios de la validez de la hipdtesis 3. Recordémosla:

Hipdtesis 3: en las producciones de los estudiantes que ingresan a primer
ano del Profesorado de Matemaética predomina una mecanizacion del proceso
de resolucién algebraica de una inecuacion.

Comprobamos en esta investigacién que, de los estudiantes que resuelven
las actividades, sus trabajos se reducen a la mecanizacion del proceso de
resolucién algebraica de la tarea 2 (RI), y esto es debido a que un 71 %
resuelve correctamente la inecuacion lineal en el marco algebraico. Las demés
tareas en este marco no son abordadas correctamente por la mayoria de los
estudiantes (un 95% para la tarea 1 —CE—, y un 86 % para la tarea 3
—DDA—, ver seccién 9.8). Las producciones en los tres tipos de tareas son
categorizadas, en su mayoria, como inactivos o incorrectas en el trabajo
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en los marcos funcional (95%, 90% y 95%) y en el geométrico (100 %,
100% y 69 %), ya que no logran ubicarse en la situacién a resolver con las
herramientas que se les brindan. Esto esta directamente relacionado con las
respuestas a la pregunta adicional donde manifiestan que no resolvieron o
no recuerdan haber resuelto en la escuela problemas de ese tipo.

Ademas, esta tendencia a resolver a través de procesos algebraicos se
constituye en una dificultad insalvable cuando el problema que se plantea
exige un andlisis previo a la aplicacién de procedimientos algoritmicos. Esti-
mamos que esto se debe a la falta de sentido que tienen dichos procedimien-
tos cuando son desprovistos de sus fundamentos ligados a la transformacién
de inecuaciones equivalentes, a interpretaciones en el marco funcional o a la
representacion a través de objetos y propiedades geométricas.

En el esquema de la figura 10.2 utilizamos la distincién realizada por
Perkins (2010) para concluir que la mayoria de los estudiantes tiene un co-
nocimiento de las desigualdades de tipo Inerte, ya que decide no resolver el
problema; o bien de tipo Ritual, en el caso de las producciones que consisten
en las aplicacion de rutinas de manipulacién algebraica, que intentan soste-
ner como estrategia de resolucién en todos los problemas. El objeto mental
desigualdad que poseen los estudiantes es pobre, ya que no les permite ela-
borar alguna estrategia para abordar el problema en los distintos marcos en
los que éste se presenta.

Categorias Conocimiento (Perkins) Freudenthal

P _— interpretacion
Conocimiento
INERTE

INERTES

Objeto |
mental

—

— . . —~
Conocimicnto

RITUALES RITUAL

Figura 10.2: Tipo de conocimiento de la mayoria de los estudiantes

Tanto en la opinién de los docentes como en los libros escolares y en la
produccion de los estudiantes de la muestra constatamos que la tarea que se
priorizé en el tratamiento del tema es la de resolucién de una desigualdad
condicional (tarea 2), con el objetivo de encontrar el conjunto solucién de la
inecuacion. Esta limitacion explica las dificultades que tienen los estudiantes
en la comprensién de las demads tareas que la matematica avanzada necesita.

Observamos una clara preferencia por la utilizacién del marco algebraico
en las tres indagaciones realizadas. No se propicia adecuadamente el trabajo
con las desigualdades durante el estudio de las funciones en la escuela secun-
daria. Asimismo, la ausencia del tratamiento en el marco geométrico parece
ser una constante en el abordaje del tema en el nivel.

En estos aspectos los resultados que obtuvimos son coincidentes con los
estudios que realizaron otros investigadores, como describimos en el capitulo
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Al comparar lo que encontramos en los libros de matematica avanzada en
cuanto a fendmenos, con el andlisis del tratamiento en la escuela, obtuvimos
argumentos que nos permiten confirmar una de las hipotesis detalladas en
la seccion 1.2.5:

Hipdtesis 2: los fendmenos que organiza la desigualdad necesarios para
la matemadtica avanzada no son priorizados en su totalidad en las tareas
propuestas por los libros escolares.

En el esquema de la figura 10.3 resumimos los resultados encontrados en
esta segunda etapa para la muestra analizada.

Fenomenos matematicos ‘

Enlla e ndaria
Especificacion
[ Marcos

TS .
ALGEBRAICO M Tarea 2: Rl W'
" S

FUNCIONAL Tarea 1: CE
‘ GEOMETRICO ‘ [ Tarea 3: DDA ]

Figura 10.3: Marcos, fendmenos matematicos y tareas en la escuela

Como lo mencionamos en el marco tedrico, Puig (2001) retoma una idea
de sistema matematico de signos, que tiene origen en trabajos realizados
por Eugenio Filloy, para explicar en términos semioticos la diferencia que
hace Freudenthal entre objeto mental y concepto. La totalidad de los usos
de las desigualdades en todos los contextos se circunscribe, para el campo
semantico de desigualdad, al significado enciclopédico de “desigual” . La
identificacion del contexto en que la desigualdad se estd usando permite a
quien lee el texto, o recibe el mensaje, atenerse a la restriccién semantica
que establece el contexto e interpretarlo asi de forma correcta.

Acordamos con las ideas de otros investigadores que explican la potencia-
lidad de adoptar distintos marcos para mirar el mismo objeto matematico,
como afirma Frege (1985), citado por Sackur (2004), “Dos representaciones
diferentes, en dos registros distintos, del mismo objeto matemético no tie-
nen el mismo significado. El cambio de registro hace explicitos los diferentes
aspectos y las diferentes propiedades del mismo objeto”. Lo que Freudenthal
llama objeto mental desigualdad se corresponde en esta descripcién semioti-
ca a este campo semantico personal.
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En estos términos, la intencién de los sistemas educativos tendria que ser
que el campo semdantico personal de los alumnos sea lo suficientemente rico
(abarque suficiente enciclopedia) como para permitirle interpretar de forma
correcta todas las situaciones en las que haya de usar “desigualdades”.

A continuacién listamos algunas rupturas entre el tratamiento del tema
desigualdades en la escuela secundaria y lo que la matemaética avanzada
demanda de ellas, que encontramos en esta investigacion:

» en la definicién de desigualdad matemadtica tal como se presenta en
textos de matematica avanzada, y el concepto que se deriva del abor-
daje del tema en la escuela secundaria (a partir de los textos escolares,
de las respuestas de los docentes y de las producciones de los estu-
diantes). Los fenémenos que organiza el concepto de desigualdad no
se corresponden biunivocamente;

m en las tareas presentadas en los textos de matemadtica avanzada en
relacion con las propuestas en textos escolares, y con las abordadas
exitosamente por los estudiantes de la muestra. No nos referimos en
este caso a la complejidad especifica del nivel sino a los tipos de tareas
presentadas;

= en los marcos reconocidos en el desarrollo histérico en relacién con los
presentados en libros de matematica avanzada y en textos escolares.

Consideramos que estas rupturas responden a dos de las dificultades que
Artigue (1995) describe:

» Aquellas asociadas con la complejidad de los objetos bésicos del calculo
v al hecho de que estos objetos se conceptualizan plenamente cuando
se inicia una ensenanza del cdlculo que va a contribuir de forma fuerte
a tal conceptualizacién.

= Aquellas vinculadas con las rupturas necesarias con relacién a los mo-
dos de pensamiento puramente algebraicos, muy familiares, y a las
especificidades del trabajo técnico en el calculo.

Jonassen (1991) distingue tres etapas en la adquisicién de conocimiento:
introductorio, avanzado y experto. Las estrategias de ensenanza y aprendi-
zaje a seguir en cada etapa son diferentes. Los objetivos de la etapa intro-
ductoria se limitan a la capacidad para “tareas reproductivas y aplicaciones
elementales del conocimiento en ejemplos rigidos tomados de un nimero
limitado de casos sobre-simplificados”. Esto suele implicar estrategias de
aprendizaje muy dirigidas, con escaso margen a la autonomia del estudian-
te, que producen modelos mentales simples, acabados y estaticos.

Pero, a medida que vamos alcanzando el nivel avanzado, es necesario
introducir estrategias de ensenanza que permitan ampliar la transferibilidad
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del conocimiento, es decir, la capacidad del estudiante para aplicar su cono-
cimiento a casos y situaciones nuevos y unicos, dotados ya de la complejidad
propia del mundo real. Los estudiantes tienen entonces que desarrollar mo-
delos mentales flexibles y ricos que sean capaces de reflejar esa complejidad
y dinamismo que caracteriza el mundo real. La capacidad de transferencia
se convierte en el objetivo central de esta etapa avanzada: el conocimiento
debe ir alcanzando su verdadera dimensién de modelo mental, de herra-
mienta intelectual, que facilita la interaccién con el mundo y la resoluciéon
de problemas y situaciones.

En nuestro estudio, observamos que los estudiantes en la categoria avan-
zados interpretan las desigualdades en el marco funcional y logran resolver
inecuaciones cuadraticas que le resultaron complejas de abordar en el marco
algebraico. En el marco geométrico, la visualizacion que logran los ayuda a
interpretar la situacién y sacan provecho de ello para resolverla. Justifican
sus afirmaciones, argumentan lo que aseguran es verdadero basdndose en
resultados y propiedades que ya conocen.

Feltovich, Spiro y Coulson (1993, citado por Perkins, 2010) reflexionan
en torno a la adquisiciéon de conocimiento avanzado. Lo definen como el tipo
de conocimiento que va mas alld de la adquisicion de datos y rutinas.

Segin los autores: “En el aprendizaje inicial, el objetivo educativo pri-
mordial consiste, a menudo, en presentar grandes dreas de contenidos cu-
rriculares (cobertura de contenidos), sin hacer gran hincapié en el dominio
conceptual del saber (...). En concreto, no se prevé que los alumnos com-
prendan profundamente los conceptos ni que sean capaces de aplicarlos,
porque se presume que, tras su presentacion, irdn consiguiendo paulatina-
mente una mayor comprension y descubriendo las posibilidades de aplicacion
de los conocimientos” (p. 184). Comparan el aprendizaje avanzado con el
inicial del siguiente modo: “En algtin punto del proceso educativo, hay que
reemplazar los objetivos restrictivos del aprendizaje introductorio. Es decir,
debe preverse que los estudiantes alcancen un conocimiento preciso y mas
profundo de los contenidos, que sean capaces de razonar con ellos y de apli-
carlos con flexibilidad en contextos distintos, mal estructurados y, a veces,
nuevos” (p. 184).

A partir de los resultados de esta investigacion, sugerimos unas pautas
para el abordaje de la desigualdad en la escuela secundaria que promuevan
la conformacién de un objeto mental desigualdad lo suficientemente rico.
Confiamos en que podran construirlo si como docentes tenemos en cuenta
los fenémenos matematicos que organiza el concepto, trabajamos con los
distintos tipos de tareas y las presentamos en los distintos marcos. Como
mostramos en el esquema de la figura 10.4.
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Conocimiento (Perkins)
interpretacion

Conocimiento
avanzado

Figura 10.4: Conocimiento avanzado y objeto mental rico

Consideramos que:

= Las tareas del tipo 1: (CE) (Comparar expresiones) involucran a los
estudiantes en actividades enmarcadas en el fenémeno de ordenacion.
Aportan sentido de relacion a las desigualdades y los introduce en la
nocion de orden presente cada vez que aparece una desigualdad, en los
distintos marcos.

= Las tareas del tipo 2: (RI) (Resolver inecuaciones) se enriquecen al
incluirse los casos no tipicos, donde los procedimientos no se automa-
tizan. Estas tareas deben estar fundadas en el reconocimiento de que
un “pasaje de términos” es la transformacién de una inecuacién en
otra equivalente.

= Las resoluciones de tareas del tipo 3 (DDA) (Demostrar desigualdades
absolutas) contribuyen a introducir a los estudiantes en la problemati-
ca de la demostracion matemdtica y brinda experiencias dentro del
fenémeno de generalizacion. Es importante habituar a los estudian-
tes a que justifiquen sus decisiones con las herramientas matematicas
que poseen, respaldando las afirmaciones con propiedades conocidas.
Como sostiene Dreyfus (2000), “no deberiamos esperar que nuestros
estudiantes sean capaces de captar demostraciones sofisticadas y de
alto nivel, sin haber estado expuestos durante muchos anos al espiritu
de la justificacién y a la naturaleza del pensamiento matematico” (p.
130).

s La utilizacién de los marcos (algebraico, funcional y geométrico) en
el tratamiento del tema, podria contribuir al uso de diferentes estra-
tegias frente al mismo problema y aportaria otra interpretacién de la
situacién en pos de una mejor comprension.

= Promover la interpretacion de la desigualdad con un sentido de relacion
entre objetos, sin restringirla solamente al concepto de inecuacién,
contribuye a la conformacién de un objeto mental maés rico.

s Comprender que la inecuacién no es una mera complejizacién de la
ecuacion respecto del conjunto solucién y de su signo, favorece un tipo
de aprendizaje no rutinario.
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Finalmente, consideramos que es importante no retardar indebidamente
las experiencias para que los estudiantes alcancen un conocimiento preciso y
mas profundo de las desigualdades, ya que podrian acostumbrarse a verlas
sélo como una rutina de procedimientos, con el propésito de que sean capaces
de razonar con ellas y aplicarlas con flexibilidad en los distintos marcos.

En esta segunda parte los resultados que obtuvimos estan alineados con
los de otros investigadores. Estimamos que el encuadre tedrico de la primera
parte otorga un potencial diferente al analisis.

10.4. Tercera parte

En definitiva, manifestamos que todo lo analizado nos orienta a con-
tinuar debido a que surgen, a partir de esta indagacién, inquietudes que
pueden convertirse en lineas de futuras investigaciones en torno a este tema.
Planteamos a continuacién algunas de ellas:

Frente a las dificultades encontradas para hallar datos historicos en la
evolucién del concepto de desigualdad, creemos necesaria una indagacion
minuciosa para reconstruir dicha evoluciéon con detalles precisos; para tal
analisis, podrian utilizarse los libros de matematica avanzada en distintos
periodos.

Nuestra investigacién se centrd en los fenémenos mateméticos que or-
ganizan las desigualdades y que son requeridos en la matematica avanzada.
Nos resulta interesante plantearse una busqueda de otros fenémenos en la
modelizacion de situaciones reales que podrian ser abordados en el trata-
miento del tema en la escuela secundaria, como por ejemplo, qué fenémenos
organiza la desigualdad en la Fisica, en Biologia, en las ciencias econdmicas,
entre otras. También constituyen un aspecto de interés a estudiar las difi-
cultades en el aprendizaje de las desigualdades vinculadas con las cuestiones
logicas subyacentes que estan relacionadas directamente con los fenémenos
matematicos que encontramos en este estudio.

Creemos que es relevante replicar esta investigacién utilizando como
muestra una cohorte de estudiantes avanzados del Profesorado de Matemati-
ca, por ejemplo del 5to. ano. Se trataria de caracterizar el objeto mental
desigualdad de los mismos, en comparacion con el que predomina en los
estudiantes de la muestra trabajada en esta investigacion.

Detectamos claramente una carencia en los materiales bibliograficos, tan-
to en los textos de matematica avanzada como en los textos escolares con-
sultados, del tratamiento del tema desigualdades. Debido a esta ausencia,
en la propuesta de tareas que ponen en juego los fendmenos mateméaticos
que organiza el concepto de desigualdad y en los marcos que utilizan en su
presentacién, creemos que es fundamental la produccion de un texto que
pueda servir de guia tanto a los docentes como a los estudiantes para su
abordaje.
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