
Capítulo 4
Reglas de eleión del parámetro

En este apítulo estudiaremos varias reglas de eleión del parámetro más utilizadas.Algunas de ellas, omo veremos, forman parte de métodos de regularizaión de ordenóptimo en onjuntos fuente del tipo Xµ o Xµ,ρ, µ, ρ > 0, mientras que otras son reglasheurístias. En la Seión 4.1 presentaremos reglas de eleión del parámetro a-priori,las que dependen sólo del nivel de ruido δ y por ello, pueden de�nirse �antes� dela obtenión de los datos yδ. En la Seión 4.2 estudiaremos una de las reglas deeleión del parámetro a-posteriori más importantes, y más freuentemente utilizada,onoida omo el �Prinipio de Disrepania de Morozov�. Por último, en la Seión4.3 presentaremos algunas reglas heurístias también llamadas reglas �libres de error�,puesto que dependen sólo del dato yδ y no del nivel de ruido δ. Estas reglas son muyútiles en problemas del mundo real en los uales la informaión aera del nivel deruido en los datos no está disponible o bien no es on�able.Es oportuno señalar aquí que el tema �eleión del parámetro de regularizaión�onstituye toda un área dentro de la espeialidad y en muhos asos los resultados sonesasos o inexistentes. Por ejemplo, no se onoe hasta el momento ningún método oalgoritmo que permita esoger adeuadamente el parámetro de reonstruión en el90



4.1 Reglas de eleión del parámetro a-priori 91método de la inversa aproximada.4.1. Reglas de eleión del parámetro a-prioriEn esta seión estudiaremos reglas de eleión del parámetro a-priori que dependensólo del nivel de ruido δ y no del dato perturbado yδ. Una forma senilla en que sepueden de�nir este tipo de reglas es omo potenias de δ, es deir,
α(δ) = p δs, (4.1)donde p y s son onstantes positivas. Sean α(δ) una regla de eleión del parámetroa-priori y h : R+ → R+. Si existen onstantes positivas c1 y c2 tales que

c1h(δ) ≤ α(δ) ≤ c2h(δ),entones diremos que �α es del orden de h(δ)� y lo denotaremos on �α ∼ h(δ)�.Reordemos que una regla de eleión del parámetro, a diferenia de una familiade operadores de regularizaión, se de�ne para un dato y �jo. Veremos a ontinuaiónque, en algunos asos, uando se tiene algún tipo de informaión a-priori aera de lasoluión exata x† .
= T †y, por ejemplo uando se onoen los valores de µ y ρ en laondiión fuente x† ∈ Xµ,ρ, es posible de�nir reglas de eleión del parámetro omo en(4.1), donde las ostantes p y s se determinan a partir de µ y ρ, de tal manera que siel MRE satisfae determinadas ondiiones, dihas reglas forman parte de un métodode regularizaión de orden óptimo en Xµ,ρ.Proposiión 4.1. Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE tal que

Gα de�nida en (3.4) satisfae
Gα = O

(
1

α

) uando α→ 0+. (4.2)



92 Cap. 4 Reglas de eleión del parámetroSean µ, ρ > 0. Supongamos que existe una onstante c > 0 independiente de α tal que
ωµ : (0, α0) → R+ de�nida omo en (3.14) satisfae (3.9). Si α∗(δ) es una regla deeleión del parámetro a-priori que satisfae

α∗ ∼
(
δ

ρ

) 2

2µ+1

, (4.3)entones el método de regularizaión ({Rα}, α∗(δ)) es de orden óptimo en Xµ,ρ, donde
{Rα} está de�nido por (3.3).Demostraión. Sean x†

.
= T †y ∈ Xµ,ρ, yδ ∈ Y tal que ∥∥yδ − y

∥∥ ≤ δ, xα .
= Rαyy xδα

.
= Rαy

δ. De los Teoremas 3.4 y 3.5 (reordar que por hipótesis ωµ(α) = cαµsatisfae (3.9) ) y de la ondiión (4.2) sobre Gα se sigue que
∥∥xδα∗ − x†

∥∥ ≤
∥∥xα∗ − x†

∥∥+
∥∥xα∗ − xδα∗

∥∥ ≤ cα∗µρ+ kδ

√
C

α∗ , (4.4)donde k es una onstante positiva independiente de α y C es la onstante de la hipótesis(H2 ). Utilizando (4.3) es fáil probar que el lado dereho de la última desigualdad en(4.4) se puede aotar por ĉ δ 2µ
2µ+1ρ

1
2µ+1 , donde ĉ es una onstante positiva independientede δ. Luego (ver De�niión 2.16) el método de regularizaión ({Rα}, α∗(δ)) es de ordenóptimo en Xµ,ρ, omo queríamos probar. �Observaión 4.2. A menudo suede que no se onoe el valor de ρ. En tal aso, sionsideramos una regla de eleión del parámetro α ∼ δ

2
2µ+1 , se obtiene una ota parael error total que es al menos óptima on respeto a la potenia de δ, es deir, de ordenóptimo en Xµ: ∥∥xδα − x†

∥∥ = O
(
δ

2µ
2µ+1

). Si también µ es desonoido, entones en talaso no es apropiado usar una regla de eleión del parámetro a-priori y se deberáonsiderar alguna regla a-posteriori omo las que veremos en la siguiente seión.Es importante observar que si {gα} es un MRE que posee ali�aión lásia deorden µ0, entones la mejor tasa de onvergenia que se puede obtener para el errortotal on una regla de eleión del parámetro a-priori dada por (4.3) es O (δ 2µ0
2µ0+1

),



4.2 Reglas a-posteriori: el Prinipio de Disrepania 93la ual se obtiene bajo el supuesto a-priori de que x† ∈ Xµ0
. Esto está fuertementerelaionado on el fenómeno de �saturaión� que menionamos en la Seión 3.1.3. Sinembargo, si {gα} es un MRE para el ual µ0 = +∞, entones la ondiión (3.9) on ωµdado por (3.14) se satisfae para todo µ > 0. Luego, se dedue de la Proposiión 4.1 quesi x† ∈ Xµ para µ arbitrariamente grande, entones la tasa de onvergenia a ero delerror total puede ser arbitrariamente erana aO(δ), aunque nuna se alane realmenteesta tasa. Por ejemplo, en la Seión 3.2 vimos que para el método TSVD y el métodode Showalter se tiene que µ0 = +∞. Luego, on una regla de eleión del parámetro quesatisfaga (4.3), estos métodos resultan de orden óptimo en Xµ,ρ para todos µ, ρ > 0.Por otra parte, omo la regularizaión de Tikhonov-Phillips posee ali�aión lásia deorden µ0 = 1 (ver Seión 3.2.2), on una regla de eleión del parámetro que satisfaga(4.3), este método es de orden óptimo en Xµ,ρ para todos µ ∈ (0, 1] y ρ > 0. La mejortasa de onvergenia a ero para el error total es entones O (δ 2

3

) y se obtiene on unaregla de eleión del parámetro α ∼
(
δ
ρ

) 2

3 bajo el supuesto x† ∈ X1,ρ para ualquier
ρ > 0. Esto oinide on lo obtenido previamente en el Capítulo 3.
4.2. Reglas de eleión del parámetro a-posteriori :el Prinipio de Disrepania de MorozovEn esta seión presentaremos una regla de eleión del parámetro a-posteriori muyutilizada, onoida omo el �Prinipio de Disrepania� de V. A. Morozov ([46℄). Comoseñalamos en la Observaión 4.2, este tipo de reglas de eleión del parámetro es muyapropiado en los asos en que no se dispone de ninguna informaión a-priori aera dela regularidad de la soluión exata, en partiular, no se onoe ningún valor de µ > 0tal que x† ∈ Xµ.



94 Cap. 4 Reglas de eleión del parámetroDado un MRE {gα}, el Prinipìo de Disrepania onsiste esenialmente en ele-gir el parámetro de regularizaión mediante una omparaión entre la �disrepania�
∥∥Txδα − yδ

∥∥ =
∥∥(TRα − I)yδ

∥∥ (de allí el nombre) y una ota asoiada on el nivel deruido δ, donde Rα está dado por (3.3). Más preisamente, supongamos que queremosresolver el problema Tx = y, pero en lugar del dato exato y sólo se onoe un dato onruido yδ tal que ∥∥y − yδ
∥∥ ≤ δ. En este aso, no tiene sentido tratar de enontrar unasoluión aproximada x̃ que produza una disrepania ∥∥T x̃− yδ

∥∥ que sea estritamentemenor que δ; lo mejor que podríamos obtener es una disrepania de orden δ. Por otraparte, hemos visto en la Seión 3.1 que para un nivel de ruido �jo δ > 0, el error totalaumenta a medida que el parámetro de regularizaión α tiende a ero, on lo ual laestabilidad disminuye. Este simple razonamiento nos permite onluir que lo mejor quepodemos haer es elegir el mayor parámetro de regularizaión posible que resulte enuna disrepania de orden δ. Es preisamente la formalizaión de este razonamiento loque onstituye el Prinipio de Disrepania de Morozov. Sea τ una onstante positivatal que
τ > sup

α>0, λ∈[0,‖T‖2]

|rα(λ)| , (4.5)donde rα(λ) es omo en (3.7). Notar que τ > 1 pues rα(0) = 1. El parámetro deregularizaión de�nido mediante el Prinipio de Disrepania está dado por
αd(δ, y

δ)
.
= sup{α > 0 :

∥∥Txδα − yδ
∥∥ ≤ τδ}. (4.6)Es fáil probar que si para ada λ > 0, el mapeo α → gα(λ) es ontinuo porizquierda entones el funional α →

∥∥Txδα − yδ
∥∥ también es ontinuo por izquierda.Luego, se alanza el supremo en (4.6) y así,

∥∥∥Txδαd(δ,yδ) − yδ
∥∥∥ ≤ τδ. (4.7)Si ∥∥Txδα − yδ

∥∥ ≤ τδ para todo α > 0 entones αd(δ, yδ) = +∞ y en tal aso xδαd(δ,yδ)tiene que entenderse en el sentido del límite de xδα uando α → +∞. Notar que si {gα}



4.2 Reglas a-posteriori: el Prinipio de Disrepania 95es tal que se satisfae (3.23) on Gα dado por (3.4), entones
xδ∞

.
= ĺım

α→+∞
xδα = 0. (4.8)En efeto, de la de�niión de Rα (ver (3.3) ) se sigue que

∥∥xδα
∥∥ =

∥∥Rαy
δ
∥∥ =

∥∥gα(T ∗T )T ∗yδ
∥∥ ≤ ‖gα(T ∗T )‖

∥∥T ∗yδ
∥∥ . (4.9)Para x ∈ X , resulta de (3.4) que

‖gα(T ∗T )x‖2 =

∫ ‖T‖2+

0

g2
α(λ) d ‖Eλx‖2 ≤ G2

α ‖x‖2 ,y entones, ‖gα(T ∗T )‖ ≤ Gα. Puesto que Gα satisfae (3.23), existe una onstantepositiva c tal que Gα ≤ c/α para todo α > 0. Se sigue entones que ‖gα(T ∗T )‖ ≤ c/αpara todo α > 0, lo ual junto a (4.9) implia que ∥∥xδα∥∥ ≤ (c/α)
∥∥T ∗yδ

∥∥. Haiendotender α a in�nito, se obtiene (4.8).Es oportuno observar aquí que la disrepania ∥∥Txδα − yδ
∥∥ nuna es menor que

‖y −Qy‖− δ, donde Q es la proyeión ortogonal de Y sobre Ran(T ). En efeto, para
y ∈ Y se tiene que ‖Qy − y‖ ≤ ‖Tx− y‖ para todo x ∈ X puesto que Tx ∈ Ran(T ) y
Q es la proyeión ortogonal de Y sobre Ran(T ). Como xδα ∈ X se tiene entones que

‖Qy − y‖ ≤
∥∥Txδα − y

∥∥ ≤
∥∥Txδα − yδ

∥∥+
∥∥y − yδ

∥∥ ≤
∥∥Txδα − yδ

∥∥+ δ,es deir, ∥∥Txδα − yδ
∥∥ ≥ ‖Qy − y‖−δ. Luego, el onjunto dado en (4.6) podría ser vaío(por ejemplo, si ‖Qy − y‖ = 3δ y τ = 3/2). Para evitar esto, aquí supondremos siempreque y es alanzable, es deir, que y ∈ Ran(T ), on lo ual Qy = y y el onjunto en(4.6) no es vaío. Esto se dedue de observar lo siguiente:

∥∥Txδα − yδ
∥∥ =

∥∥rα(TT ∗)yδ
∥∥

≤ ‖rα(TT ∗)y‖ +
∥∥rα(TT ∗)(y − yδ)

∥∥

≤ ‖rα(TT ∗)y‖ + δ sup
α>0, λ∈[0,‖T‖2]

|rα(λ)|



96 Cap. 4 Reglas de eleión del parámetro
.
= cα(y) + δ sup

α>0, λ∈[0,‖T‖2]

|rα(λ)| . (4.10)Ahora, si y ∈ Ran(T ), en virtud de (1.7) y de que Rα → T † puntualmente sobre
Dom(T †), se sigue que cα(y) tiende a ero uando α → 0+. Luego, el lado dereho en(4.10), uando α→ 0+ onverge a δ sup

α>0, λ∈[0,‖T‖2]

|rα(λ)| que es estritamente menor que
τδ en virtud de (4.5). Así, existe α0 > 0 tal que ∥∥Txδα0

− yδ
∥∥ < τδ y el onjunto en(4.6) es efetivamente no vaío si y ∈ Ran(T ).A ontinuaión probaremos algunas propiedades de onvergenia y optimalidadde métodos de regularizaión ({Rα}, αd), donde Rα está de�nido omo en (3.3) y αdes la regla de eleión del parámetro dada por el Prinipio de Disrepania (4.6).Debido a la importania y trasendenia de estos resultados deidimos inluir aquílas demostraiones de los mismos, las uales ontienen ideas y desarrollos propios. Enel enfoque utilizado para estos desarrollos se ha puesto énfasis en la utilizaión de laspoderosas herramientas que proporiona la teoría espetral introduida en la Seión1.3.Teorema 4.3. Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE on ali�a-ión lásia de orden µ0 >

1
2
y tal que Gα de�nida por (3.4) satisfae la ondiión (3.23)para alguna onstante positiva ĉ. Entones el método de regularizaión ({Rα}, αd),donde Rα está dado por (3.3) y la regla de eleión del parámetro αd está de�nidamediante el Prinipio de Disrepania (4.6), es onvergente para todo y ∈ Ran(T ) yde orden óptimo en Xµ,ρ para todo µ ∈ (0, µ0 − 1

2
] y para todo ρ > 0.Demostraión. En primer lugar notemos que se puede suponer sin pérdida de genera-lidad que para todo δ su�ientemente pequeño, αd(δ, yδ) < +∞ para todo yδ ∈ Y talque ∥∥y − yδ

∥∥ ≤ δ. En efeto, supongamos que existe una suesión δn → 0+ tal que paralos orrespondientes yδn se tiene que αd(δn, yδn) = +∞ para todo n ∈ N. Como Gαsatisfae la ondiión (3.23) se sigue de (4.8) que xδn∞ = 0 y en virtud de (4.6) resultaque ∥∥yδn∥∥ ≤ τδn para todo n. Esto, junto on el heho que ∥∥y − yδn
∥∥ ≤ δn, implia



4.2 Reglas a-posteriori: el Prinipio de Disrepania 97que ‖y‖ ≤ (τ + 1)δn para todo n ∈ N y por lo tanto y = 0 on lo ual se tiene el asotrivial x† .
= T †y = 0.Sean µ ∈ (0, µ0 − 1

2
], ρ > 0, y ∈ Ran(T ) y x†

.
= T †y ∈ Xµ,ρ, es deir, existe

w ∈ X on ‖w‖ ≤ ρ tal que x† = (T ∗T )µw. Sea yδ ∈ Y tal que ∥∥y − yδ
∥∥ ≤ δ y

αd
.
= αd(δ, y

δ). Para probar que el método de regularizaión ({Rα}, αd) es de ordenóptimo en Xµ,ρ debemos demostrar que existe una onstante positiva c independientede δ y de x† ∈ Xµ,ρ tal que ∥∥xδαd
− x†

∥∥ ≤ c ρ
1

2µ+1 δ
2µ

2µ+1 . Para ello, en virtud de (2.20)es su�iente probar que tanto para el error de regularizaión ∥∥xαd
− x†

∥∥ omo para elerror asoiado al ruido ∥∥xαd
− xδαd

∥∥ pueden obtenerse similares aotaiones.Para el error de regularizaión, se sigue de (3.12) que
∥∥xαd

− x†
∥∥ = ‖rαd

(T ∗T )(T ∗T )µw‖ = ‖(T ∗T )µrαd
(T ∗T )w‖ .De esto, de la desigualdad de interpolaión (1.42) apliada a x .
= rαd

(T ∗T )w on r = µy q = µ+ 1
2
y reordando que (T ∗T )k y rαd

(T ∗T ) onmutan para todo k ∈ R, se obtieneque
∥∥xαd

− x†
∥∥ ≤ ‖rαd

(T ∗T )w‖ 1
2µ+1

∥∥∥(T ∗T )
1

2 rαd
(T ∗T )(T ∗T )µw

∥∥∥
2µ

2µ+1

= ‖rαd
(T ∗T )w‖ 1

2µ+1

∥∥∥(T ∗T )
1

2 rαd
(T ∗T )x†

∥∥∥
2µ

2µ+1

. (4.11)Ahora,
∥∥∥(T ∗T )

1
2 rαd

(T ∗T )x†
∥∥∥ =

∥∥Trαd
(T ∗T )x†

∥∥ (por (3.13) )
=

∥∥T (gαd
(T ∗T )T ∗T − I)x†

∥∥ (por (3.7) )
=

∥∥(Tgαd
(T ∗T )T ∗T − T )T †y

∥∥ (pues x† = T †y)

=
∥∥(Tgαd

(T ∗T )T ∗ − I)TT †y
∥∥

= ‖TRαd
y − y‖ (por (3.3) y por (1.7) pues y ∈ Ran(T ) )

= ‖Txαd
− y‖ . (4.12)Sustituyendo on (4.12) en (4.11) obtenemos entones que

∥∥xαd
− x†

∥∥ ≤ ‖rαd
(T ∗T )w‖ 1

2µ+1 ‖Txαd
− y‖

2µ
2µ+1 ,



98 Cap. 4 Reglas de eleión del parámetroy de�niendo γ omo el supremo en (4.5), es deir,
γ
.
= sup

α>0, λ∈[0,‖T‖2]

|rα(λ)| , (4.13)resulta que
∥∥xαd

− x†
∥∥ ≤ (γρ)

1
2µ+1 ‖Txαd

− y‖
2µ

2µ+1 , (4.14)donde hemos utilizado que ‖w‖ ≤ ρ.Ahora, omo xαd
− xδαd

= gαd
(T ∗T )T ∗(y − yδ), se sigue que

∥∥T (xαd
− xδαd

) − (y − yδ)
∥∥ =

∥∥(Tgαd
(T ∗T )T ∗ − I)(y − yδ)

∥∥

=
∥∥(TT ∗gαd

(TT ∗) − I)(y − yδ)
∥∥ (por (1.35) )

=
∥∥rαd

(TT ∗)(y − yδ)
∥∥ (pues 1 − λgα(λ) = rα(λ))

≤ γδ (por (4.13) y ∥∥y − yδ
∥∥ ≤ δ). (4.15)Luego,

‖Txαd
− y‖ ≤

∥∥Txδαd
− yδ

∥∥+
∥∥T (xαd

− xδαd
) − (y − yδ)

∥∥

≤ (τ + γ)δ (por (4.7) y (4.15) ). (4.16)Sustituyendo (4.16) en (4.14) se obtiene la aotaión que queríamos enontrar para elerror de regularizaión, es deir,
∥∥xαd

− x†
∥∥ ≤ c1ρ

1

2µ+1 δ
2µ

2µ+1 ,donde c1 = γ
1

2µ+1 (τ + γ)
2µ

2µ+1 .Vayamos ahora al error asoiado al ruido. Se dedue del Teorema 3.4 y del hehoque Gα satisfae la ondiión (3.23) que
∥∥xαd

− xδαd

∥∥ ≤ kδ

√
C

αd
,donde C es la onstante de la hipótesis (H2 ) y k es una onstante positiva independientede αd. Luego, para obtener la aotaión que neesitamos es su�iente on probar que



4.2 Reglas a-posteriori: el Prinipio de Disrepania 99existe una onstante positiva c2 tal que
αd ≥ c2

(
δ

ρ

) 2
2µ+1

. (4.17)Por de�niión de αd y puesto que αd < +∞ se tiene que
∥∥Txδ2αd

− yδ
∥∥ > τδ. (4.18)Usando la desigualdad triangular y (4.15) on 2αd en lugar de αd resulta que

∥∥Txδ2αd
− yδ

∥∥− ‖Tx2αd
− y‖ ≤

∥∥T (x2αd
− xδ2αd

) − (y − yδ)
∥∥ ≤ γδ.Esto junto a (4.18) implia que

‖Tx2αd
− y‖ ≥

∥∥Txδ2αd
− yδ

∥∥− γδ ≥ (τ − γ)δ, (4.19)donde τ−γ > 0 en virtud de (4.5) y (4.13) (aquí se ve laramente por qué la eleión de τdada por (4.5) es ruial). Como {gα} tiene ali�aión lásia de orden µ0 y µ+ 1
2
≤ µ0,se tiene que existe una onstante positiva c̃ independiente de α tal que ωµ+ 1

2
(α)

.
= c̃αµ+ 1

2satisfae la ondiión (3.9). Luego, se sigue del heho que Tx† = TT †y = y junto onel Teorema 3.5 que
‖Tx2αd

− y‖ =
∥∥Tx2αd

− Tx†
∥∥ ≤ ωµ+ 1

2
(2αd)ρ = c̃(2αd)

µ+ 1
2ρ.De esto y (4.19) se dedue (4.17) on c2 .

= (τ − γ)/(2µ+ 1
2 c̃), on lo ual queda probadoque el método de regularizaión ({Rα}, αd) es de orden óptimo en Xµ,ρ.Finalmente, para probar la onvergenia de este método de regularizaión paratodo y ∈ Ran(T ) usamos el Teorema 2.17. Notar que se satisfaen las hipótesis deeste teorema on µ∗ = µ0 − 1

2
y τ0 .

= γ, donde γ está dada por (4.13). Observar quela regla de eleión del parámetro ατ de�nida en (2.31) orresponde preisamente a ladada por el Prinipio de Disrepania (4.6) on el respetivo parámetro τ . En efeto,sea α(δ, yδ)
.
= αd(

δ
τ
, yδ). Entones se tiene que ατ (δ, yδ) = α(τδ, yδ) = αd(δ, y

δ). �



100 Cap. 4 Reglas de eleión del parámetroObservaión 4.4. Es fáil veri�ar que todas las onlusiones del Teorema 4.3 siguensiendo válidas para ualquier regla de eleión del parámetro α̂ = α̂(δ, yδ) que satisfaga
∥∥Txδα̂ − yδ

∥∥ ≤ τδ ≤
∥∥Txδβ − yδ

∥∥ (4.20)para algún β tal que α̂ ≤ β ≤ 2α̂, donde τ está dado por (4.5). (Notar que si α̂satisfae (4.20) entones en virtud de (4.6) se sigue que neesariamente α̂ ≤ αd). Estoes importante desde el punto de vista prátio ya que proporiona un ierto margen delibertad en la determinaión de la regla αd(δ, yδ) a partir de (4.6).Observaión 4.5. En virtud de (4.3), la desigualdad (4.17) permite a�rmar que laregla de eleión del parámetro a-posteriori dada por el Prinipio de Disrepania(independiente de los parámetros µ y ρ, desonoidos en este aso) nuna es �mejor�que la regla de eleión del parámetro a-priori que se obtiene a partir del onoimientode µ y ρ. Esto es razonable pues preisamente el Prinipio de Disrepania no utilizaninguna informaión a-priori sobre la soluión exata.Si {gα} es un MRE para el ual µ0 = +∞, entones la ondiión (3.9) on ωµ dadopor (3.14) se satisfae para todo µ > 0. En tal aso se sigue de la demostraión delTeorema 4.3 que el método ({Rα}, αd) es de orden óptimo en Xµ,ρ para todos µ, ρ > 0.Esto ourre, por ejemplo, on el método TSVD y el método de Showalter presentadosen la Seión 3.2.Es oportuno notar que mediante argumentos similares a los usados en la demos-traión del Teorema 4.3 se puede probar que el método de regularizaión ({Rα}, αd),donde Rα está dado por (3.3) y la regla de eleión del parámetro αd está de�nidamediante el Prinipio de Disrepania (4.6), tiene la propiedad
∥∥∥xδαd(δ,yδ) − x†

∥∥∥ = o
(
δ

2µ
2µ+1

)para x† .
= K†y ∈ Xµ y µ ∈ [0, µ0− 1

2
), donde µ0 es omo en la De�niión 3.6. En general,



4.2 Reglas a-posteriori: el Prinipio de Disrepania 101este método de regularizaión no es de orden óptimo en Xµ para µ > µ0 − 1
2
, omo sepuede deduir a partir del siguiente resultado para el método de Tikhonov-Phillips.Proposiión 4.6. Sean X , Y espaios de Hilbert, K : X → Y un operador lineal yompato on sistema singular {(σn; un, vn)}, Rα

.
= (K∗K + αI)−1K∗ y αd(δ, yδ) laregla de eleión del parámetro de�nida mediante el Prinipio de Disrepania (4.6).Si existe m ∈ N tal que para todo y ∈ span{vm} y para todo yδ ∈ Y on ∥∥y − yδ

∥∥ ≤ δse veri�a
∥∥∥xδαd(δ,yδ) −K†y

∥∥∥ = o
(√

δ
)
, (4.21)entones dim(Ran(K)) < +∞ y por lo tanto el problema Kx = y es bien ondiionado.Demostraión. Supongamos que dim(Ran(K)) = +∞, entones hay in�nitos valoressingulares σn y

ĺım
n→+∞

σn = 0. (4.22)Sean y .
= vm, {δn} ⊂ R+ una suesión arbitraria tal que δn n→∞→ 0+, yδn .

= y + δnvn y
αn

.
= αd(δn, y

δn). Entones ∥∥y − yδn
∥∥ = δn y se sigue de (1.18) que

x†
.
= K†y = K†vm =

∞∑

n=1

〈vm, vn〉
σn

un =
um
σm

.Luego,
xδnαn

− x† = Rαny
δn − um

σm

= Rαn(vm + δnvn) −
um
σm

= (K∗K + αnI)
−1K∗vm + δn(K

∗K + αnI)
−1K∗vn −

um
σm

(por def.de Rα)
=

σm
σ2
m + αn

um +
δnσn

σ2
n + αn

un −
um
σm

(pues K∗vj = σjuj ∀ j ∈ N).Eligiendo δn .
= σ2

n (lo ual es posible en virtud de (4.22) ), para n 6= m se tiene entonesque
∥∥xδnαn

− x†
∥∥2 ≥ δ3

n

(δn + αn)2
=

( √
δn

1 + αn

δn

)2

. (4.23)



102 Cap. 4 Reglas de eleión del parámetroPuesto que y .
= vm, se satisfae (4.21), lo ual implia junto a (4.23) que

√
δn

1 + αn

δn

= o(
√
δn)y por lo tanto

ĺım
n→+∞

αn
δn

= +∞. (4.24)Por otra parte, se sigue de (4.7) que
∥∥yδn

∥∥− τδn ≤
∥∥yδn

∥∥−
∥∥Kxδnαn

− yδn
∥∥ ≤

∥∥Kxδnαn

∥∥ . (4.25)Ahora bien, omo
Kxδnαn

=
1

αn
K[(αnI +K∗K) −K∗K]xδnαn

=
1

αn
K[(αnI +K∗K) −K∗K](K∗K + αnI)

−1K∗yδn

=
1

αn
KK∗[yδn −Kxδnαn

],resulta que
∥∥Kxδnαn

∥∥ ≤ ‖K‖2

αn

∥∥Kxδnαn
− yδn

∥∥ ≤ ‖K‖2

αn
τδn, (4.26)donde la última desigualdad se sigue nuevamente de (4.7). De (4.26) y (4.25) se tieneentones que

∥∥yδn
∥∥− τδn ≤ ‖K‖2

αn
τδn,de donde ∥∥yδn

∥∥− τδn

‖K‖2 τ
≤ δn
αn
,y así, haiendo tender n a +∞, se dedue que

0 <
1

‖K‖2 τ
≤ ĺım sup

n→+∞

δn
αn
, (pues ∥∥yδn∥∥ = 1 + δn)lo ual ontradie (4.24). Esta ontradiión proviene de suponer que dim(Ran(K)) =

+∞. Por lo tanto, se tiene que dim(Ran(K)) < +∞ omo queríamos probar. �



4.3 Reglas heurístias de eleión del parámetro 103El resultado anterior nos die que para la regularizaión de Tikhonov-Phillips {Rα}(en uyo aso µ0 = 1) on la regla de eleión del parámetro αd dada por el Prinipiode Disrepania, el error total ∥∥∥xδαd(δ,yδ) −K†y
∥∥∥ no puede onverger a ero estrita-mente más rápido que O(

√
δ), a menos que Ran(K) tenga dimensión �nita, es deir,que el problema Kx = y sea bien ondiionado. Luego, el método de regularizaión

({Rα, }, αd) no es de orden óptimo en Xµ para ningún µ > µ0 − 1
2

= 1
2
. En efeto, si lofuese, entones (4.21) se veri�a para todo x† .

= K†y ∈ Xµ. Ahora bien, se sigue de laProposiión 2.11 que si y ∈ span{vm} para ualquier m ∈ N, entones K†y ∈ Xµ paratodo µ > 0. Luego, (4.21) se satisfae, en partiular, para todo y ∈ span{vm} para todo
m ∈ N y en tal aso el Teorema 4.3 impliaría que Ran(K) tiene dimensión �nita ypor lo tanto sería errado (reordar que según la De�niión 2.16, los métodos de ordenóptimo en Xµ

.
= Ran((T ∗T )µ) se de�nen sólo para operadores on rango no errado).

4.3. Reglas heurístias de eleión del parámetroEn esta seión desribiremos dos reglas heurístias freuentemente utilizadas paraelegir el parámetro de regularizaión en problemas onretos: el riterio de la urva L yel de validaión ruzada generalizada (VCG). Estas reglas son �puramente a-posteriori �,pues dependen sólo del dato yδ y no del nivel de ruido δ. Por este motivo se las onoetambién omo �reglas libres de error�. Como vimos en la Seión 2.1, A. B. Bakushins-kii ([6℄) probó que tales reglas no pueden formar parte de métodos de regularizaiónonvergentes para un problema mal ondiionado (ver Teorema 2.2), lo ual no impliaque puedan tener un buen omportamiento para niveles de ruido δ pequeños, omo enefeto suede freuentemente.



104 Cap. 4 Reglas de eleión del parámetro4.3.1. El riterio de la urva LEn el año 1992 P. C. Hansen ([18℄) propuso una regla de eleión del parámetrolibre de error onoida omo �el riterio de la urva L�. La regla de eleión surgede relaionar la norma de los residuos de las aproximaiones aluladas al apliar unmétodo de regularizaión, on la norma de las aproximaiones propiamente dihas.Esto se hae gra�ando ∥∥xδα∥∥ versus ∥∥yδ − Txδα
∥∥ en una esala log− log onsiderandoun amplio rango de valores de α. La motivaión y fundamentaión heurístia es lasiguiente. Cuando los valores de α no son muy pequeños, se tiene que ∥∥yδ − Txδα

∥∥deree on una tasa de onvergenia de orden O(αν), donde el valor del parámetro
ν > 0 depende de la regularidad de la soluión y del método de regularizaión utilizado;mientras que en tal aso ∥∥xδα∥∥ es típiamente del mismo orden de magnitud que ∥∥x†∥∥,y varía relativamente poo uando α deree. Una onseuenia de esto es que la partede la grá�a de la urva (

∥∥yδ − Txδα
∥∥ ,
∥∥xδα

∥∥) que orresponde a valores de α no muypequeños, en general es asi horizontal. Por otra parte, para valores de α eranos aero (es deir, para valores pequeños on respeto a su valor óptimo) la norma de lasaproximaiones tiende a in�nito (por ejemplo on el orden O(δ/
√
α)), mientras quela norma del residuo se mantiene en el orden de δ. Esto hae que para valores de αmuy pequeños la grá�a de la urva (

∥∥yδ − Txδα
∥∥ ,
∥∥xδα

∥∥) sea empinada. Luego, la urvaresultante tiene una forma similar a la letra �L� y de ahí el nombre de este riterio(ver, por ejemplo, las Figuras 8.27 y 8.28 en la Seión 8.1).Observando las grá�as de estas urvas se puede inferir que para valores del pará-metro de regularizaión α eranos a la �esquina� de la urva L, tanto la norma delresiduo omo la norma de la soluión regularizada se mantienen pequeñas y por ello,es razonable seleionar omo parámetro al valor de α orrespondiente a la esquina dediha urva. Una di�ultad prátia de este método es que generalmente hay varios



4.3 Reglas heurístias de eleión del parámetro 105valores del parámetro de regularizaión eranos a diha esquina y por ello, es on-veniente utilizar métodos numérios de optimizaión para hallar el valor óptimo. Porejemplo, P. C. Hansen y D. P. O'Leary propusieron un algoritmo que busa el puntodel grá�o on máxima urvatura (ver [22℄).Es importante señalar aquí que Hansen probó para el método de Tikhonov-Phillipsque la norma de la soluión regularizada es una funión monótona dereiente de lanorma del residuo (ver [18℄, Teorema 1). Sin embargo, esto ourre también para otrosmétodos de regularizaión espetrales para los uales para ada λ �jo, se satisfae que
gα(λ) y rα(λ) omo funiones de α son monótonas reiente y dereiente, respetiva-mente. Esta es una ondiión neesaria para apliar el riterio de la urva L, aunqueno garantiza que la urva tenga efetivamente forma de �L�.Para el método TSVD, omo veremos en la Seión 8.1, el grá�o de la urva Lestá dado por un onjunto disreto de puntos, lo ual es onseuenia de la de�niióndel método (ver por ejemplo la Figura 8.21).4.3.2. Validaión ruzada generalizadaOtro método muy utilizado para elegir el parámetro de regularizaión es el llamadoriterio de �validaión ruzada generalizada� (VCG), el ual fue introduido en el año1979 por G. H. Golub, M. T. Heath y G. Wahba ([16℄). Este método se aplia aproblemas donde el operador K es ompato on rango de dimensión �nita. Uno detales problemas es el de disretizaión de momentos introduido en el Ejemplo 2.26,que surge al disretizar una euaión integral de Fredholm de primera lase. El riteriode validaión ruzada generalizada se origina a partir de onsideraiones estadístias yuno de los supuestos fundamentales es que la perturbaión en los datos es de tipo ruidoblano disreto, lo ual permite realizar un análisis más detallado del error ([12℄).Con VCG el parámetro de regularizaión óptimo se elige omo el valor de α que



106 Cap. 4 Reglas de eleión del parámetrominimiza el funional V (α) de�nido por
V (α)

.
=

( ∥∥yδ −Kxδα
∥∥

traza{ 1
m
rα(KK∗)}

)2

.Si bien este método es freuentemente utilizado, presenta algunas di�ultades. Porejemplo, a menudo el grá�o del funional V (α) es aplanado y tiene mínimos loales,on lo ual resulta di�ultoso loalizar numériamente el mínimo global. Otra de lasdi�ultades es que el método puede fallar uando los errores son altamente orrelaio-nados. Más detalles de este método se pueden enontrar en [65℄.



Capítulo 5
Divergenia on veloidad arbitrariadel método de mínimos uadrados endimensión in�nita

Sean X , Y espaios de Hilbert, T : X → Y un operador lineal y ontinuo, {XN}una suesión reiente de subespaios de dimensión �nita de X tales que ⋃∞
N=1 XN =

X y xN = T †
Ny, donde TN = TPXN

y PXN
es la proyeión ortogonal de X sobre

XN . Como menionamos en la Seión 2.3, en 1980 T. Seidman ([54℄) probó que siel problema Tx = y es mal ondiionado, entones, sin imponer ninguna ondiiónde regularidad a x†, no se puede garantizar que la suesión de soluiones de mínimosuadrados {xN} onverja a x† y que es posible que ∥∥xN − x†
∥∥ se inremente sin ota.En este apítulo extenderemos el resultado anterior en el siguiente sentido: probaremosque si los subespaios XN no se eligen uidadosamente, es posible que las soluionesde mínimos uadrados xN diverjan de la soluión exata x† on ualquier veloidadarbitrariamente grande, presrita a-priori. En la Seión 5.1 probaremos resultados dedivergenia para problemas inversos on datos exatos, mientras que en la Seión 5.2107



108 Cap. 5 Divergenia del método de mínimos uadradoslo haremos para el aso en que sólo se dispone de datos on ruido. Algunos de losresultados originales que presentamos en este apítulo han sido ya publiados en larevista Inverse Problems (ver [57℄).5.1. Divergenia para problemas inversos on datosexatosEn esta seión, generalizaremos los resultados del Teorema 2.22 y del Corolario2.24. Más preisamente, mostraremos que para ualquier espaio de Hilbert X , sepa-rable y de dimensión in�nita, para ualquier b ∈ X , b 6= 0, y para ualquier funión
f : N → R+, es posible enontrar un operador inyetivo A y una suesión de subes-paios XN ⊂ X tales que ‖xN −A−1b‖ ≥ f(N) para todo N ∈ N, donde xN es lasoluión de mínimos uadradros del problema Ax = b en XN . Neesitaremos introduirpreviamente las siguientes de�niiones.De�niión 5.1. Sean X un espaio de Hilbert separable de dimensión in�nita y B .

=

{en}∞n=1 una base ortonormal de X . Deimos que un elemento x ∈ X es �degeneradoon respeto a B� si es ombinaión lineal �nita de elementos de B; aso ontrario sedie que x es �no degenerado on respeto a B�. En partiular, si 〈x, en〉 6= 0 ∀ n ∈ Nse die que x es �fuertemente no degenerado on respeto a B�. Si 〈x, en〉 6= 0 parain�nitos valores de n, se die que x es �débilmente no degenerado on respeto a B�.Claramente, todo elemento fuertemente no degenerado on respeto a una base estambién débilmente no degenerado on respeto a la misma base.A ontinuaión, probaremos dos lemas que neesitaremos luego, para demostrar losresultados prinipales.Lema 5.2. Sean X un espaio de Hilbert separable de dimensión in�nita y b ∈ X ,



5.1 Divergenia para problemas inversos on datos exatos 109
b 6= 0. Entones existe una base ortonormal B de X tal que b es fuertemente nodegenerado on respeto a B.Demostraión. Dado b ∈ X , b 6= 0, sea {gn}∞n=1 una base ortonormal de [span{b}]⊥ yde�namos fn .

= b + gn, n ∈ N. Supongamos que para una ierta suesión de esalares
α1, α2, . . . , se tiene que

0 =
∑

n

αnfn =

(
∑

n

αn

)
b+

∑

n

αngn.Como {b} ∪ {gn}∞n=1 es un sistema ortogonal, es linealmente independiente y por lotanto, la euaión anterior implia que αn = 0 para todo n ∈ N. Luego, {fn}∞n=1 eslinealmente independiente.Usaremos ahora el proeso de Gram-Shmidt (ver [64℄) para onstruir un sistemaortonormal a partir de fn (notar que 〈fi, fj〉 = ‖b‖2 + δi,j para i, j ∈ N). Para ello,de�nimos
e1

.
=

f1

‖f1‖
,y para n ≥ 2, de�nimos en reursivamente omo

en
.
=

(
fn −

n−1∑

j=1

〈fn, ej〉 ej
)∥∥∥∥∥fn −

n−1∑

j=1

〈fn, ej〉 ej
∥∥∥∥∥

−1

.Entones, resulta que
span{fn}∞n=1 = span{en}∞n=1 (5.1)y {en}∞n=1 es un sistema ortonormal en X (ver [64℄). Además, este sistema es ompletoen X . En efeto, supongamos que existe y1 ∈ X tal que 〈y1, en〉 = 0 para todo n ∈ N.Esto implia que 〈y1, fn〉 = 0 para todo n ∈ N en virtud de (5.1) y por lo tanto

〈y1, gn〉 = −〈y1, b〉 para todo n ∈ N. (5.2)Pero, puesto que {gn}∞n=1 es un sistema ortonormal en X , la suesión {〈y1, gn〉}∞n=1 debeestar en ℓ2. Así, omo por (5.2) esta suesión es onstante, se tiene que 〈y1, gn〉 = 0 para



110 Cap. 5 Divergenia del método de mínimos uadradostodo n ∈ N, lo ual nuevamente en virtud de (5.2), implia que también 〈y1, b〉 = 0.Así, y1 = 0 puesto que {b, g1, g2, . . .} es ompleto en X . Luego {en}∞n=1 es un sistemaortonormal ompleto en X .Probaremos a ontinuaión que b es fuertemente no degenerado on respeto a labase B .
= {en}∞n=1. Supongamos que no lo es, es deir, que existe n∗ ∈ N tal que

〈en∗ , b〉 = 0 y 〈en, b〉 6= 0 para todo n < n∗. Como 〈e1, b〉 = ‖f1‖−1 ‖b‖2 6= 0 se tieneque n∗ ≥ 2. Sean Fn .
= span{f1, . . . , fn} y En .

= span{e1, . . . , en}. Puesto que {fn}∞n=1es un onjunto linealmente independiente por el proeso de Gram-Shmidt, resulta que
Fn = En para todo n ∈ N (ver [64℄). Sean ahora PFn y PEn las proyeiones ortogonalesde X sobre Fn y En, respetivamente. Como 〈en∗ , b〉 = 0, se sigue que

PFn∗b = PEn∗b = PEn∗−1
b = PFn∗−1

b,y por lo tanto 〈fn∗ , b〉 = 0. Pero esto ontradie el heho que 〈fn∗ , b〉 = 〈b, b〉+〈gn∗ , b〉 =

‖b‖2 6= 0. Así, tal n∗ no existe y 〈en, b〉 6= 0 para todo n ∈ N. Luego, onluímos que bes fuertemente no degenerado on respeto a la base B de X . �El siguiente lema está basado en las ideas presentadas en el Ejemplo 3.1 de [54℄.Lema 5.3. Sean X un espaio de Hilbert separable de dimensión in�nita, B .
= {en}∞n=1una base ortonormal de X y sean {αn}∞n=1, {βn}∞n=1 dos suesiones en ℓ2 que satisfaen

αn 6= 0 ∀ n ∈ N, β1 = 0, βn 6= 0 ∀ n ≥ 2. (5.3)Entones, dado x =
∑∞

n=1 ξnen ∈ X , el operador lineal A : X → X de�nido mediante
Ax

.
=

∞∑

n=1

(αnξn + βnξ1) en (5.4)es ompato, inyetivo y de rango denso en X .Demostraión. Veamos primero que el operador A es ompato. Para ada N ∈ N, sea
ÃN : X → XN el operador de�nido mediante

ÃNx
.
=

N∑

i=1

(αiξi + βiξ1) ei,



5.1 Divergenia para problemas inversos on datos exatos 111donde x =
∑∞

n=1 ξnen ∈ X y XN
.
= span{e1, . . . , eN}. Para todo N ∈ N, ÃN es unoperador ompato puesto que laramente es un operador de rango �nito. Además,

∥∥∥Ax− ÃNx
∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥

∞∑

i=N+1

(αiξi + βiξ1) ei

∥∥∥∥∥

2

=
∞∑

i=N+1

(αiξi + βiξ1)
2

≤ ‖x‖2

( ∞∑

i=N+1

α2
i + 2

∞∑

i=N+1

αiβi +

∞∑

i=N+1

β2
i

)

≤ ‖x‖2




∞∑

i=N+1

α2
i + 2

( ∞∑

i=N+1

α2
i

) 1

2
( ∞∑

i=N+1

β2
i

) 1

2

+

∞∑

i=N+1

β2
i



 ,donde la penúltima desigualdad se debe a que ξ2
i ≤ ‖x‖2 para todo i ∈ N, y en la últimase utilizó la desigualdad de Cauhy-Shwarz. Como {αn} y {βn} son dos suesiones en

ℓ2, se tiene que ∥∥∥A− ÃN

∥∥∥→ 0 uando N → ∞. Por lo tanto, A resulta ompato porser límite uniforme de operadores ompatos.Veamos ahora que el operador A es inyetivo. Sea x =
∑∞

i=1 ξiei ∈ X y supongamosque Ax = 0, entones
∞∑

i=1

αiξiei = −
∞∑

i=1

βiξ1ei.Igualando los oe�ientes de e1 resulta que α1ξ1 = −β1ξ1. Como β1 = 0 y α1 6= 0 sesigue que ξ1 = 0. Similarmente para todo i ≥ 2, αiξi = −βiξ1 = 0, lo ual implia que
ξi = 0 puesto que ξ1 = 0 y αi 6= 0. Luego, x = 0 y el operador A es inyetivo.Probaremos ahora que Ran(A) es denso en X . Sea x =

∑∞
i=1 ξiei ∈ X . Para ada

N ∈ N, existen esalares c1, . . . , cN tales que zN .
=
∑N

i=1 ciei ∈ XN satisfae
AzN =

N∑

i=1

(αici + βic1)ei =

N∑

i=1

ξiei.En efeto, igualando los oe�ientes de ei, i = 1, . . . , N, en esta expresión y reordandoque β1 = 0 y αi 6= 0 para todo i ∈ N, se obtiene inmediatamente que c1 = ξ1
α1

y



112 Cap. 5 Divergenia del método de mínimos uadrados
ci = α−1

i

(
ξi − βiξ1

α1

) para 2 ≤ i ≤ N . Además,
‖x− AzN‖2 =

∥∥∥∥∥

∞∑

i=N+1

ξiei

∥∥∥∥∥

2

=
∞∑

i=N+1

|ξi|2y omo {ξi}∞i=1 es una suesión en ℓ2 onluímos que ‖x−AzN‖ → 0 uando N → ∞.Luego, Ran(A) es denso en X , lo ual ompleta la demostraión del lema. �En el siguiente resultado probamos que para un espaio de Hilbert separable ar-bitrario X de dimensión in�nita y para ualquier elemento no nulo b ∈ X , existe unoperador lineal A tal que las soluiones de mínimos uadrados del problema Ax = b en
XN divergen de la soluión exata on veloidad arbitrariamente grande.Teorema 5.4. Sean X un espaio de Hilbert separable de dimensión in�nita y f : N →
R+ una funión reiente arbitraria. Entones para ada b ∈ X , b 6= 0, existen unasuesión reiente de subespaios XN uya unión es densa en X y un operador lineal
A = A(b, f) : X → X , ompato, inyetivo y de rango denso en X , tal que b = Ax∗para algún x∗ ∈ X , y si xN denota la soluión de mínimos uadrados de Ax = b en
XN , entones ‖xN − x∗‖ > f(N) para todo N ∈ N.Demostraión. Sea b ∈ X , b 6= 0. Del Lema 5.2 se sigue que existe una base ortonormal
B

.
= {en}∞n=1 de X tal que b es fuertemente no degenerado on respeto a B. De�nimos

XN
.
= span{e1, ..., eN}. Sean {αn}∞n=1 y {βn}∞n=1 dos suesiones en ℓ2 que satisfaen(5.3) y sea A el operador lineal de�nido en (5.4). En virtud del Lema 5.3 se tiene que

A es ompato, inyetivo y de rango denso en X .Ahora veremos que dado ualquier elemento b ∈ X fuertemente no degenerado onrespeto a B, es deir, tal que bn .
= 〈b, en〉 6= 0 para todo n ∈ N, es posible elegirlas suesiones {αn}∞n=1, {βn}∞n=1 ∈ ℓ2 de manera tal que, además de satisfaer (5.3), setenga que b ∈ Ran(A) y, si xN denota la soluión de mínimos uadrados de Ax = b en

XN , entones ‖xN − A−1b‖ ≥ f(N) para todo N ∈ N.



5.1 Divergenia para problemas inversos on datos exatos 113Las suesiones {αn}∞n=1 y {βn}∞n=1 serán onstruidas reursivamente de la siguientemanera:Paso 1: Elegimos α1 arbitrario, α1 6= 0 y β1
.
= 0.Paso 2: De�nimos α2

.
= 1

2
,

β2
.
=





α1b2
2b1

, si b2 = α2

2
2
2
+1

= 1
8
,

α1

b1

(
b2 − α2

2
2
2
+1

)
= α1

b1

(
b2 − 1

8

)
, en aso ontrario.Es su�iente elegir β2 6= 0 tal que b1β2

α1
∈
(
b2 − α2

2
2
2

, b2

).Paso 3: De�nimos α4
.
= 1

4
,

β4
.
=






α1b4
2b1

, si b4 = α4

2
4
2
+1

= 1
32
,

α1

b1

(
b4 − α4

2
4
2
+1

)
= α1

b1

(
b4 − 1

32

)
, en aso ontrario.También aquí, es su�iente elegir β4 6= 0 tal que b1β4

α1
∈
(
b4 − α4

2
4
2

, b4

).Paso 4: De�nimos α6
.
= 1

6
,

β6
.
=





α1b6
2b1

, si b6 = α6

2
6
2
+1

= 1
96
,

α1

b1

(
b6 − α6

2
6
2
+1

)
= α1

b1

(
b6 − 1

96

)
, en aso ontrario.Como antes, es su�iente elegir β6 6= 0 tal que b1β6

α1
∈
(
b6 − α6

2
6
2

, b6

). Por simpliidad,de�nimos K .
= α2

1

[
1 + b−2

1

(
5
4
‖b‖2 +

√
2 ‖b‖ + 2

)].Paso 5: El término α3 se elige según sea el signo de b3, omo sigue:si b3 < 0, entones
α3

.
= mı́n

{
1

3
;

∣∣∣∣
α1b3β6

b1

∣∣∣∣
(
b6 −

β6b1
α1

)
[Kf(4)]−1

}
> 0. (5.5)Notar que α3 > 0 puesto que K > 0 y de auerdo a la eleión de β6 heha en elpaso 4, se tiene que b6 − β6b1

α1
> 0,
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α3

.
= mı́n





1

3
; 2

3
2 b3; b3


 Kf(4)∣∣∣α1β6

b1

∣∣∣
(
b6 − β6b1

α1

) + 2−
3
2



−1

 > 0. (5.6)En (5.5) y (5.6) es su�iente elegir α3 omo ualquier número positivo menor o igualque el mínimo respetivo.Paso 6: De�nimos
β3

.
=






α1b3
2b1

, si b3 = α3

2
3
2
+1
,

α1

b1

(
b3 − α3

2
3
2
+1

)
, en aso ontrario.Aquí, de nuevo es su�iente elegir β3 6= 0 tal que b1β3

α1
∈
(
b3 − α3

2
3
2

, b3

).Se repiten pasos similares a 4, 5 y 6 para onstruir α2j , β2j y α2j−3, β2j−3 para
j ≥ 4. Más preisamente:Paso 7: Para todo j ≥ 4, se de�nen

α2j
.
= 1

2j
,

β2j
.
=





α1b2j

2b1
, si b2j =

α2j

2j+1 ,

α1

b1

(
b2j − α2j

2j+1

)
, en aso ontrario.Aquí, es su�iente elegir β2j 6= 0 tal que b1β2j

α1
∈
(
b2j − α2j

2j , b2j
).Paso 8: Para todo j ≥ 4, el término α2j−3 se elige según sea el signo de b2j−3 omosigue:si b2j−3 < 0, se de�ne

α2j−3
.
= mı́n

{
1

2j − 3
;

∣∣∣∣
α1b2j−3β2j

b1

∣∣∣∣
(
b2j −

β2jb1
α1

)
[Kf(2j − 2)]−1

}
> 0. (5.7)Notar que α2j−3 > 0 pues según la eleión de β2j se tiene que b2j − β2jb1
α1

> 0.
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α2j−3

.
= mı́n





1

2j − 3
; 2

2j−3

2 b2j−3; b2j−3


 Kf(2j − 2)∣∣∣α1β2j

b1

∣∣∣
(
b2j − β2jb1

α1

) + 2−
2j−3

2




−1
 > 0.(5.8)En (5.7) y (5.8) basta ualquier eleión positiva de α2j−3 menor o igual que el mínimo.Finalmente, se de�ne

β2j−3
.
=






α1b2j−3

2b1
, si b2j−3 =

α2j−3

2
2j−3

2
+1
,

α1

b1

(
b2j−3 − α2j−3

2
2j−3

2
+1

)
, en aso ontrario. (5.9)Aquí también es su�iente elegir β2j−3 6= 0 tal que b1β2j−3

α1
∈
(
b2j−3 − α2j−3

2
2j−3

2

, b2j−3

).En la Figura 5.1 se representa el orden de reursión usado para la onstruión delas suesiones {αn}∞n=1 y {βn}∞n=1. Es fáil probar que estas suesiones satisfaen lasondiiones (5.3) y que además están en ℓ2. En efeto,
∞∑

n=1

α2
n ≤

∞∑

n=1

1

n2
<∞,pues 0 < αn ≤ 1

n
para todo n ∈ N debido a la eleión de αn. Por otro lado, teniendoen uenta la eleión de la suesión {βn}∞n=1 se sigue que

∞∑

n=1

β2
n ≤

∞∑

n=1

(
α1bn
2b1

)2

+

∞∑

n=1

(
α1

b1

)2 (
bn −

αn

2
n
2
+1

)2

=
α2

1

b21

[
1

4

∞∑

n=1

b2n +

∞∑

n=1

(
b2n −

bnαn

2
n
2

+
α2
n

2n+2

)]

≤ α2
1

b21


5

4
‖b‖2 +

( ∞∑

n=1

b2n

) 1
2
( ∞∑

n=1

α2
n

2n

) 1
2

+

∞∑

n=1

α2
n




(por Cauhy-Shwarz yporque 2n+2 > 1 ∀n ∈ N)
≤ α2

1

b21


5

4
‖b‖2 + ‖b‖

( ∞∑

n=1

1

n2

) 1
2

+

∞∑

n=1

1

n2




(pues αn ≤ 1

n
y 2n > 1 ∀n ∈ N

)

≤ α2
1

b21

(
5

4
‖b‖2 +

√
2 ‖b‖ + 2

) (pues ∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
< 2

)

= K − α2
1 <∞. (5.10)
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?

?

?

?

?

?

?

?

-

-

-

-

-

-

-

-. ?

α2
.
= 1

2

β2

β4

α4
.
= 1

4

α6
.
= 1

6

β6

α3

β3...
β2j

α2j

α2j−3

β2j−3

α1 6= 0

β1
.
= 0

Paso 1

Paso 2
Paso 3
Paso 4
Paso 5Paso 6
Paso 7
Paso 8Figura 5.1: Orden de reursión usado para la onstruión de las suesiones {αn}∞n=1 y

{βn}∞n=1, en el Teorema 5.4.



5.1 Divergenia para problemas inversos on datos exatos 117Veamos ahora que efetivamente b ∈ Ran(A), es deir, que existe x∗ =
∑∞

n=1 ξ
∗
nen ∈

X tal que Ax∗ = b. Para ello, probaremos que el sistema de euaiones que se deduede la igualdad
∞∑

n=1

(αnξ
∗
n + βnξ

∗
1)en =

∞∑

n=1

bnen,tiene una únia soluión {ξ∗n} ∈ ℓ2. Igualando primero los oe�ientes de e1 tenemosque α1ξ
∗
1 + β1ξ

∗
1 = b1. Como β1 = 0, se sigue que ξ∗1 = b1

α1
. Similarmente, igualando losoe�ientes de en para n ≥ 2 se sigue que αnξ∗n + βnξ

∗
1 = bn, lo ual implia que

ξ∗n =

(
bn −

b1βn
α1

)
α−1
n . (5.11)Luego,

∞∑

n=1

ξ∗n
2 =

b21
α2

1

+
∞∑

n=2

(
bn −

b1βn
α1

)2

α−2
n

=
b21
α2

1

+

∞∑

n=2
bn=

αn

2
n
2

+1

(
bn −

b1βn
α1

)2

α−2
n +

∞∑

n=2
bn 6= αn

2
n
2

+1

(
bn −

b1βn
α1

)2

α−2
n

=
b21
α2

1

+

∞∑

n=2
bn=

αn

2
n
2

+1

(
bn −

bn
2

)2

α−2
n +

∞∑

n=2
bn 6= αn

2
n
2

+1

( αn

2
n
2
+1

)2

α−2
n

(por nuestraeleión de βn)
≤ b21

α2
1

+

∞∑

n=2

1

2n+4
+

∞∑

n=2

1

2n+2
<∞.Así, {ξ∗n} ∈ ℓ2, x∗ =

∑∞
n=1 ξ

∗
nen y b = Ax∗ ∈ Ran(A).Sea ahora xN la soluión de mínimos uadrados de Ax = b en XN y esribimos

xN =
∑N

n=1 ξnen. Probaremos que ‖xN − x∗‖ ≥ f(N) para todo N ∈ N. De�niendoel funional J (xN )
.
= 1

2
‖AxN − Ax∗‖2 e igualando a ero ada una de sus derivadaspariales on respeto a ξi, i = 1, . . . , N (por razones de brevedad omitimos los detallesaquí) se sigue inmediatamente que

ξ1 = ξ∗1 +

∑∞
n=N+1 αnβnξ

∗
n

α2
1 +

∑∞
n=N+1 β

2
n

,
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ξn = ξ∗n −

βn
αn

(ξ1 − ξ∗1), para 2 ≤ n ≤ N.Por lo tanto,
‖xN − x∗‖2 =

(∑∞
n=N+1 αnβnξ

∗
n

)2
(
α2

1 +
∑∞

n=N+1 β
2
n

)2

(
1 +

N∑

n=2

β2
n

α2
n

)
+

∞∑

n=N+1

ξ∗n
2

≥
(∑∞

n=N+1 αnβnξ
∗
n

)2
(
α2

1 +
∑∞

n=N+1 β
2
n

)2
N∑

n=2

β2
n

α2
n

. (5.12)Luego,(a) Para N par,
‖xN − x∗‖2 ≥

(
αN+2βN+2ξ

∗
N+2

)2
(
α2

1 +
∑∞

n=N+1 β
2
n

)2
β2
N−1

α2
N−1

=
β2
N+2

(
bN+2 − b1βN+2

α1

)2

(
α2

1 +
∑∞

n=N+1 β
2
n

)2
β2
N−1

α2
N−1

(reemplazando
ξ∗N+2 por (5.11)). (5.13)(a.1) Si bN−1 < 0, entones por la eleión de βn se tiene que b1βN−1

α1
< bN−1 < 0y por lo tanto β2

N−1 >
(
α1bN−1

b1

)2, lo ual junto a la eleión de αN−1 (ver (5.7) en Paso8) implia que
‖xN − x∗‖2 ≥ [f(N)]2K2

(
α2

1 +
∑∞

n=N+1 β
2
n

)2

≥ [f(N)]2 (α2
1 +

∑∞
n=1 β

2
n)

2

(
α2

1 +
∑∞

n=N+1 β
2
n

)2 (por (5.10)).
≥ [f(N)]2 ,(a.2) Si bN−1 > 0, entones omo αN−1 se eligió tal que αN−1 ≤ 2

N−1

2 bN−1(ver (5.8) en Paso 8) y reordando nuestra eleión de βN−1 (ver (5.9)), resulta que
0 ≤ bN−1 − αN−1

2
N−1

2

< b1βN−1

α1
. Luego, β2

N−1 >
(
α1

b1

)2 (
bN−1 − αN−1

2
N−1

2

)2

. Sustituyendo estoen (5.13) se tiene �nalmente que
‖xN − x∗‖2 ≥

[
βN+2

(
bN+2 − b1βN+2

α1

)]2

(
α2

1 +
∑∞

n=N+1 β
2
n

)2
α2

1

b21

(
bN−1 −

αN−1

2
N−1

2

)2
1

α2
N−1
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=

[
βN+2

(
bN+2 − b1βN+2

α1

)]2

(
α2

1 +
∑∞

n=N+1 β
2
n

)2
α2

1

b21

(
bN−1

αN−1

− 1

2
N−1

2

)2

≥ [f(N)]2K2

(
α2

1 +
∑∞

n=N+1 β
2
n

)2 (por (5.8))
≥ [f(N)]2

(
α2

1 +
∑∞

n=N+1 β
2
n

)2

(
α2

1 +

∞∑

n=1

β2
n

)2 (por (5.10))
≥ [f(N)]2 .(b) Para N impar, se sigue de (5.12) que

‖xN − x∗‖2 ≥
(
αN+3βN+3ξ

∗
N+3

)2
(
α2

1 +
∑∞

n=N+1 β
2
n

)2
β2
N

α2
N

.Siguiendo los mismos pasos que en el aso previo (N par) resulta que
‖xN − x∗‖2 ≥ [f(N + 1)]2 ≥ [f(N)]2 ,pues f es una funión reiente. Esto ompleta la demostraión del teorema. �Luego, en el Corolario 5.7, veremos que bajo iertos supuestos adiionales generalessobre b, el operador A del Teorema previo puede onstruirse de tal manera que seaademás autoadjunto.Para nuestro próximo resultado neesitaremos previamente el siguiente Lema.Lema 5.5. Sean X un espaio de Hilbert, N un subespaio errado de X , A : X → Xun operador lineal y aotado, M un subespaio errado de X tal que M y M⊥ soninvariantes por A y b ∈ M . Si x∗ es la soluión de mínimos uadrados de Ax = b en

N , entones la soluión de mínimos uadrados de Ax = b en M ∩N es PMx∗, donde
PM es la proyeión ortogonal de X sobre M .Demostraión. Supongamos que PMx∗ no es la soluión de mínimos uadrados de Ax =

b en M ∩N . Entones existe z ∈M ∩N , z 6= PMx
∗, tal que

‖Az − b‖ < ‖APMx∗ − b‖ . (5.14)
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= z + PM⊥x∗ ∈ N . Como z 6= PMx

∗, resulta que x̃∗ 6= x∗. Entones, puesto que
b ∈M , z ∈M y M , M⊥ son ambos invariantes por A, se tiene que

∥∥Ax̃∗ − b
∥∥2

= ‖Az + APM⊥x∗ − b‖2

= ‖Az − b‖2 + ‖APM⊥x∗‖2

< ‖APMx∗ − b‖2 + ‖APM⊥x∗‖2 (por (5.14))
= ‖Ax∗ − b‖2 ,lo ual es absurdo pues x̃∗ ∈ N y x∗ es la soluión de mínimos uadrados de Ax = b en

N . Por lo tanto, PMx∗ es la soluión de mínimos uadrados de Ax = b en M ∩N . �En apliaiones onretas del método de mínimos uadrados, por lo general la base
B = {en}∞n=1 de X está dada y XN se elige omo span{e1, . . . , eN}. En el siguienteCorolario mostramos que en este aso, para ualquier b ∈ X que sea débilmente nodegenerado on respeto a esa base y para ualquier funión f : N → R+ reiente,también es posible onstruir un operador A = A(b, f) tal que las soluiones de mínimosuadrados de Ax = b en XN diverjan de la soluión exata on veloidad mayor o igualque f .Corolario 5.6. Sean X un espaio de Hilbert separable de dimensión in�nita, f : N →
R+ una funión reiente arbitraria, B .

= {en}∞n=1 una base ortonormal de X , b ∈ Xdébilmente no degenerado on respeto a B y XN
.
= span{e1, ..., eN}. Entones, existeun operador lineal A = A(b, f) : X → X , ompato, inyetivo y de rango denso en Xtal que b = Ax̂ para algún x̂ ∈ X y, si xN es la soluión de mínimos uadrados de

Ax = b en XN , entones ‖xN − x̂‖ > f(N) para todo N ∈ N.Demostraión. De�nimos
∆

.
= {n ∈ N : 〈b, en〉 6= 0}, Γ

.
= N \ ∆,

B∆ .
= {enj

: nj ∈ ∆}, BΓ .
= {emj

: mj ∈ Γ} (5.15)
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.
= spanB∆. Claramente,

spanBΓ = X⊥
b (5.16)y b es fuertemente no degenerado on respeto a la base B∆ de Xb. Como Xb es unespaio de Hilbert separable de dimensión in�nita, el Teorema 5.4 implia que existeun operador lineal A∆ : Xb → Xb ompato, inyetivo y de rango denso en Xb tal que

b = A∆x̂ para algún x̂ ∈ Xb y si x∆
M es la soluión de mínimos uadrados de A∆x = ben

X∆
M

.
= span {enj

}Mj=1 ⊂ Xb, (5.17)entones
∥∥x∆

M − x̂
∥∥ ≥ f̃(M) ∀M ∈ N, (5.18)donde f̃(j)

.
= f(nj+1).A ontinuaión onstruiremos el operador A omo una extensión apropiada de A∆a todo el espaio X . La forma en que se realiza esta extensión dependerá de la ardi-nalidad del onjunto Γ de�nido en (5.15).Caso I. El onjunto Γ no es �nito. En este aso X⊥

b es un espaio de Hilbert separablede dimensión in�nita. Sea {γn}∞n=1 una suesión en ℓ2 tal que γn 6= 0 ∀ n ∈ N y de�nimos
b̃
.
=
∑

n∈Γ γnen. Claramente, b̃ es fuertemente no degenerado on respeto a la base BΓde X⊥
b . En virtud del Teorema 5.4, existe un operador lineal AΓ : X⊥

b → X⊥
b ompato,inyetivo y de rango denso en X⊥

b tal que b̃ = AΓx̃ para algún x̃ ∈ X⊥
b . Entonesde�nimos A omo sigue:

Ax
.
= A∆x1 + AΓx2, (5.19)donde x = x1 + x2 on x1 ∈ Xb y x2 ∈ X⊥

b .Caso II. El onjunto Γ es �nito. En este aso, simplemente de�nimos A omo
Ax

.
= A∆x1 + x2, (5.20)donde nuevamente x = x1 + x2 on x1 ∈ Xb y x2 ∈ X⊥

b .



122 Cap. 5 Divergenia del método de mínimos uadradosEs laro que en ambos asos el operador A así de�nido es lineal. Veamos ahora quees inyetivo, ompato y que tiene rango denso en X .En primer lugar onsideramos el aso I (ver (5.19)). Si Ax = 0, entones A∆x1 =

−AΓx2. Como A∆x1 ∈ Xb y −AΓx2 ∈ X⊥
b se tiene que A∆x1 = −AΓx2 = 0, y por lotanto x1 = x2 = 0 pues A∆ y AΓ son ambos inyetivos. Luego, x = x1 + x2 = 0 y porlo tanto A es inyetivo.Probemos ahora que Ran(A) es denso en X . Por de�niión de A y debido a que

Ran(A∆) ⊂ Xb y Ran(AΓ) ⊂ X⊥
b , resulta que Ran(A∆) y Ran(AΓ) son dos subespaiosde X ortogonales entre sí y por lo tanto Ran(A) = Ran(A∆) ⊕ Ran(AΓ). Luego,

Ran(A) = Ran(A∆) ⊕ Ran(AΓ)

=
(
Xb ∩Ran(A∆)

)
⊕
(
X⊥
b ∩ Ran(AΓ)

) (pues Ran(A∆) ⊂ Xb y
Ran(AΓ) ⊂ X⊥

b )
= Ran(A∆)

Xb ⊕Ran(AΓ)
X⊥

b

= Xb ⊕ X⊥
b = X ,donde la penúltima igualdad se sigue del heho que Ran(A∆) y Ran(AΓ) son densosen Xb y X⊥

b , respetivamente. Por lo tanto, Ran(A) es denso en X .Para probar que A es ompato, notemos que A puede expresarse en la forma
A = A∆PXb

+ AΓPX⊥
b
,donde PXb

y PX⊥
b
son las proyeiones ortogonales de X sobre los subespaios Xb y X⊥

b ,respetivamente. Como A∆ y AΓ son ambos operadores ompatos y PXb
y PX⊥

b
sonambos aotados, resulta que A es ompato por ser suma de operadores ompatos.Consideremos ahora el aso II, es deir, uando el operador A está de�nido omoen (5.20). El operador A es inyetivo. En efeto, si Ax = 0 entones A∆x1 = −x2 yomo A∆x1 ∈ Xb y −x2 ∈ X⊥

b se tiene que A∆x1 = −x2 = 0. Debido al heho que A∆es inyetivo resulta que x1 = 0 y por lo tanto x = x1 + x2 = 0.



5.1 Divergenia para problemas inversos on datos exatos 123Veamos ahora que Ran(A) es denso en X . Por de�niión de A y puesto que
Ran(A∆) ⊂ Xb, resulta que Ran(A∆) y X⊥

b son subespaios de X ortogonales entre sí.Entones,
Ran(A) = Ran(A∆) ⊕ X⊥

b

=
(
Xb ∩Ran(A∆)

)
⊕X⊥

b (pues Ran(A∆) ⊂ Xb y X⊥
b es errado)

= Ran(A∆)
Xb ⊕ X⊥

b

= Xb ⊕ X⊥
b (pues Ran(A∆) es denso en Xb)

= X .Veamos ahora que también en este aso A resulta ompato. Para ello esribimos
A = A∆PXb

+ PX⊥
b
. Como en este aso Γ es �nito, se sigue de (5.15) y (5.16) que PX⊥

bes un operador de rango �nito y, por lo tanto, ompato. Luego, A resulta ompatopor ser suma de dos operadores ompatos.Ahora probemos que en ambos asos (I y II) b ∈ Ran(A). Como x̂ ∈ Xb y A∆x̂ = b,se tiene de (5.19) y (5.20) que Ax̂ = A∆x̂+AΓ0 = b en el aso I, y Ax̂ = A∆x̂+ 0 = ben el aso II.Finalmente, sea xN la soluión de mínimos uadrados de Ax = b en
XN

.
= span{e1, ..., eN}, xN =

∑N
j=1 ξj ej. Probaremos que ‖xN − x̂‖ ≥ f(N) paratodo N ∈ N :

‖xN − x̂‖2 =

∥∥∥∥∥

N∑

j=1

ξj ej − x̂

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥

N∑

j=1, j∈∆

ξj ej +
N∑

j=1, j∈Γ

ξj ej − x̂

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥

N∑

j=1, j∈∆

ξj ej − x̂

∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥

N∑

j=1, j∈Γ

ξj ej

∥∥∥∥∥

2

≥
∥∥∥∥∥

N∑

j=1, j∈∆

ξj ej − x̂

∥∥∥∥∥

2

, (5.21)



124 Cap. 5 Divergenia del método de mínimos uadradosdonde en la última igualdad se usó que∑N
j=1, j∈∆ ξj ej − x̂ ∈ Xb y∑N

j=1, j∈Γ ξj ej ∈ X⊥
b .Para ada N ∈ N de�nimos kN .

= máx{j : nj ≤ N} ó, equivalentemente, kN .
=

#{ej : j ≤ N, ej ∈ B∆} = #
(
BN ∩ B∆

), donde BN
.
= {e1, . . . , eN}. Se sigue de (5.17)que X∆

kN
= span{enj

}kN

j=1. Como Xb es un subespaio errado de X tal que Xb y X⊥
b soninvariantes por A y b ∈ Xb, se sigue del Lema 5.5 que la soluión de mínimos uadradosde Ax = b en Xb ∩ XN = X∆

kN
es

PXb
xN = PX∆

kN

xN =
N∑

j=1, j∈∆

ξj ej,donde xN =
∑N

j=1 ξj ej es la soluión de mínimos uadrados de Ax = b en XN .Ahora bien, omo A|Xb
= A∆ y X∆

kN
⊂ Xb, se tiene que Aη = A∆η ∀ η ∈ X∆

kN
ypor lo tanto ∑N

j=1

j∈∆
ξj ej es también la soluión de mínimos uadrados de A∆x = b en

X∆
kN
, es deir, x∆

kN
=
∑N

j=1

j∈∆
ξj ej (ver (5.17)). Luego, sustituyendo lo anterior en (5.21)y usando (5.18) resulta que

‖xN − x̂‖2 ≥
∥∥x∆

kN
− x̂
∥∥2 ≥ [f̃(kN)]2 = [f(nkN+1)]

2. (5.22)Ahora, por de�niión de kN , si j0 ∈ N y nj0 ≤ N entones kN ≥ j0. Por lo tanto, ladesigualdad nkN+1 ≤ N impliaría que kN ≥ kN + 1, lo ual es una ontradiión. Porlo tanto, nkN+1 > N ó, equivalentemente, nkN+1 ≥ N + 1.Como f es reiente y positiva resulta que
[f(nkN+1)]

2 ≥ [f(N + 1)]2 ≥ [f(N)]2. (5.23)De (5.22) y (5.23) onluímos �nalmente que ‖xN − x̂‖ ≥ f(N) ∀N ∈ N. �A ontinuaión probaremos que tanto en el Teorema 5.4 omo en el Corolario 5.6,el operador A se puede onstruir de tal manera que sea además autoadjunto.Corolario 5.7. Sean X un espaio de Hilbert separable de dimensión in�nita, B .
=

{en}∞n=1 una base ortonormal de X , b ∈ X no degenerado on respeto a B, XN
.
=
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span{e1, . . . , eN} y f : N → R+ una funión reiente arbitraria. Entones, existenun operador lineal A = A(b, f) : X → X ompato, autoadjunto, inyetivo, de rangodenso en X y un operador unitario V : X → X tal que b∗ .

= V b ∈ Ran(A) y, si xNla soluión de mínimos uadrados de Ax = b∗ en XN , entones ‖xN −A−1b∗‖ ≥ f(N)para todo N ∈ N.Demostraión. Puesto que b ∈ X es no degenerado on respeto a B, se sigue delCorolario 5.6 que existe un operador lineal Ã = Ã(b, f) ompato, inyetivo, de rangodenso en X tal que b ∈ Ran(Ã) y, si xN denota la soluión de mínimos uadrados de
Ãx = b en XN , entones ∥∥∥xN − Ã−1b

∥∥∥ ≥ f(N) para todo N ∈ N. Sea {(σn; un, vn)} elsistema singular asoiado al operador ompato Ã y V : X → X el operador unitariode�nido por V vn = un. Entones, es fáil probar que el operador lineal A .
= V Ã,además de ser ompato, inyetivo y de rango denso en X , es autoadjunto. Esto sesigue inmediatamente del heho que V Ãun = Ã∗V ∗un para todo n ∈ N.Como b ∈ Ran(Ã), se tiene que b∗ .

= V b ∈ Ran(A). Ahora, puesto que ‖Ax− b∗‖ =
∥∥∥Ãx− b

∥∥∥, resulta que xN también es la soluión de minimos uadrados de Ax = b∗ en
XN . Por lo tanto, f(N) ≤

∥∥∥xN − Ã−1b
∥∥∥ = ‖xN − A−1b∗‖ para todo N ∈ N. �Puede pensarse que el resultado del Corolario 5.6 tiene poa relevania desde elpunto de vista prátio pues podría sueder que en un entorno de b, el únio elemento

η ∈ Ran(A) para el ual se tiene que las soluiones de mínimos uadrados de Ax = η en
XN satisfaen que ‖xN −A−1η‖ > f(N) para todo N ∈ N sea, preisamente, η = b. Sinembargo, en el siguiente resultado probaremos que esto no es así. En efeto, veremosque en todo entorno reduido de radio δ > 0 on entro en b, existe una suesión
{bδk}∞k=1 ⊂ Ran(A) tal que bδk → b uando k → ∞ y ∥∥xkN − A−1bδk

∥∥ > f(N) paratodo N ∈ N, donde xkN es la soluión de mínimos uadrados de Ax = bδk en XN . Esdeir, para ada elemento de la suesión {bδk}∞k=1 (i.e. para ada k �jo), las soluiones demínimos uadrados aproximantes {xkN}∞N=1, también se alejan de la soluión exata on



126 Cap. 5 Divergenia del método de mínimos uadradosveloidad arbitrariamente grande, de la misma forma on que lo haen las soluionesde mínimos uadrados obtenidas on dato igual a b.Corolario 5.8. Sean X un espaio de Hilbert separable de dimensión in�nita, B .
=

{en}∞n=1 una base ortonormal de X , b ∈ X no degenerado on respeto a B, XN
.
=

span{e1, ..., eN}, f : N → R+ una funión reiente arbitraria y A = A(b, f) el operadoruya existenia se probó en el Corolario 5.6. Entones, en todo entorno reduido deradio δ > 0 y entro en b, existe una suesión {bδk}∞k=1 ⊂ Ran(A) tal que bδk → b uando
k → ∞ y para ada k ∈ N, la soluión de mínimos uadrados xkN de Ax = bδk en XNveri�a que ∥∥xkN −A−1bδk

∥∥ > f(N) para todo N ∈ N.Demostraión. Sea δ > 0 dado, de�nimos bδk .
=
(
1 + δ

2k‖b‖

)
b para ada k ∈ N (b 6= 0por ser no degenerado on respeto a B). Como 0 <

∥∥bδk − b
∥∥ = δ

2k
< δ, se tiene que

{bδk}∞k=1 está en el entorno reduido de entro en b y radio δ. Claramente, bδk → b uando
k → ∞. Puesto que Ran(A) es un subespaio de X , resulta que bδk ∈ Ran(A) ∀ k ∈
N. Si xN es la soluión de mínimos uadrados de Ax = b en XN , entones xkN .

=
(
1 + δ

2k‖b‖

)
xN es la soluión de mínimos uadrados de Ax = bδk en XN . Ahora bien,

∥∥xkN − A−1bδk
∥∥ =

(
1 +

δ

2k ‖b‖

)∥∥xN − A−1b
∥∥

≥
∥∥xN − A−1b

∥∥

≥ f(N) ∀ N ∈ N,donde la última desigualdad se sigue del Corolario 5.6. �Observaión 5.9. En la demostraión se usó el siguiente resultado que puede probarsede una manera muy simple: si xN es la soluión de mínimos uadrados de Ax = b en
XN , entones σxN on σ 6= 0, es la soluión de mínimos uadrados de Ax = σb en XN .Para el aso en que el operador A : X → X está dado, omo suede la mayoríade las vees en la prátia, Seidman ([54℄) probó que para �asi todo� b ∈ Ran(A)



5.2 Divergenia para problemas inversos on datos perturbados 127existe una suesión de supespaios XN tales que la orrespondiente suesión {xN} desoluiones de mínimos uadrados de Ax = b no está aotada. Aunque reemos que losresultados de esta seión también se pueden extender a este aso, es deir, que uandoel operador A está dado también se pueden obtener tasas arbitrarias de divergeniadebido a la apliaión del método de mínimos uadrados, todavía no pudimos demostraresta onjetura aún permanee abierta.5.2. Divergenia para problemas inversos on datosperturbadosEn la seión anterior hemos onsiderado problemas on dato exato, es deir,euaiones de la forma Ax = b∗, donde b∗ .
= Ax∗ y x∗ es la soluión exata. Como es deesperar, la no onvergenia señalada en el Corolario 5.6 también puede produirse ondatos on ruido. T. Seidman ([54℄) probó que si A es un operador ompato (ademásde ser lineal, inyetivo, autoadjunto, positivo y de rango denso), entones para adasuesión reiente de subespaios de dimensión �nita {XN} uya unión es densa en Xy para ada b∗ ∈ Ran(A) existe una suesión bN → b∗ para la ual las soluiones demínimos uadrados xN de Ax = bN en XN satisfaen ‖xN − x∗‖ → ∞, donde Ax∗ = b∗.En un ierto sentido, el siguiente orolario generaliza este resultado. Más preisamente,se muestra que también para el aso de datos on ruido la apliaión sin uidado delmétodo de mínimos uadrados puede onduir a tasas de divergenia arbitrarias.Corolario 5.10. (tasa de divergenia arbitraria para datos on ruido). Sean X unespaio de Hilbert separable de dimensión in�nita, B .

= {en}∞n=1 una base ortonormalde X , b ∈ X no degenerado on respeto a B, XN
.
= span{e1, ..., eN}, f : N → R+ unafunión reiente arbitraria y A = A(b, f) el operador uya existenia se probó en elCorolario 5.6. Entones ∀α ∈ (0, 1) existe una suesión {bN}∞N=1 ⊂ Ran(A) tal que



128 Cap. 5 Divergenia del método de mínimos uadrados
bN → b uando N → ∞ y la soluión de mínimos uadrados xN de Ax = bN en XNsatisfae ‖xN −A−1b‖ > αf(N) para todo N ∈ N.Demostraión. Sea {αN} ⊂ R una suesión tal que αN 6= 0 y

|1 − αN | ≤ mı́n

{
1

‖x∗N‖
,
(1 − α)f(N)

‖x∗N‖

}
, (5.24)donde x∗N es la soluión de mínimos uadrados de Ax = b en XN . Se sigue del Corolario5.6 que,

∥∥x∗N −A−1b
∥∥ ≥ f(N) ∀ N ∈ N. (5.25)Entones ‖x∗N‖ → ∞, de lo ual se dedue que |1 − αN | → 0 y por lo tanto, αN → 1uando N → ∞. De�namos bN .

= αNb para ada N ∈ N. Luego, bN → b y omo
Ran(A) es un subespaio de X , {bN}∞N=1 ⊂ Ran(A). De la Observaión 5.9 resulta quela soluión de mínimos uadrados xN de Ax = bN = αNb en XN es αNx∗N . Entones

∥∥xN − A−1b
∥∥ ≥

∥∥x∗N −A−1b
∥∥− ‖x∗N − xN‖

=
∥∥x∗N −A−1b

∥∥− |1 − αN | ‖x∗N‖

≥ f(N) − (1 − α)f(N) (por (5.24) y (5.25))
= αf(N).

�Por simpliidad, sólo hemos onsiderado el aso en el ual X e Y son espaiosde Hilbert reales. Sin embargo, estos resultados siguen siendo válidos para el aso deespaios de Hilbert omplejos, on las obvias modi�aiones. Además, se puede usarun proedimiento similar al empleado en el Corolario 5.6 para mostrar que la hipótesisde separabilidad del espaio X puede ser ignorada.



Capítulo 6
Saturaión global de métodos deregularizaión arbitrarios

Como menionamos en la Seión 3.1.3, en 1994 A. Neubauer ([49℄) demostró queiertos métodos de regularizaión espetrales �saturan�, es deir son inapaes de onti-nuar extrayendo informaión aera de la soluión exata aún bajo hipótesis adiionalesde regularidad sobre la misma. En ese artíulo Neubauer introdujo por primera vez�la idea� del onepto de �saturaión� para métodos de regularizaión. La idea delonepto se re�ere al mejor orden de onvergenia (del error total) que un método puedealanzar independientemente de los supuestos de regularidad de la soluión exatay de la seleión de la regla de eleión del parámetro. No obstante el onepto esbastante intuitivo y puede observarse laramente aún en métodos lásios tales omoel de Tikhonov-Phillips (ver [50℄). El mismo ha esapado siempre a una adeuadaformalizaión matemátia que permita desribirlo on laridad y ehar luz sobre lasausas por las uales algunos métodos de regularizaión saturan y otros no.En 2001, P. Mathé y S. V. Pereverzev ([43℄) utilizaron esalas de Hilbert paraestudiar la e�ienia de soluiones aproximadas basadas en observaiones on ruido129



130 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrarios(estoástio o determinístio). En este ontexto se puede uanti�ar el grado de malondiionamiento de un problema y obtener ondiiones generales sobre métodos deproyeión para que estos alanen orden óptimo de onvergenia. Estos oneptosfueron extendidos luego por los mismos autores ([44℄) quienes estudiaron el problemade onvergenia óptima en esalas de Hilbert variables. En este trabajo se mostróque existe una relaión muy estreha entre la onvergenia óptima de un método y laregularidad �a-priori � (en términos de onjuntos fuente) para métodos espetrales queposeen ali�aión lásia.En 2004, P. Mathé ([42℄) propuso de�niiones de los oneptos de ali�aión ysaturaión para métodos de regularizaión espetrales. Sin embargo, el onepto desaturaión de�nido por Mathé no es apliable a métodos de regularizaión arbitrarios yno es totalmente ompatible on la idea original de saturaión propuesta por Neubaueren [49℄. En partiular, la de�niión de saturaión dada en [42℄ no implia uniidad ypor lo tanto, tampoo un orden óptimo de onvergenia.En este apítulo desarrollaremos una teoría general de saturaión para métodos deregularizaión arbitrarios (espetrales o no). La teoría que aquí desarrollamos atendien-do a la idea original de Neubauer, parte de observar que existe una marada relaión deoptimalidad y dualidad entre el mejor orden global de onvergenia (del error total) delmétodo, y el onjunto fuente sobre el ual se alanza ese mejor orden de onvergenia.En partiular, probaremos que para que una familia de operadores de regularizaiónposea saturaión, el error total debe ser �doblemente optimal�, en el sentido que debeser orden de onvergenia óptimo sobre un ierto onjunto y a su vez este onjunto de-be satisfaer una ierta ondiión de optimalidad on respeto al error. En la Seión6.1 de�niremos otas de onvergenia para una familia de operadores de regularizaióny desarrollaremos un andamiaje apropiado para la omparaión de las mismas. En laSeión 6.2 introduiremos el onepto de saturaión global, mostraremos su relaión



6.1 Cotas de onvergenia para métodos de regularizaión 131on el error total y on otas de onvergenia óptimas y daremos ondiiones neesariasy su�ientes para la existenia de saturaión. En la Seión 6.3 demostraremos algunosresultados reíproos que son utilizados luego, junto on los oneptos desarrollados enla Seión 6.2, para araterizar la saturaión de métodos espetrales on ali�aiónlásia y de métodos espetrales on ali�aión máxima. Algunos de los resultados deeste apítulo forman parte de un artíulo que ha sido enviado para su publiaión (ver[58℄).6.1. Cotas de onvergenia para métodos de regula-rizaiónDe ahora en más en este apítulo, a menos que se espei�que lo ontrario, supon-dremos que todos los subonjuntos del espaio de Hilbert X que onsideraremos son novaíos y no ontienen al ero y además, sin pérdida de generalidad, que el operador T esinvertible. Dado M ⊂ X , denotaremos on FM al onjunto de las siguientes funiones:diremos que ψ ∈ FM si existe a = a(ψ) > 0 tal que ψ está de�nida en M × (0, a), avalores en (0,∞) y satisfae las siguientes ondiiones:1. ĺım
δ→0+

ψ(x, δ) = 0 para todo x ∈M , y2. ψ es ontinua y reiente omo funión de δ en (0, a) para ada x ∈M �jo.De�niremos ahora distintas relaiones entre dos funiones de FM , donde M es unsubonjunto de X .De�niión 6.1. Sean M ⊂ X y ψ, ψ̃ ∈ FM .(i) Deimos que �ψ preede a ψ̃ sobre M�, y lo denotamos ψ M
� ψ̃, si existen unaonstante r > 0 y p : M → (0,∞) tales que ψ(x, δ) ≤ p(x)ψ̃(x, δ) para todo x ∈ M ypara todo δ ∈ (0, r).



132 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrarios(ii) Deimos que �ψ, ψ̃ son equivalentes sobre M�, y lo denotamos ψ M≈ ψ̃, si ψ M
� ψ̃y ψ̃ M

� ψ.(iii) Deimos que �ψ preede estritamente a ψ̃ sobre M� y lo denotamos ψ M≺ ψ̃ si
ψ

M
� ψ̃ y ĺım sup

δ→0+

ψ(x,δ)

ψ̃(x,δ)
= 0 para todo x ∈M.Las siguientes observaiones se siguen inmediatamente de estas de�niiones.

• Dado que ψ, ψ̃ > 0, en (iii) la ondiión ĺım sup
δ→0+

ψ(x,δ)

ψ̃(x,δ)
= 0 es equivalente a

ĺım
δ→0+

ψ(x,δ)

ψ̃(x,δ)
= 0, es deir, ψ(x, δ) = o(ψ̃(x, δ)) uando δ → 0+.

• La relaión �M�� introdue un orden parial en FM y �M≈� es una relaión deequivalenia en FM .
• Si ψ M

� (
M≈,M≺) ψ̃ entones ψ M̃

� (
M̃≈, M̃≺) ψ̃ para todo M̃ ⊂M.Con �, ⊀ y ≈/ denotaremos la negaión de las relaiones �, ≺ y ≈, respetivamente.Lema 6.2. Sean M ⊂ X y ψ, ψ̃ ∈ FM . Si ψ M≺ ψ̃ entones ψ̃ M̃

� ψ para todo M̃ ⊂M.Demostraión. Por el ontrarreíproo. Supongamos que existe M̃ ⊂ M tal que ψ̃ M̃
� ψ.Sea x0 ∈ M̃ , entones ψ̃ {x0}

� ψ, es deir, existen onstantes 0 < p < ∞ y r > 0 talesque sup
δ∈(0,r)

ψ̃(x0,δ)
ψ(x0,δ)

≤ p <∞. Luego,
ĺım sup
δ→0+

ψ(x0, δ)

ψ̃(x0, δ)
≥ ĺım inf

δ→0+

ψ(x0, δ)

ψ̃(x0, δ)
≥ ı́nf

δ∈(0,r)

ψ(x0, δ)

ψ̃(x0, δ)

=

(
sup
δ∈(0,r)

ψ̃(x0, δ)

ψ(x0, δ)

)−1

≥ 1

p
> 0.Por lo tanto, ψ {x0}

⊀ ψ̃, de lo ual se dedue que ψ M

⊀ ψ̃. �Dado un método de regularizaión ({Rα}α∈(0,α0), α(δ, yδ)
) para el problema Tx = y(ver De�niión 2.1), en la Seión 2.2 de�nimos el error total que surge de omparar la



6.1 Cotas de onvergenia para métodos de regularizaión 133soluión regularizada Rα(δ,yδ)y
δ on la soluión exata T †y (ver (2.19)). A ontinuaiónde�niremos el error total de una familia de operadores de regularizaión {Rα}α∈(0,α0) enel sentido de la mayor disrepania posible que puede obtenerse para una observaiónon nivel de ruido δ, on ualquier eleión del parámetro de regularizaión α. Máspreisamente, se tiene la siguiente de�niión.De�niión 6.3. Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y {Rα}α∈(0,α0) una familiade operadores de regularizaión para T † . De�nimos el �error total de {Rα}α∈(0,α0) en

x ∈ X para un nivel de ruido δ� omo
E tot
{Rα}(x, δ)

.
= ı́nf

α∈(0,α0)
sup

yδ∈Bδ(Tx)

∥∥Rαy
δ − x

∥∥ ,donde Bδ(Tx)
.
= {y ∈ Y : ‖Tx− y‖ ≤ δ}.Observaión 6.4. Sean a > 0, M ⊂ X y E tot

{Rα} : M × (0, a) → (0,∞) el error total.Entones E tot
{Rα} ∈ FM . En efeto, para ada x ∈ M , E tot

{Rα}(x, δ) es reiente omofunión de δ, y dado que {Rα} es una familia de operadores de regularizaión, resultaque E tot
{Rα}(x, δ) es ontinuo omo funión de δ para ada x ∈M �jo y ĺım

δ→0+
E tot
{Rα}(x, δ) =

0 para todo x ∈M.Ahora estamos en ondiiones de de�nir las otas superiores de onvergenia parael error total de una familia de operadores de regularizaión.De�niión 6.5. Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y {Rα}α∈(0,α0) una familiade operadores de regularizaión para T †, M ⊂ X y ψ ∈ FM .(i) Deimos que ψ es una �ota superior de onvergenia para el error total de
{Rα}0<α≤α0

en M� si E tot
{Rα}

M
� ψ.(ii) Deimos que ψ es �ota superior estrita de onvergenia para el error total de

{Rα}0<α≤α0
en M� si E tot

{Rα}
M≺ ψ.



134 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrarios(iii) Deimos que ψ es �ota superior óptima de onvergenia para el error total de
{Rα}0<α≤α0

en M� si E tot
{Rα}

M
� ψ y

ĺım sup
δ→0+

E tot
{Rα}(x, δ)

ψ(x, δ)
> 0 para todo x ∈M,o equivalentemente, si E tot

{Rα}(x, δ) 6= o(ψ(x, δ)) uando δ → 0+.Denotaremos on UM (E tot
{Rα}), U est

M (E tot
{Rα}) y U opt

M (E tot
{Rα}) al onjunto de todas lasfuniones ψ ∈ FM que son, respetivamente, otas superiores, otas superiores estritasy otas superiores óptimas de onvergenia para el error total de {Rα}0<α≤α0

enM . Envirtud de la Observaión 6.4, es laro que E tot
{Rα}(·, ·) ∈ U opt

M (E tot
{Rα}) para todo M ⊂ X .De las de�niiones previas se sigue inmediatamente que:

• Si ψ ∈ FM , entones ψ ∈ UM(E tot
{Rα}) si (y sólo si) E tot

{Rα}(x, δ) = O(ψ(x, δ))uando δ → 0+ para todo x ∈M . Además, U est
M (E tot

{Rα}) y U opt
M (E tot

{Rα}) son subonjuntosdisjuntos de UM (E tot
{Rα}), aunque su unión no es todo UM (E tot

{Rα}) (exepto uando elonjunto M tiene un solo elemento).
• Si M̃ ⊂ M , entones UM(E tot

{Rα}) ⊂ UM̃(E tot
{Rα}), U opt

M (E tot
{Rα}) ⊂ U opt

M̃
(E tot

{Rα}) y
U est
M (E tot

{Rα}) ⊂ U est
M̃

(E tot
{Rα}).

• Si ψ ∈ UM (E tot
{Rα}), ψ̃ ∈ FM y ψ M

� ψ̃, entones ψ̃ ∈ UM(E tot
{Rα}).

• Si ψ ∈ U opt
M (E tot

{Rα}), ψ̃ ∈ UM (E tot
{Rα}) y ψ̃ M

� ψ, entones ψ̃ ∈ U opt
M (E tot

{Rα}).

• Si ψ ∈ U est
M (E tot

{Rα}), ψ̃ ∈ FM y ψ M
� ψ̃, entones ψ̃ ∈ U est

M (E tot
{Rα}).De�niión 6.6. Sean ψ, ψ̃ ∈ FM . Deimos que �ψ y ψ̃ son omparables sobre M� siveri�an ψ M

� ψ̃ ó ψ̃ M
� ψ (ó ambas).De�niión 6.7. Sean A ⊂ FM y ψ∗ ∈ A. Deimos que �ψ∗ es un elemento minimal de(

A,
M
�
)� si ψ∗ M

� ψ para todo ψ ∈ A omparable on ψ∗ sobre M . Equivalentemente,
ψ∗ es minimal de (A,M�) si para todo ψ ∈ A, la ondiión ψ M

� ψ∗ implia ψ∗ M

� ψ.



6.1 Cotas de onvergenia para métodos de regularizaión 135Lema 6.8. Sean A ⊂ FM , ψ, ψ
∗ ∈ A y ψ, ψ∗ omparables sobre M . Si existe M0 ⊂ Mtal que ψ M0≺ ψ∗ entones ψ∗ no es un elemento minimal de (A,M�) .Demostraión. Sean A ⊂ FM y ψ, ψ∗ ∈ A omparables sobre M . Supongamos queexiste M0 ⊂ M tal que ψ M0≺ ψ∗, entones se sigue del Lema 6.2 que ψ∗

M0

� ψ. Luego,
ψ∗

M

� ψ y omo ψ, ψ∗ ∈ A son omparables sobre M , se dedue de la De�niión 6.7que ψ∗ no puede ser un elemento minimal de (A,M�) . �Corolario 6.9. Si ψ∗ ∈ UM(E tot
{Rα}) y existen x0 ∈ M y ψ0 ∈ U{x0}(E tot

{Rα}) tales que
ψ0

{x0}≺ ψ∗ entones ψ∗ no es un elemento minimal de (UM(E tot
{Rα}),

M
�
)
.Demostraión. Este orolario es onseuenia inmediata del lema anterior on A =

UM(E tot
{Rα}), M0 = {x0} y

ψ(x, δ)
.
=





ψ0(x0, δ), si x = x0

ψ∗(x, δ), si x 6= x0.Notar que esta funión ψ así de�nida está en UM (E tot
{Rα}) y es omparable on ψ∗ sobre

M (más aún ψ M

� ψ∗). �A ontinuaión probaremos que las otas superiores óptimas de onvergenia parael error total de {Rα}0<α≤α0
en M están araterizadas por ser elementos minimalesdel onjunto parialmente ordenado (UM(E tot

{Rα}),
M
�
). Más preisamente, se tiene elsiguiente resultado.Teorema 6.10. Sea ψ ∈ UM(E tot

{Rα}). Entones ψ ∈ U opt
M (E tot

{Rα}) si y sólo si ψ es unelemento minimal de (UM(E tot
{Rα}),

M

�
).Demostraión. Sea ψ ∈ U opt

M (E tot
{Rα}) y supongamos que ψ no es un elemento minimalde (UM (E tot

{Rα}),
M
�
). Entones existe ψc ∈ UM (E tot

{Rα}) omparable on ψ sobre M parala ual no es ierto que ψ M
� ψc. Luego, existe x0 ∈M tal que

ĺım sup
δ→0+

ψ(x0, δ)

ψc(x0, δ)
= ∞. (6.1)



136 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrariosAhora, omo ψ ∈ U opt
M (E tot

{Rα}) y x0 ∈M , se tiene que
ĺım sup
δ→0+

E tot
{Rα}(x0, δ)

ψ(x0, δ)
> 0. (6.2)Puesto que

ĺım sup
δ→0+

E tot
{Rα}(x0, δ)

ψc(x0, δ)
= ĺım sup

δ→0+

E tot
{Rα}(x0, δ)

ψ(x0, δ)

ψ(x0, δ)

ψc(x0, δ)
,se dedue utilizando (6.1) y (6.2) que ĺım sup

δ→0+

Etot
{Rα}(x0,δ)

ψc(x0,δ)
= ∞, lo ual implia que

ψc /∈ U{x0}(E tot
{Rα}). Esto ontradie el heho que ψc ∈ UM (E tot

{Rα}). Luego, ψ es unelemento minimal de (UM(E tot
{Rα}),

M
�
).Reíproamente, supongamos que ψ ∈ UM(E tot

{Rα}) y ψ /∈ U opt
M (E tot

{Rα}). Entonesexiste x0 ∈M tal que ψ ∈ U est
{x0}(E tot

{Rα}), lo ual implia que E tot
{Rα}

{x0}≺ ψ. En virtud delLema 6.8 se dedue que ψ no es un elemento minimal de (UM(E tot
{Rα}),

M
�
). �Observar que ψ es un elemento minimal de (UM(E tot

{Rα}),
M
�
) si y sólo si es minimalde (UM∗(E tot

{Rα}),
M∗

�
) para todo M∗ ⊂M .Corolario 6.11. Sean U opt

M (E tot
{Rα}) y E tot

{Rα} omo antes.(i) Si ψ ∈ U opt
M (E tot

{Rα}) entones ψ M≈ E tot
{Rα}.(ii) Si ψ, ψ̃ ∈ U opt

M (E tot
{Rα}) entones ψ M≈ ψ̃.Demostraión. (i) Si ψ ∈ U opt

M (E tot
{Rα}) entones E tot

{Rα}
M
� ψ, de lo ual resulta que E tot

{Rα}y ψ son omparables sobre M . Luego, omo E tot
{Rα} ∈ UM (E tot

{Rα}) y por el Teorema 6.10
ψ es un elemento minimal de (UM (E tot

{Rα}),
M
�
), se tiene que ψ M

� E tot
{Rα}. Por lo tanto,

ψ
M≈ E tot

{Rα} omo queríamos probar.(ii) Es onseuenia inmediata de (i) y de las propiedades de la relaión de equi-valenia �M≈�, pues toda ψ ∈ U opt
M (E tot

{Rα}) es equivalente a E tot
{Rα} sobre M . �



6.1 Cotas de onvergenia para métodos de regularizaión 137Observar que si ψ es una ota superior óptima de onvergenia en M para el errortotal de una familia de operadores de regularizaión, entones en todo punto de M
ψ tiende a ero, uando el nivel de ruido tiende a ero, exatamente on la mismaveloidad on que lo hae el error total.Para introduir el onepto de saturaión en la siguiente seión, neesitaremosademás algunas de�niiones y herramientas que nos permitirán omparar otas deonvergenia en diferentes onjuntos de X .De�niión 6.12. Sean M, M̃ ⊂ X , ψ ∈ FM y ψ̃ ∈ FM̃ .(i) Deimos que �ψ en M preede a ψ̃ en M̃ �, y lo denotamos ψ M,M̃

� ψ̃, si existenuna onstante d > 0 y k : M × M̃ → (0,∞) tales que ψ(x, δ) ≤ k(x, x̃) ψ̃(x̃, δ) paratodo x ∈M , para todo x̃ ∈ M̃ y para todo δ ∈ (0, d).(ii) Deimos que �ψ en M es equivalente a ψ̃ en M̃ �, y lo denotamos ψ M,M̃≈ ψ̃, si
ψ

M,M̃

� ψ̃ y ψ̃
M̃,M

� ψ.(iii) Deimos que �ψ en M preede estritamente a ψ̃ en M̃ �, y lo denotamos
ψ

M,M̃
≺ ψ̃, si ψ M,M̃

� ψ̃ y ĺım sup
δ→0+

ψ(x,δ)

ψ̃(x̃,δ)
= 0 para todo x ∈M y para todo x̃ ∈ M̃.Observaión 6.13. Las de�niiones preedentes generalizan en un ierto sentido (aun-que son ligeramente más fuertes que) las relaiones introduidas en la De�niión 6.1.Observar por ejemplo que si ψ M,M≺ ψ̃ entones ψ M≺ ψ̃, aunque el reíproo, en general,no es ierto.Se sigue inmediatamente de la De�niión 6.12 que si ψ M,N

� ψ̃ entones ψ M̃,Ñ

� ψ̃para todo M̃ ⊂ M y para todo Ñ ⊂ N. Lo mismo ourre para las relaiones �M,N≈ � y�M,N≺ �.A ontinuaión extendemos la noión de �omparabilidad� dada en la De�niión6.6, ahora para el aso de subonjuntos distintos de X .De�niión 6.14. Sean M, M̃ ⊂ X , ψ ∈ FM y ψ̃ ∈ FM̃ .



138 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrarios(i) Deimos que �ψ sobre M es omparable on ψ̃ sobre M̃ � si ψ M,M̃

� ψ̃ o bien
ψ̃

M̃,M

� ψ.(ii) Deimos que �ψ es invariante sobre M� si ψ M,M≈ ψ.Observaión 6.15. Es inmediato que la ondiión ψ M,M≈ ψ es equivalente a ψ M,M

� ψ.Esta última noión de invariania establee, esenialmente, que si ψ es invariantesobre M entones los órdenes de onvergenia de ψ omo funión de δ para δ → 0+,en dos puntos ualesquiera de M , son equivalentes.El siguiente resultado está relaionado on una ierta propiedad de �transitividad�de la relaión de invariania.Lema 6.16. Sean M ⊂ X , ψ, ψ̃ ∈ FM , tales que ψ̃ M≈ ψ y ψ M,M≈ ψ. Entones:(i) ψ̃
M,M≈ ψ y(ii) ψ̃
M,M≈ ψ̃ (i.e. ψ̃ es también invariante sobre M).Demostraión. Sean M ⊂ X , ψ, ψ̃ ∈ FM y x, x̃ ∈ M . Supongamos que ψ M,M≈ ψ y

ψ̃
M≈ ψ.(i) Como ψ̃ M≈ ψ, existen onstantes positivas d, kx y kx̃ tales que para todo δ ∈

(0, d),
ψ̃(x, δ) ≤ kxψ(x, δ) y ψ(x̃, δ) ≤ kx̃ψ̃(x̃, δ). (6.3)De la invariania de ψ sobre M resulta que existen onstantes positivas d∗ y k∗x,x̃ talesque ψ(x, δ) ≤ k∗x,x̃ψ(x̃, δ) para todo δ ∈ (0, d∗), lo ual junto a (6.3) implia que paratodo δ ∈ (0,mı́n{d, d∗}),

ψ̃(x, δ) ≤ kxψ(x, δ) ≤ kxk
∗
x,x̃ψ(x̃, δ) y ψ(x, δ) ≤ k∗x,x̃ψ(x̃, δ) ≤ k∗x,x̃kx̃ψ̃(x̃, δ). (6.4)Luego, ψ̃ M,M

� ψ y ψ M,M

� ψ̃, es deir, ψ̃ M,M≈ ψ.(ii) De la primera desigualdad de (6.4) y de la segunda desigualdad de (6.3) sesigue inmediatamente que ψ̃ M,M

� ψ̃ y por lo tanto, ψ̃ es invariante sobre M . �



6.2 Saturaión global 139El siguiente resultado es análogo al Lema 6.2 para este aso de omparaión deotas de onvergenia sobre onjuntos distintos.Lema 6.17. Sean M,N ⊂ X , ψ ∈ FM y ψ̃ ∈ FN . Si ψ M,N≺ ψ̃ entones ∀ M̃ ⊂

M, ∀ Ñ ⊂ N se tiene que ψ̃ Ñ,M̃

� ψ.Demostraión. Por el ontrarreíproo. Supongamos que existen M̃ ⊂ M y Ñ ⊂ Ntales que ψ̃ Ñ,M̃

� ψ. Entones existen una onstante d > 0 y k : Ñ × M̃ → (0,∞)tales que ψ̃(x̃, δ) ≤ k(x̃, x)ψ(x, δ) para todos x̃ ∈ Ñ , x ∈ M̃ y δ ∈ (0, d). Sean
x0 ∈ M̃ y x̃0 ∈ Ñ , entones ψ̃(x̃0, δ) ≤ k(x̃0, x0)ψ(x0, δ) para todo δ ∈ (0, d). Luego,
sup
δ∈(0,d)

ψ̃(x̃0,δ)
ψ(x0,δ)

≤ k(x̃0, x0) <∞. Entones,
ĺım sup
δ→0+

ψ(x0, δ)

ψ̃(x̃0, δ)
≥ ĺım inf

δ→0+

ψ(x0, δ)

ψ̃(x̃0, δ)
≥ ı́nf

δ∈(0,d)

ψ(x0, δ)

ψ̃(x̃0, δ)

=

(
sup
δ∈(0,r)

ψ̃(x̃0, δ)

ψ(x0, δ)

)−1

≥ 1

k(x̃0, x0)
> 0.Por lo tanto, ψ {x0},{x̃0}

⊀ ψ̃, de lo ual se sigue que ψ M,N

⊀ ψ̃. �6.2. Saturaión globalA ontinuaión proedemos a formalizar el onepto de saturaión global de unafamilia de operadores de regularizaión {Rα} sobre un subonjunto de X .De�niión 6.18. Sean MS ⊂ X y ψS ∈ UMS
(E tot

{Rα}). Deimos que ψS es �funión desaturaión global de {Rα} sobre MS� si ψS satisfae las siguientes tres ondiiones:(S1 ) Para todos x∗ ∈ X , x∗ 6= 0, x ∈MS, ĺım sup
δ→0+

Etot
{Rα}(x∗,δ)

ψS(x,δ)
> 0.(S2 ) ψS es invariante sobre MS .(S3 ) No existe ninguna ota superior de onvergenia para el error total de {Rα}que sea extensión propia de ψS (en la variable x) y satisfaga (S1 ) y (S2 ), es deir, no



140 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrariosexisten M̃ % MS y ψ̃ ∈ UM̃(E tot
{Rα}) tales que ψ̃ satisfaga (S1 ) y (S2 ) on MS = M̃ y

ψS = ψ̃.Observaión 6.19. Notar que la ondiión (S1 ) implia que para todo M ⊂ X ypara todo ψ ∈ UM (E tot
{Rα}), ĺım sup

δ→0+

ψ(x∗,δ)
ψS(x,δ)

> 0 para todos x∗ ∈ M , x ∈ MS (esto esonseuenia inmediata de (S1 ) y del heho que E tot
{Rα}

M
� ψ ∀ ψ ∈ UM(E tot

{Rα})). Por lotanto, no puede sueder que ψ M,MS≺ ψS. Por otro lado, si ψ ∈ UM(E tot
{Rα}) entones noes neesariamente ierto que ψS MS ,M� ψ aún uando ψ sobre M sea omparable on ψSsobre MS, pues en este aso puede sueder que ĺım inf

δ→0+

ψ(x,δ)
ψS(xS ,δ)

= 0 para algún x ∈ My algún xS ∈MS (lo ual implia que ψS MS ,M

� ψ), y todavía tener ĺım sup
δ→0+

ψ(x,δ)
ψS(xS ,δ)

> 0.Sin embargo, si ψ sobre M es omparable on ψS sobre MS y existe ĺım
δ→0+

ψ(x,δ)
ψS(xS ,δ)

paratodo x ∈M y para todo xS ∈MS, entones sí es ierto que ψS MS ,M� ψ.Observar además que la ondiión (S1 ) puede reemplazarse por
ĺım sup
δ→0+

ψ(x∗, δ)

ψS(x, δ)
> 0 ∀ ψ ∈ U{x∗}(E tot

{Rα}), ∀ x∗ ∈ X , x∗ 6= 0, x ∈MS.Esta noión de saturaión global establee esenialmente que en ningún punto x∗ ∈
X , x∗ 6= 0, puede existir una ota superior de onvergenia para el error total de unafamilia de operadores de regularizaión que sea �estritamente mejor� que la funiónde saturaión ψS en ualquier punto de MS.Probaremos ahora que una funión de saturaión es siempre una ota superioróptima de onvergenia.Lema 6.20. Sea ψS ∈ UMS

(E tot
{Rα}). Si ψS satisfae la ondiión (S1) sobre MS, enton-es ψS ∈ U opt

MS
(E tot

{Rα}). En partiular, si ψS es una funión de saturaión de {Rα} sobre
MS entones ψS ∈ U opt

MS
(E tot

{Rα}).Demostraión. La ondiión (S1 ) implia en partiular que ĺım sup
δ→0+

Etot
{Rα}(x,δ)

ψS(x,δ)
> 0 paratodo x ∈ MS. Puesto que además por de�niión ψS ∈ UMS

(E tot
{Rα}), se sigue que ψS ∈

U opt
MS

(E tot
{Rα}), omo queríamos probar. �



6.2 Saturaión global 141Un orolario inmediato de este lema es la equivalenia entre la funión de saturaióny el error total.Corolario 6.21. Si ψS es una funión de saturaión de {Rα} sobre MS entones
ψS

MS≈ E tot
{Rα}. Más aún, se tiene la equivalenia más fuerte ψS MS ,MS≈ E tot

{Rα}.Demostraión. La primera parte del orolario es una onseuenia inmediata del Lema6.20 y del Corolario 6.11 (i). La segunda parte se dedue de la primera y del hehoque ψS MS ,MS≈ ψS via el Lema 6.16 (i). �Observaión 6.22. Una onseuenia de la primer parte de este orolario y del Lema6.16 (ii) es que si ψS es funión de saturaión de {Rα} sobreMS, entones E tot
{Rα}

MS ,MS≈
E tot
{Rα}, es deir, el error total debe ser invariante sobre MS. Eharemos más luz sobreel partiular en el Teorema 6.25.De�niión 6.23. SeanM ⊂ X y ψ ∈ UX (E tot

{Rα}). Deimos que �M es óptimo para ψ�,y lo denotamos M ∈ O(ψ), si satisfae la siguiente ondiión:(C2 ) Para todos x ∈M , xc ∈M c ni ψ {xc},{x}≺ ψ ni ψ {xc},{x}≈ ψ.Que un onjunto M sea óptimo para ψ signi�a esenialmente que en ualquierpunto del omplemento deM , el orden de onvergenia de ψ omo funión de δ para δ →
0+ no puede ser mejor ni siquiera equivalente al orden de onvergenia de ψ en ualquierpunto de M ; es deir, en ualquier punto fuera de M , el orden de onvergenia de ψdebe ser �peor� que en ualquier punto deM . No obstante, veremos a ontinuaión queesta ondiión de optimalidad impone una restriión bastante preisa. Como veremosmás adelante (en el Teorema 6.25), es justamente esta restriión sobre el error total,junto on su invariania, lo que permite araterizar a las familias de operadores deregularizaión que poseen saturaión.Sean ψ ∈ UX (E tot

{Rα}), M ⊂ X y onsideremos las siguientes ondiiones:(C1 ) ψ
M,Mc

≺ ψ.



142 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrarios(C3 ) ψ
Mc,M

⊀ ψ y ψ
Mc,M

≈/ ψ.Observar que la ondiión (C2 ) (de onjunto óptimo) es estritamente más fuerteque la ondiión (C3 ), y estritamente más débil que la ondiión (C1 ). En efeto, si
M es óptimo para ψ entones para todos x ∈ M , xc ∈ M c se tiene que ψ {xc},{x}

⊀ ψ y
ψ

{xc},{x}
≈/ ψ, de lo ual se sigue inmediatamente que ψ Mc,M

⊀ ψ y ψ Mc,M

≈/ ψ, es deir,se satisfae (C3 ). Sin embargo, para que (C3 ) se satisfaga es su�iente que existan
x ∈M y xc ∈M c tales que ψ {xc},{x}

⊀ ψ y ψ {xc},{x}
≈/ ψ, lo ual obviamente no implia laondiión (C2 ). Por otra parte, si se satisfae (C1 ) entones se sigue del Lema 6.17 quepara todos x ∈ M , xc ∈ M c se tiene que ψ {xc},{x}
� ψ y en onseuenia, ψ {xc},{x}

⊀ ψ y
ψ

{xc},{x}
≈/ ψ para todos x ∈M , xc ∈M c, es deir, se satisfae (C2 ). No obstante, (C2 )no implia (C1 ) pues puede ourrir que M sea óptimo para ψ y que existan x ∈ M y

xc ∈M c tales que ψ {x},{xc}
� ψ y por lo tanto, ψ M,Mc

⊀ ψ.Para araterizar las familias de operadores de regularizaión que poseen funiónde saturaión neesitaremos previamente del siguiente resultado.Lema 6.24. Supongamos que {Rα} posee funión de saturaión sobre M ⊂ X y paratodos x ∈ M , xc ∈ M c se tiene que E tot
{Rα}

{xc},{x}
⊀ E tot

{Rα}. Entones E tot
{Rα}

{xc},{x}
≈/ E tot

{Rα}para todos x ∈M , xc ∈ M c.Demostraión. Puesto que {Rα} posee funión de saturaión sobre M , se dedue de laObservaión 6.22 que E tot
{Rα} es invariante sobreM . Supongamos que E tot

{Rα}

{xc},{x}
⊀ E tot

{Rα}para todos x ∈M , xc ∈M c y que existen x̃ ∈M , x̃c ∈M c tales que
E tot
{Rα}

{x̃c},{x̃}≈ E tot
{Rα}. (6.5)Entones,

ĺım sup
δ→0+

E tot
{Rα}(x̃, δ)

E tot
{Rα}(x̃c, δ)

> 0. (6.6)



6.2 Saturaión global 143De�nimos M̃ .
= M ∪ {x̃c} y

ψ̃(x, δ)
.
=





ψ(x, δ), si x ∈M

E tot
{Rα}(x, δ), si x = x̃c,donde ψ es una funión de saturaión de {Rα} sobre M . A ontinuaión probaremosque ψ̃ es saturaión sobre M̃ . Claramente, ψ̃ es ota superior de onvergenia para elerror total en M̃ , i.e., ψ̃ ∈ UM̃(E tot

{Rα}) y omo ψ es saturaión sobre M , resulta que
ψ̃(x, δ) satisfae la ondiión (S1 ) para todo x ∈M .Veamos ahora que ψ̃(x̃c, δ) también satisfae (S1 ). Como x̃ ∈M se tiene que

ĺım sup
δ→0+

E tot
{Rα}(x

∗, δ)

E tot
{Rα}(x̃, δ)

> 0 ∀ x∗ ∈ X , x∗ 6= 0. (6.7)Si x∗ ∈ M , esta desigualdad se dedue del heho que E tot
{Rα} es invariante sobre M y si

x∗ ∈M c, es onseuenia de que E tot
{Rα}

{x∗},{x̃}
⊀ E tot

{Rα}.Entones, para todo x∗ ∈ X , x∗ 6= 0 se tiene que
ĺım sup
δ→0+

E tot
{Rα}(x

∗, δ)

ψ̃(x̃c, δ)
= ĺım sup

δ→0+

E tot
{Rα}(x

∗, δ)

E tot
{Rα}(x̃, δ)

E tot
{Rα}(x̃, δ)

ψ̃(x̃c, δ)
> 0en virtud de (6.6) y (6.7). Así, ψ̃(x, δ) satisfae (S1 ) para todo x ∈ M̃.Veamos ahora que ψ̃ satisfae (S2 ) sobre M̃ . Puesto que ψ es funión de saturaiónde {Rα} sobre M , se tiene que ψ̃ es invariante sobre M . Entones sólo resta ver que

ψ̃
{x̃c},M≈ ψ̃, es deir que E tot

{Rα}
{x̃c},M≈ ψ. Pero esto es una onseuenia inmediata de(6.5), del Corolario 6.21 que implia que ψ M≈ E tot

{Rα} y del heho que ψ es invariantesobre M .Hemos demostrado así que ψ̃ es una extensión propia de ψ que satisfae (S1 ) y (S2 )sobre M̃ , lo ual implia entones que ψ no satisfae la ondiión (S3 ). Esto ontradieel heho que ψ es funión de saturaión de {Rα} sobre M . Por lo tanto, para todos
x ∈M , xc ∈M c se tiene que E tot

{Rα}

{xc},{x}
≈/ E tot

{Rα} omo queríamos probar. �Teorema 6.25. (Condiión neesaria y su�iente para la existenia de saturaión.)Una familia de operadores de regularizaión {Rα} tiene funión de saturaión si y sólo



144 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrariossi existe M ⊂ X (M 6= {0},M 6= ∅) tal que E tot
{Rα} es invariante sobre M y M esóptimo para E tot

{Rα}. En tal aso, E tot
M (x, δ)

.
= E tot

{Rα}(x, δ) para x ∈M y δ > 0 es funiónde saturaión de {Rα} sobre M .Demostraión. Supongamos que {Rα} tiene funión de saturaión ψ sobreM . Entonesse sigue de la Observaión 6.22 que E tot
{Rα} es invariante sobre M .Veamos ahora que M es óptimo para E tot

{Rα}. Sean x ∈ M y xc ∈ M c. Probemosprimero que E tot
{Rα}

{xc},{x}
⊀ E tot

{Rα}. Como ψ ∈ UM(E tot
{Rα}) y x ∈ M , existen onstantespositivas d y kx tales que E tot

{Rα}(x, δ) ≤ kxψ(x, δ) para todo δ ∈ (0, d). Entones
ĺım sup
δ→0+

E tot
{Rα}(xc, δ)

E tot
{Rα}(x, δ)

≥ ĺım sup
δ→0+

E tot
{Rα}(xc, δ)

kxψ(x, δ)
> 0,donde la última desigualdad se sigue del heho que ψ satisfae la ondiión (S1 ) en

M . Por lo tanto ∀ x ∈ M , ∀ xc ∈ M c, E tot
{Rα}

{xc},{x}
⊀ E tot

{Rα}. Esta ondiión junto onel heho que E tot
{Rα} es invariante sobre M implia que, además, ∀ x ∈ M , ∀ xc ∈ M c,

E tot
{Rα}

{xc},{x}
≈/ E tot

{Rα}, lo ual se sigue en virtud del Lema 6.24. Hemos probado así que
M es óptimo para E tot

{Rα}.Reíproamente, supongamos que existe M ⊂ X (M 6= {0},M 6= ∅) tal que E tot
{Rα}es invariante sobre M y M es óptimo para E tot

{Rα} y de�namos E tot
M (x, δ)

.
= E tot

{Rα}(x, δ)para x ∈ M y δ > 0. Probaremos que E tot
M es funión de saturaión de {Rα} sobre M .Claramente, E tot

M ∈ UM(E tot
{Rα}) y omo por hipótesis E tot

M es invariante sobre M , sóloresta probar que E tot
M satisfae las ondiiones (S1 ) y (S3 ).Para probar (S1 ), sean x∗ ∈ X , x∗ 6= 0 y x ∈M. Si x∗ ∈M , entones la invarianiade E tot

M sobre M implia que E tot
M

{x∗},{x}≈ E tot
M y por lo tanto

ĺım sup
δ→0+

E tot
{Rα}(x

∗, δ)

E tot
M (x, δ)

= ĺım sup
δ→0+

E tot
M (x∗, δ)

E tot
M (x, δ)

> 0. (6.8)Por otro lado, si x∗ ∈ M c, el límite anterior también es positivo debido a que
E tot
{Rα}

{x∗},{x}
⊀ E tot

M (ondiión (C2 )) por ser M óptimo para E tot
{Rα}. Luego, E tot

M satis-fae la ondiión (S1 ).



6.2 Saturaión global 145Finalmente, supongamos que E tot
M no satisfae la ondiión (S3 ), es deir, que existen

M̃ % M y ψ̃ ∈ UM̃(E tot
{Rα}) tales que ψ̃ es una extensión propia de E tot

M que satisfae lasondiiones (S1 ) y (S2 ) sobre M̃ . Sea x̃ ∈ M̃ \M , entones ψ̃ {x̃},M≈ ψ̃ por la invarianiade ψ̃ sobre M̃ y omo ψ̃ oinide on E tot
M sobre M , resulta que

ψ̃
{x̃},M≈ E tot

M . (6.9)Puesto que ψ̃ ∈ UM̃ (E tot
{Rα}) satisfae (S1 ) sobre M̃ , el Lema 6.20 implia que ψ̃ ∈

U opt

M̃
(E tot

{Rα}). Luego, en virtud del Corolario 6.11 (i) se tiene que E tot
{Rα}

M̃≈ ψ̃. Enpartiular, E tot
{Rα}

{x̃}≈ ψ̃, lo ual junto a (6.9) implia que E tot
{Rα}

{x̃},M≈ E tot
M , es deir,

E tot
{Rα}

{x̃},M≈ E tot
{Rα}. Dado que x̃ ∈ M c, esta equivalenia ontradie el heho que M esóptimo para E tot
{Rα}. Por lo tanto, E tot

M debe satisfaer la ondiión (S3 ) y en onseuen-ia, es funión de saturaión de {Rα} sobre M . �

Observaión 6.26. A partir del teorema anterior onluímos entones que una funiónde saturaión de una familia de operadores de regularizaión es una ota superioróptima de onvergenia para el error total, invariante y sin extensión propia.Observar que una funión de saturaión es �doblemente optimal� en el sentido que si
ψ es saturaión sobre M , entones M es óptimo para ψ y ψ es (ota superior) óptimapara el error total de {Rα} sobre M . Además, M y ψ (módulo M,M equivalenia)están unívoamente determinados. En efeto, si se modi�a el dominioM , este deja deser óptimo para ψ y si se modi�a la funión ψ, aunque sea sólo en un punto de M , demanera tal que ψ no sea invariante sobreM , entones deja de ser ota superior óptima.Supongamos que en el punto x ∈ M , se rede�ne ψ(x, δ)

.
= ψ̃(x, δ), donde ψ̃ ∈ FM . Si

ψ̃
{x}
≺ ψ, entones ψ deja de ser ota superior para el error total de {Rα} en M y si

ψ
{x}
≺ ψ̃ entones ψ es ota superior pero no es óptima.



146 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrarios6.3. Saturaión de métodos de regularizaión espe-tralesEl objetivo de esta Seión es apliar la teoría desarrollada anteriormente al aso demétodos de regularizaión espetrales (ver De�niión 3.1). Además, mostraremos queesta teoría es onsistente on resultados previamente existentes aera de onvergeniaóptima de métodos de regularizaión espetrales.Sea {gα}α∈(0,α0) un MRE. Entones satisfae las hipótesis (H1 )-(H3 ) dadas en laDe�niión 3.1. Cuando sea neesario, pediremos que {gα}α∈(0,α0) satisfaga además lasiguiente hipótesis:(H4 ) Gα
.
= ‖gα(·)‖∞ = O

(
1√
α

) uando α→ 0+.De aquí en adelante, denotaremos on {Rα} a la familia de operadores de regulari-zaión de�nida en (3.3) a partir del MRE {gα}.6.3.1. Métodos espetrales on ali�aión lásiaEn el siguiente resultado probaremos que si un MRE posee ali�aión lásia deorden µ0 (ver De�niión 3.6) entones la funión δ
2µ0

2µ0+1 es ota superior de onver-genia para el error total de la familia de operadores de regularizaión en el onjuntofuente Xµ0

.
= Ran((T ∗T )µ0) \ {0} (observar que, a diferenia de (2.27) en este apítulode�nimos los onjuntos fuente de tal manera que no ontienen al ero).Lema 6.27. Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE que satisfaela hipótesis (H4) y posee ali�aión lásia de orden µ0. Entones ψµ0

(x, δ)
.
= δ

2µ0
2µ0+1 ,para x ∈ Xµ0

.
= Ran((T ∗T )µ0) \ {0} y δ > 0, es ota superior de onvergenia para elerror total de {Rα}α∈(0,α0) en Xµ0

, es deir, ψµ0
∈ UXµ0

(E tot
{Rα}).Demostraión. Como {gα} satisfae la hipótesis (H4 ), se tiene que Gα = O

(
1√
α

)uando α → 0+, y entones satisfae (4.2). De esto y del heho que {gα} es un MRE



6.3 Saturaión de métodos de regularizaión espetrales 147que posee ali�aión lásia de orden µ0, se dedue de la Proposiión 4.1 que existeuna regla de eleión de parámetros a-priori α∗ : R+ → (0, α0) tal que el método deregularizaión ({Rα}, α∗(δ)) es de orden óptimo en Xµ0
, es deir, para todo x ∈ Xµ0existe k(x) > 0 tal que para todo δ > 0,

sup
yδ∈Bδ(Tx)

∥∥Rα∗(δ)y
δ − x

∥∥ ≤ k(x) δ
2µ0

2µ0+1 .Luego, para todo x ∈ Xµ0
y para todo δ > 0

ı́nf
α∈(0,α0)

sup
yδ∈Bδ(Tx)

∥∥Rαy
δ − x

∥∥ ≤ k(x) δ
2µ0

2µ0+1 ,es deir, E tot
{Rα}

Xµ0� ψµ0
, lo ual implia que ψµ0

∈ UXµ0
(E tot

{Rα}). �Teorema 6.28. (Saturaión para métodos de regularizaión espetrales on ali�aiónlásia).Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) tal que Ran(T ) no es errado, {gα}un MRE que satisfae la hipótesis (H4). Supongamos además que:i) Existen onstantes positivas λ1 ≤ ‖T‖2, γ1, γ2 y c1 > 1 tales quea) 0 ≤ rα(λ) ≤ 1, α > 0, 0 ≤ λ ≤ λ1;b) rα(λ) ≥ γ1, 0 ≤ λ < α ≤ λ1;) |rα(λ)| es monótona reiente on respeto a α para λ ∈ (0, ‖T‖2];d) gα(c1α) ≥ γ2
α
, 0 < c1α ≤ λ1;e) gα(λ) ≥ gα(λ̃), para 0 < α ≤ λ ≤ λ̃ ≤ λ1; yii) {gα}α∈(0,α0), donde α0

.
= mı́n{λ1,

λ1

c
}, posee ali�aión lásia de orden µ0.iii) El orden µ0 satisfae la ondiión (3.17), es deir, existen onstantes γ, c > 0tales que (

λ

α

)µ0

|rα(λ)| ≥ γ, para todo 0 < cα ≤ λ ≤ ‖T‖2 , (6.10)donde rα(λ)
.
= 1 − λgα(λ), es deir, omo se de�nió en (3.7).Entones ψµ0

(x, δ)
.
= δ

2µ0
2µ0+1 para x ∈ Xµ0

.
= Ran((T ∗T )µ0)\{0} y δ > 0, es funiónde saturaión de {Rα}α∈(0,α0) sobre Xµ0

.



148 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrariosPara probar este teorema neesitaremos de dos lemas previos.Lema 6.29. Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα}α>0 un MRE quesatisfae la hipótesis (H4). Supongamos que además se veri�an las hipótesis i.b),i.), ii) y iii) del Teorema 6.28. Entones para todo α ∈ (0, α0) el operador rα(T ∗T )es invertible, donde α0
.
= mı́n{λ1,

λ1

c
}.Demostraión. Probaremos que para todo α ∈ (0, α0) y para todo x ∈ X , la funión

r−2
α (λ) es integrable on respeto a la medida d ‖Eλx‖2. Sea α ∈ (0, α0) arbitrariopero �jo. Como α0 ≤ λ1, se sigue de la hipótesis i.b) que rα(λ) ≥ γ1 > 0 para todo
λ ∈ [0, α). Entones ∫ α

0

1

r2
α(λ)

d ‖Eλx‖2 ≤ ‖x‖2

γ2
1

< +∞. (6.11)Restaría probar que ∫ ‖T‖2+

α
1

r2α(λ)
d ‖Eλx‖2 < +∞. Para ello onsideraremos dosasos.Caso I: c ≤ 1. En este aso, para todo λ ∈ [α, ‖T‖2] se tiene que λ ≥ α ≥ c α > 0y de (6.10) resulta que |rα(λ)| ≥ γ

(
α
λ

)µ0 para todo λ ∈ [α, ‖T‖2]. Por lo tanto
∫ ‖T‖2+

α

1

r2
α(λ)

d ‖Eλx‖2 ≤
∫ ‖T‖2+

α

λ2µ0

(αµ0γ)2
d ‖Eλx‖2 ≤ ‖(T ∗T )µ0x‖2

(αµ0γ)2
< +∞.Caso II: c > 1. En este aso esribimos

∫ ‖T‖2+

α

1

r2
α(λ)

d ‖Eλx‖2 =

∫ c α

α

1

r2
α(λ)

d ‖Eλx‖2 +

∫ ‖T‖2+

c α

1

r2
α(λ)

d ‖Eλx‖2 . (6.12)Como en el aso anterior, en virtud de (6.10), la segunda integral en el lado derehode (6.12) está aotada por arriba por ‖(T ∗T )µ0x‖2

(αµ0γ)2
< +∞. Para la primera integral en ellado dereho de (6.12), en virtud de la hipótesis i.) se tiene que

r2
α(λ) ≥ r2

α/c(λ), (6.13)pues α
c
< α. Por otro lado, nuevamente en virtud de (6.10), y dado que 0 < c(α

c
) ≤ λse tiene que (

λ

α/c

)2µ0

r2
α/c(λ) ≥ γ2. (6.14)



6.3 Saturaión de métodos de regularizaión espetrales 149De (6.13) y (6.14) se tiene que para todo λ ∈ [α, c α], r2
α(λ) ≥ γ2

(
α
c λ

)2µ0 . Así, para laprimera integral en el lado dereho de (6.12) se tiene la aotaión
∫ c α

α

1

r2
α(λ)

d ‖Eλx‖2 ≤
∫ c α

α

c2µ0

α2µ0γ2
λ2µ0 d ‖Eλx‖2 ≤ c2µ0

α2µ0γ2
‖(T ∗T )µ0x‖2 <∞.Por lo tanto, rα(T ∗T ) es un operador invertible. �Lema 6.30. Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα}α>0 un MRE quesatisfae la hipótesis (H4) y supongamos que se satisfaen además las hipótesis i.b),i.), ii) y iii) del Teorema 6.28. Sea ϕ : [0, ‖T‖2] → R+ ontinua, estritamentereiente on ϕ(0) = 0. Si para algún x∗ ∈ X , x∗ 6= 0 se tiene que E tot

{Rα}(x
∗, δ) = o(ϕ(δ))uando δ → 0+, entones existe una regla de eleión del parámetro a-priori α̃(δ) talque

sup
yδ∈Bδ(Tx∗)

∥∥Rα̃(δ)y
δ − x∗

∥∥ = o(ϕ(δ)) uando δ → 0+.Lo mismo vale ambiando o(ϕ(δ)) por O(ϕ(δ)).Demostraión. Supongamos que existe x∗ ∈ X , x∗ 6= 0 tal que E tot
{Rα}(x

∗, δ) = o(ϕ(δ))uando δ → 0+. Entones por de�niión de E tot
{Rα},

ĺım
δ→0+

ı́nf
α∈(0,α0)

sup
yδ∈Bδ(Tx∗)

∥∥Rαy
δ − x∗

∥∥

ϕ(δ)
= ĺım

δ→0+
ı́nf

α∈(0,α0)

sup
yδ∈Bδ(Tx∗)

∥∥Rαy
δ − x∗

∥∥

ϕ(δ)
= 0. (6.15)Para simpli�ar denotemos on

f(α, δ)
.
=

sup
yδ∈Bδ(Tx∗)

∥∥Rαy
δ − x∗

∥∥

ϕ(δ)
y h(δ)

.
= ı́nf

α∈(0,α0)
f(α, δ).Entones h(δ) > 0 para todo δ ∈ (0,∞) y (6.15) puede esribirse simplemente omo

ĺım
δ→0+

h(δ) = 0. A ontinuaión, para n ∈ N de�nimos
δn

.
= sup

{
δ > 0 : h(δ) ≤ 1

n

}
, ∀ n ∈ N.



150 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrariosClaramente, δn ↓ 0 y h(δ) = ı́nf
α∈(0,α0)

f(α, δ) ≤ 1
n
para todo δ ∈ (0, δn] para todo n ∈ N.Luego, existe αn = αn(δn) ∈ (0, α0) tal que

f(αn, δ) ≤
2

n
∀ δ ∈ (0, δn], ∀ n ∈ N. (6.16)De�nimos entones α(δ)

.
= αn para todo δ ∈ (δn+1, δn] para todo n ∈ N. De esto, delheho que δn ↓ 0 y de (6.16) se dedue que ĺım

δ→0+
f(α(δ), δ) = ĺım

n→+∞
f(αn, δn) = 0.No podemos garantizar la existenia del límite de α(δ) uando δ → 0+. Sin embargo,veremos a ontinuaión que α(δ) se puede reemplazar por una funión α̃ : R+ → (0, α0)tal que ĺım

δ→0+
α̃(δ) = 0 (i.e, de modo que α̃(δ) sea una regla de eleión del parámetroadmisible) manteniendo ĺım

δ→0+
f(α̃(δ), δ) = 0. En efeto, omo {αn}n∈N ⊂ (0, α0) es unasuesión aotada de números reales, ontiene una subsuesión onvergente {αnk

}k∈N,on αnk
→ α∗ para k → +∞, α∗ ∈ [0, α0]. De�nimos α̃(δ)

.
= αnk

para todo δ ∈
(δnk+1

, δnk
], para todo k ∈ N. Entones,

ĺım
δ→0+

α̃(δ) = ĺım
k→+∞

αnk
= α∗. (6.17)Puesto que {αnk

}k∈N y {δnk
}k∈N son subsuesiones de {αn}n∈N y {δn}n∈N,

ĺım
δ→0+

f(α̃(δ), δ) = ĺım
k→+∞

f(αnk
, δnk

) = 0. Entones, por de�niión de f ,
ĺım
δ→0+

sup
yδ∈Bδ(Tx∗)

∥∥Rα̃(δ)y
δ − x∗

∥∥

ϕ(δ)
= 0,es deir,

sup
yδ∈Bδ(Tx∗)

∥∥Rα̃(δ)y
δ − x∗

∥∥ = o(ϕ(δ)) uando δ → 0+. (6.18)Sólo resta probar que α∗ = 0. Si α∗ > 0, entones se sigue de (6.17) que existe δ0 > 0tal que α̃(δ) > α∗

2
para todo δ ∈ (0, δ0). La hipótesis i.) del Teorema 6.28 impliaentones que para todo δ ∈ (0, δ0), ∣∣rα̃(δ)(λ)

∣∣ ≥
∣∣∣rα∗

2

(λ)
∣∣∣ para todo λ ∈ (0, ‖T‖2]. Luego,para todo δ ∈ (0, δ0),

∥∥rα̃(δ)(T
∗T )x∗

∥∥2
=

∫ ‖T‖2+

0

r2
α̃(δ)(λ) d ‖Eλx∗‖2
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≥

∫ ‖T‖2+

0

r2
α∗
2

(λ) d ‖Eλx∗‖2

=
∥∥∥rα∗

2

(T ∗T )x∗
∥∥∥

2

.Ahora bien, para todo δ ∈ (0, δ0),
sup

yδ∈Bδ(Tx∗)

∥∥Rα̃(δ)y
δ − x∗

∥∥ ≥
∥∥Rα̃(δ)Tx

∗ − x∗
∥∥ =

∥∥(I − gα̃(δ)(T
∗T )T ∗T )x∗

∥∥

=
∥∥rα̃(δ)(T

∗T )x∗
∥∥ ≥

∥∥∥rα∗
2

(T ∗T )x∗
∥∥∥ .Tomando límite uando δ → 0+, resulta que

ĺım
δ→0+

sup
yδ∈Bδ(Tx∗)

∥∥Rα̃(δ)y
δ − x∗

∥∥ ≥
∥∥∥rα∗

2

(T ∗T )x∗
∥∥∥ ,lo ual junto a (6.18) implia que ∥∥∥rα∗

2

(T ∗T )x∗
∥∥∥ = 0. Pero omo α∗

2
< α0, se sigue delLema 6.29 que rα∗

2

(T ∗T ) es invertible y por lo tanto x∗ = 0, lo ual es una ontradiiónpues x∗ era no nulo. Por lo tanto α∗ debe ser ero, omo queríamos probar.Proedemos ahora a probar la segunda parte del Lema. Supongamos que existe
x∗ ∈ X , x∗ 6= 0 tal que E tot

{Rα}(x
∗, δ) = O(ϕ(δ)) uando δ → 0+. Entones existenonstantes positivas k y d tales que ı́nf

α∈(0,α0)
f(α, δ) ≤ k para todo δ ∈ (0, d). Sea

{δn}n∈N ⊂ (0, d) tal que δn ↓ 0 y αn = αn(δn) ∈ (0, α0) tal que
f(αn, δ) ≤ k + δn, ∀ δ ∈ (0, d), ∀n ∈ N.De�nimos (omo lo hiimos anteriormente para el aso �o�) α(δ)

.
= αn para todo

δ ∈ (δn+1, δn] para todo n ∈ N. Puesto que δn ↓ 0 se sigue que f(α(δ), δ) ≤ k + δ1 paratodo δ ∈ (0, d) y por lo tanto
sup

yδ∈Bδ(Tx∗)

∥∥Rα(δ)y
δ − x∗

∥∥ = O(ϕ(δ)) uando δ → 0+. (6.19)Exatamente de la misma manera en que se proedió en la primera parte de lademostraión, de�niendo la funión α̃(δ) (a partir de una subsuesión onvergente de
{αn}n∈N), se demuestra (6.19) on α̃(δ) en lugar de α(δ). Por último, y también de



152 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrariosigual forma, se prueba que α̃(δ) onverge a ero uando δ → 0+, es deir que α̃(δ) esuna regla de eleión del parámetro admisible. Puesto que los pasos son idéntios a losdel aso anterior, no esribimos los detalles aquí. �Estamos ahora en ondiiones de probar el Teorema 6.28.Demostraión del Teorema 6.28. Probaremos que ψµ0
(x, δ)

.
= δ

2µ0
2µ0+1 para x ∈ Xµ0y δ > 0, es funión de saturaión de {Rα}α∈(0,α0) sobre Xµ0

.En virtud del Lema 6.27 se tiene que ψµ0
∈ UXµ0

(E tot
{Rα}). Veamos ahora que ψµ0satisfae la ondiión (S1 ) (ver De�niión 6.18) de saturaión sobre Xµ0

. Supongamosque no, es deir, que existen x∗ ∈ X , x∗ 6= 0 y x ∈ Xµ0
tales que ĺım sup

δ→0+

Etot
{Rα}(x∗,δ)

ψ(x,δ)
= 0.Entones E tot

{Rα}(x
∗, δ) = o

(
δ

2µ0
2µ0+1

) uando δ → 0+ y por el Lema 6.30 se sigue queexiste una regla de eleión del parámetro a-priori α(δ) tal que
sup

yδ∈Bδ(Tx∗)

∥∥Rα(δ)y
δ − x∗

∥∥ = o(δ
2µ0

2µ0+1 ) uando δ → 0+. (6.20)Notar que la hipótesis (H4 ) implia que existe una onstante positiva �nita β talque √
λ |gα(λ)| ≤ β√

α
, para todo α ∈ (0, α0) y para todo λ ∈ [0, ‖T‖2] y entonesse satisfae la hipótesis f) del Teorema 3.18. De esto junto on (6.20), el heho que

Ran(T ) no es errado y dado que {gα} es un MRE que satisfae la hipótesis (H4 )además de i)-iii), se sigue del Teorema 3.19 que x∗ = 0, lo ual ontradie que x∗ erano nulo. Luego, ψµ0
satisfae la ondiión (S1 ) sobre Xµ0

.Como ψµ0
es independiente de x, se tiene además que ψµ0

es (trivialmente) inva-riante sobre Xµ0
, es deir, satisfae la ondiión (S2 ).Solo resta probar que ψµ0

satisfae la ondiión (S3 ), es deir que el onjunto Xµ0es óptimo para ψµ0
. Supongamos que no. Entones existen M % Xµ0

y ψ̃ ∈ UM(E tot
{Rα})tales que ψ̃ |Xµ0

= ψµ0
y ψ̃ satisfae (S1 ) y (S2 ) sobre M . Sea x∗ ∈ M \ Xµ0

, x∗ 6= 0.



6.3 Saturaión de métodos de regularizaión espetrales 153Como ψ̃ ∈ UM(E tot
{Rα}) se tiene que

E tot
{Rα}

{x∗}
� ψ̃. (6.21)Puesto que ψ̃ es invariante sobreM , se tiene que ψ̃ {x∗},Xµ0� ψ̃ y omo ψ̃ oinide on ψµ0sobre Xµ0

, resulta que ψ̃ {x∗},Xµ0� ψµ0
. Esto junto a (6.21) implia que E tot

{Rα}

{x∗},Xµ0� ψµ0y por lo tanto E tot
{Rα}(x

∗, δ) = O
(
δ

2µ0
2µ0+1

) uando δ → 0+. El Lema 6.30 implia entonesque existe una regla de eleión del parámetro a-priori α(δ) tal que
sup

yδ∈Bδ(Tx∗)

∥∥Rα(δ)y
δ − x∗

∥∥ = O
(
δ

2µ0
2µ0+1

) uando δ → 0+.Como µ0 < +∞ se sigue que x∗ ∈ Ran(T ∗T )µ0 (ver [49℄, Corolario 2.6) y puesto que
x∗ 6= 0, se tiene que x∗ ∈ Xµ0

, lo ual ontradie que x∗ ∈ M \ Xµ0
. Así, ψµ0

satisfaela ondiión (S3 ) y ψµ0
es funión de saturaión de {Rα} sobre Xµ0

, omo queríamosprobar. �6.3.2. Métodos espetrales on ali�aión máximaA ontinuaión veremos que, bajo hipótesis generales, es posible también arate-rizar la saturaión de los métodos de regularizaión espetrales que poseen ali�aiónmáxima (ver De�niión 3.11). Para ello, neesitaremos previamente de la siguientede�niión.De�niión 6.31. Sea ρ : [0, a) → (0,+∞) una funión ontinua no dereiente talque ĺım
t→0+

ρ(t) = 0 y β ≥ 0. Diremos que �ρ es de tipo superior loal β� si existe unaonstante positiva d tal que ρ(t) ≤ d s−βρ(st) para todos s ∈ (0, 1], t ∈ (0, a].Si una funión es de tipo superior �nito, se die que satisfae una ondiión ∆2.Teorema 6.32. (Saturaión para métodos de regularizaión espetrales on ali�aiónmáxima.)



154 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrariosSean X , Y espaios de Hilbert, T : X → Y un operador lineal y ompato, {gα}un MRE que satisfae la hipótesis (H4). Supongamos que se satisfaen además lassiguientes hipótesis:i) Existen {λ̃k}∞k=1 ⊂ σp(TT
∗) y c ≥ 1 tales que λ̃k ↓ 0 y λ̃k

λ̃k+1

≤ c para todo k ∈ N;ii) Existen onstantes positivas λ1 ≤ ‖T‖2, γ1, γ2 y c1 > 1 tales quea) 0 ≤ rα(λ) ≤ 1, α > 0, 0 ≤ λ ≤ λ1;b) rα(λ) ≥ γ1, 0 ≤ λ < α ≤ λ1;) |rα(λ)| es monótona reiente on respeto a α para λ ∈ (0, ‖T‖2];d) gα(c1α) ≥ γ2
α
, 0 < c1α ≤ λ1 ye) gα(λ) ≥ gα(λ̃), para 0 < α ≤ λ ≤ λ̃ ≤ λ1.iii) Existe ρ : (0, ‖T‖2] → (0,+∞), estritamente reiente y de tipo superior β,para algún β ≥ 0, tal quea) existen onstantes positivas a y k tales que

ρ(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

≥ a, para todos α, λ tales que 0 < k α ≤ λ ≤ ‖T‖2 .b) el MRE {gα} posee ali�aión máxima ρ.iv) Existe una onstante b > 0 tal que
sup

λ∈(0,‖T‖2]

√
λ |gα(λ)| ≥ b√

α
para todo α ∈ (0, α0).v) Para todo α ∈ (0, α0) la funión λ→ |rα(λ)|2, λ ∈ (0, ‖T‖2] es onvexa.Sea Θ(t)

.
=

√
tρ(t) para t ∈ (0, ‖T‖2]. Entones ψ(x, δ)

.
= (ρ ◦ Θ−1)(δ) para x ∈

X ρ .
= Ran(ρ(T ∗T )) \ {0} y δ ∈ (0,Θ(α0)), es funión de saturaión de {Rα}α∈(0,α0)sobre X ρ.Para probar este teorema neesitaremos previamente de dos resultados reíproosque estableemos en los siguientes dos Lemas.Lema 6.33. Sean X , Y espaios de Hilbert, T : X → Y un operador lineal y ontinuo,

{gα}α∈(0,α0) un MRE y ρ : (0, ‖T‖2] → R+ una funión ontinua estritamente reiente



6.3 Saturaión de métodos de regularizaión espetrales 155que satisfae la hipótesis iii.b) del Teorema 6.32. Si para algún x ∈ X , ‖RαTx− x‖ =

O(ρ(α)) uando α→ 0+, entones x ∈ Ran(ρ(T ∗T )).Demostraión. De la hipótesis iii.b) del Teorema 6.32 se sigue que
‖RαTx− x‖2 =

∫ ‖T‖2+

0

r2
α(λ) d ‖Eλx‖2 ≥ a2 ρ2(α)

∫ ‖T‖2+

k α

ρ−2(λ) d ‖Eλx‖2 . (6.22)Puesto que ‖RαTx− x‖ = O(ρ(α)) uando α → 0+, se sigue entones que existenonstantes C > 0 y α∗, 0 < α∗ ≤ α0 tales que
∫ ‖T‖2+

k α

ρ−2(λ) d ‖Eλx‖2 ≤ ‖RαTx− x‖2

a2ρ2(α)
≤ C2

a2
para todo α ∈ (0, α∗).Tomando límite para α → 0+ resulta que ∫ ‖T‖2+

0
ρ−2(λ) d ‖Eλx‖2 < +∞, de lo ual sesigue que w .

=
∫ ‖T‖2+

0
ρ−1(λ) dEλx ∈ X . Luego,
ρ(T ∗T )w =

∫ ‖T‖2+

0

ρ(λ)ρ−1(λ) dEλx = xy por lo tanto x ∈ Ran(ρ(T ∗T )). �Lema 6.34. Bajo las mismas hipótesis del Teorema 6.32, si para algún x ∈ X se tieneque
sup

yδ∈Bδ(Tx)

ı́nf
α∈(0,α0)

∥∥Rαy
δ − x

∥∥ = O(ρ(Θ−1(δ))) uando δ → 0+, (6.23)entones x ∈ Ran(ρ(T ∗T )).Demostraión. Sin pérdida de generalidad supondremos que α0
.
= mı́n{λ1

c1
, λ1

k
} y que

x 6= 0 (si x = 0 el resultado es trivial).Sea λ̄ ∈ σp(TT
∗) tal que 0 < c1 λ̄ ≤ λ1 (la ompaidad de T garantiza la existeniade tal λ̄), y de�nimos

δ̄
.
=
λ̄1/2

γ2
‖Rλ̄Tx− x‖ .Entones, laramente la euaión

‖RαTx− x‖2 =
(γ2 δ̄)

2

α
(6.24)



156 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrariostiene omo soluión α = λ̄. Más aún, de la hipótesis ii.) y dado que x 6= 0, se sigueque α = λ̄ es la únia soluión de (6.24). Notar además que δ̄ → 0+ si y sólo si λ̄→ 0+.Ahora dados δ > 0 y λ̄ ∈ σp(TT
∗) tal que c1λ̄ ≤ λ1, de�nimos

ȳ δ
.
= Tx− δGλ̄z, ∀ δ > 0, (6.25)on

z
.
=





Tx ‖Gλ̄Tx‖−1 , si Gλ̄Tx 6= 0arbitrario on ‖Gλ̄z‖ = 1, en otro asodonde Gλ̄
.
= Fc1 λ̄−Fλ̄ y {Fλ} es la familia espetral asoiada al operador autoadjunto

TT ∗. Como λ̄ ∈ σp(TT
∗), esta de�niión tiene sentido pues Gλ̄ no es el operador nulo.Notar que ∥∥ȳ δ − Tx

∥∥ = δ, lo ual implia que ȳ δ ∈ Bδ(Tx).Ahora, de (3.3), (6.25) y (1.35) se sigue que para todo α ∈ (0, α0) y para todo δ > 0,
〈RαTx− x ,Rα(ȳ

δ − Tx)
〉

= 〈gα(T ∗T )T ∗Tx− x,−gα(T ∗T )T ∗ δGλ̄z〉

= δ 〈gα(T ∗T )T ∗Tx− x,−T ∗gα(TT
∗)Gλ̄z〉

= δ 〈Tgα(T ∗T )T ∗Tx− Tx,−gα(TT ∗)Gλ̄z〉

= δ 〈(TT ∗gα(TT
∗) − I)Tx,−gα(TT ∗)Gλ̄z〉

= δ 〈−rα(TT ∗)Tx,−gα(TT ∗)Gλ̄z〉

= δ

∫ ‖T‖2+

0

rα(λ)gα(λ) d 〈FλTx,Gλ̄z〉 . (6.26)Puesto que c1λ̄ ≤ λ1, se sigue de la hipótesis ii.a) que tanto gα(λ) omo rα(λ) sonno negativas para todo λ ∈ [0, c1λ̄]. Por otro lado, de las de�niiones de Gλ̄ y z se sigueinmediatamente que la funión h(λ)
.
= 〈FλTx,Gλ̄z〉 es real y no dereiente y por lotanto ∫ c1λ̄+

0

rα(λ)gα(λ) d 〈FλTx,Gλ̄z〉 ≥ 0. (6.27)Por otra parte, omo h(λ) = 〈Tx, FλGλ̄z〉 y FλGλ̄ = Gλ̄ para todo λ ≥ c1λ̄, resultaque h(λ) es onstante para todo λ ≥ c1λ̄ y entones
∫ ‖T‖2+

c1λ̄+

rα(λ)gα(λ) d 〈FλTx,Gλ̄z〉 = 0. (6.28)
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∫ ‖T‖2+

0

rα(λ)gα(λ) d 〈FλTx,Gλ̄z〉 ≥ 0,lo ual, en virtud de (6.26), implia que
〈
RαTx− x,Rα(ȳ

δ − Tx)
〉
≥ 0. (6.29)Utilizando nuevamente (3.3) y (6.25) junto on (6.29) se sigue entones que paratodo α ∈ (0, α0), para todo λ̄ ∈ σp(TT

∗) tal que c1λ̄ ≤ λ1 y para todo δ > 0,
∥∥Rαȳ

δ − x
∥∥2

= ‖RαTx− x‖2 +
∥∥Rα(ȳ

δ − Tx)
∥∥2

+ 2
〈
RαTx− x,Rα(ȳ

δ − Tx)
〉

= ‖RαTx− x‖2 + δ2 ‖gα(T ∗T )T ∗Gλ̄z‖2 + 2
〈
RαTx− x,Rα(ȳ

δ − Tx)
〉

≥ ‖RαTx− x‖2 + δ2 ‖gα(T ∗T )T ∗Gλ̄z‖2

= ‖RαTx− x‖2 + δ2

∫ +∞

0

λ g2
α(λ) d ‖FλGλ̄z‖2

≥ ‖RαTx− x‖2 + δ2

∫ c1 λ̄

λ̄

λ g2
α(λ) d ‖FλGλ̄z‖2 . (6.30)Consideraremos ahora dos asos posibles diferentes.Caso I: α ≤ λ̄. Como c1λ̄ ≤ λ1 y c1 > 1, se sigue de la hipótesis ii.e) que

gα(λ) ≥ gα(c1λ̄) ≥ gα(λ1) para todo λ ∈ [λ̄, c1 λ̄]. (6.31)Por otro lado, de la hipótesis ii.a) resulta que rα(λ1) ≤ 1, lo ual implia que
λ1 gα(λ1) ≥ 0 y por lo tanto, gα(λ1) ≥ 0. Se sigue entones de (6.31) que g2

α(λ) ≥
g2
α(c1 λ̄) para todo λ ∈ [λ̄, c1 λ̄]. Luego,

∫ c1 λ̄

λ̄

λ g2
α(λ) d ‖FλGλ̄z‖2 ≥ λ̄ g2

α(c1 λ̄)

∫ c1 λ̄

λ̄

d ‖FλGλ̄z‖2

= λ̄ g2
α(c1 λ̄), (6.32)donde la última igualdad se sigue del heho que ∫ c1 λ̄

λ̄
d ‖FλGλ̄z‖2 = 1, lo ual es on-seuenia de que ∫ c1 λ̄

λ̄
d ‖FλGλ̄z‖2 =

∥∥Fc1 λ̄Gλ̄z
∥∥2 − ‖Fλ̄Gλ̄z‖2, de la de�niión de Gλ̄,del heho que FλFµ = Fmı́n{λ,µ} para todos λ, µ ∈ R y de ‖Gλ̄z‖ = 1.



158 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrariosA su vez, las hipótesis ii.a) e ii.) implian que gα(λ) es monótona dereiente onrespeto a α para todo λ ∈ [0, λ1]. Como α ≤ λ̄ y c1 λ̄ ≤ λ1, se tiene entones que
gα(c1 λ̄) ≥ gλ̄(c1 λ̄), (6.33)y de la hipótesis ii.d) que
gλ̄(c1 λ̄) ≥ γ2/λ̄ > 0. (6.34)De (6.33) y (6.34) onluimos que
g2
α(c1 λ̄) ≥

(
γ2/λ̄

)2
. (6.35)Sustituyendo (6.35) en (6.32) se tiene que

∫ c1 λ̄

λ̄

λ g2
α(λ) d ‖FλGλ̄z‖2 ≥ γ2

2/λ̄,lo ual junto a (6.30) implia que si α ≤ λ̄, entones ∥∥Rαȳ
δ − x

∥∥2 ≥ (γ2 δ)
2/λ̄.Caso 2: α > λ̄. En este aso se sigue de la hipótesis ii.) que r2

α(λ) ≥ r2
λ̄
(λ) paratodo λ ∈ (0, ‖T‖2]. Luego,

‖RαTx− x‖2 =

∫ +∞

0

r2
α(λ) d ‖Eλx‖2 ≥

∫ +∞

0

r2
λ̄(λ) d ‖Eλx‖2 = ‖Rλ̄Tx− x‖2 ,lo ual junto a (6.30) implia que ∥∥Rαȳ

δ − x
∥∥2 ≥ ‖Rλ̄Tx− x‖2.Resumiendo los resultados obtenidos en los asos I y II, podemos esribir que

∥∥Rαȳ
δ − x

∥∥2 ≥





‖Rλ̄Tx− x‖2 , si α > λ̄

(γ2 δ)
2/λ̄, si α ≤ λ̄.

≥ mı́n
{
‖Rλ̄Tx− x‖2 , (γ2 δ)

2/λ̄
}
, (6.36)lo ual es válido para todos α ∈ (0, α0), λ̄ ∈ σp(TT

∗) tal que c1λ̄ ≤ λ1 y para todo
δ > 0. Entones

mı́n
{
‖Rλ̄Tx− x‖ , γ2 δ/

√
λ̄
}

=
(
mı́n{‖Rλ̄Tx− x‖2 , (γ2 δ)

2/λ̄}
)1/2



6.3 Saturaión de métodos de regularizaión espetrales 159
≤ ı́nf

α∈(0,α0)

∥∥Rαȳ
δ − x

∥∥ (por (6.36))
≤ sup

yδ∈Bδ(Tx)

ı́nf
α∈(0,α0)

∥∥Rαy
δ − x

∥∥ (pues ȳ δ ∈ Bδ(Tx))
= O(ρ(Θ−1(δ))) uando δ → 0+ (por hipótesis).Ahora, puesto que λ̄ = α(δ̄) resuelve la euaión (6.24), de la desigualdad anteriorse tiene que

∥∥Rα(δ̄)Tx− x
∥∥ = γ2 δ̄/

√
λ̄ = O(ρ(Θ−1(δ̄))) uando δ̄ → 0+, (6.37)lo ual implia que

δ̄

ρ(Θ−1(δ̄))
= O

(√
α(δ̄)

) uando δ̄ → 0+. (6.38)Como δ = Θ(Θ−1(δ)) resulta de la de�niión de Θ que δ =
√

Θ−1(δ)ρ(Θ−1(δ)). Luego,se sigue de (6.38) que √Θ−1(δ̄) = O(
√
α(δ̄)) uando δ̄ → 0+. De esto y de (6.37) sededue entones que

∥∥Rα(δ̄)Tx− x
∥∥ = O(ρ(α(δ̄))) uando δ̄ → 0+ ∀ α(δ̄) ∈ σp(TT

∗) : c1 α(δ̄) ≤ λ1.(6.39)Ahora, sea α ∈ R+ tal que α ≤ máx
k∈N

{λ̃k : λ̃k ≤ λ1

c1
}. Entones existen λ̃k, λ̃k+1 ∈

σp(TT
∗) tales que λ̃k

λ̃k+1

≤ c, λ̃k+1 < α ≤ λ̃k y (λ̃k+1, λ̃k) ∩ σp(TT ∗) = ∅.De la hipótesis ii.) y del heho que λ̃k ∈ σp(TT
∗) y λ̃k ≤ λ1

c1
se sigue que

‖RαTx− x‖2 =

∫ +∞

0

r2
α(λ) d ‖Eλx‖2

≤
∫ +∞

0

r2
λ̃k

(λ) d ‖Eλx‖2

=
∥∥Rλ̃k

Tx− x
∥∥2

= O(ρ2(λ̃k)), (en virtud de (6.39)). (6.40)De la hipótesis i) se tiene que λ̃k ≤ c λ̃k+1 y omo ρ es estritamente reiente y nonegativa resulta que
ρ2(λ̃k) ≤ ρ2(c λ̃k+1). (6.41)



160 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrariosPuesto que c ≥ 1 y ρ es de tipo superior loal β para algún β ≥ 0 (hipótesis iii)),existe una onstante positiva d tal que
ρ(c λ̃k+1) ≤ d cβρ

(
1

c
c λ̃k+1

)
= d cβρ(λ̃k+1). (6.42)De (6.40), (6.41), (6.42) y el heho que ρ2(λ̃k+1) < ρ2(α) resulta que ‖RαTx− x‖ =

O(ρ(α)) uando α → 0+. Por lo tanto, el Lema 6.33 implia que x ∈ Ran(ρ(T ∗T )),omo queríamos probar. �De la de�niión de ali�aión se sigue que
‖RαTx− x‖2 ≤ γ2 ρ2(α)

∫ +∞

0

ρ−2(λ) d ‖Eλx‖2 .Por lo tanto, en el Lema anterior, la hipótesis i) y el heho que ρ sea de tipo superiorloal β para algún β ≥ 0 pueden sustituirse por el requerimiento que ρ(T ∗T ) seainvertible, o equivalentemente, que ρ−2(λ) sea integrable on respeto a la medida
d ‖Eλx‖2 para todo x ∈ X .Demostraión del Teorema 6.32.Sin pérdida de generalidad suponemos que α0

.
= mı́n{λ1

c1
, λ1

k
}. Primero probaremosque ψ(x, δ)

.
= (ρ ◦ Θ−1)(δ) para x ∈ X ρ y δ ∈ (0,Θ(α0)), es ota superior de onvergen-ia para el error total de {Rα}α∈(0,α0) en X ρ, es deir, probaremos que ψ ∈ UX ρ(E tot

{Rα}).Para todo r ≥ 0 de�nimos los onjuntos fuente X ρ,r .= {x ∈ X : x = ρ(T ∗T )ξ, ‖ξ‖ ≤ r}.Sea x ∈ X ρ, entones existe r ≥ 1 tal que x ∈ X ρ,r. Como Θ es una funión ontinuay estritamente reiente en (0, α0) existe un únio α̃ ∈ (0, α0) tal que x ∈ X ρ,r y
Θ(α̃) = δ

r
. Por lo tanto,

E tot
{Rα}(x, δ) = ı́nf

α∈(0,α0)
sup

yδ∈Bδ(Tx)

∥∥Rα y
δ − x

∥∥

≤ sup
yδ∈Bδ(Tx)

∥∥Rα̃ y
δ − x

∥∥
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≤ sup

x∈X ρ,r

sup
yδ∈Bδ(Tx)

∥∥Rα̃ y
δ − x

∥∥ . (6.43)Por otro lado, dado que {gα} es un MRE que satisfae la hipótesis (H4 ) y tiene ali-�aión ρ, junto al heho que ρ trivialmente ubre (�overs�) ρ on onstante igual a1 (ver [44℄, De�niión 2) y puesto que Θ(α̃) = δ
r
, se sigue en virtud del Teorema 2 de[44℄ que existe una onstante positiva K independiente de δ tal que

sup
x∈X ρ,r

sup
yδ∈Bδ(Tx)

∥∥Rα̃ y
δ − x

∥∥ ≤ K ρ

(
Θ−1

(
δ

r

))
, para 0 < δ ≤ rΘ(‖T‖2). (6.44)De (6.43) y (6.44) se sigue que para todo δ ∈ (0,Θ(α0)),

E tot
{Rα}(x, δ) ≤ K ρ

(
Θ−1

(
δ

r

))
≤ K ρ(Θ−1(δ)) = K ψ(x, δ),donde la última desigualdad se sigue del heho que r ≥ 1 y tanto ρ omo Θ−1 sonfuniones reientes. Esto prueba que ψ ∈ UX ρ(E tot

{Rα}).A ontinuaión veremos que ψ satisfae la ondiión (S1 ) de saturaión sobre X ρ.Del heho que {gα} es un MRE que satisfae la hipótesis (H4 ) y posee ali�aiónmáxima ρ y puesto que se satisfaen además las hipótesis iv) y v) se sigue, en virtuddel Teorema 2.3 y de la De�niión 2.2 de [42℄, que para todos x∗ ∈ X , x∗ 6= 0 y x ∈ X ρexisten onstantes positivas a .
= a(x, x∗) y d = d(x, x∗) tales que

E tot
{Rα}(x

∗, δ)

ψ(x, δ)
≥ a ∀ δ ∈ (0, d).Luego, ĺım sup

δ→0+

Etot
{Rα}(x∗,δ)

ψ(x,δ)
> 0 para todos x∗ ∈ X , x∗ 6= 0 y x ∈ X ρ, es deir, ψ satisfaela ondiión (S1 ) sobre X ρ.Además, omo ψ es independiente de x, es invariante sobre X ρ, es deir, ψ satisfaela ondiión (S2 ) de saturaión.Resta probar que ψ satisfae la ondiión (S3 ). Supongamos que no. Entonesexisten M % X ρ y ψ̃ ∈ UM(E tot

{Rα}) tales que ψ̃ |X ρ= ψ y ψ̃ satisfae (S1 ) y (S2 ) sobre
M . Sea x∗ ∈M \ X ρ, x∗ 6= 0. Como ψ̃ ∈ UM (E tot

{Rα}) se tiene que
E tot
{Rα}

{x∗}
� ψ̃. (6.45)



162 Cap. 6 Saturaión global de métodos de regularizaión arbitrariosPuesto que ψ̃ es invariante sobre M y X ρ ⊂ M , se sigue que ψ̃ {x∗},X ρ

� ψ̃ y omo
ψ̃ oinide on ψ sobre X ρ, resulta que ψ̃ {x∗},X ρ

� ψ. Esto junto a (6.45) implia que
E tot
{Rα}

{x∗},X ρ

� ψ y por lo tanto E tot
{Rα}(x

∗, δ) = O(ρ(Θ−1(δ))) uando δ → 0+. El Lema6.30 implia entones que existe una regla de eleión de parámetros a-priori α̃ : R+ →

(0, α0) tal que
sup

yδ∈Bδ(Tx∗)

∥∥Rα̃(δ)y
δ − x∗

∥∥ = O(ρ(Θ−1(δ))) uando δ → 0+.Luego,
sup

yδ∈Bδ(Tx∗)

ı́nf
α∈(0,α0)

∥∥Rαy
δ − x∗

∥∥ = O(ρ(Θ−1(δ))) uando δ → 0+.Finalmente, el Lema 6.34 implia que x∗ ∈ Ran(ρ(T ∗T )) y omo x∗ 6= 0, se tiene que
x∗ ∈ X ρ, lo ual ontradie que x∗ ∈ M \ X ρ. Así, ψ satisfae la ondiión (S3 ) y porlo tanto, ψ es funión de saturaión de {Rα} sobre X ρ. �Observar que los Lemas 6.29 y 6.30 siguen siendo válidos si se reemplazan lashipótesis iii) y iv) del Teorema 6.28 por el heho que exista ρ : (0, ‖T‖2] → (0,∞)que sea ali�aión de {Rα}α∈(0,α0) y satisfaga la hipótesis iii.a) del Teorema 6.32.
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