
Capítulo 7
Cali�aión generalizada y niveles deali�aión para métodos deregularizaión espetrales

Hemos visto en la Seión 3.1.1 que el onepto de ali�aión de un método deregularizaión espetral (MRE) para problemas inversos mal ondiionados está fuer-temente asoiado on el orden de onvergenia óptimo del error de regularizaión ([12℄,[44℄). En este apítulo extenderemos la de�niión de ali�aión e introduiremos tresniveles diferentes de este onepto: débil, fuerte y óptimo. Mostraremos que la ali�a-ión débil por un lado generaliza el onepto de ali�aión lásia (ver De�niión 3.6)y por otro, extiende la de�niión introduida por Mathé y Pereverzev en el año 2003([44℄) (ver De�niión 3.8), prinipalmente en el sentido que las funiones asoiadas aórdenes de onvergenia y onjuntos fuente pueden no ser neesariamente las mismas.En la Seión 7.1 de�niremos los oneptos de �par fuente-orden� (débil y fuerte)y �par orden-fuente� para un MRE y a partir de ellos introduiremos los tres nivelesde ali�aión de un MRE previamente menionados. Daremos además una ondiión163



164 Cap. 7 Cali�aión generalizada y niveles de ali�aiónsu�iente para la existenia de ali�aión débil de un MRE omo así también ondi-iones neesarias y su�ientes para que un orden de onvergenia sea ali�aión fuerteu óptima de un MRE. En la Seión 7.2 presentaremos ejemplos de todos los nivelesde ali�aión y mostraremos las relaiones existentes entre los mismos, omo así tam-bién on la ali�aión lásia y la introduida por Mathé y Pereverzev. En partiular,presentaremos métodos de regularizaión espetrales que no poseen ali�aión lásiay sí tienen ali�aión en alguno de los sentidos en que esta se de�ne en este apítulo.Finalmente, en la Seión 7.3 mostraremos algunas importantes impliaiones de estateoría en el ontexto de órdenes de onvergenia, resultados reíproos y onjuntosfuente maximales para problemas inversos mal ondiionados onretos. Algunos deestos resultados se pueden enontrar también en [25℄.
7.1. Pares fuente-orden y orden-fuente. Cali�aióngeneralizada. Niveles de ali�aión.Como señalamos en la Seión 3.1.1, es bien sabido que hay métodos de regulari-zaión espetrales que no poseen ali�aión lásia, por ejemplo TSVD (ver Seión3.2.1) y el método de Showalter (ver Seión 3.2.3), debido a que el orrespondiente
µ0 dado en la De�niión 3.6 es in�nito. Sin embargo, un análisis uidadoso permiteobservar que el onepto de ali�aión omo orden de onvergenia óptimo del errorde regularizaión sigue subyaente en la mayoría de estos métodos. Este análisis nosonduirá, en esta seión, a generalizar el onepto de ali�aión introduido porMathé y Pereverzev en [44℄ y por lo tanto la noión de ali�aión lásia de un MRE.De�niremos además tres niveles de ali�aión: débil, fuerte y óptimo, los uales, omoveremos, introduen una jerarquía natural para los MREs. Mostraremos que, de estos



7.1 Pares fuente-orden y orden-fuente. Niveles de ali�aión. 165tres niveles, el más bajo es en efeto una generalizaión del mismo onepto introdu-ido por Mathé y Pereverzev en la De�niión 3.8. Para ello, neesitamos introduirpreviamente las siguientes de�niiones.Denotaremos on O al onjunto de las funiones ρ : R+ → R+ no dereientes talesque ĺım
α→0+

ρ(α) = 0, y on S al onjunto de las funiones s : R+
0 → R+

0 ontinuas on
s(0) = 0 y tales que s(λ) > 0 para todo λ > 0. Si además, s es reiente, entonesdiremos que s es una funión índie en el sentido de Mathé y Pereverzev ([44℄).De�niión 7.1. Sean ρ, ρ̃ ∈ O. Deimos que �ρ preede a ρ̃ en el origen�, y lo denota-mos on ρ � ρ̃, si existen onstantes positivas c y ε tales que ρ(α) ≤ c ρ̃(α) para todo
α ∈ (0, ε).De�niión 7.2. Sean ρ, ρ̃ ∈ O. Deimos que �ρ y ρ̃ son equivalentes en el origen�, ylo denotamos on ρ ≈ ρ̃, si se preeden mutuamente en el origen, es deir, si existenonstantes ε, c1, c2, ε > 0, 0 < c1 < c2 < ∞ tales que c1 ρ(α) ≤ ρ̃(α) ≤ c2 ρ(α) paratodo α ∈ (0, ε).Claramente, �≈� introdue una relaión de equivalenia en O. Análogas de�niionesse utilizarán para s, s̃ ∈ S.De�niión 7.3. Sean {gα} un MRE (ver De�niión 3.1), rα(λ)

.
= 1 − λgα(λ), ρ ∈ Oy s ∈ S.(i) Deimos que (s, ρ) es un �par débil fuente-orden para {gα}� si satisfae

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

= O(1) uando α→ 0+, ∀ λ > 0. (7.1)(ii) Deimos que (s, ρ) es un �par fuerte fuente-orden para {gα}� si es un par débilfuente-orden y no existe λ > 0 para el ual en (7.1) O(1) pueda reemplazarse por o(1).Es deir, si vale (7.1) y además
ĺım sup
α→0+

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

> 0 ∀ λ > 0. (7.2)



166 Cap. 7 Cali�aión generalizada y niveles de ali�aión(iii) Deimos que (ρ, s) es un �par orden-fuente para {gα}� si existen una onstante
γ > 0 y una funión h : (0, α0) → R+ on ĺım

α→0+
h(α) = 0, tales que

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

≥ γ ∀ λ ∈ [h(α),+∞). (7.3)En todas las de�niiones preedentes nos referiremos a la funión ρ omo �orden deonvergenia� y a s omo �funión fuente�. La razón de usar esta terminología quedaráen laro en la Seión 7.3 uando veamos apliaiones de estos oneptos en el ontextode resultados diretos y reíproos para métodos de regularizaión.Las siguientes observaiones se siguen inmediatamente de las de�niiones:Observaión 7.4. Si (s, ρ) es un par débil fuente-orden para {gα} que no es un parfuerte fuente-orden, entones existe λ0 > 0 tal que ĺım sup
α→0+

s(λ0)|rα(λ0)|
ρ(α)

= 0, y por lo tanto
(ρ, s) no puede ser un par orden-fuente para {gα}. Luego, si (ρ, s) es un par orden-fuentey (s, ρ) es un par débil fuente-orden, entones (s, ρ) es un par fuerte fuente-orden en elsentido de (ii).Observaión 7.5. Sean ρ, ρ̃ ∈ O. Si (s, ρ) es un par débil fuente-orden para {gα} y
ρ � ρ̃ entones (s, ρ̃) es también un par débil fuente-orden para {gα}. Si (s, ρ) es un pardébil fuente-orden para {gα} y s̃ ∈ S es tal que existe c > 0 para la ual s̃(λ) ≤ c s(λ)para todo λ > 0, entones (s̃, ρ) es también un par débil fuente-orden para {gα}.En la siguiente de�niión introduimos el onepto de ali�aión generalizada ytres niveles diferentes del mismo.De�niión 7.6. Sea {gα} un MRE.(i) Deimos que ρ es �ali�aión débil (ó generalizada) de {gα}� si existe unafunión s tal que (s, ρ) es un par débil fuente-orden para {gα}.(ii) Deimos que ρ es �ali�aión fuerte de {gα}� si existe una funión s tal que
(s, ρ) es un par fuerte fuente-orden para {gα}.



7.1 Pares fuente-orden y orden-fuente. Niveles de ali�aión. 167(iii) Deimos que ρ es �ali�aión óptima de {gα}� si existe una funión s tal que
(s, ρ) es un par fuerte fuente-orden para {gα} (es su�iente on que (s, ρ) sea un pardébil fuente-orden) y (ρ, s) es un par orden-fuente para {gα}.Es importante observar que la ali�aión débil generaliza el onepto de ali�aiónintroduido en [44℄ y por lo tanto, la noión de ali�aión lásia. En efeto, si {gα}tiene ali�aión ontinua ρ(α) en el sentido de la De�niión 3.8 y ĺım

α→0+
ρ(α) = 0,entones la funión

ρ̃(α)
.
=





0, si α = 0;
ρ(α), si 0 < α ≤ a;
ρ(a), si α > a

(7.4)es ali�aión débil de {gα} (aquí la onstante a es omo en la De�niión 3.8). Sinembargo, estas dos noiones no son equivalentes. Veremos luego que es posible que unafunión sea ali�aión débil de un MRE y no sea ali�aión según la De�niión 3.8(ver Ejemplo 11 en la Seión 7.2).Es oportuno señalar también que si {gα} tiene ali�aión lásia de orden µ0,entones ρ(α) = αµ es ali�aión débil de {gα} y más aún, (λµ, αµ) es un par débilfuente-orden para {gα} para todo µ ∈ (0, µ0]. Reíproamente, si para algún µ > 0,
(λµ, αµ) es un par débil fuente-orden para {gα}, entones el método tiene ali�aiónlásia (de orden µ0 ≥ µ) siempre que µ0

.
= sup {µ : (λµ, αµ) es un par débil fuente-orden para {gα}}< +∞.El siguiente resultado provee una ondiión su�iente para la existenia de ali�a-ión débil de un MRE.Teorema 7.7. Sea {gα} un MRE tal que para todo λ > 0, gα(λ) es dereiente para

α ∈ (0, α0).a) Si existen una funión reiente h : (0, α0) → R+ on ĺım
α→0+

h(α) = 0, ρ∗ ∈ O y
ε > 0 tales que

sup
λ∈[h(α),+∞)

|rα(λ)| ≤ ρ∗(α) ∀ α ∈ (0, ε), (7.5)



168 Cap. 7 Cali�aión generalizada y niveles de ali�aiónentones {gα} tiene ali�aión débil, y en tal aso ρ∗ es ali�aión débil del método.b) Si para todo α ∈ (0, α0), rα(λ) es positiva y monótona dereiente para λ ∈
(0,+∞), entones siempre es posible hallar h y ρ∗ omo en a) que satisfagan (7.5)para todo α ∈ (0, α0).Demostraión. a) Sean h : (0, α0) → R+ una funión reiente on ĺım

α→0+
h(α) = 0,

ρ∗ ∈ O y ε > 0 tales que se satisfae (7.5).Caso I: Supongamos que existe α̃ ∈ (0, ε) tal que sup
λ∈ [h(α̃),+∞)

|rα̃(λ)| > 0.Como h(α) es reiente, se dedue que sup
λ∈ [h(α),+∞)

|rα(λ)| > 0 para todo α ∈ (0, α̃].Sea λ0 > 0 arbitrario. Entones para todo α ∈ (0, α̃],
|rα(λ0)|
ρ∗(α)

≤ |rα(λ0)|
sup

λ∈[h(α),+∞)

|rα(λ)| . (7.6)Puesto que ĺım
α→0+

h(α) = 0, existe α∗ ∈ (0, α̃) tal que λ0 ∈ [h(α),+∞) para todo
α ∈ (0, α∗], de lo ual resulta que para todo α ∈ (0, α∗],

|rα(λ0)|
sup

λ∈[h(α),+∞)

|rα(λ)| ≤ 1. (7.7)De (7.6) y (7.7) se sigue que para todo λ0 > 0

ĺım sup
α→0+

|rα(λ0)|
ρ∗(α)

≤ 1.Luego, para ualquier s ∈ S aotada resulta que el par (s, ρ∗) satisfae (7.1), i.e., esun par débil fuente-orden para {gα}. Así, hemos probado que ρ∗ es ali�aión débilde {gα}.Caso II: Supongamos ahora que sup
λ∈[h(α),+∞)

|rα(λ)| = 0 para todo α ∈ (0, ε).Sea λ0 > 0 arbitrario. Como ĺım
α→0+

h(α) = 0, existe α∗ ∈ (0, ε) tal que λ0 ∈
[h(α),+∞) para todo α ∈ (0, α∗]. Entones |rα(λ0)| ≤ sup

λ∈[h(α),+∞)

|rα(λ)| = 0 paratodo α ∈ (0, α∗), de lo ual se sigue que rα(λ0) = 0. Luego, para ualquier s ∈ S,
s(λ0)rα(λ0)

ρ∗(α)
= 0 para todo α ∈ (0, α∗).



7.1 Pares fuente-orden y orden-fuente. Niveles de ali�aión. 169Por lo tanto, (s, ρ∗) es par débil fuente-orden para {gα}, lo ual implia que ρ∗ esali�aión débil de {gα}. (Observar que en este aso ualquier orden de onvergenia
ρ∗ ∈ O es ali�aión débil de {gα}).b) Sea {gα} un MRE tal que para todo α ∈ (0, α0), rα(λ) es positiva y monótonadereiente para λ ∈ (0,+∞). De�nimos para λ > 0, f(λ)

.
= (1 − e−λ)θ(λ), donde

θ(λ)
.
= sup{γ ∈ (0, α0) : rα(λ) ≤ λ ∀ α ∈ (0, γ)}.Notar que omo para todo λ > 0, ĺım

α→0+
rα(λ) = 0, se sigue que dado λ > 0 existe

γ = γ(λ) > 0 tal que rα(λ) ≤ λ para todo α ∈ (0, γ). Entones θ(λ) 6= −∞. Másaún, θ(λ) ∈ (0, α0] para todo λ > 0 y así, f(λ) ∈ (0, α0) para todo λ > 0. Por otrolado, debido a que para todo α ∈ (0, α0), rα(λ) es dereiente para λ > 0, se sigueinmediatamente que f es estritamente reiente. Como además f es aotada, tieneuna antidad a lo sumo numerable de puntos de disontinuidad de salto. Supondremosque f es ontinua (si no lo es, rede�nimos f , quitándole los saltos en los puntos dedisontinuidad i.e., rede�niendo f omo su omponente ontinua).Así, f : R+ → (0, α0) resulta ontinua, estritamente reiente on ĺım
λ→0+

f(λ) = 0.Por lo tanto, la funión inversa f−1 existe sobre el rango de f , es estritamente reientey ontinua on ĺım
α→0+

f−1(α) = 0. Es obvio que es posible extender f−1 a todo el intervalo
(0, α0) de manera tal que preserve todas estas propiedades. Denotaremos on h a estaextensión.A ontinuaión de�nimos para α ∈ (0, α0), z(α)

.
= sup

λ∈[h(α),+∞)

|rα(λ)| = rα(h(α)).Puesto que para todo α ∈ (0, α0), rα(λ) es positivo para todo λ > 0, se sigue que
z(α) también es positivo. Como para todo λ > 0, f(λ) < θ(λ), la de�niión de θ(λ)implia que rf(λ)(λ) ≤ λ para todo λ > 0, o equivalentemente, rα(h(α)) ≤ h(α) paratodo α ∈ (0, α0). Entones 0 < z(α) ≤ h(α) para todo α ∈ (0, α0) y el heho que
ĺım
α→0+

h(α) = 0 implia que ĺım
α→0+

z(α) = 0. Si además z es una funión no dereiente,entones z ∈ O y basta de�nir ρ∗ .
= z. De lo ontrario, omo z es aotada, positiva



170 Cap. 7 Cali�aión generalizada y niveles de ali�aiónon ĺım
α→0+

z(α) = 0, existe siempre una funión ρ∗ ∈ O tal que z(α) ≤ ρ∗(α) para todo
α ∈ (0, α0) omo queríamos probar. �Del Teorema anterior se dedue que todos los métodos de regularizaión espetrales
{gα} tales que para todo λ > 0, gα(λ) es dereiente para α ∈ (0, α0) y para todo
α ∈ (0, α0), rα(λ) es positiva y dereiente para λ > 0, poseen ali�aión débil. Esoportuno señalar aquí que varios de los métodos usuales satisfaen estas ondiiones,por ejemplo, el método de Tikhonov-Phillips y el método de Showalter.Ahora, dados el MRE {gα} y ρ ∈ O, de�nimos

sρ(λ)
.
= ĺım inf

α→0+

ρ(α)

|rα(λ)| para λ ≥ 0. (7.8)Notar que sρ(0) = 0 para todo ρ ∈ O (pues rα(0) = 1 y ĺım
α→0+

ρ(α) = 0).En los siguientes tres teoremas veremos que dada una funión ρ ∈ O, las arate-rístias de la misma omo posible ali�aión (fuerte u óptima) de un MRE se puedendeterminar a partir de propiedades partiulares de esta funión sρ.Teorema 7.8. (Condiión neesaria y su�iente para ali�aión fuerte.) Una funión
ρ ∈ O tal que sρ ∈ S es ali�aión fuerte de {gα} si y sólo si

0 < sρ(λ) < +∞ para todo λ > 0. (7.9)Demostraión. Supongamos que ρ es ali�aión fuerte de {gα}. Entones existe unafunión s ∈ S tal que (s, ρ) es par fuerte fuente-orden para {gα}. Luego, para todo
λ > 0,

sρ(λ) = ĺım inf
α→0+

ρ(α)

|rα(λ)| =
1

ĺım sup
α→0+

|rα(λ)|
ρ(α)

=
s(λ)

ĺım sup
α→0+

s(λ)|rα(λ)|
ρ(α)

.Así, (7.9) se sigue entones de (7.1) y (7.2).Reíproamente, supongamos ahora que 0 < sρ(λ) < +∞ para todo λ > 0. Proba-remos que ρ es ali�aión fuerte de {gα}. Para ello veamos que (sρ, ρ) es un par fuerte



7.1 Pares fuente-orden y orden-fuente. Niveles de ali�aión. 171fuente-orden para {gα}. Como 0 < sρ(λ) < +∞ para todo λ > 0, se sigue que
ĺım sup
α→0+

sρ(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

= sρ(λ) ĺım sup
α→0+

|rα(λ)|
ρ(α)

= 1 ∀ λ > 0.Luego, sρ veri�a (7.1) y (7.2), lo ual junto al heho que sρ ∈ S implia que (sρ, ρ) esun par fuerte fuente-orden y así, ρ es ali�aión fuerte de {gα}. �Teorema 7.9. Sean ρ ∈ O ali�aión fuerte de {gα}, s ∈ S y sρ omo en (7.8).Entones (s, ρ) es un par fuerte fuente-orden para {gα} si y sólo si existe k > 0 tal que
s(λ) ≤ k sρ(λ) para todo λ > 0.Demostraión. Como ρ es ali�aión fuerte, sρ(λ) > 0 para todo λ > 0 por el Teorema7.8. Supongamos ahora que (s, ρ) es un par fuerte fuente-orden para {gα}. Entonesexisten onstantes positivas k y ε tales que s(λ)|rα(λ)|

ρ(α)
≤ k para todos λ > 0, α ∈ (0, ε).Luego, para todo λ > 0

s(λ)

sρ(λ)
= s(λ) ĺım sup

α→0+

|rα(λ)|
ρ(α)

= ĺım sup
α→0+

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

≤ k,y por lo tanto s(λ) ≤ k sρ(λ) para todo λ > 0.Reíproamente, supongamos que existe k > 0 tal que s(λ) ≤ k sρ(λ) para todo
λ > 0. Como sρ(λ) > 0 se sigue entones que

k ≥ s(λ)

sρ(λ)
= ĺım sup

α→0+

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

∀ λ > 0,es deir, (s, ρ) es un par débil fuente-orden para {gα}. Además, omo s(λ) y sρ(λ) sonpositivas para todo λ > 0, se sigue que s(λ) veri�a (7.2) y en onseuenia (s, ρ) es,más aún, un par fuerte fuente-orden para {gα}. �Teorema 7.10. (Condiión neesaria y su�iente para ali�aión óptima.) Una fun-ión ρ ∈ O tal que sρ ∈ S es ali�aión óptima de {gα} si y sólo si sρ veri�a (7.3) y(7.9).



172 Cap. 7 Cali�aión generalizada y niveles de ali�aiónDemostraión. Supongamos que ρ es ali�aión óptima. Entones ρ es ali�aiónfuerte y se sigue del Teorema 7.8 que sρ veri�a (7.9). Queremos probar ahora que sρsatisfae (7.3). Para esto observar que omo ρ es ali�aión óptima, existe s ∈ S talque (s, ρ) es par fuerte fuente-orden y (ρ, s) es par orden-fuente. De esto último se sigueque existen una onstante γ > 0 y una funión h : (0, α0) → R+ on ĺım
α→0+

h(α) = 0,tales que
s(λ) |rα(λ)|

ρ(α)
≥ γ ∀ λ ∈ [h(α),+∞). (7.10)Por otro lado, omo (s, ρ) es par fuerte fuente-orden para {gα}, se sigue del Teorema7.9 que existe k > 0 tal que

s(λ) ≤ k sρ(λ) para todo λ > 0. (7.11)De (7.10) y (7.11) resulta que
sρ(λ) |rα(λ)|

ρ(α)
≥ γ

k
∀ λ ∈ [h(α),+∞),es deir, sρ satisfae (7.3) omo queríamos probar.Reíproamente, supongamos que sρ ∈ S veri�a (7.3) y (7.9). Por el Teorema 7.8se tiene que (sρ, ρ) es un par fuerte fuente-orden para {gα} y (7.3) implia que (ρ, sρ)es un par orden-fuente. Luego, ρ es ali�aión óptima de {gα}. �A ontinuaión probaremos un resultado de uniidad de la funión fuente.Teorema 7.11. Si ρ es ali�aión óptima de {gα} entones existe a lo sumo unaúnia funión s (en el sentido de las lases de equivalenia induidas por la De�niión7.2) tal que (s, ρ) es un par fuerte fuente-orden y (ρ, s) es un par orden-fuente para

{gα}. Más aún, si sρ ∈ S, entones sρ es tal únia funión.Demostraión. Supongamos que ρ es ali�aión óptima de {gα}, (s1, ρ) y (s2, ρ) sonpares fuerte fuente-orden y (ρ, s1) y (ρ, s2) son pares orden-fuente para {gα}. Entones



7.1 Pares fuente-orden y orden-fuente. Niveles de ali�aión. 173existen γ > 0 y una funión h : (0, α0) → R+ on ĺım
α→0+

h(α) = 0, tales que s2(λ)|rα(λ)|
ρ(α)

≥ γpara todo λ ∈ [h(α),+∞). Luego,
s1(λ) =

s1(λ)s2(λ)|rα(λ)|
ρ(α)

s2(λ)|rα(λ)|
ρ(α)

≤ s2(λ)

γ

s1(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

∀λ ∈ [h(α),+∞), ∀α ∈ (0, α0). (7.12)Por otra parte, omo (s1, ρ) es par fuerte fuente-orden, existen onstantes positivas ky ε tales que
s1(λ) |rα(λ)|

ρ(α)
≤ k ∀λ > 0, ∀α ∈ (0, ε). (7.13)De (7.12) y (7.13) se sigue entones que

s1(λ) ≤ k

γ
s2(λ) ∀λ ∈ [h(α),+∞), ∀α ∈ (0, ε).Puesto que ĺım

α→0+
h(α) = 0 se tiene que s1(λ) ≤ k

γ
s2(λ) para todo λ > 0. Análogamenteinterambiando s1 y s2 se prueba que existe k̃ > 0 tal que s2(λ) ≤ k̃ s1(λ) para todo

λ > 0 y por lo tanto, s1 ≈ s2, lo ual prueba la uniidad.Supongamos ahora que sρ ∈ S. Como ρ es ali�aión óptima de {gα} se sigue delTeorema 7.10 que sρ veri�a (7.3) y (7.9). La ondiión (7.3) implia que (ρ, sρ) esun par orden-fuente para {gα} mientras que la ondiión (7.9) implia, a través delTeorema 7.8, que (sρ, ρ) es un par fuerte fuente-orden. Luego, ρ es ali�aión óptimade {gα} y, en virtud de la primera parte de este teorema, sρ es la únia funión tal que
(sρ, ρ) es un par fuerte fuente-orden y (ρ, sρ) es un par orden-fuente para {gα}. �El siguiente es un resultado sobre la uniidad del orden.Teorema 7.12. Si (s, ρ1) y (s, ρ2) son pares fuerte fuente-orden para {gα} y existe
ĺım
α→0+

ρ1(α)
ρ2(α)

entones ρ1 ≈ ρ2.Demostraión. Supongamos que (s, ρ1) y (s, ρ2) son pares fuerte fuente-orden para
{gα}. Probaremos en primer lugar que ĺım sup

α→0+

ρ1(α)
ρ2(α)

> 0. Supongamos que
ĺım sup
α→0+

ρ1(α)

ρ2(α)
= 0. (7.14)



174 Cap. 7 Cali�aión generalizada y niveles de ali�aiónComo (s, ρ1) es par fuerte fuente-orden se tiene que
s(λ) |rα(λ)|
ρ1(α)

= O(1) uando α → 0+, ∀ λ > 0 (7.15)y
0 < ĺım sup

α→0+

s(λ) |rα(λ)|
ρ2(α)

= ĺım sup
α→0+

s(λ) |rα(λ)|
ρ1(α)

ρ1(α)

ρ2(α)
.Se sigue de (7.14) y (7.15) que el límite superior en el lado dereho de la expresiónanterior debe ser ero, lo ual es una ontradiión. Luego, ĺım sup

α→0+

ρ1(α)
ρ2(α)

> 0. Análo-gamente se prueba que ĺım sup
α→0+

ρ2(α)
ρ1(α)

> 0. Dado que existe ĺım
α→0+

ρ1(α)
ρ2(α)

, se tiene entonesque 0 < ĺım
α→0+

ρ1(α)
ρ2(α)

< +∞ y 0 < ĺım
α→0+

ρ2(α)
ρ1(α)

< +∞. Luego, ρ1 � ρ2 y ρ2 � ρ1, es deir,
ρ1 ≈ ρ2, omo queríamos probar. �7.2. EjemplosEn esta seión presentamos varios ejemplos que ilustran los distintos niveles deali�aión introduidos previamente, omo así también las relaiones entre los mismosy on el onepto de ali�aión lásia y la ali�aión dada en la De�niión 3.8. Esimportante alarar que aunque algunos de estos ejemplos son sólo de naturaleza e interéspuramente aadémios, sirven para mostrar la existenia de métodos de regularizaiónque poseen ali�aión en ada uno de los niveles introduidos en este trabajo. Noobstante ello, los métodos de regularizaión generados on algunos de estos ejemploshan mostrado sorprendentes resultados uando fueron apliados a algunos problemasonretos, omo veremos en el Capítulo 8.Ejemplo 1. Hemos probado en la Seión 3.2.2 que la regularizaión de Tikhonov-Phillips tiene ali�aión lásia de orden µ0 = 1. Veremos ahora que ρ(α) = α esali�aión óptima en el sentido de la De�niión 7.6 (iii). En efeto, para λ > 0,
rα(λ) = α

α+λ
y si ρ(α) = α entones sρ(λ) = ĺım inf

α→0+

ρ(α)
|rα(λ)| = ĺım

α→0
(λ + α) = λ > 0, es



7.2 Ejemplos 175deir, sρ veri�a (7.9). Además, puesto que
sρ(λ) |rα(λ)|

ρ(α)
=

λ

λ+ α
≥ 1

2
∀ λ ∈ [α,+∞),se tiene que sρ veri�a (7.3). Del Teorema 7.10 se sigue entones que ρ(α) = α esali�aión óptima de {gα}.Ejemplo 2. En la Seión 3.2.1 vimos que el método TSVD no posee ali�aiónlásia puesto que µ0 = +∞, donde µ0 es omo en la De�niión 3.6. En este aso, setiene que

rα(λ) =

{
0, si λ ∈ [α,+∞),

1, si λ ∈ [0, α).Sean h(α) = α y ρ ∈ O. Entones
sup

λ∈[h(α),+∞)

|rα(λ)| = sup
λ≥α

|rα(λ)| = 0 ≤ ρ(α) para todo α ∈ (0, α0).Luego, se sigue del Teorema 7.7.a) que ualquier funión ρ ∈ O es ali�aión débildel método. Sin embargo, TSVD no tiene ali�aión fuerte. En efeto, para ualquierfunión ρ ∈ O se tiene que sρ(λ) = ĺım inf
α→0+

ρ(α)
|rα(λ)| = +∞ para todo λ > 0. Por lo tanto,el Teorema 7.8 implia que ρ no es ali�aión fuerte del método. En [44℄ se observóademás que TSVD tiene ali�aión arbitraria en el sentido de la De�niión 3.8.Ejemplo 3. De�nimos para α ∈ (0, α0),

gα(λ)
.
=

1 − e−
1
α

λ+ e−
1
α

, para todo λ ∈ [0,+∞).Es inmediato veri�ar que {gα} satisfae las hipótesis (H1 )-(H3 ) y por lo tanto es unMRE. Como rα(λ) = 1+λ

1+λ e
1
α
para todo λ ∈ [0,+∞), resulta que para todo µ > 0,

|rα(λ)|λµ
αµ

=
(1 + λ)λµ

λ e
1
ααµ + αµ

= o(1) uando α→ 0+ para todo λ ∈ [0,+∞).Luego, {gα} no posee ali�aión lásia pues µ0 = +∞.



176 Cap. 7 Cali�aión generalizada y niveles de ali�aiónVeremos ahora que ρ(α) = e−
1

α es ali�aión óptima de {gα}. Como sρ(λ) =

ĺım inf
α→0+

ρ(α)
|rα(λ)| = λ

1+λ
∈ (0,+∞) para todo λ > 0, se sigue del Teorema 7.8 que ρ esali�aión fuerte de {gα}. Más aún, puesto que
sρ(λ) |rα(λ)|

ρ(α)
=

λ

λ+ e−
1
α

≥ 1

2
∀ λ ∈ [e−

1

α ,+∞),se tiene que sρ veri�a (7.3). El Teorema 7.10 implia entones que ρ(α) = e−
1
α esali�aión óptima de {gα}.Ejemplo 4. Para α ∈ (0, α0) on α0 < e−1, de�nimos

gα(λ)
.
=

1 + (lnα)−1

λ− (lnα)−1
, para todo λ ∈ [0,+∞).Claramente, {gα} satisfae las hipótesis (H1 )-(H3 ) y por lo tanto es un MRE. Como

rα(λ) = 1+λ
1−λ lnα

para todo λ ∈ [0,+∞), resulta que para todo µ > 0,
|rα(λ)|λµ

αµ
=

(1 + λ)λµ

αµ − λαµ lnα
→ +∞ uando α → 0+ para todo λ ∈ [0,+∞).Luego, µ0 = 0 y por lo tanto {gα} no posee ali�aión lásia.Sin embargo, veremos que ρ(α) = −(lnα)−1 es ali�aión óptima de {gα}. Enefeto, omo sρ(λ) = ĺım inf

α→0+

ρ(α)
|rα(λ)| = ĺım

α→0

λ−(lnα)−1

1+λ
= λ

1+λ
∈ (0,+∞) para todo λ > 0 y

sρ(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

=
λ

λ− (lnα)−1
≥ 1

2
∀ λ ∈ [−(lnα)−1,+∞),se sigue del Teorema 7.10 que ρ(α) = −(lnα)−1 es ali�aión óptima de {gα}.Ejemplo 5. Sea {gα} el método de regularizaión de Tikhonov-Phillips, el ualposee ali�aión lásia de orden µ0 = 1. En el Ejemplo 1 vimos que ρ(α) = α esali�aión óptima de este método, y por lo tanto es además ali�aión débil. Como

α � α
1
2 , se dedue de la De�niión 7.6 - (i) y de la Observaión 7.5 que ρ∗(α)

.
= α

1
2también es ali�aión débil. Sin embargo, ρ∗ no es ali�aión fuerte del método. En



7.2 Ejemplos 177efeto, para ualquier s ∈ S, se tiene que
ĺım sup
α→0+

s(λ) |rα(λ)|
ρ∗(α)

= ĺım sup
α→0+

s(λ) α
1
2

α + λ
= 0 ∀ λ > 0.Ejemplo 6. Sea {gα} el MRE de�nido en el Ejemplo 4. Este método no poseeali�aión lásia pues µ0 = 0. Probamos que −(lnα)−1 es ali�aión óptima y enonseuenia, es además ali�aión débil. Puesto que −(lnα)−1 � (− lnα)−

1
2 , se dedu-e inmediatamente, omo en el ejemplo anterior, que ρ(α)

.
= (− lnα)−

1

2 es ali�aióndébil. Veamos que ρ no es ali�aión fuerte del método. Para ualquier s ∈ S, se tieneque
ĺım sup
α→0+

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

= ĺım sup
α→0+

s(λ) (1 + λ)

(1 − λ lnα) (− lnα)−
1
2

= 0 ∀ λ > 0.Es importante observar que si ρ(α) = αµ es ali�aión fuerte de un MRE entonesse sigue inmediatamente de la de�niión de par fuerte fuente-orden que el método tieneali�aión lásia de orden µ. En el siguiente ejemplo veremos que el reíproo no esierto. Luego, es la ali�aión débil y no la fuerte la que generaliza la noión lásiade este onepto.Ejemplo 7. Para α ∈ (0, α0) on α0 < 1/2 de�nimos
hα(λ)

.
=

α

α + ln( α
α+λ

)y
gα(λ)

.
=






1−hα(λ)
λ+hα(λ)

, si λ ∈ [2α,+∞),

1−hα(2α)
2α+hα(2α)

=
(
2α− α+2α2

ln 3

)−1

, si λ ∈ [0, 2α).En este aso,
rα(λ)

.
=






α(1+λ)
λ ln( α

α+λ
)+α(1+λ)

, si λ ∈ [2α,+∞),

1 − λ
(
2α− α+2α2

ln 3

)−1

, si λ ∈ [0, 2α).



178 Cap. 7 Cali�aión generalizada y niveles de ali�aiónEs inmediato probar que {gα} es un MRE on ali�aión lásia de orden µ0 = 1.Sin embargo, ρ(α) = α no es ali�aión fuerte del método. En efeto, para ualquier
s ∈ S, se puede ver que

s(λ) |rα(λ)|
α

= o(1) uando α → 0+, ∀ λ ≥ 0y por lo tanto no se satisfae (7.2).Los métodos de regularizaión espetrales que poseen ali�aión fuerte no óptimaposeen propiedades muy partiulares. Por ejemplo, es posible probar que si ρ es a-li�aión fuerte no óptima, entones ∀λ > 0, la funión sρ(λ)|rα(λ)|
ρ(α)

no es de variaiónaotada omo funión de α en ningún entorno de α = 0. Aún así, los siguientes tresejemplos prueban la existenia de MRE on ali�aión fuerte no óptima y muestranque ali�aión fuerte no implia ali�aión óptima en ninguno de los tres asos (i.e.
0 < µ0 < +∞, µ0 = +∞ y µ0 = 0).Ejemplo 8. Dado k ∈ R+ de�nimos para α, λ > 0

gkα(λ) = λ−1(1 − e−
λ
α ) − αkλ−3/2

∣∣∣sen(λ
3
2/α)

∣∣∣ ,de modo que rkα(λ) = e−
λ
α + αkλ−1/2

∣∣∣sen(λ
3

2/α)
∣∣∣ . Es inmediato ver que {gkα} es unMRE on ali�aión lásia de orden k. Con ρ(α) = αk se tiene que ∀λ > 0,

sρ(λ) = ĺım inf
α→0+

αk

e−
λ
α + αkλ−1/2

∣∣∣sen(λ
3
2/α)

∣∣∣

=
1

ĺım sup
α→0+

(
α−ke−

λ
α + λ−1/2

∣∣∣sen(λ
3
2/α)

∣∣∣
)

= λ1/2.



7.2 Ejemplos 179Como sρ(λ) = λ1/2 ∈ S, del Teorema 7.8 se sigue que (sρ, ρ) es un par fuerte fuente-orden y ρ(α) = αk es ali�aión fuerte del método. Sin embargo, para todo λ > 0,
ĺım inf
α→0+

sρ(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

= ĺım inf
α→0+

[
λ1/2α−ke−

λ
α +

∣∣∣∣∣sen(λ 3
2

α

)∣∣∣∣∣

]
= 0.Por lo tanto (7.3) no se satisfae y ρ(α) = αk no es ali�aión óptima del método.Ejemplo 9. Para α, λ > 0 de�nimos gα(λ) mediante

gα(λ)
.
= λ−1(1 − e−

λ
α ) − e

− 1√
αλ−3/2

∣∣∣sin(λ
3

2/α)
∣∣∣ ,de modo que

rα(λ) = e−
λ
α + e

− 1√
αλ−1/2

∣∣∣sin(λ
3
2/α)

∣∣∣ .Se veri�a inmediatamente que {gα} es un MRE y que no posee ali�aión lásia(µ0 = +∞). No obstante, on ρ(α)
.
= e

− 1√
α se tiene que

sρ(λ) = ĺım inf
α→0+

ρ(α)

rα(λ)

=
1

ĺım sup
α→0+

[
e
− λ

α
+ 1√

α + λ−1/2| sin(λ
3
2/α)|

]

= λ
1
2 .Como sρ(λ) = λ1/2 ∈ S, por el Teorema 7.8 (sρ, ρ) es un par fuerte fuente-orden y

ρ(α) = e−1/
√
α es ali�aión fuerte del método. Sin embargo, ∀λ > 0 se tiene que

ĺım inf
α→0+

sρ(λ)|rα(λ)|
ρ(α)

= ĺım inf
α→0+

(
λ1/2e

1√
α
− λ

α + | sin(λ
3

2/α)|
)

= 0,por lo tanto no vale (7.3) y ρ(α) = e
− 1√

α no es ali�aión óptima del método.Ejemplo 10. Para 0 < α < 1 y λ > 0 de�nimos
gα(λ)

.
= λ−1(1 − e−

λ
α ) + (ln α)−1λ−3/2

∣∣∣sin(λ
3
2/α)

∣∣∣ ,



180 Cap. 7 Cali�aión generalizada y niveles de ali�aiónde modo que
rα(λ) = e−

λ
α − (ln α)−1λ−1/2

∣∣∣sin(λ
3
2/α)

∣∣∣ .Al igual que en los ejemplos 8 y 9, se puede veri�ar que {gα} es un MRE, que noposee ali�aión lásia (µ0 = 0), que ρ(α) = −1ln α es ali�aión fuerte no óptima delmétodo y que (sρ, ρ) es un par fuerte fuente-orden on sρ(λ) = λ
1

2 .Ejemplo 11. En la Seión 3.2.3 probamos que el método de Showalter (gα(λ) =

(1 − e−
λ
α )/λ) no posee ali�aión lásia pues µ0 = ∞. Se puede probar fáilmente,usando el Teorema 7.7 que ρ(α) = e

− 1√
α es ali�aión débil de este método. Sinembargo, también es fáil ver que diha funión no satisfae la ondiión (3.15) y porlo tanto ρ(α) no es ali�aión en el sentido de la De�niión 3.8.Observar que los Ejemplos 2, 3, 4, 6, 9, 10 y 11 orresponden a métodos de regulari-zaión espetrales que no poseen ali�aión lásia, y sin embargo sí poseen ali�aiónen alguno de los sentidos en que este onepto ha sido extendido en la De�niión 7.6.En la Figura 7.1 se visualizan los distintos niveles de ali�aión introduidos eneste apítulo y la relaión entre los mismos omo así también on la ali�aión lásiay la ali�aión introduida por Mathé y Pereverzev.7.3. Órdenes de onvergenia, resultados reíproos yonjuntos fuente maximalesLa generalizaión del onepto de ali�aión de un MRE introduida en las seio-nes previas está fuertemente relaionada on, y tiene un amplio espetro de apliaionesen, el ontexto de órdenes de onvergenia, resultados reíproos y onjuntos fuentemaximales para problemas inversos mal ondiionados. Presentamos a ontinuaión
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Figura 7.1: Relaión entre los diferentes niveles de ali�aión, la ali�aión lásia yla de�nida en [44℄.



182 Cap. 7 Cali�aión generalizada y niveles de ali�aiónalgunos resultados en esta direión.Para s ∈ S, entenderemos por �onjunto fuente asoiado a la funión s y al operador
T � al onjunto Ran(s(T ∗T )). En todo lo que sigue, la hipótesis s ∈ S puede serreemplazada por s : R → R+

0 ontinua sobre σ(T ∗T ) y s ∈ M0, donde M0 omo en laSeión 1.3 denota el onjunto de todas las funiones medibles on respeto a la medida
d ‖Eλx‖2 para todo x ∈ X .El siguiente resultado direto, por un lado pone de mani�esto la importania delonepto de �par débil fuente-orden� y por otro lado muestra la relaión existente entrela funión fuente y el orden de onvergenia en tales pares. Asimismo, eha luz sobrela importania del onepto de ali�aión débil introduido en la De�niión 7.6 (i).Brevemente, este resultado a�rma que si la soluión exata x† del problema Tx = ypertenee al onjunto fuente Ran(s(T ∗T )) y (s, ρ) es un par débil fuente-orden para
{gα}, entones el error de regularizaión ∥∥Rαy − x†

∥∥ tiene orden de onvergenia ρ(α).Teorema 7.13. Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) , {gα} un MRE queposee ali�aión débil ρ y s ∈ S tal que (s, ρ) es un par débil fuente-orden para {gα}.Si x† .
= T †y ∈ Ran(s(T ∗T )) entones ∥∥(Rα − T †)y

∥∥ = O(ρ(α)) uando α → 0+.Demostraión. Sean (s, ρ) un par débil fuente-orden para {gα} y x† ∈ R(s(T ∗T )).Entones existe w ∈ X tal que x† = s(T ∗T )w. De esto y (3.8) se sigue que
∥∥(Rα − T †)y

∥∥2
=

∥∥rα(T ∗T ) x†
∥∥2

= ‖rα(T ∗T ) s(T ∗T )w‖2

=

∫ ‖T‖2+

0

[rα(λ) s(λ)]2d ‖Eλw‖2 .Puesto que (s, ρ) es un par débil fuente-orden para {gα}, existen onstantes positivas
k y ε tales que s(λ) |rα(λ)| ≤ k ρ(α) para todos λ > 0, α ∈ (0, ε). Luego,

∥∥(Rα − T †)y
∥∥2 ≤ k2 ρ2(α)

∫ ‖T‖2+

0

d ‖Eλw‖2 = k2 ρ2(α) ‖w‖2 ∀α ∈ (0, ε),y por lo tanto ∥∥(Rα − T †)y
∥∥ = O(ρ(α)) uando α→ 0+. �



7.3 Órdenes de onvergenia, resultados reíproos y onjuntos fuente maximales 183Observaión 7.14. El resultado anterior es una generalizaión del Corolario 3.7 al asode MRE on ali�aión débil y onjuntos fuente generales. En efeto, ese Corolarioorresponde al aso partiular en que {gα} tiene ali�aión lásia de orden µ.El siguiente resultado reíproo a�rma que si el error de regularizaión tiene or-den de onvergenia ρ(α) y (ρ, s) es un par orden-fuente entones la soluión exatapertenee al rango del operador s(T ∗T ).Teorema 7.15. Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) , {gα} un MRE. Si (ρ, s)es un par orden-fuente para {gα} y ∥∥(Rα − T †)y
∥∥ = O(ρ(α)) uando α→ 0+, entones

x† ∈ Ran(s(T ∗T )).Demostraión. Como ∥∥(Rα − T †)y
∥∥ = O(ρ(α)) para α → 0+, existen onstantes posi-tivas k y ε tales que

∥∥(Rα − T †)y
∥∥ ≤ kρ(α) ∀ α ∈ (0, ε). (7.16)Debido a que (ρ, s) es un par orden-fuente para {gα}, existen γ > 0 y una funión

h : (0, α0) → R+ on
ĺım
α→0+

h(α) = 0 (7.17)tales que se satisfae (7.3). Para ver que x† ∈ Ran(s(T ∗T )) debemos probar que
∫ ‖T‖2+

0
1

s2(λ)
d
∥∥Eλx†

∥∥2 es �nito. Para ello, observar que
∫ ‖T‖2+

0

1

s2(λ)
d
∥∥Eλx†

∥∥2
= ĺım

α→0+

∫ ‖T‖2+

h(α)

1

s2(λ)
d
∥∥Eλx†

∥∥2
(por (7.17))

≤ ĺım sup
α→0+

∫ ‖T‖2+

h(α)

r2
α(λ)

γ2ρ2(α)
d
∥∥Eλx†

∥∥2
(en virtud de (7.3))

= ĺım sup
α→0+

1

γ2ρ2(α)

∫ ‖T‖2+

h(α)

r2
α(λ)d

∥∥Eλx†
∥∥2

≤ ĺım sup
α→0+

1

γ2ρ2(α)

∫ ‖T‖2+

0

r2
α(λ)d

∥∥Eλx†
∥∥2

= ĺım sup
α→0+

(
1

γ2ρ2(α)

∥∥rα(T ∗T )x†
∥∥2
)
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= ĺım sup

α→0+

(
1

γ2ρ2(α)

∥∥(Rα − T †)y
∥∥2
)

≤ ĺım sup
α→0+

(
1

γ2ρ2(α)
k2ρ2(α)

) (por (7.16))
=

k2

γ2
<∞,lo ual ompleta la prueba del teorema. �Es oportuno observar que el Teorema anterior puede verse omo una generalizaióndel Teorema 3.12. En efeto, este último orresponde al aso partiular en que s(λ)

.
= λµy ρ(α)

.
= αµ. Si además ρ es ali�aión óptima entones también vale el reíproo delTeorema 7.15, omo se prueba a ontinuaión.Corolario 7.16. Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) , {gα} un MRE que poseeali�aión óptima ρ. Si sρ ∈ S, entones ∥∥(Rα − T †)y

∥∥ = O(ρ(α)) uando α→ 0+ siy sólo si x† ∈ Ran(sρ(T
∗T )).Demostraión. Sean ρ ali�aión óptima de {gα} y sρ ∈ S. Entones por el Teorema7.11, (ρ, sρ) es par orden-fuente para {gα} y omo ∥∥(Rα − T †)y

∥∥ = O(ρ(α)) uando
α→ 0+, se sigue del Teorema 7.15 que x† ∈ Ran(sρ(T

∗T )).Reíproamente, si x† ∈ Ran(sρ(T
∗T )), omo en virtud del Teorema 7.11 se sigueque (sρ, ρ) es par fuerte fuente-orden, y por lo tanto un par débil fuente-orden, elTeorema 7.13 implia que ∥∥(Rα − T †)y
∥∥ = O(ρ(α)) uando α→ 0+. �El Corolario 7.16 pone de mani�esto la importania del onepto de �ali�aiónóptima�, a la vez que muestra laramente la �dualidad� existente entre la ali�aiónóptima ρ, omo orden de onvergenia y los orrespondientes onjuntos fuente deter-minados por la funión fuente sρ asoiada a ρ.Otro resultado importante en lo que respeta a la existenia y maximalidad deonjuntos fuente es el siguiente: si ρ es ali�aión fuerte de un MRE y sρ ∈ S entones
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Ran(sρ(T

∗T )) es un onjunto fuente maximal donde ρ es orden de onvergenia delerror de regularizaión. Más preisamente, se tiene el siguiente resultado.Teorema 7.17. Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), s ∈ S y {gα} un MREque posee ali�aión fuerte ρ tal que sρ ∈ S. Si (s, ρ) es un par fuerte fuente-ordenpara {gα} y Ran(s(T ∗T )) ⊃ Ran(sρ(T
∗T )) entones Ran(s(T ∗T )) = Ran(sρ(T

∗T )).Demostraión. Si (s, ρ) es un par fuerte fuente-orden, por el Teorema 7.9, existe k >
0 tal que s(λ) ≤ k sρ(λ) para todo λ > 0, lo ual implia que Ran(s(T ∗T )) ⊂
Ran(sρ(T

∗T )). �Si además ρ es ali�aión óptima se obtiene el siguiente resultado, aún más fuerte.Teorema 7.18. Sean X , Y espaios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), s ∈ S y {gα} un MREque posee ali�aión óptima ρ tal que sρ ∈ S. Entones Ran(sρ(T
∗T )) es el únioonjunto fuente donde ρ es orden de onvergenia del error de regularizaión.Demostraión. Este resultado se sigue inmediatamente de los Teoremas 7.11 y 7.17. �Presentamos a ontinuaión algunos ejemplos.Ejemplo 7.19. Hemos visto en el Ejemplo 1 de la Seión 7.2 que ρ(α)

.
= α es ali-�aión óptima del método de Tikhonov-Phillips. Como sρ(λ) = λ ∈ S, se sigue delTeorema 7.18 que el únio onjunto fuente donde α es orden de onvergenia del errorde regularizaión es Ran(sρ(T

∗T )) = Ran(T ∗T ).Ejemplo 7.20. En el Ejemplo 4 de la Seión 7.2 probamos que ρ(α)
.
= −(lnα)−1 esali�aión óptima de {gα} y que sρ(λ) = λ

1+λ
. Puesto que sρ ∈ S se sigue del Teorema7.18 que Ran(sρ(T

∗T )) = Ran(T ∗T ) (pues λ
1+λ

≈ λ) es el únio onjunto fuente donde
ρ es orden de onvergenia del error de regularizaión.Ejemplo 7.21. En el Ejemplo 9 de la seión 7.2, para ρ(α)

.
= e

− 1√
α se tiene que

sρ(λ) = λ1/2. Como ρ es ali�aión fuerte del MRE, se sigue que Ran(sρ(T
∗T )) =
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Ran((T ∗T )1/2) es un onjunto fuente maximal donde ρ es orden de onvergenia delerror de regularizaión.Ejemplo 7.22. Como menionamos en el Ejemplo 11 de la Seión 7.2, ρ(α)

.
= e

− 1√
α esali�aión débil del método de Showalter. Se puede ver fáilmente que para ualquier

s ∈ S, (s, ρ) es un par débil fuente-orden para el método. Por lo tanto, se sigue delTeorema 7.13 que el error de regularizaión ∥∥Rαy − x†
∥∥ tiene orden de onvergenia

ρ(α) = e
− 1√

α siempre que x† ∈ ⋃
s∈S

Ran(s(T ∗T )).



Capítulo 8
Apliaiones y resultados numérios

Si bien los resultados presentados en esta tesis son predominantemente teórios,onsideramos razonable inluir este apítulo on el objetivo de ilustrar diversas aplia-iones e impliaiones de los métodos y resultados presentados en los apítulos ante-riores en problemas onretos. En las Seiones 8.1 y 8.2 presentaremos dos problemasinversos en onduión de alor: la euaión lateral del alor y la euaión del alorhaia atrás en el tiempo (introduida en el Ejemplo 1.2.1). Finalmente, on el obje-to de presentar apliaiones muy onretas que permitan una lara visualizaión delos resultados, en las Seiones 8.3 y 8.4 haemos una breve inursión al interesanteproblema de restauraión de imágenes, que se presenta en diversas áreas tales omoAstronomía y Mediina. Allí mostramos primero ómo funionan algunos de los méto-dos de regularizaión espetrales que fueron introduidos omo ejemplos en la Seión7.2, para obtener soluiones regularizadas a partir de imágenes degradadas y luegopresentamos algunos resultados numérios sobre los oneptos de ali�aión fuerte yóptima que hemos introduido en la Seión 7.1, apliados al problema de restauraiónde imágenes. 187



188 Cap. 8 Apliaiones y resultados numérios8.1. La euaión lateral del alorConsideramos aquí el problema de determinar el �ujo de alor en un extremo deuna barra metália a partir de mediiones de la temperatura ó del �ujo en el otroextremo. Es bien sabido que este problema es fuertemente mal ondiionado: pequeñasperturbaiones en los datos pueden ausar errores muy grandes en la soluión (ver porejemplo [12℄, [23℄). Siguiendo los resultados de P. Jonas y A. K. Louis ([32℄), de�nimos
QT

.
= (0, 1) × (0, T )

H1,0(QT )
.
= {u ∈ L2(QT ) : ux ∈ L2(QT )}

H1,1(QT )
.
= {u ∈ L2(QT ) : ux y ut ∈ L2(QT )}

V 1,0(QT )
.
= C

(
[0, T ];L2(0, 1)

)
∩ L2

(
(0, T );H1(0, 1)

)y onsideramos el problema de valores iniiales y de frontera




∂2u
∂x2 (x, t) = ∂u

∂t
(x, t), (x, t) ∈ QT ,

∂u
∂x

(1, t) = f(t), 0 < t ≤ T,

∂u
∂x

(0, t) = 0, 0 < t ≤ T,

u(x, 0) = 0, 0 < x ≤ 1,

(8.1)
donde f ∈ L2(0, T ). Una soluión débil de este problema es una funión u ∈ V 1,0(QT )que satisfae

∫

QT

(−uηt + uxηx) dx dt =

∫ T

0

ux(1, t)η(1, t) dtpara ada η ∈ H1,1(QT ). D. N. Hào ([27℄) probó que si f ∈ L2(0, T ), entones existe unaúnia soluión débil del problema (8.1). De�nimos ahora el operador L : L2(0, T ) →

L2(0, T ) que mapea el �ujo en el extremo dereho en la temperatura en el extremoizquierdo, es deir L(f) = u| x=0 donde u es la únia soluión débil del problema (8.1).Entones L está bien de�nido porque u es únia y el mapeo H1,0(QT ) → L2(0, T ) sobre



8.1 La euaión lateral del alor 189la frontera es ontinuo. El problema inverso onsiste en determinar el �ujo de alor
f(t) = ux(1, t) en el extremo dereho de la euaión Lf = g, donde g(t) .

= u(0, t) esla temperatura onoida en el extremo izquierdo. Se plantea de la siguiente manera:Dada g(t), determinar f(t) = ux(1, t) donde u(x, t) es soluión de




∂2u
∂x2 (x, t) = ∂u

∂t
(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u(0, t) = g(t), 0 < t ≤ T,

∂u
∂x

(0, t) = 0, 0 < t ≤ T.

(8.2)En 1996, bajo iertas ondiiones generales sobre la funión g, D. N. Hào y H.-J.Reinhardt ([23℄) probaron que el problema inverso (8.2) tiene soluión únia.Es importante señalar que para este problema no se dispone de una expresiónexplíita del sistema singular asoiado al operador orrespondiente al problema direto.Sin embargo, omo veremos a ontinuaión, el operador adjunto es bien onoido. Portales motivos, para resolver esta lase de problemas inversos resulta apropiado utilizarel método de la inversa aproximada introduido en la Seión 2.4. Para ello, dado unmoli�adormγ(·, ·) neesitamos hallar para ada instante de tiempo t ∈ (0, T ) el núleode reonstruión ψtγ tal que
L∗ψtγ(·) = mγ(t, ·). (8.3)De�nimos ahora el problema adjunto:





∂2v
∂x2 (x, t

′) = − ∂v
∂t′ (x, t

′), (x, t′) ∈ QT ,

v(x, T ) = 0, 0 < x ≤ 1,

∂v
∂x

(1, t′) = 0, 0 < t′ ≤ T,

∂v
∂x

(0, t′) = f̃(t′), 0 < t′ ≤ T,

(8.4)
donde f̃ ∈ L2(0, T ). Una soluión débil del problema (8.4) es una funión v ∈ V 1,0(QT )que satisfae ∫

QT

(vηt + vxηx) dx dt =

∫ T

0

vx(0, t)η(0, t) dt



190 Cap. 8 Apliaiones y resultados numériospara ada η ∈ H1,1(QT ). Si reemplazamos t′ en (8.4) por t = T − t′ se obtiene elmismo problema que en (8.1). Luego, el operador L∗ : L2(0, T ) → L2(0, T ), dado por
L∗(f̃) = v| x=1, donde v es la soluión débil del problema (8.4), está bien de�nido. Unaonseuenia direta del Teorema 1.11.1 de D. N. Hào ([27℄) es que el operador L∗ esel operador adjunto de L on respeto al produto interno en L2(0, T ). Utilizamos elmétodo de la inversa aproximada para aproximar la soluión f del problema inversopor los momentos 〈f,mγ(t, ·)〉, para lo ual resolvemos primero el problema adjuntoon

L∗vx(0, t, t
′) = mγ(t, t

′), (8.5)donde t ∈ (0, T ) es el tiempo de reonstruión. De (8.3) y (8.5), resulta que el núleode reonstruión en el instante t está dado por ψtγ(t′) = ∂
∂x
v(0, t, t′).Puesto que el moli�adormγ se onoe exatamente, usando separaión de variableso desomposiión Adomiana es posible alular la funión vx(0, t, t′) (ver [32℄). De estemodo si mγ es de lase C∞ se obtiene que

ψtγ(t
′) =

∂

∂x
v(0, t, t′) =

∞∑

n=1

(−1)n

(2n− 1)!

∂nmt
γ(t

′)

∂t′n
, (8.6)donde mt

γ(t
′) = mγ(t, t

′).Por último, on el núleo de reonstruión y el dato se alula la soluión moli�adadel �ujo en el extremo dereho utilizando (2.41). La apliaión del método de la inversaaproximada se puede entones dividir en dos partes: primero, el álulo del núleo dereonstruión a partir del moli�ador elegido (lo ual se realiza �a-priori�, antes dela obtenión del dato) y segundo, la inversión propiamente diha a partir del dato,de la ual se obtiene una versión moli�ada de la soluión o soluión �regularizada� o�reonstruída�.



8.1 La euaión lateral del alor 191Resultados numériosApliaremos aquí el método de la inversa aproximada para obtener aproximaionesestables del �ujo a dereha, en primer lugar a partir de datos exatos en el extremoizquierdo y luego, a partir de datos on ruido. En este aso, usaremos el moli�adorGaussiano (2.44) por sus propiedades de regularidad que nos permiten utilizar (8.6)y su propiedad de invariania que genera núleos de tipo onvoluión. Esto permitereduir en gran parte los esfuerzos omputaionales ([32℄). Así por ejemplo si de�nimos
Ψγ(t

′)
.
= ψγ(0, t

′) se tiene que ψγ(t, t′) = Ψγ(t − t′) para todo t, t′. Por lo tanto, sóloes neesario alular el núleo de reonstruión en t = 0. En primer lugar elegimos
M ∈ N y aproximamos (8.6) on la suma �nita

ψtγ(t
′) ∼=

M∑

n=1

(−1)n

(2n− 1)!

∂nmt
γ(t

′)

∂t′n
. (8.7)En la Figura 8.1 se muestra el núleo de reonstruión alulado en t = 0 usando(8.7) on M = 20 y γ = 0,02. Es oportuno señalar que en este aso no es posible
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Figura 8.1: Núleo de reonstruión en t = 0 on γ = 0,02.reonstruir el �ujo de alor en t = T a partir de datos onoidos solamente en [0, T ](ver L. Eldén [11℄). P. Jonas y A. K. Louis ([32℄) sugieren trabajar on datos en el



192 Cap. 8 Apliaiones y resultados numériosintervalo [0, T +5γ], donde γ es el parámetro de regularizaión. Consideramos entones
N instantes de reonstruión en el intervalo [0, T + 5γ] y los denotamos on tj para
j = 1, ..., N . A modo de ejemplo tomamos omo �ujo en el extremo dereho

ux(1, t) = f(t) =

{
1, t ∈ [0.1, 0.3] ∪ [0.4, 0.6] ∪ [0.7, 0.9]

0, en otro aso.Este es un buen ejemplo para mostrar la e�ienia del método de la inversa aproximadapuesto que f no es ontinua en el intervalo [0, 1], y por lo tanto para obtener unaaproximaión razonable on ualquier método lásio serían neesarias omponentesde alta freuenia, las que harían muy inestable el problema. Para este ejemplo, eldato �arti�ial�, es deir, la temperatura en el extremo izquierdo u(0, t), 0 ≤ t ≤ T , seobtuvo resolviendo numériamente el problema direto on T = 1. En la Figura 8.2 semuestra la evoluión de la temperatura. En la Figura 8.3 se muestran el �ujo a dereha
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Figura 8.2: Evoluión de la temperatura orrespondiente al �ujo a dereha f(t).
f(t) y el reonstruído a partir del dato exato on N = 300,M = 20 y γ = 0,02. Puede
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tiempoFigura 8.3: Soluión exata (- - -) y soluión reonstruída (�) a partir del dato exatoon N = 300, M = 20 y γ = 0,02.observarse que el método permite hallar una buena aproximaión de f .Para analizar la robustez del método ante la presenia de ruido, se alularon re-onstruiones del �ujo a partir de datos a los que se les agregaron diferentes nivelesde ruido. Consideraremos datos perturbados de la forma
g̃ = g + ǫ, (8.8)donde ǫ es una variable aleatoria Gaussiana on media ero y desviaión estandar

σ = (k/100) ‖g‖∞ . (8.9)Aquí k es el porentaje de ruido omo funión de ‖g‖∞ que se adiiona al dato g parasimular errores de mediión. En las Figuras 8.4 y 8.5 se muestran las versiones mo-li�adas del �ujo obtenidas a partir de datos on un 1 % de nivel de ruido (k = 1),
N = 300, M = 20 y γ = 0,04 en el primer aso y 3 % de ruido (k = 3), N = 400,
M = 20 y γ = 0,045, en el segundo, mientras que para la reonstruión que semuestra en la Figura 8.6, se onsideró un ruido de baja magnitud y alta freuenia
r(t) = 5×10−3 sen(100t). Como es de esperar, al aumentar el nivel de ruido en el dato,
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tiempoFigura 8.4: Soluión exata (- - -) y soluión reonstruída (�) a partir de un datoperturbado on un 1 % de nivel de ruido (k = 1), N = 300, M = 20 y γ = 0,04.
se obtiene una aproximaión menos exata, aunque aún en este aso la aproximaiónsigue siendo estable y el método es apaz de proveer una razonable antidad de infor-maión sobre la soluión. Es oportuno menionar aquí que un ruido de esta naturalezaharía fuertemente inestable y absolutamente inviable la apliaión de ualquier métodolásio de aproximaión.Se obtuvieron buenas aproximaiones de las soluiones, ya sea que el método seaplique a partir de datos exatos omo de datos on distintos niveles de ruido. Desdeel punto de vista omputaional su implementaión es senilla y rápida. La prinipalventaja radia en que dado el moli�ador, el álulo del núleo de reonstruión sepuede realizar antes de la obtenión de los datos, lo ual permite utilizarlo en la re-onstruión de soluiones orrespondientes a diferentes datos. Asimismo, la inversaaproximada onsiste en un produto interno uyo álulo es apropiado para proesa-miento en paralelo en asos de grandes dimensiones.
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tiempoFigura 8.5: Soluión exata (- - -) y soluión reonstruída (�) a partir de un datoperturbado on un 3 % de nivel de ruido (k = 3), N = 400, M = 20 y γ = 0,045.
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196 Cap. 8 Apliaiones y resultados numérios8.2. La euaión del alor haia atrás en el tiempoAl igual que en la Seión 1.2.1, por simpliidad, onsideraremos sólo el aso unidi-mensional. Reordemos en qué onsiste este problema inverso. Supongamos que u(x, t)es soluión de la euaión de difusión en un sólido unidimensional homogéneo Ω = [0, π],
∂2u

∂x2
(x, t) =

∂u

∂t
(x, t), x ∈ [0, π], t > 0, (8.10)on ondiiones de borde de tipo Dirihlet homogéneas:

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ≥ 0, (8.11)de modo que u(x, t) denota la temperatura del punto x en el instante de tiempo t.Nuestro problema onsiste en, dada la temperatura �nal en t = T

g(x)
.
= u(x, T ), x ∈ [0, π],on g(0) = g(π) = 0, determinar la temperatura iniial

f(x)
.
= u(x, 0), x ∈ [0, π]. (8.12)De�niendo el operador integral

K : L2[0, π] → L2[0, π]

f(·) → (Kf)(x)
.
=

∫ π

0

k(x, τ)f(τ) dτ,se puede ver que el problema inverso onsiste en resolver la euaión integral de Fred-holm de primera lase
g(x) =

∫ π

0

k(x, τ)f(τ) dτ,donde
k(x, τ)

.
=

2

π

∞∑

n=1

e−n
2T sen(nτ)sen(nx),
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Kf = g. (8.13)Nos referiremos a éste omo �el problema BHE� (por �Bakwards Heat Equation�)Como vimos en la Seión 1.2.1, el operador K es ompato on sistema singular

{(
e−n

2T ;

√
2

π
sen(nx),

√
2

π
sen(nx)

)}y el problema inverso (8.13) es severamente mal ondiionado. Sea
gn

.
=

√
2

π

∫ π

0

g(τ)sen(nτ) dτel n-ésimo oe�iente de Fourier generalizado del dato g. Reordemos que según elriterio de Piard (ver (1.17)), el problema (8.13) tiene soluión de mínimos uadradossi y sólo si
∞∑

n=1

|gn|2
(e−n2T )2

=

∞∑

n=1

e2n
2T |gn|2 <∞. (8.14)En tal aso, la soluión de mínimos uadrados de mínima norma está dada por

f †(x) = (K†g)(x) =

√
2

π

∞∑

n=1

en
2Tgn sen(nx). (8.15)8.2.1. Resoluión del problema BHE por el método de la inver-sa aproximadaVeremos a ontinuaión ómo se resuelve este problema utilizando el método dela inversa aproximada. En primer lugar se debe hallar para ada punto s ∈ [0, π] elnúleo de reonstruión ψsγ(·) tal que K∗ψsγ(·) = mγ(s, ·), donde mγ es un moli�adorelegido. Dado que en este aso el operador K es autoadjunto, resulta que el núleode reonstruión ψsγ es soluión de la euaión Kψsγ(·) = mγ(s, ·). Es deir, tenemosun problema inverso similar al original, pero ahora on dato exato a dereha. Usando(8.15) se obtiene que

ψsγ(x) =

√
2

π

∞∑

n=1

en
2Tms

γ,n sen(nx), (8.16)



198 Cap. 8 Apliaiones y resultados numériosdonde ms
γ,n

.
=
√

2
π

∫ π
0
mγ(s, τ)sen(nτ) dτ es el enésimo oe�iente de Fourier del moli-�ador mγ(s, ·). Por último, on el núleo de reonstruión y el dato g se alula, paraada s ∈ [0, π], la soluión moli�ada del problema inverso utilizando (2.41).Resultados numériosEn primer lugar resolveremos este problema inverso usando el método de la inversaaproximada y luego, algunos métodos de �ltro.Para apliar el método de la inversa aproximada onsideramos N nodos o puntosde reonstruión equidistantes en el intervalo [0, π], a los que denotaremos on sj,

j = 1, . . . , N , y aproximamos (8.16) mediante la suma �nita
ψsγ(x)

∼=
√

2

π

M∑

n=1

en
2Tms

γ,n sen(nx). (8.17)Presentaremos varios ejemplos en los que alulamos una versión moli�ada de la tem-peratura iniial a partir del dato exato. Luego, se obtendrán soluiones regularizadasa partir de datos perturbados. Supongamos además, que sólo se dispone de mediionesdel dato g en los nodos s1, s2, ..., sN . Los puntos de reonstruión pueden no oinidiron los de mediión. Mas aún, la antidad de ambos puede no ser la misma.A modo de ilustraión onsideramos los siguientes tres per�les iniiales de tempe-ratura u(x, 0):
f1(x) =

{
x, x ∈ [0, π

2
],

π − x, x ∈ (π
2
, π],

f2(x) =






2x, x ∈ [0, 1],

3 − x, x ∈ (1, 2],

1, x ∈ [2, 2.5],

x−π
2.5−π , x ∈ (2.5, π]y

f3(x) =

{
−3x2 + 6x, x ∈ [0, 1.5],
2,25(x−π)

1.5−π , x ∈ (1.5, π].
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Figura 8.7: Evoluión de la temperatura u(x, t) on temperatura iniial f2.
Para obtener datos arti�iales del problema inverso se resolvió primero el problemadireto on temperatura iniial f1, f2 o f3 y tiempo �nal T = 1. En la Figura 8.7 semuestra la distribuión de la temperatura para el per�l iniial f2.Es interesante observar primero lo que ourre si se intenta resolver este problemadiretamente invirtiendo el operador K, es deir, mediante la euaión f = K−1g.En la Figura 8.8 se muestra la soluión obtenida a partir de un dato �exato�, i.e.el dato resultante al resolver el problema direto on temperatura iniial f2. Aquíse ve laramente la inestabilidad produida por el fuerte mal ondiionamiento delproblema. En efeto, omo señalamos en la Seión 1.2.1, ualquier intento por resolvernumériamente este problema on métodos tradiionales resulta infrutuoso aún uandoel dato g se onoza en forma exata (en este último aso debido a la ampli�aión de
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Figura 8.8: Soluión obtenida invirtiendo el operador K a partir de un dato exato.los errores de disretizaión).Apliquemos entones el método de la inversa aproximada. Para ello, tomamos N =

55 puntos de reonstruión y M = 6, donde M es el extremo superior de la sumaen (8.17). Consideramos el moli�ador de promedios loales mγ(sj , x) dado por (2.43),uyo n-ésimo oe�iente de Fourier generalizado se puede ver fáilmente que es
msj
γ,n = (

√
2π γn)−1 [os(n(sj − γ)) − os(n(sj + γ))].La Figura 8.9 muestra el núleo de reonstruión en el punto s30 ≈ 1,6872 aluladoa partir de (8.16) on γ = 0,04.Las Figuras 8.10, 8.11 y 8.12 muestran las temperaturas iniiales f1, f2 y f3 ysus versiones moli�adas obtenidas apliando el método de la inversa aproximada apartir de ada uno de los orrespondientes datos exatos (per�les de temperatura enel instante T = 1), on parámetro γ igual a 0.04, 0.035 y 0.012, respetivamente. Seobserva en estas grá�as que las reonstruiones obtenidas son buenas aproximaionesde las soluiones exatas. También en este aso se puede ver que el método de la inversa
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Figura 8.10: Soluión exata f1 (- - -) y soluión reonstruída (�) a partir del datoexato on N = 55, M = 6, T = 1 y γ = 0,04.
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Figura 8.11: Soluión exata f2 (- - -) y soluión reonstruída (�) a partir del datoexato on N = 55, M = 6, T = 1 y γ = 0,035.
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Figura 8.12: Soluión exata f3 (- - -) y soluión reonstruída (�) a partir del datoexato on N = 55, M = 6, T = 1 y γ = 0,012.
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Figura 8.13: Soluión exata (- - -) y soluión reonstruída (�) a partir de un datoperturbado on un 5 % de nivel de ruido (k = 5), N = 35, M = 2, γ = 0,018 y T = 1.

aproximada resulta robusto ante la presenia de ruido. Para mostrar esto onsideramos,al igual que en la Seión 8.1, datos perturbados de la forma (8.8), donde ǫ es unavariable aleatoria Gaussiana on media ero y desviaión estandar dada por (8.9). LasFiguras 8.13 y 8.14 muestran las temperaturas iniiales f1 y f2 y las orrespondientesreonstruiones obtenidas a partir de datos on 5 % de nivel de ruido (k = 5), N = 35,
M = 2, γ = 0,018 y T = 1 en el primer aso, y 3 % de nivel de ruido (k = 3), N = 55,
M = 2, γ = 0,042 y T = 1 en el segundo. En ambos asos se utilizó el moli�ador depromedios loales (2.43).Por último, analizamos otro ejemplo en el que la soluión de (8.10), (8.11), (8.12)está dada por u(x, t) = sen x exp(−t), (x, t) ∈ [0, π] × [0, T ]. Este ejemplo es bastanteriguroso a los efetos de poner a prueba la e�aia del método, debido a que u(x, ·)deae rápidamente a ero a medida que t ree. La temperatura iniial en este aso eslaramente f(x)

.
= u(x, 0) = sen x.
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Figura 8.14: Soluión exata (- - -) y soluión reonstruída (�) a partir de un datoperturbado on un 3 % de nivel de ruido (k = 3), N = 55, M = 2, γ = 0,042 y T = 1.Consideramos el moli�ador lineal por tramos mγ(sj , x) dado por (2.45), uyo n-ésimo oe�iente de Fourier generalizado puede probarse que es
msj
γ,n =

√
2√

π(γn)2
[2 sen(nsj) − sen(n(sj − γ)) − sen(n(sj + γ))].La Figura 8.15 muestra la temperatura iniial y la reonstruída a partir del dato�exato� on N = 55, M = 2, γ = 0,015 y tiempo �nal T = 11. Observamos que apesar de que la magnitud del dato es del orden de 10−5, lo ual es despreiable enomparaión on la magnitud de la temperatura iniial, el método permite hallar unamuy buena aproximaión de la temperatura iniial.En la Figura 8.16 se muestran la temperatura iniial y la reonstruión que seobtuvo a partir de un dato on un 2 % de nivel de ruido (k = 2), N = 65, M = 2y γ = 0,005 y T = 2, observándose, aún en estas ondiiones, una aproximaiónrazonablemente buena.
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Figura 8.15: Soluión exata (- - -) y soluión reonstruída (�) a partir del dato exatoon N = 55, M = 2, γ = 0,015 y T = 11.
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Figura 8.16: Soluión exata (- - -) y soluión reonstruída (�) a partir de dato per-turbado on un 2 % de nivel de ruido (k = 2), N = 65, M = 2, γ = 0,005 y T = 2.



206 Cap. 8 Apliaiones y resultados numérios8.2.2. Resoluión del problema BHE por métodos espetralesEn esta seión resolveremos el problema inverso (8.13) utilizando algunos métodosde regularizaión espetrales los que, puesto que el operador K es ompato, son tam-bién métodos de �ltro (ver Seión 3.2.4). A partir de aquí llamaremos dato �exato� alque se obtiene al resolver el problema direto on temperatura iniial f2 y tiempo �nal
T = 1. Como en el aso de la inversa aproximada, tomamos 55 puntos equidistantesen el intervalo [0, π]. En todos los asos se onsideraron sólo 10 valores singulares.Para los métodos de Tikhonov-Phillips y TSVD, se halló un valor del parámetrode regularizaión implementando los riterios de la urva L y validaión ruzada ge-neralizada (VCG) introduidos en la Seión 4.3. Para ello, utilizamos un paquete deprogramas para Matlab denominado �Regularization Tools� de P. C. Hansen (ver [19℄).En las Figuras 8.17 y 8.18 se muestran los grá�os de la urva L y de la funión VCG,respetivamente, para el método de Tikhonov-Phillips a partir del dato exato. Enambos asos, se obtuvo α = 1, 3978.10−15 omo parámetro de regularizaión.La Figura 8.19 muestra la temperatura iniial f2 y la soluión regularizada que seobtuvo a partir del dato exato usando el método de Tikhonov-Phillips on el parámetrode regularizaión dado anteriomente. En este aso, la soluión regularizada obtenidaes una muy buena aproximaión de la soluión exata. Como no hay error asoiado aruidos, si se elige un parámetro de regularizaión α aún más pequeño, todavía se obtieneuna aproximaión estable de la soluión. Esto puede verse en la Figura 8.20, donde semuestran la temperatura iniial f2 y la regularizada a partir del dato exato on elmétodo de Tikhonov-Phillips y α = 10−30. Es oportuno observar que esta soluiónregularizada no di�ere muho de la obtenida on el parámetro determinado por losriterios de la urva L y VCG, lo ual está relaionado on el heho que, omo vimosen la Seión 2.2, el error de regularizaión ∥∥(Rα − T †)y

∥∥ tiende a ero uando α→ 0+.
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Figura 8.17: Curva L para el método de Tikhonov-Phillips on dato exato.
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Figura 8.18: Funión VCG para el método de Tikhonov-Phillips on dato exato.
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Figura 8.19: Soluión exata (- - -) y soluión regularizada (�) on el método deTikhonov-Phillips a partir del dato exato on α = 1, 3978.10−15.
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Figura 8.20: Soluión exata (- - -) y soluión regularizada (�) on el método deTikhonov-Phillips a partir del dato exato on α = 10−30.



8.2 La euaión del alor haia atrás en el tiempo 209En las Figuras 8.21 y 8.22 se muestran los grá�os de la urva L y de la funiónVCG, respetivamente, para el método TSVD a partir del dato exato. En este asose obtienen los siguientes parámetros: α = 1, 3888.10−11 y α = 6, 6397.10−36, respeti-vamente. Observar que para este método (i.e. TSVD) las grá�as son disretas, puesla regla de eleión de parámetros en este aso es disreta. La temperatura iniial f2 yla soluión regularizada a partir del dato exato usando TSVD on ada uno de estosvalores de α se muestran en las Figuras 8.23 y 8.24. En este aso, se ve que el parámetrodado por el iterio VCG permite obtener una mejor aproximaión de la soluión exata.Para este ejemplo, se obienen buenas aproximaiones de la soluión exata tanto onel método de Tikhonov-Phillips omo on TSVD. Es importante observar que estasregularizaiones �suavizan� en el sentido que la reonstruión no es buena era delos puntos angulosos. No ourre lo mismo on el método de la inversa aproximada yel moli�ador de promedios loales, on el ual se obtienen soluiones más irregulares,omo se puede ver en la Figura 8.11. Es oportuno menionar aquí que el método deTikhonov-Phillips, omo se observa en las Figuras 8.19 y 8.20, tiende a produir apro-ximaiones �sobresuavizadas� que pueden resultar en la pérdida de las araterístiasde disontinuidad o irregularidad que posea la soluión exata. En algunos asos es-to onstituye un serio problema. Esto es así por ejemplo en apliaiones a imágenesprovenientes de la Mediina, donde la deteión de bordes en las imágenes es de fun-damental importania. Reientemente varios autores ([2℄, [8℄, [63℄) han propuesto unageneralizaión del método de Tikhonov-Phillips que se onoe omo �regularizaión devariaión aotada� que posee la ventaja de no produir soluiones �sobresuavizadas�.Analizaremos ahora qué ourre on datos perturbados de la forma (8.8). Si inverti-mos diretamente el operador a partir de datos on niveles de ruido del 1% y del 3%se obtienen las soluiones que se muestran en las Figuras 8.25 y 8.26, respetivamente.Como era de esperar, en presenia de ruido la inestabilidad es mayor que la que se
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Figura 8.21: Curva L para el método TSVD on dato exato.
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Figura 8.22: Funión VCG para el método TSVD on dato exato.
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Figura 8.23: Soluión exata (- - -) y soluión regularizada (�) on el método TSVDa partir del dato exato on α = 1, 3888.10−11, dado por la urva L.
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Figura 8.24: Soluión exata (- - -) y soluión regularizada (�) on el método TSVDa partir del dato exato on α = 6, 6397.10−36, dado por VCG.
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Figura 8.25: Soluión obtenida invirtiendo el operadorK a partir de un dato perturbadoon un 1% de nivel de ruido.obtiene en el aso de invertir el operador uando el dato es exato (ver Figura 8.8).Mientras que en este último aso la magnitud de las osilaiones es del orden de 102,uando se obtiene la soluión inviertiendo el operador a partir de un dato on nivel deruido del 1 % la magnitud de dihas osilaiones es del orden de 1016.En las Figuras 8.27 y 8.28 se muestran los grá�os de la urva L para el método deTikhonov-Phillips a partir de datos on 1% y 3% de nivel de ruido, respetivamente.Los valores del parámetro de regularizaión obtenidos son α = 0, 0017 y α = 0,0035,respetivamente. Notar que los valores obtenidos en presenia de ruido son muhomás grandes que los que se obtienen a partir de datos exatos, on lo ual se evitala inestabilidad debida a la presenia de este ruido. La temperatura iniial f2 y lasorrespondientes soluiones regularizadas se muestran en las Figuras 8.29 y 8.30. Con-siderando que en este aso el dato del problema inverso ontiene ruido, las soluionesregularizadas que se obtienen son razonablemente buenas.
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Figura 8.26: Soluión obtenida invirtiendo el operadorK a partir de un dato perturbadoon un 3% de nivel de ruido.
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Figura 8.27: Curva L para el método de Tikhonov-Phillips para dato perturbado onun 1% de nivel de ruido.
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Figura 8.28: Curva L para el método de Tikhonov-Phillips para dato perturbado onun 3% de nivel de ruido.
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Figura 8.29: Soluión exata (- - -) y soluión regularizada (�) on el método deTikhonov-Phillips a partir de un dato perturbado on 1% de nivel de ruido y α =
0, 0017.
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Figura 8.30: Soluión exata (- - -) y soluión regularizada (�) on el método deTikhonov-Phillips a partir de un dato perturbado on 3% de nivel de ruido y α =
0,0035.
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Figura 8.31: Soluión exata (- - -) y soluión regularizada (�) on el método deTikhonov-Phillips a partir de un dato perturbado on 1% de nivel de ruido y α = 10−6.
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Figura 8.32: Soluión exata (- - -) y soluión regularizada (�) on el método deShowalter a partir de un dato perturbado on 1% de nivel de ruido y α = 10−6.



8.3 Restauraión de imágenes 217Es interesante observar que para el método de Tikhonov-Phillips a partir de un datoon un nivel de ruido del 1% on α = 10−6, se obtiene una soluión regularizada mejorque on los valores anteriores obtenidos mediante urva L y VCG, omo se puede ver enla Figura 8.31. Esto es onsistente on el heho que tanto urva L omo VCG son reglasheurístias y en ningún aso onstituyen reglas óptimas de eleión de parámetros. Másaún no pueden formar parte de métodos de regularizaión onvergente, omo se señalóen la Seión 2.1. Con el método de Showalter usando ese mismo valor del parámetro
α para un dato on un 1% de nivel de ruido se obtiene la soluión que se muestra enla Figura 8.32, la ual es muy similar a la obtenida mediante el método de Tikhonov-Phillips. En ambos asos, si se utilizan parámetros de regularizaión menores que 10−6las soluiones regularizadas presentan osilaiones ausadas por el efeto de la preseniadel ruido.
8.3. Restauraión de imágenesEn esta seión presentamos muy brevemente el problema inverso de restauraiónde imágenes digitales y lo resolvemos usando distintos métodos de regularizaión es-petrales. La restauraión de imágenes es un área en la ual se estudian métodos quepermiten reuperar una imagen original a partir de observaiones degradadas. Estaárea se diferenia de las ténias de mejoramiento de imágenes (�image enhanement�),debido a que estas últimas pretenden manipular una imagen on el objetivo de produirresultados más agradables para el observador, sin usar modelos de degradaión on-retos. Por otra parte, las ténias de restauraión de imágenes también se distinguende las ténias de reonstruión, las uales operan sobre un onjunto de proyeiones,en lugar de haerlo sobre una imagen observada. Sin embargo, tanto la restauraiónomo la reonstruión de imágenes tienen omo objetivo en omún la reuperaión de



218 Cap. 8 Apliaiones y resultados numériosla imagen original y por ello terminan resolviendo el mismo problema ([1℄). Es impor-tante menionar que el problema originado on el Telesopio Espaial Hubble ([3℄) esquizás el más famoso ejemplo de la neesidad de restaurar imágenes.Un modelo matemátio muy general para el proeso de degradaión (�blurring�) deimágenes está dado por la siguiente euaión integral de Fredholm de primera lase
∫ 1

0

∫ 1

0

k(x, y, x′, y′)f(x′, y′)dx′dy′ = g(x, y), (8.18)donde f y g son las imágenes bidimensionales ontinuas, original y degradada, respe-tivamente y el núleo k es la funión de dispersión puntual (�point spread funtion�), ala que nos referiremos omo PSF por su sigla en inglés ([35℄). Así, el problema inversode restauraión (�deblurring�) onsiste en resolver la euaión integral (8.18), es deir,en obtener una aproximaión de la imagen original f on tanta preisión omo seaposible a partir de una imagen borrosa g y de un proeso de degradaión (�blurring�)dado por la PSF k. De las propiedades del núleo k (el ual en general �suaviza�) sepuede deduir que el operador integral asoiado a la euaión 8.18 es ompato y queeste problema inverso es mal ondiionado.Consideraremos el aso en que el núleo k es �separable� y de tipo onvoluión, esdeir,
k(x, y, x′, y′) = κ(x− x′)ω(y − y′),donde κ y ω son funiones reales. Esto signi�a que todo punto de la imagen tiene lamisma degradaión y que esta puede �separarse� en sus omponentes puramente vertialy puramente horizontal. Hay muhas situaiones en las uales un sistema de aptaiónde imágenes puede favoreer la degradaión de la alidad de las imágenes adquiridas.En general, estas situaiones son el resultado de sistemas de enfoque defetuosos, fuen-tes externas o internas de perturbaión en el sistema de aptaión y degradaiones



8.3 Restauraión de imágenes 219introduidas por el mismo medio de aptaión ([1℄). A ontinuaión introduimos algu-nos de los tipos de degradaión (�blurring�) más usuales on sus orrespondientes PSFasoiadas ([35℄).(i) Degradaión de movimiento: surge uando la ámara se mueve mientras la ima-gen es aptada o uando se mueve el objeto mientras la ámara está �ja. Si el tiempoen que transurrre el movimiento es pequeño, se puede onsiderar que este es lineal.Cuando el movimiento es horizontal, entones la PSF orrespondiente tiene la forma
k(x, y, x′, y′) = hL(x− x′) =





(2L)−1, si |x− x′| ≤ L,

0, en otro aso, (8.19)donde L es un parámetro denominado longitud del movimiento que uanti�a la degra-daión de la imagen. Similarmente, si el movimiento es vertial entones la PSF estádada por
k(x, y, x′, y′) = hL(y − y′) =





(2L)−1, si |y − y′| ≤ L,

0, en otro aso,donde L tiene el mismo rol que antes.(ii)Degradaión por desenfoque uniforme o de tipo fuera de foo: surge, obviamente,uando la lente de la ámara está fuera de foo. Si la apertura de la ámara es irular, laimagen orrespondiente a ualquier fuente puntual será un pequeño diso denominado�írulo de onfusión�. En este aso, un buen modelo de la PSF es el siguiente
k(x, y, x′, y′) =





(πR2)−1, si √(x− x′)2 + (y − y′)2 ≤ R,

0, en otro aso,donde el parámetro R es el radio del írulo de onfusión. Sin embargo, esta funión noes separable en las variables x−x′ y y−y′. Por lo tanto, usaremos una PSF alternativauyas variables son separables,
k(x, y, x′, y′) = hR(x− x′)hR(y − y′),



220 Cap. 8 Apliaiones y resultados numériosdonde hR se de�ne omo en (8.19) on R en lugar de L.(iii)Degradaión de tipo turbulenia atmosféria: surge, por ejemplo, en astronomíadebido al ambio en las ondiiones de refraión de la atmósfera terrestre. Por razonesprátias, en este aso se puede onsiderar una PSF Gaussiana
k(x, y, x′, y′) =
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)para σ = σh, σv. Las desviaiones estandar σh y σv araterizan la degradaión en ladireión horizontal y vertial, respetivamente.La disretizaión de ada una de estas PSF tiene forma de un produto de Kroneker

Ah⊗Av, donde Ah y Av son las orrespondientes disretizaiones de las funiones realesen las que se separa el núleo de onvoluión k. Por otra parte, una imagen digitalen esala de grises está asoiada a una matriz I de orden m × n uyas entradas (nonegativas) representan la intensidad de un pixel. Luego, al disretizar (8.18) el problemainverso se puede plantear omo
KI = (Ah ⊗Av)I = Ib, (8.20)donde Ib es la imagen degradada, es deir, el dato del problema inverso.Las Figuras 8.33 y 8.34 muestran una imagen real (en olores y en esala de grises)orrespondiente a la super�ie de Io, una de las lunas de Júpiter. Su tamaño es de

512 × 512 píxeles. Esta imagen es ortesía de la NASA y está extraída de la páginaweb: http://www2.imm.dtu.dk/∼ph/HNO/ que ontiene también material relaiona-do on el libro de P. C. Hansen, J. G. Nagy y D. P. O'Leary �Deblurring Images�reientemente publiado (ver [21℄). Nos referiremos a la versión en esala de grises de
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Figura 8.33: Luna Io de Júpiter (512 × 512 píxeles). Extraída de:http://www2.imm.dtu.dk/∼ph/HNO/.esta imagen omo �imagen original�. Por razones de simpliidad y onvenienia ompu-taional trabajaremos sólo on imágenes en esala de grises.Las Figuras 8.35 - 8.38 ilustran los distintos tipos de degradaión de la imagenoriginal dada en la Figura 8.34.En la Figura 8.39 se muestran, a la izquierda la imagen degradada por turbuleniaatmosféria on σh = 5 y σv = 5 y a la dereha, la soluión que se obtiene al invertirdiretamente el operador mediante la expresión f = K−1g. Aquí, se pone de mani�estolaramente el mal ondiionamiento de este problema y se ve la neesidad de apliarmétodos de regularizaión para aproximar de manera estable la soluión.Notemos aquí que si la matriz I que representa una imagen es de orden n × n,entones Ah⊗Av (ver (8.20)) tiene dimensión n2×n2, on lo ual la resoluión numériadel problema inverso puede ser muy ostosa. Por esta razón onviene usar propiedadesdel produto de Kroneker para reduir el esfuerzo omputaional. Para implementar
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Figura 8.34: Imagen original: luna Io en esala de grises.

Figura 8.35: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5.
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Figura 8.36: Imagen degradada por desenfoque uniforme on R = 8

Figura 8.37: Imagen degradada por movimiento horizontal de longitud L = 12.
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Figura 8.38: Imagen degradada por movimiento vertial de longitud L = 12.

Figura 8.39: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 (izq.)y soluión que resulta de invertir el operador (der.).



8.3 Restauraión de imágenes 225los métodos de regularizaión espetrales (que en este aso son también métodos de�ltro porque el operador es ompato) utilizando produtos de Kroneker nos basamosen [20℄.Con el objetivo de restaurar la imagen degradada por turbulenia atmosféria on
σh = 5 y σv = 5 dada en la Figura 8.39 (izq.), a la que nos referiremos a partir deahora omo �imagen degradada�, resolveremos el problema mediante la apliaión dealgunos métodos de regularizaión espetrales.En las Figuras 8.40 - 8.42 se muestran la imagen degradada a la izquierda y a ladereha, las soluiones regularizadas usando el método de Tikhonov-Phillips y los mé-todos espetrales de los Ejemplos 4 y 9, ambos de la Seión 7.2, respetivamente. Entodos los asos se utilizó omo parámetro de regularizaión α = 0,1. Es oportuno seña-lar aquí que debido a limitaiones omputaionales relaionadas on la imposibilidadde resolver el produto de Kroneker de matries de grandes dimensiones, no hemospodido implementar ningún riterio para hallar el valor �óptimo� del parámetro de re-gularizaión. Con respeto a las soluiones regularizadas obtenidas, podemos observarque en los tres asos son muy buenas aproximaiones de la imagen original. Es impor-tante notar que pueden detetarse bordes y detalles �nos en las imágenes restauradasque son asi imposibles de ver en la imagen degradada. Si ahora tomamos un pará-metro de regularizaión menor, por ejemplo, α = 10−10, las soluiones regularizadasmejoran y se observa mayor nitidez, omo puede verse en las Figuras 8.43 - 8.45Veamos ahora qué ourre si adiionamos ruido Gaussiano a la imagen degradada yrestauramos esta imagen. En las Figuras 8.46 - 8.48 se muestran a la izquierda la imagendegradada on ruido del 1% y a la dereha, las soluiones regularizadas por los métodosde Tikhonov-Phillips y los de los Ejemplos 4 y 9 de la Seión 7.2, respetivamente,para un valor de α = 0,1. Con un valor de α = 0,9 se obtienen las soluiones que semuestran en las Figuras 8.49-8.51. Si bien las tres soluiones regularizadas son buenas
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Figura 8.40: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 (izq.)y soluión regularizada on el método de Tikhonov-Phillips y α = 0,1 (der.).

Figura 8.41: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 (izq.)y soluión regularizada on el método del Ejemplo 4 de la Seión 7.2 y α = 0,1 (der.).
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Figura 8.42: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 (izq.)y soluión regularizada on el método del Ejemplo 9 de la Seión 7.2 y α = 0,1 (der.).

Figura 8.43: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 (izq.)y soluión regularizada on el método de Tikhonov-Phillips y α = 10−10 (der.).
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Figura 8.44: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 (izq.)y soluión regularizada on el método del Ejemplo 4 de la Seión 7.2 y α = 10−10(der.).

Figura 8.45: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 (izq.)y soluión regularizada on el método del Ejemplo 9 de la Seión 7.2 y α = 10−10(der.).
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Figura 8.46: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 y ruidodel 1% (izq.) y soluión regularizada on el método de Tikhonov-Phillips y α = 0, 1(der.).aproximaiones de la imagen original, se puede observar que para α = 0,1, la soluiónobtenida on el método del Ejemplo 4 es mejor que las otras dos. No ourre lo mismopara el valor α = 0,9. Notar que si omparamos las soluiones obtenidas a partirde la imagen degradada sin ruido y las que resultan de resolver el problema a partirde imágenes perturbadas, estas últimas presentan iertas imperfeiones (en forma depequeños írulos) que ponen de mani�esto la inestabilidad produida por el ruido.Sin embargo, las aproximaiones resultan razonablemente buenas teniendo en uentael mal ondiionamiento del problema.
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Figura 8.47: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 yruido del 1% (izq.) y soluión regularizada on el método del Ejemplo 4 de la Seión7.2 y α = 0, 1 (der.).

Figura 8.48: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 yruido del 1% (izq.) y soluión regularizada on el método del Ejemplo 9 de la Seión7.2 y α = 0,1 (der.).
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Figura 8.49: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 y ruidodel 1% (izq.) y soluión regularizada on el método de Tikhonov-Phillips y α = 0, 9(der.).

Figura 8.50: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 yruido del 1% (izq.) y soluión regularizada on el método del Ejemplo 4 de la Seión7.2 y α = 0, 9 (der.).
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Figura 8.51: Imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5 yruido del 1% (izq.) y soluión regularizada on el método del Ejemplo 9 de la Seión7.2 y α = 0,9 (der.).8.4. La ali�aión omo orden de onvergenia ópti-mo en restauraión de imágenesEn esta seión presentamos algunos resultados numérios sobre los oneptos deali�aión fuerte y óptima que hemos introduido en el Capítulo 7 apliados al pro-blema de restauraión de imágenes. En la Figura 8.52 se muestran tres imágenes enolores, a las que denominaremos �luna�, �mar� y �aro iris�. Como señalamos en laseión anterior por simpliidad y onvenienia omputaional trabajaremos sólo onimágenes en esala de grises. Por ello, nos referiremos a las versiones en esala de grisesde estas imágenes (Figuras 8.53 izq., 8.54 izq. y 8.55 izq.) omo �imágenes originales�.En las Figuras 8.53-8.55 se muestran a la izquierda la imagen original y a la dereha,la imagen degradada por turbulenia atmosféria on σh = 5 y σv = 5.Con el objetivo de analizar el orden de onvergenia del error de regularizaión, serestauraron las imágenes borrosas apliando el método de Tikhonov-Phillips y los mé-todos de los Ejemplos 4 y 9 de la Seión 7.2 utilizando distintos valores del parámetro
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Figura 8.52: Imágenes: luna (512× 512 píxeles) (izq.), mar (128× 128 píxeles) (entro)y aro iris (64 × 64 píxeles) (der.).de regularizaión α. La razón de haber elegido estos tres métodos quedará lara en elsiguiente análisis.Como vimos en el Ejemplo 1 de la Seión 7.2, el método de Tikhonov-Phillips poseeali�aión lásia de orden µ0 = 1. También probamos allí que la funión ρ(α) = α esali�aión óptima de este método y por lo tanto, fuerte. En la Figura 8.56 se muestranla ali�aión óptima ρ(α) y el error de regularizaión que se obtiene al restaurar adauna de las tres imágenes borrosas apliando este método. Como se puede observar, elorden de onvergenia del error de regularizaión uando α → 0+ nuna es mejor quela ali�aión ρ. Esto es onsistente on el heho que la ali�aión fuerte está asoiadaal orden óptimo de onvergenia de este error.Consideremos ahora el método del Ejemplo 4 de la Seión 7.2, el ual no poseeali�aión lásia por ser µ0 = 0. Sin embargo, vimos que la funión ρ(α) = −(lnα)−1es ali�aión óptima. Como puede verse en la Figura 8.57, los errores de regularizaiónonvergen a ero más lentamente que la ali�aión fuerte ρ. Lo mismo ourre para elmétodo del Ejemplo 9 de la Seión 7.2 (ver Figura 8.58), para el ual µ0 = +∞ y enonseuenia el método no posee ali�aión lásia, aunque, omo vimos, la funión
ρ(α) = e−1/

√
α es ali�aión fuerte del método.Es importante señalar que el error de regularizaión que se obtiene al restaurar la
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Figura 8.53: Imagen original luna (izq.) e imagen degradada por turbulenia atmosfériaon σh = 5 y σv = 5 (der.).

Figura 8.54: Imagen original mar (izq.) e imagen degradada por turbulenia atmosfériaon σh = 5 y σv = 5 (der.).
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Figura 8.55: Imagen original aro iris (izq.) e imagen degradada por turbulenia at-mosféria on σh = 5 y σv = 5 (der.).
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Figura 8.56: Errores de regularizaión y ali�aión óptima del método de Tikhonov-Phillips.
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Figura 8.57: Errores de regularizaión y ali�aión óptima del método del Ejemplo 4de la Seión 7.2.
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Figura 8.58: Errores de regularizaión y ali�aión fuerte del método del Ejemplo 9de la Seión 7.2.



8.4 La ali�aión omo orden óptimo en restauraión de imágenes 237imagen degradada aro iris on ualquiera de los tres métodos está muy erano a laorrespondiente ali�aión fuerte. Esto es así porque la imagen aro iris (es deir, lasoluión exata) es muy �suave�. Reordemos que uanto mayor regularidad tiene lasoluión exata, más rápido onverge a ero el error de regularizaión. Con la imagende la luna ourre lo ontrario debido a que presenta muhos bordes e irregularidades,que se traduen en omponentes signi�ativas en alta freuenia. Observar además que,para esta �gura, el error de regularizaión ree para valores de α pequeños, a medidaque α tiende a 0. Esto es así debido preisamente a la propagaión de los errores dedisretizaión en estas omponentes de alta freuenia.
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