
Conlusiones y trabajos futuros
En este trabajo se ha extendido el resultado de Seidman ([54℄) sobre la no onvergen-ia del método de mínimos uadrados al aso de divergenia on veloidad arbitraria([57℄). Se demostró que si se utiliza el método de mínimos uadrados en problemasinversos mal ondiionados, entones siempre es posible elegir adeuadamente una su-esión de subespaios aproximantes de dimensión �nita, de manera tal que las solu-iones de mínimos uadrados diverjan de la soluión exata on ualquier veloidadarbitrariamente grande, presrita a-priori. Aunque estos resultados son en prinipiopuramente teórios (ver Teorema 5.4 y Corolario 5.6) sirven para probar que en el asode problemas mal ondiionados, no está garantizada la onvergenia de las soluionesaproximantes obtenidas por la apliaión direta del método de mínimos uadrados, yque sin una justi�aión matemátia rigurosa de esta onvergenia, este proedimientono es aeptable.Por otra parte, se ha desarrollado una teoría general de saturaión global paramétodos de regularizaión arbitrarios (lineales y no lineales). Se hallaron ondiionesneesarias y su�ientes para que un método posea saturaión y se ha probado que entales métodos el error total debe ser �doblemente optimal�, esto es: el error debe serorden de onvergenia óptimo sobre un ierto onjunto el que a su vez debe satisfa-er una ierta ondiión de optimalidad on respeto al error. Se han probado variosresultados reíproos y apliado la teoría desarrollada para araterizar la saturaión238



Conlusiones y trabajos futuros 239de los métodos espetrales on ali�aión lásia y de métodos espetrales que poseenali�aión máxima.Además, se extendió la de�niión de ali�aión introduida Por Mathé y Pere-verzev (ver [44℄), permitiendo que las funiones asoiadas a órdenes de onvergenia yonjuntos fuente puedan ser distintas. Esta extensión resultó muy adeuada para intro-duir tres niveles jerárquios naturales de ali�aión: débil, fuerte y óptimo. Se mostróque el primero de estos niveles generaliza la de�niión de ali�aión dada por Mathéy Pereverzev y se presentó un ejemplo de un método de regularizaión espetral queposee ali�aión débil, pero esta no es ali�aión en el sentido de la De�niión 3.8.También se dio una ondiión su�iente que garantiza que un método de regularizaiónespetral posee ali�aión en el sentido de esta generalizaión. Asimismo, se probaronondiiones neesarias y su�ientes para que un orden de onvergenia dado sea ali-�aión fuerte u óptima. Se presentaron varios ejemplos on el objetivo de ilustrar losniveles de ali�aión introduidos en esta tesis, omo así también las relaiones entrelos mismos y on el onepto de ali�aión lásia y la ali�aión dada por Mathé yPereverzev. Por otra parte, se mostraron algunas importantes impliaiones de la teo-ría de ali�aión desarrollada, en el ontexto de órdenes de onvergenia, resultadosreíproos y onjuntos fuente maximales para problemas inversos mal ondiionados.Finalmente, se presentaron varias apliaiones de los métodos y resultados nuevos através de ejemplos y problemas onretos. En partiular, se mostraron varios resultadosnumérios en problemas inversos en onduión de alor y proesamiento de imágenes.Es importante destaar aquí que algunos de los métodos de regularizaión que fuerononebidos, en prinipio, por un interés puramente aadémio on el objeto de mostrarla existenia de métodos que no poseen ali�aión lásia y sí poseen ali�aión enalguno de los niveles de�nidos en este trabajo, produjeron sorprendentes resultados



240 Conlusiones y trabajos futurosuando fueron apliados a algunos problemas onretos. Asimismo se exhibieron re-sultados numérios que permiten visualizar el onepto de ali�aión introduido enel Capítulo 7, omo orden de onvergenia óptimo en problemas de restauraión deimágenes.Como señalamos en diversas oportunidades, varios problemas relaionados on eldesarrollo de esta tesis permaneen aún abiertos y serán objeto de estudio de inves-tigaiones futuras. Por ejemplo, en el apítulo 4 menionamos que para el método dela inversa aproximada no se onoe hasta el momento ningún algoritmo o método quepermita esoger adeuadamente el parámetro de reonstruión. En este sentido, se in-vestigará en este tema on el objetivo de desarrollar riterios que permitan determinare�ientemente el parámetro de reonstruión del método de la inversa aproximada.En la Seión 5.1 hiimos referenia a un resultado de Seidman ([54℄) que estableeque uando el operador está dado, omo ourre la mayoría de las vees en la prátia,entones para �asi todo� dato en el rango del operador, existe una suesión de sub-espaios aproximantes tales que la orrespondiente suesión de soluiones de mínimosuadrados del problema no está aotada. En este sentido nos proponemos extender esteresultado al aso de veloidades arbitrarias de divergenia.En la Seión 6.3 apliamos la teoría de saturaión desarrollada en esta tesis a mé-todos de regularizaión espetrales on ali�aión lásia y ali�aión máxima. Sinembargo, resta todavía determinar ondiiones su�ientes para la existenia de satu-raión en métodos de regularizaión espetrales on ali�aión en ada uno de losniveles en que este onepto fue introduido en la Seión 7.1. Por otra parte, teniendoen uenta la relaión existente entre los oneptos de ali�aión y saturaión omoórdenes de onvergenia óptimos del error de regularizaión y del error total, respe-tivamente, un trabajo pendiente es formalizar esta dualidad �ali�aión-saturaión�para métodos de regularizaión arbitrarios. Nos proponemos también investigar sobre



Conlusiones y trabajos futuros 241estos dos problemas.Otro problema abierto sobre el ual nos proponemos investigar es la determinaiónde ondiiones neesarias y/ó su�ientes para que dado un operador T sobre un espaiode Hilbert X y una funión fuente s se veri�que ⋃
s∈S

Ran(s(T ∗T )) = X . Reordar queeste problema se presentó en el Ejemplo 7.22 de la Seión 7.3.En la Seión 8.2 menionamos que existe una generalizaión del método de Tikho-nov-Phillips onoido omo �regularizaión de variaión aotada� que posee la ventajade no produir soluiones �sobresuavizadas�. Este método onsiste en reemplazar eltérmino de penalizaión α ‖L(x)‖2 de los métodos lásios (en general L es la identidado un operador diferenial) por un término de la forma βG(x) donde G(x) es unaseminorma de variaión aotada adeuadamente elegida. Esto oasiona en prinipiodos desventajas: la regularizaión no estabiliza el problema en la norma de la variaiónaotada y el término de penalizaión no es difereniable. En este sentido se trabajaráen la determinaión de funionales de penalizaión difereniables para estos métodosque permitan apturar disontinuidades en las soluiones. Otro de los trabajos futuroses la apliaión de estos métodos a la deteión de bordes, por ejemplo, en imágenesprovenientes de la Mediina.Finalmente, otro problema interesante en el que nos proponemos trabajar es enla restauraión de imágenes en olores y en la apliaión de riterios que permitenelegir de manera e�iente el parámetro de regularizaión para este problema. Para elloneesitaremos superar algunas di�ultades omputaionales relaionadas on el álulodel produto de Kroneker de matries de grandes dimensiones.
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