
Resumen
En este trabajo se abordó el estudio de métodos de regularizaión para problemasinversos mal ondiionados desde un punto de vista general, utilizando la teoría es-petral de operadores en espaios de Hilbert. Se extendió un resultado de T. Seidmansobre la no onvergenia del método de mínimos uadrados al aso de divergenia onveloidad arbitraria. En partiular, se demostró que si se utiliza el método de mínimosuadrados en problemas inversos mal ondiionados, entones siempre es posible elegiradeuadamente una suesión de subespaios aproximantes de dimensión �nita, de ma-nera tal de onseguir que las soluiones de mínimos uadrados diverjan de la soluiónexata on ualquier veloidad arbitrariamente grande, presrita a-priori.Por otra parte, se extendió la de�niión de ali�aión introduida por Mathé yPereverzev en el año 2003, prinipalmente permitiendo que las funiones asoiadasa órdenes de onvergenia y onjuntos fuente no neesariamente sean las mismas. Seintrodujeron tres niveles de ali�aión: débil, fuerte y óptimo. Se mostró que el primerode estos niveles generaliza la de�niión de ali�aión dada por Mathé y Pereverzev yse presentó un ejemplo de un método de regularizaión espetral que tiene ali�aióndébil que no es ali�aión en el sentido de Mathé y Pereverzev. Se dio una ondiiónsu�iente que garantiza que un método de regularizaión espetral posee ali�aiónen el sentido de esta generalizaión. También se probaron ondiiones neesarias ysu�ientes para que un orden de onvergenia dado sea ali�aión fuerte u óptima.Se presentaron varios ejemplos de métodos de regularizaión espetrales que no tienen9



10 Resumenali�aión lásia y sí poseen ali�aión generalizada en alguno de los niveles de�nidosen este trabajo. También se mostraron y probaron varias impliaiones de esta teoríaen el ontexto de órdenes de onvergenia, resultados reíproos y onjuntos fuentemaximales para problemas inversos mal ondiionados.La teoría de saturaión existente hasta ahora sólo era apliable a los métodos deregularizaión espetrales. En este trabajo se ha desarrollado una teoría general desaturaión global para métodos de regularizaión arbitrarios (espetrales o no). Se ha-llaron ondiiones neesarias y su�ientes para que un método posea saturaión y seprobó que en tales métodos el error total debe ser doblemente optimal: omo ordende onvergenia óptimo sobre un ierto onjunto el que a su vez debe ser óptimo, enun sentido muy preiso, on respeto al error. Se han probado algunos resultados reí-proos y apliado la teoría desarrollada para araterizar la saturaión de los métodosespetrales on ali�aión lásia y de métodos espetrales on ali�aión máxima.También se utilizó el método de la inversa aproximada para desarrollar métodos deregularizaión que permiten resolver problemas inversos mal ondiionados originadosen apliaiones onretas. Finalmente se presentaron varias apliaiones a problemasinversos en onduión de alor y proesamiento de imágenes y resultados numériosque permiten una mejor visualizaión de los resultados teórios obtenidos.



Introduión
En las últimas dos déadas, el estudio de los problemas inversos ha sido sin dudauna de las áreas de mayor reimiento de la Matemátia Apliada. Este reimiento hasido en buena parte onseuenia de apliaiones en otras ienias y en la industria.En general se die que dos problemas son inversos el uno del otro si la formulaiónde uno involura al otro ([33℄). Generalmente por razones histórias suele llamarsea uno de ellos el problema direto (usualmente éste es el más simple o el que se haestudiado primero) y al otro, el problema inverso. Sin embargo, si detrás de un problemamatemátio existe un problema de la vida real, hay, en la gran mayoría de los asos, unadistinión muy natural entre el problema direto y el problema inverso. Por ejemplo,si lo que se busa es predeir el omportamiento futuro de un sistema físio a partirdel onoimiento de su estado presente y de las leyes físias que lo gobiernan, entoneséste es naturalmente el problema direto. En este aso, entre los posibles problemasinversos podemos menionar la determinaión del estado presente del sistema a partir deobservaiones futuras (es deir la evoluión �haia atrás� en el tiempo) y la identi�aiónde parámetros físios a partir de observaiones de la evoluión del sistema.Desde el punto de vista de las apliaiones existen dos motivaiones prinipalespara el estudio de los problemas inversos. Primero, la neesidad de determinar estadospasados o parámetros de un sistema físio y segundo, la neesidad de saber ómo sedebe in�ueniar un sistema a través de su estado presente o sus parámetros, on elobjeto de llevarlo a un ierto estado deseado en el futuro. Podría deirse entones que11



12 Introduiónlos problemas inversos tratan la determinaión de las ausas de un efeto observado odeseado.En su gran mayoría, los problemas inversos no satisfaen los postulados de Hada-mard de buen ondiionamiento (�well-posedness�). Pueden no tener una soluión enel sentido estrito, las soluiones pueden no ser únias y/o no depender ontinuamentede los datos. Los problemas que poseen alguna de estas indeseables propiedades se dieque son mal ondiionados (�ill-posed�) y el tratamiento matemátio de los mismospresenta, prinipalmente debido a la falta de dependenia ontinua de los datos, seriasdi�ultades, espeialmente desde el punto de vista omputaional y numério. Mientrasque el estudio de problemas inversos onretos freuentemente involura el problema deómo forzar uniidad mediante informaión o supuestos adiionales, no se puede deirmuho sobre esto en un ontexto general. Sin embargo, la pérdida de estabilidad ysu restauraión mediante métodos apropiados (métodos de regularizaión) sí se puedetratar y estudiar on bastante generalidad.Es oportuno menionar que existe una gran variedad de problemas apliados on-retos que originan problemas inversos mal ondiionados y uyo tratamiento requiereneesariamente del uso de métodos de regularizaión. Entre ellos menionamos: tomo-grafía omputada ([12℄, [48℄, [53℄), problemas de �uoresenia ([31℄, [37℄, [59℄), reología([29℄), geofísia ([14℄, [45℄), proesamiento de señales e imágenes ([3℄, [20℄, [21℄), on-duión de alor ([13℄, [15℄, [23℄, [27℄, [36℄), identi�aión de parámetros ([7℄, [30℄),problemas de dispersión inversos (�inverse sattering�) ([9℄), et..En esta tesis abordaremos el estudio de métodos de regularizaión para problemasinversos mal ondiionados desde un punto de vista general, haiendo uso de la teoríaespetral para operadores en espaios de Hilbert. En partiular, este enfoque nos on-duirá a desarrollar un andamiaje matemátio apropiado que nos permitirá umpliron los siguientes objetivos:



Introduión 13Exhibir el estado del arte de la teoría de regularizaión de problemas inversosmal ondiionados desde la óptia de la teoría espetral.Demostrar que la apliaión del método de mínimos uadrados en problemas malondiionados puede generar soluiones aproximadas que diverjan de la soluiónexata on veloidad arbitrariamente grande.Desarrollar una teoría general dentro de la ual podamos de�nir adeuadamenteel onepto de �saturaión� de un método de regularizaión formalizando la ideaintuitiva del mismo omo la máxima e�ienia que puede alanzar diho método,ualquiera sea la informaión de la que se disponga sobre la soluión del problema.Formalizar adeuadamente el onepto de �ali�aión� de un método de regulari-zaión atendiendo a su onepión heurístia omo orden óptimo de onvergenia.Esta tesis onsta de oho apítulos. En los uatro primeros se presenta el estadodel arte sobre el tema inluyendo las prinipales herramientas matemátias neesariasque nos permitirán abordar adeuadamente los problemas que son tratados en lasseiones posteriores. Si bien gran parte de los resultados ontenidos en estos apítulosson onoidos, en varias oasiones hemos inluído demostraiones y desarrollos propiosutilizando el enfoque previamente menionado.En 1980, Seidman ([54℄) probó un resultado de no onvergenia del método demínimos uadrados uando se aplia a problemas inversos de dimensión in�nita. En elCapítulo 5 extendemos este resultado probando que se puede obtener divergenia onualquier veloidad arbitrariamente grande, presrita a-priori.En el Capítulo 6 desarrollamos una teoría general de saturaión global para méto-dos de regularizaión arbitrarios (espetrales o no) y damos ondiiones neesarias ysu�ientes para que un método de regularizaión arbitrario posea saturaión. En par-tiular, probamos que para que un método de regularizaión posea saturaión, el error



14 Introduióntotal debe ser �doblemente optimal�, en el sentido que debe ser orden de onvergeniaóptimo sobre un ierto onjunto, el que a su vez debe satisfaer una ierta ondiión deoptimalidad on respeto al error. Además, damos una forma explíita para la satura-ión en términos de la familia de operadores de regularizaión y del operador asoiadoal problema. Por último, demostramos algunos resultados reíproos que son utilizadosluego para araterizar la saturaión de los métodos espetrales on ali�aión lásiay de los métodos que poseen ali�aión máxima.En el Capítulo 7 extendemos la de�niión de ali�aión de métodos de regulari-zaión espetrales dada por Mathé y Pereverzev en el año 2003 ([44℄) e introduimostres niveles jerárquios del onepto de ali�aión: débil, fuerte y óptimo. Tambiéndamos una ondiión su�iente para la existenia de ali�aión débil de un métodode regularizaión espetral y ondiiones neesarias y su�ientes para que un orden deonvergenia sea ali�aión fuerte u óptima de un método de regularizaión espetral.Además, presentamos varios ejemplos de métodos de regularizaión espetrales que notienen ali�aión lásia y sí poseen ali�aión en alguno de los niveles de�nidos eneste trabajo. Al �nal de diho apítulo mostramos algunas importantes impliaiones deesta teoría en el ontexto de órdenes de onvergenia, resultados reíproos y onjuntosfuente maximales para problemas inversos mal ondiionados.En el Capítulo 8 se presentan varias apliaiones de los métodos y resultados previosa través de ejemplos y problemas onretos. En partiular se muestran varios resultadosnumérios en problemas inversos en onduión de alor y proesamiento de imágenes.Asimismo se exhiben resultados numérios que muestran el onepto de ali�aiónintroduido en el Capítulo 7, omo orden de onvergenia óptimo en problemas derestauraión de imágenes.


