
 
 
 
 
 
 

Universidad Nacional del Litoral 
 

Facultad de Ingeniería Química 
 
 

Desigualdades de Harnack Elíptica y 
Parabólica: 

 
Un Enfoque Abstracto 

 
Ricardo Toledano 

 
Tesis Presentada Como Parte de los Requisitos de la Universidad 

Nacional del Litoral para la Obtención del Grado Académico de Doctor 
en Matemática 

 
 
 
 
Director: Hugo Aimar 
 
Co-Director: Liliana Forzani 
 
 
 
 
Año de Presentación: 1999 



A mi madre,
A mis abuelos Elena y Adalberto,
A mi hermano.



Quiero agradecer a mis dos directores Hugo Aimar y Liliana Forzani por
su constante e incondicional apoyo durante los años que llevó terminar esta
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Introducción

A finales de la década del 50 De Giorgi [14] establece la validez de ciertas
estimaciones puntuales para las soluciones débiles de ecuaciones en derivadas
parciales en forma de divergencia

(1) Lu := div(A · ∇∇∇u) =
n∑

i,j=1

Di(aij(x)Dju) = 0.

Tales estimaciones le permiten probar que toda solución débil de (1) es
localmente Hölder continua. Posteriormente Moser [25], a principios de la
década del 60, prueba que las soluciones débiles de (1) satisfacen la llamada
Desigualdad de Harnack: sean Ω ⊂ Rn un conjunto abierto, Q y Q̃ cubos
de Rn tales que Q ⊂ Q̃ ⊂ Ω. Existe una constante C > 1, que depende
solamente de la elipticidad del operador (1) y de la dimensión, tal que

(2) sup
Q

u ≤ C ı́nf
Q

u (Desigualdad de Harnack),

para toda u solución débil de (1) no negativa en Q̃. Utilizando (2), medi-
ante un argumento de tipo iterativo, Moser da una prueba alternativa del
resultado de De Giorgi. La generalidad de los métodos de Moser hacen de
la desigualdad de Harnack una herramienta importante para establecer re-
sultados de regularidad Hölder de soluciones de ecuaciones diferenciales. En
sucesivos trabajos de los años 79 y 80, Krylov y Safonov ([21],[22]) prueban
la validez de (2) en la situación más general de las ecuaciones parabólicas en
base a dos estimaciones que establecen un control del gradiente de la solu-
ción. En el caso de las ecuaciones diferenciales eĺıpticas de segundo grado en
forma no divergente, es decir, ecuaciones diferenciales de la forma

(3) Lu :=
n∑

i,j=1

aij(x)Dij(u) = 0,

una técnica usual para obtener (2) consiste en probar las mencionadas es-
timaciones de Krylov y Safonov sobre cubos y hacer uso de un proceso de
descomposición de Rn en cubos conocido como descomposición de Calderón-
Zygmund. En estas técnicas de análisis real la geometŕıa de los cubos juega
un papel fundamental en la descomposición de Calderón-Zygmund y consti-
tuye una de las principales dificultades cuando se trata de probar la validez
de (2) sobre conjuntos que no son cubos de Rn. En esta dirección, Caf-
farelli y Gutiérrez ([10],[11]), en dos trabajos relativos al estudio de las
soluciones de la ecuación linealizada de Monge-Ampère, prueban que tales
soluciones satisfacen (2) sobre ciertos conjuntos convexos denominados “sec-
ciones”. Uno de los resultados más importantes obtenidos es una variante
de la descomposición de Calderón-Zygmund de conjuntos acotados de Rn

en secciones que les permite establecer, una vez probada la validez de las
estimaciones de Krylov y Safonov sobre las secciones, la llamada desigualdad
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débil de Harnack [16] de la cual se puede derivar (2). En estos trabajos
se utilizaron de manera determinante tanto la propiedad de duplicación de
la medida subyacente como la geometŕıa de los conjuntos sobre los cuales
interesa probar la desigualdad de Harnack.

Todo lo anteriormente dicho conduce naturalmente a pensar que la es-
tructura de los espacios de tipo homogéneo es adecuada para la formulación
del siguiente problema que, básicamente, es de lo que trata esta tesis: dados
un espacio de tipo homogéneo y una familia de funciones reales definidas
en un subconjunto abierto de dicho espacio que satisfacen las estimaciones
de Krylov y Safonov sobre bolas de la casi-métrica dada, hallar condiciones
necesarias y suficientes sobre el espacio y la familia de funciones que garan-
ticen la validez de (2) sobre las bolas de la casi-métrica dada. Básicamente, el
trabajo de tesis tiene dos vertientes: la eĺıptica y la parabólica. La primera
de ellas trata de responder el problema anterior en el caso estacionario y
abarca los Caṕıtulos 2 y 3, mientras que la segunda, es decir, el caso no
estacionario , está abordado en el Caṕıtulo 4. En el Caṕıtulo 1 presenta-
mos las definiciones, notaciones y propiedades básicas de los espacios de
tipo homogéneo que serán utilizadas a lo largo de toda la tesis. Además se
establecen resultados relativos a lemas de cubrimiento, principalmente vari-
antes del lema de Besicovitch, utilizando el concepto de homogeneidad débil.
El principal resultado de este caṕıtulo es relativo a la descomposición de tipo
Calderón-Zygmund de conjuntos abiertos y acotados en bolas del espacio de
tipo homogéneo considerado. La validez de esta variante de descomposición
de Calderón-Zygmund es fundamental para los propósitos de los Caṕıtulos
3 y 4. Por último se prueban algunos resultados sobre densidad de funciones
continuas en espacios Lp.

En el Caṕıtulo 2 se comienza a estudiar la versión eĺıptica del proble-
ma en el contexto de los espacios casi-métricos. Se presenta la primera de
las estimaciones de Krylov y Safonov, se definen una serie de familias fun-
cionales que son de interés en el estudio de regularidad Hölder en ecuaciones
diferenciales y se estudian relaciones entre éstas familias y la estimación
de Krylov y Safonov. El principal resultado del caṕıtulo establece que la
desigualdad de Harnack es consecuencia de la estimación de Krylov y Sa-
fonov y de la oscilación uniformemente acotada. Los métodos utilizados son,
principalmente, debidos a Moser [25] y a Caffarelli [8].

En el Caṕıtulo 3 se introducen la segunda estimación de Krylov y Sa-
fonov y la desigualdad débil de Harnack en el contexto de los espacios de
tipo homogéneo. Se definen nuevas familias funcionales y se estudian las
relaciones entre éstas y las ya definidas en el caṕıtulo anterior. El principal
resultado establece que, bajo ciertas restricciones en la geometŕıa y en la
medida del espacio de tipo homogéneo considerado, las dos estimaciones de
Krylov y Safonov son esencialmente equivalentes a la desigualdad débil de
Harnack. Los métodos utilizados para probar una de las implicaciones de la
equivalencia mencionada fueron desarrollados por Caffarelli y Gutiérrez
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[10] y [11]. Se concluye el caṕıtulo con un teorema que engloba los resultados
de mayor interés.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se aborda el problema relativo a la vertiente
parabólica a traves del concepto de mapeo de retardo en espacios de tipo
homogéneo introducido por Aimar en [3]. Tal concepto es una aproximación
abstracta a la dependencia temporal que caracterizan a los problemas no
estacionarios. A semejanza de lo hecho en los caṕıtulos anteriores se intro-
ducen las estimaciones de Krylov y Safonov y se definen familias funcionales
pero ahora en el contexto de los espacios de tipo homogéneo con mapeos de
retardo. Se estudian propiedades geométricas que deben tener los mapeos de
retardo y el espacio para poder obtener resultados similares a los estableci-
dos en los caṕıtulos anteriores. El principal resultado obtenido es que, bajo
ciertas restricciones geométricas, las estimaciones de Krylov y Safonov im-
plican la validez de la desigualdad débil de Harnack con mapeos de retardo
pero, a diferencia del caso eĺıptico, no son equivalentes. En este caṕıtulo
los métodos utilizados se deben, principalmente, a Moser [26] y a Huang
[18].
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CAPITULO 1

Espacios de Tipo Homogéneo

1. Espacios de tipo homogéneo: algunos resultados conocidos

Espacios casi-métricos. Sea X un conjunto. Diremos que una función
real d, simétrica y no negativa definida en X ×X es una casi-métrica si
a) existe una constante k ≥ 1, denominada constante casi-triangular, tal

que

d(x, y) ≤ k
(
d(x, z) + d(z, y)

)
,

para todo x, y, z ∈ X ,
b)

d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

Diremos que un par ordenado (X, d) es un espacio casi-métrico si X es un
conjunto y d es una casi-métrica definida en X×X. Dadas dos casi-métricas
d y d′ definidas en X ×X y dos constantes positivas C1 y C2 diremos que d
es (C1, C2)-equivalente a d′ si y sólo si

C1 d(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ C2 d(x, y)

para todo x, y ∈ X. Cuando no sea necesario especificar las constantes
diremos simplemente que d es equivalente a d′ si la desigualdad anterior es
válida para ciertas constantes positivas C1 y C2. Dado x ∈ X y un número
r > 0 diremos que el conjunto {y ∈ X /d(x, y) < r} es una d-bola Bd(x, r),
o simplemente una bola B(x, r), de centro x y radio r.

Sea k un número positivo. Dada una bola B = B(x, r), la notación kB
significa la bola B(x, k r).

Los conjuntos {(x, y) ∈ X × X / d(x, y) < 1/n , n ∈ N} forman una
base de una estructura uniforme metrizable de X. La topoloǵıa considerada
es la generada por la uniformidad asociada a d, por lo tanto un conjunto
Y ⊂ X es abierto si y sólo si para cada y ∈ Y existe un número r > 0 tal
que B(y, r) ⊂ Y (Ver [19]). A diferencia de lo que ocurre en los espacios
métricos en general las bolas en un espacio casi-métrico no son conjuntos
abiertos. No obstante siempre es posible hallar una casi-métrica equivalente
a la original en donde las nuevas bolas resultan abiertas. Más precisamente
se tiene el siguiente resultado debido a Maćıas y Segovia (Ver [23]): sea
(X, d) un espacio casi-métrico, entonces:
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8 1. ESPACIOS DE TIPO HOMOGÉNEO

a) existen una métrica ρ en X, un número real positivo α, constantes posi-
tivas C1 y C2 tales que d es (C1, C2)-equivalente a ρα para todo x, y ∈ X;

b) existe una casi-métrica d′ equivalente a d, un número β ∈ (0, 1) y una
constante C > 0 tal que para toda terna x, y, z ∈ X, para todo r > 0 tal
que x, y ∈ Bd′(z, r) vale que

|d′(x, z)− d′(y, z)| ≤ C r1−β(d′(x, y)
)β;

c) las d′-bolas son abiertas en la topoloǵıa generada por d y también por d′;
d) en todo espacio casi-métrico existen funciones no triviales de tipo β-

Hölder continuas para algún β ∈ (0, 1).
Dado un espacio casi-métrico (X, d), diremos que un conjunto E ⊂ X

es acotado si existen x ∈ X y r > 0 tales que E ⊂ B(x, r). En particular,
el espacio total X es acotado si y sólo si existen x ∈ X y r > 0 tales que
X = B(x, r). Se dice que un conjunto E ⊂ X es precompacto o también
totalmente acotado si para cada ε > 0 existe un conjunto finito F ⊂ E tal
que d(x, F ) < ε para todo x ∈ E.

Sea (X, d) un espacio casi-métrico. Dado ε > 0 diremos que un conjunto
G ⊂ X es ε-disperso si d(x, y) ≥ ε para cualesquiera x 6= y ∈ G. Una
propiedad de los espacios eucĺıdeos de dimensión finita que permite probar
lemas de cubrimiento de gran importancia para el análisis es la siguiente
forma cuantitativa de la acotación total de conjuntos acotados (Ver [15],
[12]):

Propiedad de Homogeneidad Débil: sea (X, d) un espacio casi-
métrico. Existe una constante N > 0 tal que para cada x ∈ X y cada r > 0
y para todo conjunto r/2-disperso G ⊂ B(x, r) se tiene que

#G ≤ N,
donde #G indica el cardinal del conjunto G. Llamaremos a N constante de
homogeneidad débil. Cada vez que consideremos un espacio casi-métrico con
la Propiedad de Homogeneidad Débil diremos que es un espacio casi-métrico
débilmente homogéneo.

Los siguientes resultados están expuestos en [23], [24] y [1]: sea (X, d)
un espacio casi-métrico y E ⊂ X. Entonces, dado que los espacios casi-
métricos son metrizables, E es compacto si y sólo si E es completo y pre-
compacto. Tal como en el caso métrico, en general, en espacios casi-métricos
acotación y precompacidad (o total acotación) no son equivalentes, pero en
espacios casi-métricos con homogeneidad débil los conceptos de acotación y
precompacidad son equivalentes, por lo tanto, tal como en el caso eucĺıdeo,
en los espacios casi-métricos completos débilmente homogéneos un conjun-
to es compacto si y sólo si es cerrado y acotado. Una consecuencia notable
de la homogeneidad débil es que los espacios casi-métricos débilmente ho-
mogéneos son separables. Por lo tanto, dado que los espacios casi-métricos
son metrizables tenemos que el segundo axioma de numerabilidad es válido
en los espacios casi-métricos débilmente homogéneos, es decir, son espacios
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N2. Si (X, d) es un espacio casi-métrico débilmente homogéneo con con-
stante de homogeneidad N , entonces es válido lo siguiente: dada una bola
B(x, r) y un conjunto ε-disperso G ⊂ B(x, r) se tiene que

(1.1) #G ≤
(
r

ε

)log2N

.

Son diversas las formas de los lemas de cubrimiento, es decir, la posi-
bilidad de extraer subcubrimientos de cubrimientos por bolas para obtener
el tipo débil (1, 1) del operador maximal de Hardy-Littlewood. Un aspecto
interesante de los espacios casi-métricos débilmente homogéneos está en la
posibilidad de extender en forma sencilla e irrestricta a este contexto ab-
stracto ciertos lemas de cubrimiento debidos a N. Wiener y H. Whitney
(Ver [12], [1]):

Lema de Wiener: sea (X, d) un espacio casi-métrico débilmente ho-
mogéneo. Sea E ⊂ X un conjunto acotado y consideremos un cubrimiento
de E por bolas {B(x, rx) / x ∈ E}. Entonces existe un subconjunto a lo sumo
numerable I ⊂ E tal que
a) B(x, rx) ∩B(y, ry) = ∅ para cada x 6= y ∈ I;
b) E ⊂

⋃
x∈I B(x, 4k rx).

Lema de Whitney: sea (X, d) un espacio casi-métrico débilmente ho-
mogéneo. Sea E  X un conjunto abierto y acotado. Entonces existe una
sucesión {(xn, rn)}n ⊂ E×R+ y constantes absolutas positivas y finitas C1,
C2, M , h > 1 y D tales que
a) B(xn, rn) ⊂ E para cada n ∈ N;
b) E =

⋃
n∈NB(xn, rn);

c)
∑

n∈N χB(xn,rn)
(x) ≤M ;

d) B(xn, h rn) ∩ (X − E) 6= ∅ para cada n ∈ N;
e) C1rn ≤ d(B(xn, rn) , X − E) ≤ C2rn para cada n ∈ N;
f) para todo n ∈ N existe yn ∈ B(xn, h rn)∩ (X−E) tal que B(xn, 2k rn) ⊂
B(yn, Drn).

Espacios de Tipo Homogéneo. Siguiendo a [12] (ver también [13]) di-
remos que una terna (X, d, µ) es un espacio de tipo homogéneo si (X, d) es
un espacio casi-métrico y µ es una medida definida en una σ-álgebra F que
contenga a las d-bolas con la siguiente propiedad de duplicación sobre bolas:
existe una constante A > 0, denominada constante de duplicación, tal que

0 < µ(B(x, 2r)) ≤ A µ(B(x, r)) <∞,
para todo x ∈ X y para todo r > 0. A veces diremos que un espacio de tipo
homogéneo es un espacio casi-métrico con homogeneidad fuerte. El siguiente
resultado (Ver [13]) justifica la denominación “homogeneidad fuerte”: sea
(X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo con constante de duplicación A. Sean
x0 ∈ X y R > 0 fijos y consideremos un conjunto ε-disperso E ⊂ B(x0, R)
para 0 < ε < R. Entonces existe q ∈ N, que depende solamente de R, ε y
k , tal que #E ≤ Aq. En particular, considerando ε = R/2, vemos que todo
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espacio de tipo homogéneo (homogeneidad fuerte) es un espacio casi-métrico
débilmente homogéneo (homogeneidad débil). El problema inverso, es decir,
si homogeneidad débil implica homogeneidad fuerte, es, en general, un prob-
lema abierto. No obstante, hay ciertos resultados positivos en tal dirección:
dado un espacio métrico (X, ρ) débilmente homogéneo existe una medida de
Borel positiva en X que duplica si X es compacto (Ver [31]). Relacionado
con el problema anterior tenemos el siguiente resultado con la medida de
Haar en grupos topológicos: si (X, d,+) es un grupo abeliano casi-métri-
co completo débilmente homogéneo tal que (X,+) es un grupo topológico,
entonces la medida de Haar resultante duplica (Ver [5]).

Como consecuencia de que la homogeneidad fuerte implica la débil, los
espacios de tipo homogéneo comparten todas las propiedades topológicas
válidas para los espacios casi-métricos débilmente homogéneos.

En un espacio de tipo homogéneo (X, d, µ) la propiedad de duplicación
de µ sobre bolas permite probar lo siguiente (Ver [2]): X es acotado si y
sólo si µ(X) <∞.

Observemos que, en general, en un espacio de tipo homogéneo tener
una sucesión de bolas con medida uniformemente acotada no implica que la
sucesión de radios de las bolas sea acotada. Este hecho hace que debilitar la
hipótesis de acotación en el Lema de Cubrimiento de Wiener no sea simple.
En esta dirección, en [2] se prueba una variante del Lema de Wiener de-
bilitando la hipótesis de acotación por la de medida finita: sea (X, d, µ) un
espacio de tipo homogéneo. Sea {Bi = B(xi, ri)}i∈I una familia de bolas de
X tal que E = ∪i∈IBi es de medida finita. Entonces existen una sucesión
{Bj}j∈J , con J ⊂ I a lo sumo numerable, y una constante absoluta C tales
que

a) Bp ∩Bq = ∅ para p 6= q ∈ J ;
b) E ⊂

⋃
j∈J B(xj , C rj);

c) para cada i ∈ I existe j ∈ J tal que Bi ⊂ B(xj , C rj).

A diferencia de la homogeneidad débil, la homogeneidad fuerte no es
una propiedad hereditaria en el siguiente sentido: un subconjunto medible
en un espacio de tipo homogéneo, con la medida y topoloǵıa restringidas,
no es, en general, un subespacio de tipo homogéneo. Más aún, tampoco es
válido que las bolas de un espacio de tipo homogéneo sean subespacios de
tipo homogéneo. Sin embargo (Ver [24]) se tiene el siguiente resultado que es
de utilidad cuando el problema a estudiar es invariante por cambio de casi-
métricas equivalentes: sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Existe
una casi-métrica d′, equivalente a d, tal que las d′-bolas son subespacios de
tipo homogéneo de (X, d, µ) y de (X, d′, µ).

Operadores Maximales. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y
denotemos con L1

loc al conjunto de las funciones µ-medibles que son local-
mente integrables. Para x ∈ X y f ∈ L1

loc consideramos el operador maximal
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centrado
(M c

df)(x) = sup
r>0

1
µ(Bd(x, r))

∫
Bd(x,r)

f(y) dµ(y),

y el operador maximal no-centrado

(Mnc
d f)(x) = sup

x∈Bd

1
µ(Bd)

∫
Bd

f(y) dµ(y).

Si ρ es una métrica en X tal que ρα es equivalente a d para algún α > 0
se tiene que (Ver [1]) M c

ρ es semicontinua inferiormente y es de tipo débil
(1, 1). Además, la duplicación de la medida y la equivalencia entre ρα y d
muestran que los tres operadores maximales son equivalentes en el sentido
de que existen constantes positivas absolutas K1, K2 y K3 tales que

(1.2) K1M
c
d ≤ K2M

nc
d ≤ K3M

nc
ρ .

Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y sea f ∈ L1
loc(X). Para cada

x ∈ X definimos

Dd,f (x) = ĺımr→0
1

µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dµ(y).

Se dice que un punto x ∈ X es un punto de Lebesgue de f si y sólo si
Dd,f (x) = 0. Todo punto de Lebesgue es un punto de diferenciación, es
decir, si x es tal que Dd,f (x) = 0 entonces

ĺım
r→0

1
µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y) dµ = f(x).

Puesto que los lemas de cubrimiento de tipo Wiener permiten probar el
tipo débil (1, 1) del operador maximal, argumentando como en el caso de Rn
con la medida de Lebesgue, se puede probar que si las funciones continuas
son densas en L1(µ) entonces casi todo punto, con respecto a µ, es un punto
de Lebesgue de cualquier función de L1

loc(µ).

2. Lemas de cubrimiento de tipo Besicovitch

En esta sección probaremos dos lemas de cubrimiento de tipo Besicovitch
en espacios casi-métricos débilmente homogéneos. El enunciado clásico de
Besicovitch (Ver [6] y [7]) es el siguiente: sea A un conjunto acotado de Rn.
Asignamos a cada x ∈ A una bola cerrada eucĺıdea B(x, r(x)) de centro x
y radio r(x). Entonces existen constantes positivas θn y σn, que dependen
solamente de la dimensión, y una sucesión de puntos {xk}k∈N ⊂ A tales
que:

i) A ⊂ ∪k∈NB(xk, r(xk));
ii) ningún punto de Rn está en más de θn bolas de la sucesión

{B(xk, r(xk))}k∈N,

es decir ∑
k∈N

χ
B(xk,r(xk))

(x) ≤ θn;
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iii) la sucesión {B(xk, r(xk))}k∈N puede ser distribuida en σn familias de
bolas disjuntas.

Es sabido (Ver [30]) que el lema de cubrimiento de Besicovitch no siem-
pre es válido en espacios de tipo homogéneo. Por otra parte, hay situaciones
en las cuales se puede caracterizar la validez del lema de cubrimiento de Besi-
covitch. Un ejemplo de ello es (Ver [4]) donde se dan condiciones necesarias y
suficientes para la validez del lema de cubrimiento de Besicovitch para famil-
ias de bolas parabólicas inducidas por una matriz cuadrada diagonalizable,
es decir, bolas asociadas a métricas y casi-métricas dadas por dilataciones
no-isotrópicas sobre Rn. Sin embargo, se pueden probar variantes del lema
de Besicovitch para bolas en espacios casi-métricos débilmente homogéneos
si, por ejemplo, se cubre por una subfamilia de bolas dilatadas y se estima el
solapamiento de las bolas sin dilatar, ó, de manera equivalente, se cubre con
una subfamilia de bolas sin dilatar y se estima el solapamiento de las bolas
contráıdas. El primer lema que presentamos ahora es una generalización a
espacios casi-métricos con homogeneidad débil de un lema de cubrimiento
de tipo Besicovitch probado en [17] en espacios de tipo homogéneo en el
cual se cubre por bolas dilatadas y se estima el solapamiento de las bolas
sin dilatar. Lo probaremos usando una idea de A. P. Calderón que consiste
en clasificar las bolas del cubrimiento dado en familias con bolas de radios
comparables y trabajar con estas familias y con bolas de distintas familias
separadamente.

Lema 1.1. Sea (X, d) un espacio casi-métrico débilmente homogéneo.
Consideremos una colección finita {Bj = B(xj , rj)}tj=1 de d-bolas y un
número δ ∈ (0, 1). Entonces existen una subcolección {Bji}si=1 y una con-
stante C > 0, que depende solamente de k , tales que

a)
⋃t
j=1Bj ⊂

⋃s
i=1(k + δ)Bji ;

b)
∑s

i=1 χBji
(x) ≤ C δ− log2N log2(1/δ) ,

donde (k + δ)Bji = B(xji , (k + δ)rji).

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que r1 ≤
r2 ≤ · · · ≤ rt. Denotemos por rj1 a rt. Sea F1 = {rj / Bj 6⊂ (k + δ)Bj1}. Si
F1 = ∅ el lema queda probado. En caso contrario sea rj1 = supF1. Habiendo
elegido rj1 , . . . , rjn−1 sea

Fn = {rj / Bj 6⊂
⋃
i<n

(k + δ)Bji},(1.3)

y

rjn = supFn.(1.4)

Dado que la colección de d-bolas es finita, existe s ≤ t tal que Fs+1 = ∅.
Entonces es claro que la subcolección {Bji}si=0 cumple con a). Observemos
que rj1 ≥ rj2 ≥ · · · ≥ rjs . Consideremos una subcolección arbitraria {Bp =
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B(xp, rp)}hp=1 de {Bji}si=1 tal que r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rh. Sea z0 ∈
⋂h
p=1Bp,

entonces, se tiene que existe ν > 0 tal que

h∑
p=1

χBp (z0) =
ν∑

m=0

∑
2mrh ≤ rp < 2m+1rh

χBp (z0).

Afirmación: 2νδ ≤ 2k 2.
Supongamos lo contrario, es decir, que 2νδ > 2k 2. Dado que r1 ≥ 2νrh

obtenemos que r1δ ≥ 2νrhδ > 2k 2rh, entonces si y ∈ B(xh, rh) se tendŕıa
que

d(y, x1) ≤ k
(
k (d(y, xh) + d(xh, z0)) + d(z0, x1)

)
≤ k (2k rh + r1)

= 2k 2rh + k r1

< (k + δ)r1.

Esta última desigualdad nos dice que B(xh, rh) ⊂ (k + δ)B(x1, r1), lo cual
contradice (1.3). Por lo tanto la Afirmación es cierta y esto implica que
ν ≤ log2

(
2k 2δ−1

)
.

Sea nm la totalidad de radios rp que están en el intervalo [2mrh , 2m+1rh).
Para tal subcolección {Bpn}nmn=1 es válido que

d(xi, xj) >
2mrhδ

k
para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ nm,

pues en caso contrario tendŕıamos que, para j > i y z ∈ Bpj ,

d(z, xi) ≤ k (d(z, xj) + d(xi, xj))

≤ k
(
rpj +

2mrhδ
k

)
= k rpj + 2mrhδ

≤ (k + δ)rpj ,

es decir que Bpj ⊂ (k + δ)Bpi para j > i. Pero esto nuevamente contradice
(1.3). Por otra parte, dado que z0 ∈

⋂nm
n=1Bpn , se tiene

d(xn, z0) < rpn < 2m+1rh.

Entonces el conjuntoRm = {xn / 2mrh ≤ rpn < 2m+1rh} ⊂ B(z0, 2m+1rh)
y es 2mrhδk−1 - disperso, por lo tanto, debido a la homogeneidad débil de
(X, d), obtenemos

#Rm ≤
(

2k

δ

)log2N

.
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Esto último implica que∑
2mrh ≤ rp < 2m+1rh

χBp(z0) =
nm∑
n=1

χBpn (z0)

≤ #Rm ≤
(

2k

δ

)log2N

,

con lo que queda probada la parte b) pues
h∑
p=1

χBp(z0) ≤
ν∑

m=0

#Rm

≤
(

2k

δ

)log2N

(ν + 1)

≤
(

2k

δ

)log2N

log2

(
4k 2

δ

)
.

�

Veremos ahora que se puede mejorar la cota para el solapamiento de las
bolas de un cubrimiento si en lugar de cubrir a la totalidad de las bolas
consideradas cubrimos al conjunto de los centros de las bolas.

A diferencia del lema anterior, en este caso cubriremos con las bolas orig-
inales y estimaremos el solapamiento de las bolas contraidas. La formulación
de esta variante del lema de Besicovitch fue probada en [10] para el caso de
ciertos conjuntos convexos asociados a las soluciones de la linealización de
la ecuación de Monge-Ampère.

Lema 1.2. Sean (X, d) un espacio casi-métrico débilmente homogéneo y
A ⊂ X un conjunto acotado. Supongamos que una bola B(x, t) es dada para
cada x ∈ A con t ≤M <∞. Entonces existe una sucesión {B(xn, tn)}n∈N ⊂
{B(x, t)}x∈A tal que para todo ε > 0
a) A ⊂

⋃
n∈NB(xn, tn);

b) si 1/2 ≤ ε < 1, entonces
∑

n∈N χBεn (x) ≤ N ;
c) si 0 < ε < 1/2, entonces

∑
n∈N χBεn (x) ≤ 4N log(1/ε),

donde Bε
n = B(xn, k−1(1− ε)tn) y N es la constante de homogeneidad débil

de (X, d).

Demostración. Sea F el conjunto de las bolas consideradas y supong-
amos, sin pérdida de generalidad, que M = sup{t / B(x, t) ∈ F}. Sea

F0 = {B(x, t) / M/2 < t ≤M} ∩ F,
y

A0 = {x /B(x, t) ∈ F0}.
Elijamos una bola B(x0

1, t
0
1) cualquiera en F0. Entonces el conjunto A0 −

B(x0
1, t

0
1) es vaćıo o no. En el primer caso se detiene el proceso. Si se da el
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segundo caso sea

R0
2 = {t / B(x, t) ∈ F0, x ∈ A0 −B(x0

1, t
0
1)}.

Elegimos t02 ∈ R0
2 y consideremos la bola B(x0

2, t
0
2) para algún x0

2 ∈ A0 −
B(x0

1, t
0
1). Entonces

x0
2 /∈ B(x0

1, t
0
1),

y
M ≥ t01, t02 > M/2.

Se tiene ahora que el conjunto A0 −
(
B(x0

1, t
0
1) ∪B(x0

2, t
0
2)
)

es vaćıo o no. Si
se cumple el segundo caso, procedemos como en la etapa anterior. Siguiendo
de esta manera obtenemos una familia de bolas F ∗0 = {B(x0

n, t
0
n)}n∈I , I ⊂ N,

tal que
i) x0

j ∈ A0 − ∪i<jB(x0
i , t

0
i ),

ii) M > t0n ≥M/2 para todo n.
En general, una vez construida la familia de bolas F ∗k−1 construimos la fa-
milia F ∗k considerando los conjuntos

Fk = {B(x, t) / (M/2k+1) < t ≤ (M/2k)} ∩ F,
y

Ak = {x ∈ A / B(x, t) ∈ Fk y x /∈ ∪i<k ∪∞n=1 B(xin, t
i
n)}.

De esta manera, en la etapa k-ésima obtenemos una familia de bolas F ∗k =
{B(xkn, t

k
n)}n∈I , I ⊂ N, tal que

i) xkj ∈ Ak − ∪i<jB(xki , t
k
i ),

ii) (M/2k) ≥ tkn > (M/2k+1) para todo n,
iii) xkn /∈ ∪p<k ∪∞j=1 B(xpj , t

p
j ) para todo n.

Veamos que la familia {F ∗k }k≥1 es la que cumple con lo requerido. Probare-
mos primero que cada F ∗k tiene una cantidad finita de bolas. Esto es equiv-
alente a probar que el conjunto de los centros de las bolas Ck = {xkn}n∈I es
finito. En efecto, dado que A es acotado existen y ∈ A y R > 0 tales que
Ck ⊂ B(y,R). Por i) y ii) anterior se tiene, para i < j, que d(xk

j
, xk

i
) ≥ tk

i
>

(M/2k+1), es decir, Ck es un conjunto M/2k+1- disperso en B(y,R).
Puesto que cada conjunto Ck es finito, se tiene que cada conjunto Ak

está cubierto por las bolas de la familia F ∗k . Dado que A ⊂ ∪∞k=1Ak queda
probado el inciso a) del lema.

Para probar los incisos b) y c) notemos primero que en cada F ∗k hay a lo
sumo N (donde N es la constante de homogeneidad del espacio) bolas que
se intersecan mutuamente: sea z ∈

⋂q
i=1B(xkni , t

k
ni). Entonces si ni < nj , se

tiene que xknj /∈ B(xkni , t
k
ni), luego

d(xknj , x
k
ni) ≥ t

k
ni >

M

2k+1
.

Ahora bien
d(xkni , z) < tkni <

M

2k
,
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para todo 1 ≤ i ≤ q, por lo tanto, tenemos que el conjunto {xkni}
q
i=1 es

(M/2k+1)- disperso en la d-bola B(z, (M/2k)). Esto quiere decir que q ≤ N .
Estimaremos ahora el solapamiento de las bolas Bε,k

n = B(xkn, k
−1(1 −

ε)tkn) de distintas etapas. Sean q y p enteros no negativos tales que q < p y
consideremos

(1.5) Bε
k = B(xknk , k

−1(1− ε)tknk) para k = q, p.

Por simplicidad escribiremos

xknk = xk y tknk = tk, k = q, p.

Por construcción, de ii) y iii) anteriores, tenemos que tp < tq y que
xp /∈ B(xq, tq), por lo tanto

(1.6) d(xp, xq) ≥ tq.

Además, es claro que si Bε
q ∩Bε

p 6= ∅ entonces

(1.7) d(xp, xq) < (1− ε)tp + (1− ε)tq.

Afirmación 1: si 1/2 ≤ ε < 1 entonces Bε
q ∩Bε

p = ∅.
Supongamos lo contrario. Entonces, teniendo en cuenta que tp < tq y

que 1/2 ≤ ε < 1, de (1.7) vemos que d(xp, xq) < tq lo cual contradice (1.6).
Por lo tanto, para 1/2 ≤ ε < 1, la bolas pertenecientes a diferentes etapas
son disjuntas, con lo cual queda probado b).

Afirmación 2: si Bε
q ∩Bε

p 6= ∅ entonces tq < ε−1(1− ε)tp.
Razonamos nuevamente por contradicción. Si fuese tq ≥ ε−1(1− ε)tp, de

(1.7) vemos que
d(xp, xq) < εtq + (1− ε)tq = tq,

lo cual contradice (1.6).
Entonces, como consecuencia de la Afirmación 2, tenemos que

2p−q−1 =
2p

M

M

21+q
≤ tq
tp
<

1− ε
ε

,

es decir

(1.8) 0 < p− q ≤ log2

(
2(1− ε)

ε

)
,

siempre que Bε
q∩Bε

p 6= ∅, para cualesquiera q < p. Dado que cualquier entero
p > q es de la forma q + h, con h entero no negativo, de (1.8) vemos que
hay a lo sumo 1 + log2

(
2(1−ε)
ε

)
bolas pertenecientes a etapas distintas que

pueden intersecarse.
Por otra parte, si ponemos β = 4 log

(
1
ε

)
, tenemos

1 + log2

(
2(1− ε)

ε

)
≤ β,
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y aśı ∑
k,n

χ
Bε,kn

(x) =
β∑
j=1

∑
F ∗kj

χ
B
ε,kj
n

(x)

≤ N β

= 4N log
(

1
ε

)
,

con lo cual queda probado c). �

Ahora probaremos un resultado similar al del lema anterior pero esti-
maremos el solapamiento de bolas contraidas por constantes que dependen
de las constantes de equivalencia de una casi-métrica con potencias de una
métrica.

Corolario 1.3. Sean (X, d) un espacio casi-métrico débilmente ho-
mogéneo, A ⊂ X un conjunto acotado y ρ una métrica en X tal que ρα

sea (c1, c2)-equivalente a d para algún α ≥ 1. Sea M > 0, N la constante
de homogeneidad del espacio y supongamos que una d-bola B(x, t) es dada
para cada x ∈ A con t ≤M . Entonces existe una sucesión {B(xn, tn)}n∈N ⊂
{B(x, t)}x∈A tal que para todo 0 < ε < 1
1) A ⊂

⋃
n∈NB(xn, tn);

2) si 1/2 ≤ ε < 1, entonces
∑

n∈N χBεn (x) ≤ N ;
3) si 0 < ε < 1/2, entonces

∑
n∈N χBεn (x) ≤ 4αN log(1/ε),

donde Bε
n = B(xn, c1c

−1
2 (1− ε)αtn). Notemos que, en el caso que d fuese un

múltiplo de una potencia de una métrica, tendriamos que Bε
n = B(xn, (1 −

ε)αtn).

Demostración. El proceso de selección es el mismo que el que se hi-
zo en el Lema 1.2. Entonces, obtenemos una sucesión de familias finitas de
d-bolas {F ∗k }k≥1 = {Bk

j }
nk
j=1 con todas las propiedades probadas en el Lema

1.2. Por lo tanto queda probado 1) y lo único que resta probar es la esti-
mación del solapamiento de las d-bolas Bε,k

n = B(xkn, c1c
−1
2 (1 − ε)αtkn) de

distintas etapas. Consideremos dos enteros no negativos q < p y

(1.9) Bε,k = B(xknk , c1c
−1
2 (1− ε)αtknk) para k = q, p.

Similar a la prueba de los incisos b) y c) del lema anterior, para probar 2) y
3) basta con probar la validez de las siguientes afirmaciones:

Afirmación 1′: si 1/2 ≤ ε < 1 entonces Bε,q ∩Bε,p = ∅.

Afirmación 2′: si Bε,q ∩Bε,p 6= ∅ entonces tq < ε−α(1− ε)αtp.
Antes de probar las afirmaciones anteriores notemos que, como conse-

cuencia de la equivalencia entre d y ρα tenemos que

(1.10) Bε,k ⊂ Bε,k
ρ ,
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donde Bε,k
ρ = Bρ(xknk , (1− ε)(t

k
nk
/c2)1/α). Además, denotando con xpnp a xp

y con tpnp a tp, vemos que, por construcción, xp /∈ B(xq, tq) y esto implica
que

(1.11) ρ(xp, xq) ≥ (tq/c2)1/α.

Probemos ahora la Afirmación 1′. Supongamos que no vale, entonces, de
(1.10) vemos que Bε,q

ρ ∩ Bε,p
ρ 6= ∅, luego, dado que 1/2 ≤ ε < 1 y tp < tq

obtenemos

ρ(xp, xq) < (1− ε)(tp/c2)1/α + (1− ε)(tq/c2)1/α

≤ (tq/c2)1/α,
(1.12)

lo cual contradice (1.11). Para probar la Afirmación 2′ razonamos nue-
vamente por contradicción. Si fuese tq ≥ ε−α(1 − ε)αtp tendriamos que
(1 − ε)(tp/c2)1/α ≤ ε(tq/c2)1/α, lo cual, junto con la hipótesis y (1.10), im-
plican la validez de (1.12) que es un absurdo. �

3. Descomposición de tipo Calderón-Zygmund

Siguiendo los lineamientos dados en [2] probamos ahora una descom-
posición de tipo Calderón-Zygmund de espacios de tipo homogéneo sin la
hipótesis adicional de que las bolas abiertas sean conjuntos abiertos.

Teorema 1.4. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y f una fun-
ción integrable no negativa. Para todo λ > 0 tal que 1

µ(X)

∫
X f ≤ λ existe

una sucesión de d-bolas {Bi}i∈I , disjuntas dos a dos, tal que

a) 1
µ(Bi)

∫
Bi
f > λ ≥ 1

µ(B̃i)

∫
B̃i
f para todo i ∈ I;

b) Para todo x ∈ X −
⋃
i∈I B̃i y para toda d-bola B centrada en x vale que

1
µ(B)

∫
B f ≤ λ,

donde B̃i denota a una d-bola con el mismo centro que Bi pero con el ra-
dio dilatado por la constante C > 1 de la variante del Lema de Wiener
enunciada en la Sección 1.

Demostración. Consideremos el conjunto

O = {x ∈ X /
1

µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

f > λ para algún r > 0}.

Si O = ∅ entonces b) vale para todo x ∈ X. Supongamos entonces que
O 6= ∅, luego, para cada x ∈ O, el conjunto

R(x) = {r > 0 /
1

µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

f > λ}

es no vaćıo.

Afirmación: R(x) es acotado para cada x ∈ O.
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Es claro la validez de la Afirmación si X es acotado pues por hipótesis
se tiene que 1

µ(X)

∫
X f ≤ λ. Supongamos que X no es acotado. Como conse-

cuencia de la integrabilidad de f tenemos que

(1.13) µ(B(x, r)) <
‖f‖1
λ

,

para cada x ∈ O, pues

0 < λ <
1

µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

f ≤ ‖f‖1
µ(B(x, r))

.

Luego, si R(x) no fuera acotado, ya que µ(X) = ∞, podriamos elegir
r ∈ R(x) lo suficientemente grande para que µ(B(x, r)) > λ−1‖f‖1 lo cual
contradice a (1.13).

Sea x ∈ O. Entonces existe un rx ∈ R(x) tal que

(1.14)
1

µ(B̃(x, rx))

∫
B̃(x,rx)

f ≤ λ.

Sea R el conjunto de tales radios. Dado que existe una casi-métrica d′ que
es (C1, C2)-equivalente a d tal que las d′-bolas son abiertas, tenemos que
para cada B(x, rx), con rx ∈ R, existe una d′-bola abierta B′(x,C−1

2 rx) ⊂
B(x, rx). Luego O ⊂ B′ =

⋃
rx∈RB

′(x,C−1
2 rx). Como (X, d) satisface el

segundo axioma de numerabilidad y B′ es un cubrimiento por abiertos de O,
existe una sucesión {rxn}n∈N en R tal que O ⊂

⋃
n∈NB

′(xn, β−1rxn). Luego
O puede ser cubierto por una cantidad numerable de d-bolas, es decir

O ⊂ B =
⋃
n∈N

B(xn, rxn).

Por lo tanto B es medible y además como cada xn ∈ O tenemos que B ⊂
{x ∈ X / Mnc

d (f)(x) > λ} (donde Mnc
d es el operador maximal no centrado).

Como tal operador es de tipo débil (1, 1) se deduce que µ(B) <∞.
Se tiene entonces que B es de medida finita y contiene a O. Podemos

aplicar la variante del Lema de Wiener enunciado en la Sección 1 y obten-
emos aśı una sucesión de d-bolas {Bi = B(xni , rxni )}i∈N, disjunta dos a dos,
tal que B ⊂

⋃
i∈N B̃i. Es claro que esta sucesión de d-bolas cumple lo pedido

en a) pues xni ∈ O, rxni ∈ R y vale (1.14) para cada rxni . Para ver que tam-
bién vale b) observemos que O ⊂

⋃
i∈N B̃i, por lo tanto si x ∈ X −

⋃
i∈N B̃i

tenemos que x /∈ O, luego para toda d-bola B centrada en x se debe tener
que

1
µ(B)

∫
B
f ≤ λ.

�

Notemos que si en el teorema precedente f es la función carateŕıstica de
un conjunto medible E obtenemos una estimación para la densidad media
µ(E∩B)
µ(B) de E en cada bola del cubrimiento. Un resultado más preciso y útil

para los propósitos de los Caṕıtulos 3 y 4 puede obtenerse en una clase
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especial de espacios de tipo homogéneo para conjuntos abiertos y acotados.
En el contexto anaĺıtico de la linealización de la ecuación de Monge-Ampère
en Rn, este resultado fue probado por Caffarelli y Gutiérrez (Ver [10] y [11])
para el caso de los conjuntos de nivel, denominados secciones, de la función
convexa subyacente.

Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Para cada x ∈ X, arbitrario
pero fijo, consideremos la aplicación

(1.15) t 7→ µ(B(x, t)),

definida en R+.

Definición: llamaremos C-espacios homogéneos a los espacios de tipo
homogéneo (X, d, µ) tales que para cada x ∈ X, la aplicación definida en
(1.15) es continua.

Observemos que si E ⊂ X es un conjunto abierto, entonces, para cada
x ∈ X si la aplicación (1.15) es continua la función φE (t) = µ(E ∩ B(x, t))
también es continua pues, para r < t se tiene que E∩B(x, t)−E∩B(x, r) ⊂
B(x, t)−B(x, r).

Diremos que una constante es geométrica si depende solamente de k y/o
de la constante de duplicación.

La prueba del teorema que presentamos a continuación sigue algunas
ideas dadas en [20].

Teorema 1.5. Sean (X, d, µ) un C-espacio homogéneo no acotado, E ⊂
X un conjunto abierto y acotado y 0 < δ < 1 fijo. Entonces existen una
sucesión {(xn, tn)}n∈I ⊂ E×R+, I ⊂ N, y una constante 0 < C(δ) < 1, que
depende solamente de δ y constantes geométricas, tales que
a) E ⊂

⋃
n∈I B(xn, tn),

b) µ(E ∩B(x, tn)) = δ µ(B(x, tn)) para todo n ∈ I,
c) µ(E) ≤ C(δ)µ

(⋃
n∈I B(xn, tn)

)
.

Demostración. Para E y x ∈ X consideremos la función

φx
E

(t) =
µ(E ∩B(x, t))
µ(B(x, t))

.

Ya que estamos en un C-espacio homogéneo, tenemos que φx
E

(t) es con-
tinua. Por otra parte, es claro que φx

E
(t) → 0 cuando t → ∞ ya que

X =
⋃
t>0B(x, t). Dado que E es abierto, para cada x ∈ E existe t0 tal

que para todo t < t0 la bola B(x, t) ⊂ E, por lo tanto, vemos también que
φx
E

(t) → 1 cuando t → 0. Luego, para cada x ∈ X, la continuidad de la
función φx

E
(t), asegura, para 0 < δ < 1, la existencia de un tx tal que

φx
E

(tx) = δ.

Veamos ahora que supx∈E{tx} < ∞ de manera que podamos usar el lema
de cubrimiento 1.2: supongamos que supx∈E{tx} = ∞ y veamos que esto
conduce a un absurdo. Dado que E es acotado existen M > 0 y z0 ∈ E tales
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que E ⊂ B(z0,M). Para r > 0 consideremos la bola B(z0, r). Luego, dado
z ∈ B(z0, r), se tiene que para todo x ∈ E

d(z, x) ≤ k
(
d(z, z0) + d(z0, x)

)
≤ k (r +M).

Por lo supuesto, existe tx > k (r +M); entonces, dado cualquier r > 0

(1.16) B(z0, r) ⊂ B(x, tx) para algún x ∈ E.

Como X es no acotado se tiene que µ(B(z0, r)) → ∞ cuando r → ∞. De
(1.16) vemos que supx∈E µ(B(x, tx)) =∞, pero esto implica que

0 < δ = φx
E

(tx) ≤ µ(E)
µ(B(x, tx))

→ 0,

lo cual es un absurdo. Por lo tanto supx∈E{tx} <∞. Entonces el conjunto

B = {B(x, tx) / x ∈ E}
es un cubrimiento de E que está en las condiciones del Lema 1.2. Por el
inciso a) del mencionado lema podemos asegurar que existe una sucesión
{Bn}n∈I = {B(xn, txn)}n∈I ⊂ B, I ⊂ N, tal que

E ⊂
⋃
n∈I

Bn,

y además, como cada Bn ∈ B, vemos que quedan probados los incisos a) y
b).

Veamos la parte c): sea A0 = ∪n∈IBn. Como E es un conjunto acotado y
la sucesión de los radios de Bn está acotada, tenemos que A0 es un conjunto
medible y acotado. Entonces µ(A0) < ∞, por lo tanto, podemos aplicar la
variante del Lema de Wiener enunciada en la Sección 1, y obtenemos aśı
una subsucesión de bolas {Bnj}j∈J ⊂ {Bn}n∈I , disjuntas dos a dos, tal que

(1.17) A0 ⊂ ∪j∈J B̃nj ,

donde B̃nj denota a la bola con el mismo centro que Bnj pero con el radio
dilatado por una constante geométrica C > 0. De (1.17) y por la duplicación
de µ tenemos que

µ(A0) ≤
∑
j∈J

µ(B̃nj )

≤ C∗
∑
j∈J

µ(Bnj ),
(1.18)

donde C∗ es una constante positiva que depende de C y de la constante A
de duplicación. Por otra parte

Bnj = Bnj ∩A0 = Bnj ∩ ((A0 − E) ∪ E) ,

y teniendo en cuenta que vale b),

µ(Bnj ) = µ
(
Bnj ∩ (A0 − E)

)
+ µ

(
Bnj ∩ E

)
= µ

(
Bnj ∩ (A0 − E)

)
+ δµ(Bnj ),
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entonces
µ
(
Bnj ∩ (A0 − E)

)
= (1− δ)µ(Bnj ).

De esta última igualdad y recordando que las bolas Bnj son disjuntas dos a
dos vemos que

µ(A0 − E) ≥ µ
(
(∪j Bnj ) ∩ (A0 − E)

)
=
∑
j∈J

µ
(
Bnj ∩ (A0 − E)

)
= (1− δ)

∑
j∈J

µ(Bnj ).

Esta última desigualdad y (1.18) implican la validez de c) ya que

µ(A0)
µ(E)

= 1 +
µ(A0 − E)
µ(E)

≥ 1 + (1− δ)
∑

j∈J µ(Bnj )
µ(A0)

≥ 1 + (1− δ)
∑

j∈J µ(Bnj )
C∗
∑

j∈J µ(Bnj )

= 1 +
1− δ
C∗

.

�

Notemos que en el teorema anterior se probó que el supremo de los radios
de las bolas de la descomposición es finito. Veremos a continuación que si
la medida µ tiene una propiedad adicional, denominada antiduplicación,
podemos establecer una cota efectiva para el supremo de tales radios.

Previamente damos la siguiente

Definición: sea (X, d, µ) un espacio casi-métrico y µ una medida en
una σ-álgebra de subconjuntos de X que contiene a las bolas. Diremos que
µ antiduplica si existe una constante a > 1 tal que

µ(B(x, 2r)) ≥ aµ(B(x, r)),

para todo x ∈ X y para todo r > 0. Nos referiremos a la constante a de la
desigualdad anterior como constante de antiduplicación.

Lema 1.6. Sea (X, d, µ) un espacio casi-métrico tal que la medida µ
antiduplica con constante de antiduplicación a. Sean x, y ∈ X, r > 0 tales
que y ∈ B(x, r) y supongamos que existen h > 0 y δ ∈ (0, 1) tales que

µ
(
B(x, r) ∩B(y, h)

)
≥ δµ(B(y, h)).

Entonces
h ≤ k 2loga(δ−1a2)r.



4. APROXIMACIÓN POR FUNCIONES CONTINUAS EN Lp(µ) CON 1 ≤ p <∞ 23

Demostración. Si h ≤ 2k r no hay nada que probar. En caso contrario
existe j ≥ 1 tal que

(1.19) 2j+1k r ≥ h > 2jk r,

por lo tanto, tenemos que B(x, 2j−1r) ⊂ B(y, h). Entonces

µ(B(x, r)) ≥ µ
(
B(x, r) ∩B(y, h)

)
≥ δ µ(B(y, h))

≥ δ µ(B(x, 2j−1r))

≥ δ aj−1µ(B(x, r)).

De esta última desigualdad vemos que

δ−1 ≥ aj−1,

luego
j + 1 ≤ loga(δ

−1a2).
La conclusión se sigue de (1.19) �

A continuación enunciamos un resultado que será de utilidad en los
Caṕıtulos 3 y 4.

Lema 1.7. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. La medida µ
antiduplica si las coronas son no vaćıas, es decir, si para todo x ∈ X, r >
s > 0 se tiene que B(x, r)−B(x, s) 6= ∅.

4. Aproximación por funciones continuas en Lp(µ) con 1 ≤ p <∞

Diremos que (X, τ,F , µ) es un espacio topológico de medida si (X, τ)
es un espacio topológico, F es una σ-álgebra de subconjuntos de X tal que
τ ⊂ F y µ es una medida definida sobre F . Se dice que un conjunto A ∈ F
es µ-regular si

µ(A) = sup{µ(C) | C ⊂ A, C cerrado}
= ı́nf{µ(U) | A ⊂ U, U abierto}.

La condición anterior es equivalente a la siguiente: para todo ε > 0 existen
conjuntos G, F , abierto y cerrado respectivamente, tales que
a) F ⊂ A ⊂ G ;
b) µ(G− F ) < ε.
Si cada A ∈ F es µ-regular, diremos que µ es regular.

En un espacio topológico se dice que un conjunto pertenece a la clase Gδ
si tal conjunto se puede expresar como intersección numerable de abiertos.
Un conjunto pertenece a la clase Fσ si tal conjunto se puede expresar como
unión numerable de cerrados.

Siguiendo a [19] recordemos que un espacio topológico es normal si para
cada par de conjuntos cerrados y disjuntos A y B existen entornos abier-
tos V y V ′ de A y B respectivamente tales que V ∩ V ′ = ∅. En tal caso
diremos que V y V ′ separan a A y B. Un espacio topológico es T1 si todo
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subconjunto finito es cerrado y es T4 si es normal y T1. Un espacio topológi-
co es de Lindelöf si de todo cubrimiento por abiertos se puede extraer un
subcubrimiento a lo sumo numerable.

Es sabido (Ver, por ejemplo, [32] y [29]) que si una medida es regular
entonces las funciones continuas son densas en Lp para 1 ≤ p <∞. Más aún
(Ver [1]) se puede probar que en espacios casi-métricos con medida regular
las funciones Hölder-α, para algún 0 < α < 1, son densas en Lp. En esta
sección probaremos (Teorema 1.8) que en ciertos espacios topológicos de
medida la densidad en Lp de las funciones continuas es válida si se tiene la
siguiente condición de densidad:

Definición: sea (X, τ,F , µ) es un espacio topológico de medida. Diremos
que una subfamilia S de F es densa en F en medida si para todo ε > 0,
para todo A ∈ F tal que µ(A) <∞ existe un E ∈ S tal que

(1.20) µ(A4E) < ε,

donde4 es la diferencia simétrica de conjuntos. Notemos que la condición de
densidad en medida es más débil que la condición de regularidad en medida.
Enunciamos a continuación el citado teorema.

Teorema 1.8. Sea (X, τ,F , µ) un espacio topológico de medida tal que
(X, τ) es T4 y todo conjunto abierto de medida finita, considerado como
subespacio topológico de X, es de Lindelöf. Supongamos que una familia de
conjuntos abiertos de X es densa en F en medida. Entonces el conjunto
Cc(X) de las funciones continuas con soporte de medida finita definidas en
X es denso en Lp(µ) con 1 ≤ p <∞.

Para demostrar el Teorema 1.8 necesitaremos probar una variante del
siguiente resultado (Ver, por ejemplo, [28]): en todo espacio métrico de me-
dida finita cualquier medida de Borel es regular. Damos a continuación el
enunciado.

Teorema 1.9. En un espacio topológico de medida (X, τ,F , µ) tal que
(X, τ) es T4 todo conjunto abierto de medida finita es µ-regular si tal abierto,
considerado como subespacio topológico de X, es de Lindelöf.

Para la demostración del Teorema 1.9 haremos uso de los siguientes
resultados (Ver, por ejemplo, [19] y [29]).

Lema 1.10. Sea (X, τ) un espacio topológico normal. Sean A1 y A2

dos subconjuntos cerrados y disjuntos. Entonces existen conjuntos abiertos
de clase Fσ que separan a A1 y a A2. Más precisamente, si V1 y V2 son
abiertos que separan a A1 y a A2 respectivamente, entonces existe abiertos
disjuntos V ′1 y V ′2 de clase Fσ tales que Ai ⊂ V ′i ⊂ Vi para i = 1,2.

Demostración. Dado que (X, τ) es normal, existen conjuntos abiertos
V1 y V2 tales que

A1 ⊂ V1 , A2 ⊂ V2 y V1 ∩ V2 = ∅.
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Sea i = 1,2. Tenemos entonces que Ai y X − Vi son conjuntos cerrados y
disjuntos. Luego, por el Lema de Urysohn en espacios normales, sabemos
que existe una función continua fi : X 7→ [0, 1] tal que fi ≡ 1 en Ai y fi ≡ 0
en X − Vi.

Consideremos los conjuntos Cni = {x / fi(x) ≥ 1/n}, n ∈ N. Tenemos
entonces que cada Cni es un conjunto cerrado tal que Ai ⊂ Cni ⊂ Vi para
todo n ∈ N. Sea V ′i = {x / fi(x) > 0}, entonces V ′i es abierto y esta en la
clase Fσ pues V ′i =

⋂∞
n=1C

n
i . Es claro que Ai ⊂ V ′i ⊂ Vi con lo cual se tiene

que V ′1
⋂
V ′2 = ∅. �

Lema 1.11. Sea (X, τ,F , µ) un espacio topológico de medida y supong-
amos que (X, τ) es normal. Entonces todo conjunto cerrado contenido en
un entorno de medida finita tiene un entorno abierto µ-regular de medida
finita.

Demostración. Sea K un conjunto cerrado y W un entorno de K
de medida finita. Entonces K y X − W son dos cerrados disjuntos. Por
la normalidad, existen abiertos disjuntos W1 y W2 tales que K ⊂ W1 y
X −W ⊂ W2. Luego W0 = W1 ∩W es un entorno de K de medida finita
disjunto de W2. Por el Lema anterior sabemos que existen abiertos disjuntos
V1 y V2 de clase Fσ tales que K ⊂ V1 ⊂W0 y X −W ⊂ V2 ⊂W2. Como W0

es de medida finita, también lo es V1. Por lo tanto, V1 es µ-regular y es un
entorno de K. �

Demostración del Teorema 1.9. Sea E un subconjunto abierto de
medida finita y x ∈ E. Dado que todo punto es cerrado el Lema 1.11 asegura
la existencia de un entorno abierto µ-regular Vx de x tal que Vx ⊂ E. Se
tiene entonces un cubrimiento por abiertos de E, luego, dado que (E, τ) es
de Lindelöf, existe una sucesión {xn} ⊂ E tal que E =

⋃∞
n=1 Vxn . Pero cada

Vxn es µ-regular, por lo tanto, dado ε > 0, existe un conjunto cerrado Kn

tal que

µ(Vxn −Kn) <
ε

2n+1
para todo n ∈ N.

Sea K =
⋃∞
n=1Kn, entonces

µ(E −K) = µ (∪∞n=1Vxn − ∪∞n=1Kn)

≤
∞∑
n=1

µ(Vxn −Kn)

<
∞∑
n=1

ε

2n+1
=
ε

2
.

Notemos que el conjunto K está en la clase Fσ y es de medida finita, en-
tonces, existe un conjunto cerrado K ′ tal que µ(K −K ′) < ε

2 ; luego

µ(E −K ′) ≤ µ(E −K) + µ(K −K ′) < ε.

�
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Demostración del Teorema 1.8. Sea S el conjunto de las funciones
simples medibles con soporte de medida finita. Sabemos que S es denso en
Lp(µ), para 1 ≤ p < ∞. Sea S′ el conjunto de las funciones caracteŕısticas
de conjuntos abiertos de medida finita. Sea χA ∈ S, entonces, por hipótesis,
dado ε > 0 existe un abierto V tal que µ(A4V ) < ε, luego

‖χA − χV ‖pp =
∫
A∪V
|χA − χV |pdµ

≤
∫
A4V

|χA − χV |pdµ

≤ 2pµ(A4V ) ≤ 2pε,

lo cual implica que S′ es denso en Lp(µ). Esto quiere decir que para probar
la densidad de Cc(X) en Lp(µ) basta con aproximar en norma Lp a cualquier
función de S′ por funciones continuas.

Sea χE ∈ S′ y sea ε > 0. El Teorema 1.9 nos dice que existe un cerrado K
tal que K ⊂ E y µ(E−K) < ε. Dado que K y X−E son conjuntos cerrados
disjuntos y (X, τ) es normal, sabemos que existe una función continua φ
definida en X tal que φ ≡ 1 en K y φ ≡ 0 en X −E. Entonces φ ∈ Cc(X) y

‖χE − φ‖pp =
∫
E
|χE − φ|pdµ

≤
∫
E−K

|χE − φ|pdµ

≤ 2pµ(E −K) < 2pε.

�

Dado que los espacios de tipo homogéneo son metrizables y separables
tales espacios son espacios de Lindelöf, T1 y regulares, por lo tanto, son
T4. Además, como la separabilidad se hereda en los subconjuntos abiertos,
los conjuntos abiertos de un espacio de tipo homogéneo, considerados como
subespacios en la casi-métrica, son de Lindelöf. Esto quiere decir que los
espacios de tipo homogéneo están en las condiciones del Teorema 1.9. Por
otra parte, como en los espacios de tipo homogéneo los conjuntos acotados
tienen medida finita, es claro la validez del siguiente corolario al teorema
anterior:

Corolario 1.12. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y supong-
amos que existe una familia de conjuntos abiertos que es densa en los med-
ibles en el sentido de (1.20). Entonces las funciones continuas con soporte
acotado son densas en Lp(µ) para 1 ≤ p <∞.

5. El teorema de diferenciación de Lebesgue

En vista del Corolario 1.12, es válido el siguiente resultado.
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Teorema 1.13. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, f ∈ L1
loc(X)

y supongamos que existe una familia de abiertos que es densa en los medibles
en el sentido de (1.20). Entonces, salvo un conjunto de medida µ-nula, todo
punto de X es un punto de Lebesgue de f .





CAPITULO 2

Regularidad de Funciones en Espacios
Casi-Métricos

1. Introducción

Cuando se estudian las funciones armónicas, es decir, las soluciones de
la ecuación de Laplace n-dimensional (Ver, por ejemplo, [16])

(2.1) 444u :=
n∑
i=1

Diiu = 0,

se prueba que en toda bola eucĺıdea B(x, r)

(2.2) u(x) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

u(y) dy,

donde | · | denota a la medida de Lebesgue n-dimensional. Una consecuencia
de esta representación es la llamada Desigualdad de Harnack: si u es una
función armónica no negativa en un dominio Ω ⊂ Rn, entonces existe una
constante C > 1, que depende solamente de la dimensión, tal que para toda
bola eucĺıdea B(x, r), con B(x, 4r) ⊂ Ω, se tiene que

(2.3) sup
B(x,r)

u ≤ C ı́nf
B(x,r)

u.

De Giorgi, Nash y Moser (Ver [14], [27] y [25] respectivamente) estable-
cen claramente que la Desigualdad de Harnack es una estimación interior
importante para el estudio de la regularidad Hölder de las soluciones gen-
eralizadas de ecuaciones en derivadas parciales uniformemente eĺıpticas en
forma de divergencia, es decir, ecuaciones de la forma

(2.4) Lu := div(A · ∇∇∇u) =
n∑

i,j=1

Di(aij(x)Dju) = 0,

donde los coeficientes aij(x) de la matriz A son medibles Lebesgue y cumplen
la siguiente condición de elipticidad uniforme: existen constantes positivas
λ y Λ tales que para todo ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn − {0} vale

(2.5) λ |ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξ1ξj ≤ Λ |ξ|2.

Estamos interesados en estudiar condiciones de naturaleza geométrica
que garanticen la validez de (2.3) en familias de funciones en un contexto

29
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abstracto. En esta dirección, ciertas estimaciones probadas por Krylov y
Safonov (Ver [21] y [22]) resultan ser adecuadas para trabajar en espacios
casi-métricos, y en particular, en espacios de tipo homogéneo. Presentamos
a continuación una de las estimaciones de Krylov y Safonov: sea Ω ⊂ Rn
un dominio acotado y consideremos un operador uniformemente eĺıptico en
forma no-divergente

Lu =
∑
i,j

aij(x)Diju,

donde la matriz de los coeficientes A(x) = (ai,j(x))n×n es regular. Sea u :
Ω→ R una supersolución regular de L, es decir, Lu ≤ 0 en Ω en el sentido
clásico. Sea M ≥ 2 y supongamos que

1) u ≥ 1 en B(x0, r);
2) u ≥ 0 en B(x0,Mr);

donde x0 ∈ Ω y r > 0 es tal que B(x0,Mr) ⊂ Ω.
Probaremos que existe una constante C positiva, que depende solamente

de la elipticidad de L y del M dado, tal que

(2.6) ı́nf
B(x0,Mr/2)

u ≥ C.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que r = 1 y que x0 = 0;
entonces, para p > 0 a elegir

L|x|−p =
∑
i,j

aij(x)
∂2|x|−p

∂xi∂xj

= (−p)
∑
i,j

aij(x)
∂(|x|−p−2xi)

∂xj

= (−p)
∑
i,j

aij(x)
(
(−p− 2)|x|−p−4xixj + |x|−p−2δij

)

= (−p)|x|−p−4

|x|2∑
i,j

aij(x)δij − (p+ 2)
∑
i,j

aij(x)xixj

 .

De la condición de elipticidad de L se tiene que

L|x|−p ≥ (−p)|x|−p−4
(
c(n)λ|x|2 − (p+ 2)Λ|x|2

)
= (−p)|x|−p−2 (c(n)λ− (p+ 2)Λ) .

Luego, es claro que existe un p = p(λ,Λ, n) tal que |x|−p es subsolución
de L ( es decir, L|x|−p ≥ 0) en un dominio que no contenga al origen, por
ejemplo B(0,M) − B(0, 1). Consideremos ahora la función v(x) = |x|−p −
M−p. Por lo anterior, sabemos que v es subsolución de L en B(0,M) −
B(0, 1). Luego, como Lv ≥ Lu y u ≥ v en el borde de la corona B(0,M)−
B(0, 1), por el principio de comparación (Ver [16]), se tiene que u ≥ v en
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B(0,M)−B(0, 1). Entonces

(2.7) ı́nf
B(0,M/2)

u ≥M−p(2p − 1),

siempre que u ≥ 1 en B(0, 1) y u ≥ 0 en B(0,M). Obtenemos aśı la de-
sigualdad (2.6).

Observemos que la familia de todas las super-soluciones de una ecuación
diferencial contiene a las constantes, es cerrada bajo adición y tambien es
cerrada bajo multiplicación por escalares no negativos. Entonces, una vez
que el operador diferencial L está dado, la cota inferior para las super-
soluciones de L obtenida en (2.7) depende solamente de M , de las constantes
de elipticidad de L y de la dimensión, por lo tanto, la desigualdad (2.7) es
válida para toda super-solución de L en toda bola eucĺıdea donde se cumplan
las hipótesis 1) y 2). La constante hallada en (2.7) es un ejemplo de lo que
llamaremos constante absoluta con respecto a una familia dada de funciones.
Lo que haremos ahora es formular las observaciones anteriores en el contexto
de los espacios casi-métricos.

2. Definiciones

Sea (X, d) un espacio casi-métrico, Ω un subconjunto abierto de X y
denotemos con H un conjunto de funciones reales definidas en Ω.

Definición: diremos que un subconjunto E ⊂ H es un cono funcional
en H si y sólo si se cumplen las siguientes propiedades:
a) las constantes pertenecen a E ;
b) u+ v pertenece a E para todo par de funciones u, v ∈ E ;
c) αu ∈ E para todo α ∈ R+ y para toda u ∈ E .
Si en c) permitimos que α ∈ R entonces se tiene que E es un espacio vectorial
con escalares en R. En este caso diremos que E es un R-espacio funcional
en H. Diremos que un cono funcional E en H es localmente acotado si para
toda u ∈ E y para toda bola B ⊂ Ω se tiene que supB |u| < ∞, es decir, si
toda u ∈ E pertenece a L∞loc. Nos referiremos a esta propiedad diciendo que
E ∈ Lloc(Ω).

Dado un cono funcional E en H, diremos que una constante es absolu-
ta con respecto a E , si es independiente de las funciones que conforman a
E y de las bolas de la casi-métrica considerada. Cuando el contexto no sea
ambiguo, hablaremos simplemente de constantes absolutas sin hacer referen-
cia al cono ó R-espacio funcional considerado. Dado un espacio casi-métrico
(X, d), diremos que una constante es geométrica si depende solamente de la
constante triangular de la casi-métrica d.

La siguiente definición está motivada por el interés de postular en el
contexto abstracto de los espacios casi-métricos la estimación de Krylov y
Safonov presentada anteriormente.

Definición: sean (X, d) un espacio casi-métrico, Ω un subconjunto
abierto de X, H un conjunto de funciones reales definidas en Ω y M > 0.
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Diremos que un cono funcional E en H tiene la propiedad KS1 si existe
una constante absoluta C > 0, que puede depender de M , y una constante
geométrica c > 1 tal que

u ≥ C en B(x,
Mr

c
),

para toda u ∈ E no negativa en B(x,Mr) ⊂ Ω tal que u ≥ 1 en B(x, r). Nos
referiremos a esta propiedad diciendo que E ∈ KS1

(
Ω, C, c

)
.

A continuación definiremos nuevas clases de conos funcionales que con-
sideraremos en este caṕıtulo y en los subsiguientes y que son de interés en
el estudio de la regularidad Hölder de soluciones de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales.

Definición: sean (X, d) un espacio casi-métrico, Ω un subconjunto
abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en Ω. Un cono
funcional E ∈ Lloc(Ω) tiene la propiedad de oscilación si existen una con-
stante absoluta 0 < θ < 1 y una constante geométrica c > 1 tales que

osc
Br

u ≤ θ osc
Bcr

u,

para toda u ∈ E y para toda bola Br, con Bcr ⊂ Ω, donde oscBr u =
supBr u−ı́nfBr u. Nos referiremos a esta propiedad diciendo que E ∈ O

(
Ω, θ, c

)
.

Definición: sean (X, d) un espacio casi-métrico, Ω un subconjunto
abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en Ω. Un cono
funcional E en H pertenece a la clase de Harnack si existen una constante
absoluta 1 < Θ <∞ y una constante geométrica c > 1 tales que

sup
Br

u ≤ Θ ı́nf
Br
u.

para toda u ∈ E no negativa en la bola Bcr ⊂ Ω. Nos referiremos a esta
propiedad diciendo que E ∈ H

(
Ω,Θ, c

)
.

Definición: sean (X, d) un espacio casi-métrico, Ω un subconjunto
abierto de X, H un conjunto de funciones reales definidas en Ω. Un cono
funcional E en H pertenece a la clase de De Giorgi si existen constantes
absolutas α > 0, β > 0 y una constante geométrica c > 1 tales que

|u(x)− u(y)| ≤ β
(
d(x, y)
r

)α
‖u‖L∞(Bcr),

para toda u ∈ E , para toda bola Bcr ⊂ Ω con x, y ∈ Br. Nos referiremos a
esta propiedad diciendo que E ∈ G

(
Ω, α, β, c

)
.

3. Oscilación implica continuidad Hölder

Extenderemos al contexto de los espacios casi-métricos un resultado de
Moser (Ver [25]) sobre continuidad Hölder local.
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Teorema 2.1. Sean (X, d) un espacio casi-métrico, Ω un subconjunto
abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en Ω. Entonces
O
(
Ω, θ, c

)
⊂ G

(
Ω, α, β, C

)
para α = − logc θ, β = 2θ−1(2k )−α y C = 3k 2.

En particular, se tiene que si E ∈ O
(
Ω, θ, c

)
, entonces toda u ∈ E es local-

mente Hölder continua con exponente α = − logc θ.

Demostración. Sean u ∈ E , x0 ∈ Ω y r > 0. Por hipótesis tenemos que
oscBr/c u ≤ θ oscBr u para cualquier bola Br ⊂ Ω. Iterando esta desigualdad
m veces obtenemos

osc
Br/cm

u ≤ θm osc
Br

u,

para todo m ∈ N. Sean x, y ∈ B(x0, r) tales que x 6= y y B(x0, 3k 2r) ⊂ Ω.
Luego

d(x, y) < 2k r,

y entonces existe un entero m ≥ 1 tal que
2k r

cm
< d(x, y) ≤ 2k r

cm−1
.

Sea a = 1/d(x, y), entonces 2ak r ≤ cm, es decir que logc(2ak r) ≤ m. Dado
que 0 < θ < 1 se tiene que

m logc θ ≤ logc(2ak r)
logc θ,

entonces
θm ≤ (2ak r)logc θ,

luego, teniendo en cuenta que B(x, 2k r) ⊂ B(x0, 3k 2r) ⊂ Ω, tenemos que

|u(x)− u(y)| ≤ osc
B(x, 2k r

cm−1 )
u ≤ θm−1 osc

B(x,2k r)
u

≤ θ−1(2ak r)logc θ osc
B(x0,3k 2r)

u

≤ 2
θ (2k )α

(
d(x, y)
r

)α
‖u‖L∞(B(x0,3k 2r)),

donde α = − logc θ.
�

4. Oscilación y desigualdad de Harnack en espacios
casi-métricos

En esta sección probaremos un teorema donde se establecen relaciones
entre oscilación, desigualdad de Harnack y la propiedad KS1. La prueba de
la segunda parte del teorema sigue los lineamientos dados en [8] para el caso
clásico de cubos en Rn.

Teorema 2.2. Sean (X, d) un espacio casi-métrico, Ω un subconjunto
abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en Ω.
a) Sea E un R-espacio funcional en H tal que E ∈ Lloc(Ω) ∩ H

(
Ω,Θ, c

)
.

Entonces E ∈ O
(
Ω, θ, c

)
para θ = (Θ− 1)(Θ + 1)−1.
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b) H
(
Ω,Θ, c

)
⊂ KS1

(
Ω, C, c

)
para C = Θ−1.

c) O
(
Ω, θ, c

)
∩KS1

(
Ω, C, c

)
⊂ H

(
Ω,Θ, c′

)
para Θ = ηsup{logb(2k cm),2} y c′ =(

4k 3(c+ 1) + 1
)
k , donde η = (1 + sup{2, C−1}), b = 2k , m = 2 loga η y

a = θ−1.

Demostración. a) Rehacemos la prueba hecha en [25] por Moser: sea
u ∈ E . Sean r > 0 y x ∈ Ω tales que B(x, cr) ⊂ Ω. Para todo t > 0 definimos

Mt = sup
Bt

u y mt = ı́nf
Bt
u

donde Bt = B(x, t) ⊂ Ω. Dado que E es un R-espacio funcional se tiene que
las funciones u−mcr y Mcr−u pertenecen a E y son no negativas en la bola
B(x, cr), entonces, por hipótesis, se tiene que

(2.8) Mr −mcr = sup
Br

(u−mcr) ≤ Θ ı́nf
Br

(u−mcr) = Θ (mr −mcr),

y

(2.9) Mcr −mr = sup
Br

(Mcr − u) ≤ Θ ı́nf
Br

(Mcr − u) = Θ (Mcr −Mr).

Sumando miembro a miembro (2.8) y (2.9) obtenemos

osc
Bcr

u+ osc
Br

u ≤ Θ (osc
Bcr

u− osc
Br

u),

de donde vemos que
osc
Br

u ≤ θ osc
Bcr

u,

donde θ = Θ−1
Θ+1 ∈ (0, 1).

b) Sean M > 0 y u ∈ E tales que u ≥ 1 en Br y u ≥ 0 en BMr ⊂ Ω.
Entonces supBMr/c

u ≥ 1, luego, por hipótesis

ı́nf
BMr/c

u ≥ Θ−1 sup
BMr/c

u ≥ Θ−1,

es decir
u ≥ C en BMr/c,

donde C = Θ−1. Notemos que la constante C hallada no depende de M .

Para demostrar c) necesitaremos los siguientes lemas auxiliares:

Lema 2.3. Sea E un cono funcional en H tal que E ∈ KS1

(
Ω, C, c

)
. Sea

u ∈ E no negativa en B(x0, (c + 1)k r) ⊂ Ω y supongamos que u(x0) = 1.
Entonces existe una constante absoluta η ≥ 2, que depende de C y c, tal que

(2.10) ı́nf
B(x, r

(2k )n
)
u ≤ ηn,

para todo n ≥ 1 y para todo x ∈ B(x0, r).
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Lema 2.4. Sea E ∈ O
(
Ω, θ, c

)
. Sea η la constante del Lema 2.3. Entonces

existe una constante absoluta β > 1 tal que

osc
Bβr

u ≥ η2 osc
Br

u,

para toda u ∈ E y Bβr ⊂ Ω.

Lema 2.5. Sea E ∈ O
(
Ω, θ, c

)
∩ KS1

(
Ω, C, c

)
. Sea x0 ∈ Ω y u ∈ E tal

que u(x0) = 1 y sea r > 0 tal que u es no negativa en B(x0, (c+ 1)k r) ⊂ Ω.
Entonces existe una constante absoluta Θ > 1 tal que

sup
B(x0,

r
2k

)
u ≤ Θ.

Asumimos por el momento la validez del Lema 2.5 y demostraremos c).
Tenemos que probar que existe una constante absoluta 1 < Θ < ∞ y una
constante geométrica τ > 1 tal que

sup
B(x,r)

u ≤ Θ ı́nf
B(x,r)

u,

para toda u no negativa en B(x, τr) ⊂ Ω.
Sea x ∈ Ω y u ∈ E no negativa en B(x, τr) ⊂ Ω, donde τ =

(
4k 3(c +

1)+1
)
k . Dado ε > 0 sea v = u+ε. Entonces tenemos que v > 0 en B(x, τr).

Sean x1 y x2 ∈ B(x, r), entonces w = v/v(x1) ∈ E , w(x1) = 1 y B(x, r) ⊂
B(x1, 2k r). Aplicamos el Lema 2.5 a w en B(x1, τ1r) con τ1 = 4k 3(c + 1).
Se tiene entonces que existe una constante absoluta Θ > 1 tal que

sup
B(x1,2k r)

w ≤ Θ.

Por la definición de w tenemos que

sup
B(x1,2k r)

v ≤ Θ v(x1).

Pero x2 ∈ B(x, r) ⊂ B(x1, 2k r), y esto implica que

v(x2) ≤ Θ v(x1), para todo x1 y x2 ∈ B(x, r).

Entonces, teniendo en cuenta que v = u+ ε, obtenemos

sup
B(x,r)

(u+ ε) ≤ Θ ı́nf
B(x,r)

(u+ ε),

y por la arbitrariedad de ε finalmente se tiene que

sup
B(x,r)

u ≤ Θ ı́nf
B(x,r)

u.

�

Demostración del Lema 2.3. Probemos el lema por inducción. Sea
n = 1 y supongamos que (2.10) no vale, es decir, supongamos que para toda
constante η ≥ 2 existe x ∈ B(x0, r) tal que

u > η, en B(x,
r

2k
).
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Entonces η−1u > 1 en B(x, r
2k ). Dado que η−1u ∈ E y u es no negativa en

B(x, cr) ⊂ B(x0, (c+1)k r), por hipótesis, para M = 2ck , se tiene que existe
una constante absoluta C > 0, que puede depender de M , tal que

u ≥ Cη en B(x, r).

Elegiendo η > sup{2, C−1} vemos que u > 1 en B(x, r), pero esto es un
absurdo pues x0 ∈ B(x, r) y u(x0) = 1. Por lo tanto

(2.11) ı́nf
B(x, r

2k
)
u ≤ η,

para todo x ∈ B(x0, r).
Supongamos ahora que vale (2.10) para n = m ≥ 2 y supongamos que

existe x ∈ B(x0, r) tal que u > ηm+1 en B(x, r
(2k )m+1 ). Nuevamente, ya

que u es no negativa en B(x, cr
(2k )m ) ⊂ B(x0, (c+ 1)k r), por hipótesis, para

M = 2ck , vemos que

u > ηm+1C > ηm en B(x,
r

(2k )m
),

donde C es la misma constante hallada en el caso n = 1. Pero esto contradice
la hipótesis inductiva. Por lo tanto

ı́nf
B(x, r

(2k )m+1 )
u ≤ ηm+1,

para todo x ∈ B(x0, r). �

Demostración del Lema 2.4. Sea u ∈ E . Por hipótesis existen una
constante absoluta 0 < θ < 1 y una constante geométrica c > 1 tales que
oscBr u ≤ θ oscBcr u con Bcr ⊂ Ω. Sea η la constante absoluta del Lema 2.3,
entonces, existe m ∈ N tal que θ−m ≥ η2. Iterando m veces la desigualdad
de la oscilación obtenemos

osc
Br

u ≤ θm osc
Bcmr

u

luego
osc
Bcmr

u ≥ θ−m osc
Br

u ≥ η2 osc
Br

u

Haciendo β = cm se tiene lo pedido pues m depende de θ y η que son
constantes absolutas. �

Demostración del Lema 2.5. Sea u ∈ E tal que u ≥ 0 en B(x0, (c+
1)k r) con u(x0) = 1. Dada la constante absoluta β del Lema 2.4, existe
n ≥ 2 tal que

(2.12)
β

(2k )n−1
≤ 1.

Observemos que la elección de n solo depende de constantes absolutas. Va-
mos a probar que el supremo de u en la bola B(x0,

r
2k ) está acotado por ηn+2,

donde η es la constante del Lema 2.3 y n está dado por (2.12). Supongamos
que existe z0 ∈ B(x0,

r
2k ) tal que u(z0) ≥ ηn+2. Veremos que esa suposición
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permitirá probar la existencia de una sucesión {zk}k∈N en B(x0, r) tal que
ĺım
n→∞

u(zk) = +∞, lo cual es un absurdo pues u es continua en Ω (Teore-

ma 2.1).
Por lo tanto, se debe tener que

u ≤ ηn+2,

en B(x0,
r

2k ), que es lo que se queŕıa probar.
Supongamos entonces que existe z0 ∈ B(x0,

r
2k ) tal que u(z0) ≥ ηn+2.

Probaremos que existe una sucesión de puntos {zk}k∈N en B(x0, r) tal que

u(zk) ≥ ηn+k+2,

y
d(zk,Σ) ≥ r

(2k )k+1
,

donde Σ = Ω−B(x0, r).
Caso k = 1. Por lo supuesto, se tiene que, en particular, z0 ∈ B(x0, r),

luego, la parte ii) del Lema 2.3 nos dice que

ı́nf
B(z0,

r
(2k )n+1 )

u ≤ ηn+1.

Entonces
osc

B(z0,
r

(2k )n+1 )
u ≥ ηn+2 − ηn+1 ≥ ηn+1,

y por el Lema 2.4, se tiene que

osc
B(z0,

βr

(2k )n+1 )
u ≥ η2 osc

B(z0,
r

(2k )n+1 )
u ≥ ηn+3

Como u es no negativa enB(z0,
βr

(2k )n+1 ), de la última desigualdad concluimos

que existe un z1 ∈ B(z0,
βr

(2k )n+1 ) tal que u(z1) ≥ ηn+3. Sea Σ = Ω−B(x0, r),
entonces

r ≤ d(x0,Σ)

≤ k (d(x0, z0) + d(z0,Σ))

≤ r

2
+ k d(z0,Σ)),

por lo tanto d(z0,Σ) ≥ r
2k . Luego
r

2k
≤ k (d(z0, z1) + d(z1,Σ))

< k (
βr

(2k )n+1
+ d(z1,Σ))

≤ r

4k
+ k d(z1,Σ),

de donde obtenemos que d(z1,Σ) ≥ r
(2k )2

. Esto último demuestra que z1 ∈
B(x0, r) y queda probado el caso k = 1. Supongamos ahora que vale para
k = m, es decir
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H1) existe zm ∈ B(x0, r) tal que u(zm) ≥ ηn+m+2.
H2) d(zm,Σ) ≥ r

(2k )m+1 .

Tenemos que probar que existe zm+1 ∈ B(x0, r) tal que u(zm+1) ≥ ηn+m+3

y que d(zm+1,Σ) ≥ r
(2k )m+2 .

Por la hipótesis inductiva H1) y por el Lema 2.3 se tiene que

ı́nf
B(zm,

r
(2k )n+m+1 )

u ≤ ηn+m+1.

Puesto que u(zm) ≥ ηn+m+2 entonces

osc
B(zm,

r
(2k )n+m+1 )

u ≥ ηn+m+2 − ηn+m+1 ≥ ηn+m+1,

luego, por el Lema 2.4, vemos que

osc
B(zm,

rβ

(2k )n+m+1 )
u ≥ η2 osc

B(zm,
r

(2k )n+m+1 )
u ≥ ηn+m+3.

Dado que u es no negativa enB(zm, rβ
(2k )n+m+1 ), existe zm+1 ∈ B(zm, rβ

(2k )n+m+1 )
tal que u(zm+1) ≥ ηn+m+3. Por otra parte, de la hipótesis inductiva H2),
obtenemos

r

(2k )m+1
≤ d(zm,Σ)

≤ k (d(zm, zm+1) + d(zm+1,Σ))

< k (
rβ

(2k )n+m+1
+ d(zm+1,Σ))

≤ r

2m+2km+1
+ k d(zm+1,Σ),

de donde vemos que d(zm+1,Σ) ≥ r
(2k )m+2 . Esto último prueba que zm+1 ∈

B(x0, r) y por lo tanto queda demostrado el caso k = m+ 1.
�

-



CAPITULO 3

Regularidad de Funciones en C-Espacios
Homogéneos

1. Introducción

En este caṕıtulo estudiaremos relaciones entre las estimaciones de Krylov
y Safonov, mencionadas en la Introducción del Caṕıtulo 2, y las distintas
clases de conos y R-espacios funcionales definidos en subconjuntos abiertos
de C-espacios homogéneos (Ver Caṕıtulo 1). En el Caṕıtulo 2 vimos que
la propiedad KS1 y la oscilación uniforme eran necesarias para probar la
validez de la Desigualdad de Harnack en conos funcionales . Veremos que
si en los R-espacios funcionales sustituimos la oscilación uniforme por una
versión de la segunda estimación de Krylov y Safonov, que denominaremos
KS2, la Desigualdad de Harnack sigue siendo válida. En la segunda sección
se estudiará la relación entre desigualdades del valor medio y desigualdad de
Harnack como un primer resultado que se logra al incorporar una medida
duplicante a un espacio casi-métrico. La tercera sección estará dedicada al
estudio de la desigualdad débil del valor medio en relación con la propiedad
de oscilación. En la cuarta sección presentaremos la segunda estimación de
Krylov y Safonov, que denominaremos KS2, y probaremos que, junto con
KS2, implican la validez de la Desigualdad Débil de Harnack en conos fun-
cionales definidos en C-espacios homogéneos tales que las bolas abiertas sean
conjuntos abiertos. También se probará que las dos estimaciones de Krylov
y Safonov son necesarias para la validez de la desigualdad de Harnack.

2. Propiedades del valor medio

Recordemos que en el caso clásico de Rn las funciones armónicas cumplen
con una identidad del valor medio (igualdad (2.2), Caṕıtulo 2 ). De tal iden-
tidad y de la propiedad de duplicación de la medida de Lebesgue sobre bolas
euclideas se deduce la validez de la Desigualdad de Harnack. En realidad, la
Desigualdad de Harnack es equivalente a una desigualdad del valor medio.

Definición: sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, Ω un subcon-
junto abierto de X, H un conjunto de funciones reales definidas en Ω y E
un cono funcional en H. Diremos que E tiene la propiedad del valor medio
si existen constantes absolutas positivas c1 y c2 y una constante geométrica

39
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c ≥ 1 tales que

c1u(x) ≤
∫
�

B(x,r)

u ≤ c2u(x),

para todo r > 0, para todo x ∈ Ω, para toda u ∈ E no negativa en B(x, c r) ⊂
Ω, donde ∫

�
B

u =
1

µ(B)

∫
B
u dµ.

Nos referiremos a esta propiedad diciendo que E ∈ IVMm

(
Ω, c1, c2, c

)
.

Lema 3.1. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, Ω un subcon-
junto abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en Ω.
Entonces
a) H

(
Ω,Θ, c

)
⊂ IVMm

(
Ω,Θ−1,Θ, c

)
.

b) IVMm

(
Ω, c1, c2, c

)
⊂ H

(
Ω,Θ, c

)
, para Θ = A2ηc2

c1
, η ≥ 2(1 + log2 k ) y

c = 5ck 3.

Demostración. Probaremos el inciso a). Sea E ∈ H
(
Ω,Θ, c

)
y u ∈ E

no negativa en la bola B(x, cr) ⊂ Ω. Entonces

sup
B(x,r)

u ≤ Θ ı́nf
B(x,r)

u.

De esta desigualdad es claro que

Θ−1u(x) ≤
∫
�

B(x,r)

u ≤ Θ u(x).

Veamos ahora b). Sea E ∈ IVMm

(
Ω, c1, c2, c

)
y u ∈ E no negativa en

B(x, c r) ⊂ Ω, donde c = 5ck 3. Procedemos de igual manera que en la
prueba de la desigualdad de Harnack para las funciones armónicas. Consid-
eremos dos puntos cualesquiera x1 y x2 ∈ B(x, r). Entonces se tiene que

i) B(xi, cr) ⊂ B(xi, 4ck 2r) ⊂ B(x, c∗r) para i = 1, 2 ;
ii) B(xi, r) ⊂ B(x, 2k r) ⊂ B(xi, 4k 2r) para i = 1, 2.

Teniendo en cuenta las inclusiones dadas en i) y la hipótesis, se tiene que
u ≥ 0 en B(x1, c r). Luego

c1u(x1) ≤
∫
�

B(x1,r)

u.

Por la primera inclusión en ii) se tiene que

c1u(x1) ≤ µ(B(x, 2k r))
µ(B(x1, r))

∫
�

B(x,2k r)

u,
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y finalmente, por la segunda inclusión en ii)

c1u(x1) ≤ µ(B(x1, 4k 2r))
µ(B(x1, r))

∫
�

B(x,2k r)

u.

Por otra parte, por la hipótesis y las inclusiones dadas en i) tenemos que u
es no negativa en B(x2, 4ck 2r). De manera similar a lo hecho anteriormente
vemos que

c2u(x2) ≥ µ(B(x2, r))
µ(B(x2, 4k 2r))

∫
�

B(x,2k r)

u,

luego

c1u(x1) ≤ µ(B(x1, 4k 2r))
µ(B(x1, r))

µ(B(x2, 4k 2r))
µ(B(x2, r))

c2u(x2).

Sea n ∈ N tal que 2n ≥ 4k 2, es decir n ≥ 2(1 + log2 k ). Entonces, usando la
propiedad de duplicación de µ, se tiene que

µ(B(xi, 4k 2r)) ≤ Anµ(B(xi, r)) para i = 1, 2,

donde A es la constante de duplicación. Por lo tanto

u(x1) ≤ A2nc2

c1
u(x2), para todo x1, x2 ∈ B(x, r).

Entonces, si u ≥ 0 en B(x, cr) vemos que

sup
B(x,r)

u ≤ Θ ı́nf
B(x,r)

u,

donde Θ = A2nc2
c1

y n ≥ 2(1 + log2 k ).
�

3. La desigualdad débil de Harnack. Consecuencias

Siguiendo a [16] definimos la llamada Desigualdad Débil de Harnack de
la cual, en el caso de los R-espacios, se puede deducir la Desigualdad de
Harnack.

Definición: sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, Ω un sub-
conjunto abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en Ω.
Diremos que un cono funcional E en H pertenece a la clase de Harnack débil
si existen constantes absolutas p > 0 y ϑ > 1 y una constante geométrica
c > 1 tales que (∫

�
Br

up
)1/p

≤ ϑ ı́nf
Br
u.

para toda bola Br y para toda u ∈ E no negativa en Bcr tal que Bcr ⊂ Ω.
Nos referiremos a esta propiedad diciendo que E ∈ Hw

(
Ω, ϑ, p, c

)
.
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Teorema 3.2. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, Ω un sub-
conjunto abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en
Ω. Si E ∈ Hw

(
Ω, ϑ, p, c

)
∩ L∞loc(Ω) es un R-espacio funcional entonces E ∈

O
(
Ω, θ, c

)
para θ = k pϑ−1

k pϑ
, donde k p = máx{2

1−p
p , 1}.

Demostración. Sea u ∈ E y sea Mt = supBtr , mt = ı́nfBtr para
t = 1, c. Dado que E es un R-espacio tenemos que Mt−u, u−mt pertenecen
a E para t = 1, c. Luego, por hipótesis, se tiene que(∫

�
Br

(Mc − u)p
)1/p

≤ ϑ ı́nf
Br

(Mc − u) = ϑ (Mc −M1);(a)

y (∫
�
Br

(u−mc)p
)1/p

≤ ϑ ı́nf
Br

(u−mc) = ϑ(m1 −mc).(b)

Recordemos que ρ(f, g) =
(∫
Br
|f −g|p

)1/p es una casi-métrica para 0 < p <
1 y una métrica si p ≥ 1. Denotemos con k p la constante de la desigual-
dad triangular para ρ. Entonces, sumando miembro a miembro (a) y (b)
obtenemos(

µ(Br)
)1/p osc

Bcr
u =

(
µ(Br)

)1/p(Mc −mc)

= ρ(Mc,mc)

≤ k p
(
ρ(Mc, u) + ρ(u,mc)

)
≤ k p

(
µ(Br)

)1/p
ϑ(Mc −M1 +m1 −mc)

= k p
(
µ(Br)

)1/p(
ϑ osc

Bcr
u− ϑ osc

Br
u
)
,

luego

osc
Bcr

u ≤ k pϑ osc
Bcr

u− k pϑ osc
Br

u,

por lo tanto

osc
Br

u ≤ k pϑ− 1
k pϑ

osc
Bcr

u.

�

Como consecuencia directa de los Teoremas 3.2 y 2.1 tenemos el siguiente

Corolario 3.3. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, Ω un
subconjunto abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas
en Ω. Si E ∈ Hw

(
Ω, ϑ, p, c

)
∩ L∞loc(Ω) es un R-espacio funcional entonces

E ∈ G
(
Ω, α, β, C

)
para α = − logc θ, β = 2θ−1(2k )−α y C = 3k 2, donde
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θ = k pϑ−1
k pϑ

y k p = máx{2
1−p
p , 1}. En particular, toda u ∈ E es localmente

Hölder continua.

Vamos a ver ahora que todo cono funcional localmente acotado en la
clase de Harnack débil está en la clase de Harnack con el solo hecho de que
el cono sea un R-espacio funcional. Antes de probar lo anterior necesitaremos
el siguiente lema.

Lema 3.4. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homgéneo, Ω un subconjunto
abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en Ω. Entonces

Hw
(
Ω, ϑ, p, c

)
⊂ KS

(
Ω, C, c

)
,

para

C =
1

ϑA(1/p) log2
2M
c

.

Demostración. Sean u ∈ E ∈ Hw
(
Ω, ϑ, p, c

)
, M > c y r > 0 y

supongamos que u ≥ 1 en B(x, r) y u ≥ 0 en B(x,Mr) ⊂ Ω. Entonces

ϑ ı́nf
B(x,Mr/c)

u ≥
( ∫

�
B(x,Mr/c)

up
)1/p

.

Teniendo en cuenta que∫
B(x,Mr/c)

up dµ ≥ µ(B(x, r)),

vemos que ( ∫
�

B(x,Mr/c)

up
)1/p

≥
(

µ(B(x, r))
µ(B(x,Mr/c))

)1/p

≥ A−(1/p) log2
2M
c ,

por lo tanto

ı́nf
B(x,Mr/c)

u ≥ 1

ϑA(1/p) log2
2M
c

.

�

Teorema 3.5. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, Ω un sub-
conjunto abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en Ω.
Entonces
a) Si E ∈ Hw

(
Ω, ϑ, p, c

)
∩ L∞loc(Ω) es un R-espacio funcional entonces E ∈

H
(
Ω,Θ, c∗

)
, para Θ = ηsup{logb(2k cm),2} y c∗ =

(
4k 3(c+ 1) + 1

)
k ,

donde η = (1 + sup{2, ϑA(1/p) log2
2M
c }), b = 2k , m = 2 loga η, a =

k pϑ
k pϑ−1 y k p = máx{2

1−p
p , 1}.

b) H
(
Ω,Θ, c

)
⊂ Hw

(
Ω, ϑ, p, c

)
, para ϑ = Θ y para todo p > 0.



44 3. REGULARIDAD DE FUNCIONES EN C-ESPACIOS HOMOGÉNEOS

Demostración. a) El Teorema 3.2 y el Lema 3.4 nos dicen que si E ∈
Hw
(
Ω, ϑ, p, c

)
∩Lloc(Ω) entonces E ∈ O

(
Ω, θ, c

)
∩KS

(
Ω, C, c

)
para θ = k pϑ−1

k pϑ

y C = 1

ϑA(1/p) log2
2M
c

. La conclusión se sigue del inciso c) del Teorema 2.2.

b) Sean E ∈ H
(
Ω,Θ, c

)
, Br una bola de radio r y u ∈ E no negativa en

Bcr ⊂ Ω, entonces (∫
�
Br

up
)1/p

≤ sup
Br

u ≤ Θ ı́nf
Br
u.

�

Una consecuencia interesante de la Desigualdad Débil de Harnack (Ver [16])
es el llamado principio fuerte del mı́nimo. Veremos ahora que en el contexto
abstracto de los espacios de tipo homogéneo también sigue siendo válido
bajo ciertas restricciones de caracter topológicas.

Teorema 3.6 (Principio fuerte del mı́nimo). Sean (X, d, µ) un espacio
de tipo homogéneo tal que las bolas son conjuntos abiertos, Ω un subconjunto
abierto de X arco-conexo y H un conjunto de funciones reales definidas en
Ω. Sean E ∈ Hw

(
Ω, ϑ, p, c

)
, u ∈ E y supongamos que existe una bola Br tal

que Bcr ⊂ Ω y ı́nfΩ u = ı́nfBr u. Entonces u es constante en Ω

Demostración. Sea m = ı́nfΩ u. Por hipótesis, la función u−m ∈ E y
es no negativa en B(x0, c r) = Bcr, luego, se tiene que

0 ≤
∫
�
Br

(u−m) ≤ ϑ ı́nf
Br

(u−m) = 0,

es decir, u ≡ m en Br.
Sea x ∈ Ω. Por hipótesis existe una función continua φ definida en un

intervalo cerrado [a, b] tal que φ([a, b]) ⊂ Ω, φ(a) = x0 y φ(b) = x. Dado
que la curva φ([a, b]) es un conjunto compacto en Ω, podemos cubrirla por
una cantidad finita de bolas Bj = B(xj , rj) tales que B(xj , c rj) ⊂ Ω. Dado
que x0 ∈ φ([a, b]) tenemos que existe una bola del cubrimiento, digamos B1,
tal que Br ∩ B1 6= ∅. Puesto que las bolas son abiertas y que u ≡ m en
Br se tiene que u ≡ m en un subconjunto de B1 de medida positiva, por
lo tanto, ı́nfB1 = m = ı́nfΩ u, entonces, u ≡ m en B1. Procediendo de esta
manera concluimos que x pertenece a una bola Bj tal que u ≡ m en Bj . La
conclusión se sigue del hecho de que Ω es separable. �

4. La propiedad KS2

Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y conexo y consideremos la siguiente
ecuación diferencial

(3.1) Lu :=
n∑

i,j=1

aijDiju,
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donde aij son los elementos de una matriz simétrica, suave y uniformemente
eĺıptica en el sentido que existe una constante λ > 0, independiente de x ∈ Ω,
tal que

λ |ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ λ−1|ξ|2,

para todo ξ ∈ Rn − {0} y para todo x ∈ Ω.
Sea u una solución suave de la ecuación Lu = 0 en Ω ⊂ Rn. Siguiendo

los lineamientos dados en ([8]) probaremos que existen constantes 0 < γ < 1
y C > 0, que dependen solamente de λ y n, tales que si u es no negativa en
B(x0, r) ⊂ Ω entonces

(3.2) u ≥ C en B(x0, r/2) si
|{u > 1} ∩B(x0, r)|

|B(x0, r)|
≥ γ.

Observemos que si el resultado es cierto para r = 1 entonces es cierto para
todo r > 0, pues si u es solución de Lu(x) = 0 en Ω entonces u(x) = u(rx)
es solución de Lru(x) = 0 en Ωr donde

Lru(x) :=
n∑

i,j=1

arij(x)
∂2u

∂xixj
(x),

con
arij(x) = aij(rx),

y
Ωr = {r−1x / x ∈ Ω}.

Entonces si tenemos que |{u > 1} ∩B(x0, r)| ≥ γ |B(x0, r)| tambien ten-
dremos que

|{u > 1} ∩B(x0, 1)|
|B(x0, 1)|

≥ γ.

Luego u ≥ C en B(x0, 1/2) lo cual implica que u ≥ C en B(x0, r/2).
Necesitaremos la siguiente estimación de Aleksandrov-Bakelman-Pucci

(A-B-P) (Ver [16]): sea u una solución suave en Ω ⊂ Rn de la ecuación

Lu = f,

con f ∈ Ln(Ω). Entonces existe una constante C = C(λ), que depende
solamente de λ, tal que

(3.3) C ‖f+‖Ln + ı́nf
Ω
u ≥ ı́nf

∂Ω
u,

donde f+ denota la parte positiva de f .
Consideremos la función h(x) = 1/2(1−|x−x0|2) y sea g(x) una función

suave que aproxime superiormente a χΓ (donde Γ = {x ∈ B(x0, 1) / u(x) ≤
1}), es decir

0 ≤ χΓ(x) ≤ g(x) ≤ 1,
y

(3.4)
∫
g ≤ |Γ|+ ε, (ε pequeño) .
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Sea v una solución suave del problema

(3.5)
{
Lv = C g en B(x0, 1)
v = 0 en ∂B(x0, 1)

donde C > λ−1n es una constante absoluta. Probaremos que h+v−u ≤ 0 en
la bola B(x0, 1): por el principio del máximo (Ver [16]) sabemos que v ≤ 0 en
B(x0, 1). Supongamos que existe un x ∈ B(x0, 1) tal que (h+ v−u)(x) > 0,
entonces, se tiene que g(x) = 1 pues u(x) ≤ 1/2. Por otra parte, notemos
que h+v−u ≤ 0 en ∂B(x0, 1). Luego, dado que h+v−u es continua, existe
un entorno V de x tal que

h+ v − u > 0 en V y h+ v − u = 0 en ∂V .

Por lo tanto, para todo z ∈ V tenemos que g(z) = 1, entonces

L(h+ v)(z) = Lh(z) + Lv(z) = −
n∑
i=1

aii(z) + C ≥ λ−1n+ C > 0 = Lu(z).

Es decir que L(h + v − u) > 0 en V , y esto implica que el Hessiano de
h+ v − u es definido positivo en V , lo cual es un absurdo. Luego u ≥ h+ v
en B(x0, 1).

Dado que v es solución suave del sistema (3.5), es válida la estimación (3.3)
de A-B-P, por lo tanto, teniendo en cuenta (3.4), que g ≤ 1 y que v =
0 en ∂B(x0, 1), tenemos que

ı́nf
B(x0,1)

v ≥ −C ‖g‖
Ln
(
B(x0,1)

)
≥ −C

(∫
B(x0,1)

g

)1/n

≥ −C (|Γ|+ ε)1/n .

Notemos que podemos estimar inferiormente el último término de la de-
sigualdad anterior si u ≥ 1 en una porción suficientemente grande deB(x0, 1).
En efecto, si

|{u > 1} ∩B(x0, 1)|
|B(x0, 1)|

≥ γ,

entonces |Γ| = |B(x0, 1)| − |{u > 1}| ≤ (1− γ)|B(x0, 1)| = (1− γ)Cn, luego

ı́nf
B(x0,1)

v ≥ −C
(
(1− γ)Cn + ε

)1/n
,

y elegimos γ > 0 de tal manera que C
(
(1−γ)Cn+ε

)1/n ≤ 1/8. Notemos que
en la elección del γ adecuado intervienen constantes que dependen solamente
de λ y n. Una vez elegido γ tenemos que ı́nfB(x0,1/2) v ≥ −1/8 y como
ı́nfB(x0,1/2) h ≥ 1/4 obtenemos finalmente que

ı́nf
B(x0,1/2)

u ≥ ı́nf
B(x0,1/2)

(h+ v) ≥ 1
8
,

con lo cual queda probado (3.2)
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Tal como lo hicimos para la primera estimación ?? tenemos ahora la
siguiente

Definición: sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, Ω ⊂ X un
conjunto abierto y H una familia de funciones reales definidas en Ω. Dire-
mos que un cono E en H tiene la propiedad de densidad cŕıtica si existen
constantes absolutas 0 < γ < 1 y C > 0 y una constante geométrica c > 1
tales que para toda u ∈ E y para toda bola Br tal que u es no negativa en
Bcr ⊂ Ω, si

µ(Γt ∩Br)
µ(Br)

≥ γ

entonces
ı́nf
Br/2

u ≥ C t,

donde Γt denota al conjunto de nivel {x ∈ Ω / u(x) > t}. Nos referiremos a
esta propiedad diciendo que E ∈ KS2

(
Ω, γ, C, c

)
.

Dados un cono funcional E ∈ KS2

(
Ω, γ, C, c

)
, u ∈ E y una bola B ⊂ Ω,

diremos que u tiene densidad cŕıtica en B si existe t ∈ R tal que
µ(Γt ∩B)
µ(B)

≥ γ.

En la sección anterior vimos que los conos funcionales que están en la clase
de Harnack débil tienen la propiedad KS1. Veamos ahora que los conos
funcionales pertenecientes a la clase de Harnack débil también tienen la
propiedad KS2:

Lema 3.7. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo tal que las bolas
son conjuntos abiertos, Ω ⊂ X un conjunto abierto y H una familia de
funciones reales definidas en Ω. Entonces

Hw
(
Ω, ϑ, p, c

)
⊂ KS2

(
Ω, γ, C, c

)
,

para C = ϑ−1γ1/p y para todo γ ∈ (0 , 1).

Demostración. Sean E ∈ Hw
(
Ω, ϑ, p, c

)
, γ ∈ (0 , 1) y u ∈ E no negativa

en una bola Bcr ⊂ Ω tal que

µ(Γt ∩Br) ≥ γµ(Br).

Entonces

ϑ ı́nf
Br
u ≥

(∫
�
Br

up
)1/p

≥
(
µ(Γt ∩Br)
µ(Br)

)1/p

t

≥ γ1/pt,

por lo tanto
ı́nf
Br/2

u ≥ ϑ−1γ1/pt.
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�

Veremos ahora que los conos funcionales con las propiedades KS1 y
KS2 pertenecen a la clase de Harnack débil si los conos funcionales están
definidos en los C-espacios homogéneos (Ver Caṕıtulo 1, Sección 3). Previa-
mente probamos el siguiente

Lema 3.8. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, Ω ⊂ X un
conjunto abierto y H una familia de funciones reales definidas en Ω. Sean
E ∈ KS1

(
Ω, C1, c

)
∩ KS2

(
Ω, γ, C2, c

∗), u ∈ E no negativa en B(x, ar) ⊂ Ω,
con a = máx{4ck 2 + k , 2c∗k 2 + k }, y supongamos que

ı́nf
B(x,r)

u ≤ 1.

Existen constantes absolutas δ > 0 y C > 0 tales que si y ∈ B(x, r), con
h < 2k r y

(3.6) µ(Γt ∩B(y, h)) ≥ γ µ(B(y, h)),

entonces
h ≤ 2k r(C/t)1/δ.

Demostración. Sean y ∈ B(x, r), h < 2k r y supongamos que vale
(3.6). Por la desigualdad triangular es claro que B(x, r) ⊂ B(y, 2k r). Por
otra parte existe n ∈ N tal que

2n−1h < 2k r ≤ 2nh

entonces

n+ 1 ≤ log2

(
8k r

h

)
.

De (3.6) vemos que u tiene densidad cŕıtica en B(y, h), por lo tanto, dado
que u es no negativa en B(y, c∗h) ⊂ Ω, concluimos que

u ≥ C2t en B(y, h/2),

luego, dado que u es no negativa en B(x, (4ck 2 + k )r), aplicando (n + 1)
veces la propiedad KS1 para M = 2c, obtenemos

u ≥ C2(C1)n+1t en B(y, 2nh).

Por otra parte, si δ = − log2C1

(C1)n+1 = 2−δ(n+1)

≥ 2log2( 8k r
h )−δ

=
(

h

8k r

)δ
,

entonces, puesto que B(x, r) ⊂ B(y, 2nh), tenemos que

u ≥ C2t

(
h

8k r

)δ
en B(x, r).



4. LA PROPIEDAD KS2 49

Pero ı́nfB(x,r) ≤ 1, luego

1 ≥ C2t

(
h

8k r

)δ
.

�

Enunciamos el siguiente lema que, aunque de trivial demostración, será us-
ado con frecuencia en el próximo teorema.

Lema 3.9. Sea 0 < t < s. Para todo z ∈ B(x, t) y para todo r ≤ s− t se
tiene que

B(z, r) ⊂ B(x, k s).

Estamos ahora en posición de probar uno de los resultados más im-
portantes de esta sección que es fundamental para demostrar que en los
C-espacios homogéneos, bajo ciertas restricciones en la geometŕıa del espa-
cio, las estimaciones de Krylov y Safonov son necesarias para que un cono
funcional E pertenezca a la clase de Harnack débil. La demostración en C-
espacios homogéneos se basa en lo hecho en [11] para el caso de la ecuación
de Monge-Ampère.

Teorema 3.10. Sea (X, d, µ) un C-espacio homogéneo no acotado tal que
las bolas son conjuntos abiertos y las coronas son no vaćıas. Sean Ω ⊂ X un
conjunto abierto, H una familia de funciones reales semicontinuas inferior-
mente definidas en Ω y E ∈ KS1

(
Ω, C1, c1

)
∩KS2

(
Ω, γ, C2, c2

)
. Supongamos

que se tiene una u ∈ E, no negativa en la bola B(x, c3r) ⊂ Ω, tal que

ı́nf
B(x,r)

u ≤ 1,

donde c3 es una constante positiva que depende de la constante de antidu-
plicación de µ, de k , de c1 y de γ. Entonces existen constantes absolutas
τ ∈ (0, 1), C > 0 y β > 0 tales que para todo t > 0 suficientemente grande

µ(Γt ∩B(x, τr)) ≤ Ct−βµ(B(x, r)).

Demostración. Para cada n ∈ N sea Ln = ΓPZn , donde P y Z son
constantes absolutas que serán determinadas más adelante. Construiremos
una sucesión decreciente {tn}∞n=1 tal que tn ≥ k−1τr y

(3.7) µ(Bn ∩ Ln+1) ≤ C(γ)µ(Bn−1 ∩ Ln),

donde Bn = B(x, k tn) y τ ∈ (0, 1) es una constante absoluta a determinar.
Sea t0 > 0 tal que r = k t0 y denotemos B0 = B(x, r). Probaremos que

existe t1 < t0 tal que

(3.8) µ(B1 ∩ L2) ≤ C(γ)µ(B0 ∩ L1).

Sea t1 < t0. Podemos aplicar la descomposición de Calderón-Zygmund (Teo-
rema 1.5) al conjunto B1 ∩ L2 a nivel γ pues por hipótesis las bolas y los
conjuntos de nivel Γt son conjuntos abiertos. De esta manera obtenemos
sucesiones {xn}n∈N ⊂ B1 ∩ L2 y {rn}n∈N ⊂ R+ tales que
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a) B1 ∩ L2 ⊂
⋃
n∈NB(xn, rn);

b) µ
(
B1 ∩ L2 ∩B(xn, rn)

)
= γµ(B(xn, rn)), para todo n ∈ N;

c) µ(B1 ∩ L2) ≤ C(γ)µ
(⋃

n∈NB(xn, rn)
)

con 0 < C(γ) < 1.

Notemos que, dado que las coronas son no vaćıas, los Lemas 1.6 y 1.7 nos
dicen que

rn ≤ 2loga(a2γ−1)r para todo n ∈ N,
donde a es la constante de antiduplicación de µ. Por lo tanto

(3.9) B(xn, c1rn) ⊂ B(x, c3r) para todo n ∈ N,

si tomamos

(3.10) c3 ≥ 1 + c1k 2loga(a2γ−1).

Vamos a probar que

(3.11)
⋃
n

B(xn, rn) ⊂ B0 ∩ L1.

De b) vemos que u tiene densidad cŕıtica en cada B(xn, rn), mientras que
(3.9) asegura que u es no negativa en cada B(xn, rn) pues c1 ≥ 1. Entonces,
puesto que E ∈ KS2

(
Ω, γ, C2, c2

)
, se tiene que

u ≥ C2PZ
2, en B(xn, rn/c2).

Luego, ya que E ∈ KS1

(
Ω, C1, c1

)
y que u ≥ 0 en B(xn, c1rn), para M = c1c2

obtenemos
u ≥ C1C2PZ

2, en B(xn, rn).

Si elegimos Z > máx
(
(C1C2)−1, P−1, 1

)
vemos que

u ≥ PZ, en B(xn, rn),

por lo tanto

(3.12) B(xn, rn) ⊂ L1.

Veamos ahora que rn ≤ 2k r. Si fuese rn > 2k , dado que xn ∈ B1 ⊂ B(x, r),
tendŕıamos que

B(x, r) ⊂ B(xn, 2k r) ⊂ B(xn, rn),

y como u ≥ PM > 1 en B(xn, rn) se tendŕıa que ı́nfB(x,r) u > 1 lo cual
es un absurdo. Por otra parte el Lema 3.8 nos dice que existen constantes
absolutas 1 > δ > 0 y C > 0 tales que

rn ≤ 2k r

(
C

PZ2

)1/δ

= 2k 2t0

(
C

PZ2

)1/δ

.



4. LA PROPIEDAD KS2 51

Sea t1 tal que t0 − t1 = 2k 2t0
(

C
PZ2

)1/δ. Observemos que t1 = t0
(
1 −

2k 2
(

C
PZ2

)1/δ), con lo cual t1 < t0 si elegimos P y Z suficientemente grandes.
Por el Lema 3.9, dado que rn ≤ t0 − t1, se tiene que para todo n

B(xn, rn) ⊂ B(x, k t0) = B0.

De esto último y de (3.12), vemos la validez de 3.11. Por lo tanto, de c) y
(3.11), concluimos que

µ(B1 ∩ L2) ≤ C(γ)µ(∪nB(xn, rn))

≤ C(γ)µ(B0 ∩ L1),

que es lo que se queŕıa probar. Supongamos que hemos probado que existe
tn < tn−1 tal que

i) µ(Bn ∩ Ln+1) ≤ C(γ)µ(Bn−1 ∩ Ln);
ii) tn = t0

(
1− 2k 2

(
C
P

)1/δ∑n+1
j=2 M

−j/δ).
Para construir tn+1 procedemos de manera similar al caso n = 1: sea
0 < tn+1 < tn un número a determinar luego. Aplicamos la descomposi-
ción de Calderón-Zygmund (Teorema 1.5) al conjunto Bn+1 ∩ Ln+2 a nivel
γ y obtenemos de esta manera dos sucesiones {xk}n∈N ⊂ Bn+1 ∩ Ln+2 y
{rk}n∈N ⊂ R+ tales que

a’) Bn+1 ∩ Ln+2 ⊂
⋃∞
k=1B(xk, rk);

b’) µ(Bn+1 ∩ Ln+2 ∩B(xk, rk)) = γµ(B(xk, rk));
c’) µ(Bn+1 ∩ Ln+2) ≤ C(γ)µ

(⋃
k∈NB(xk, rk)

)
.

Tal como lo hicimos en el caso n = 1 vamos a probar primero que

(3.13)
∞⋃
k=1

B(xk, rk) ⊂ Bn ∩ Ln+1.

Notemos que como tn+1 < tn < · · · < t1, se tiene que la sucesión {xk}n∈N ⊂
B1, por lo tanto, nuevamente se cumple (3.9) para cada bola B(xk, rk) lo cual
nos asegura que u es no negativa en cada B(xk, rk). De b’) vemos que u tiene
densidad cŕıtica en cada B(xk, rk), entonces, dado que E ∈ KS2

(
Ω, γ, C2, c2

)
se tiene que

u ≥ C2PZ
n+2 en B(xk, rk/c2),

luego, puesto que también E ∈ KS1

(
Ω, C1, c1

)
y u es no negativa enB(xk, c1rk),

obtenemos

u ≥ C2C1PZ
n+2 en B(xk, rk).

Por la elección que se hizo de Z tenemos que u ≥ PZn+1 en B(xk, rk), lo
que implica que

(3.14)
⋃
k∈N

B(xk, rk) ⊂ Ln+1.
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Razonando como en el caso n = 1 vemos nuevamente que rk ≤ 2k r, por
tanto (Lema 3.8) existen constantes absolutas 1 > δ > 0 y C > 0 tales que

rk ≤ 2k 2t0

(
C

PZn+2

)1/δ

.

Sea tn+1 < tn tal que

tn − tn+1 = 2k 2t0

(
C

PMn+2

)1/δ

.

Por el Lema 3.9, dado que rk ≤ tn − tn+1, se tiene que

B(xk, rk) ⊂ B(x, k tn) = Bn.

Esto último, junto con (3.14) nos dice que (3.13) es válido. Por lo tanto,
teniendo en cuenta c’), obtenemos

µ(Bn+1 ∩ Ln+2) ≤ C(γ) µ
( ∞⋃
k=1

B(xk, rk)
)

≤ C(γ) µ
(
Bn ∩ Ln+1

)
,

y además

tn+1 = tn − 2k 2t0

(
C

PZn+2

)1/δ

= t0

1− 2k 2

(
C

P

)1/δ n+1∑
j=1

Z−j/δ

− 2k 2t0

(
C

PZn+2

)1/δ

= t0

1− 2k 2

(
C

P

)1/δ n+2∑
j=1

Z−j/δ

 ,

con lo cual queda probado la validez de (3.7) para todo n.
Para Z y P suficientemente grandes la serie

∞∑
j=1

Z−j/δ,

es convergente y además

2
(
C

P

)1/δ ∞∑
j=1

Z−j/δ < 1.

Por lo tanto, si tomamos

τ = 1− 2k 2

(
C

P

)1/δ ∞∑
j=1

Z−j/δ

se tiene que
τr = τk t0 < k tn, para todo n > 1.
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Sea t > PZ, entonces existe n ≥ 1 tal que PZn+1 ≥ t > PZn, luego, como
τr ≤ tn−1, tenemos que

µ(Γt ∩B(x, τr)) ≤ µ(Ln ∩Bn−1)

≤ C(γ) µ(Ln−1 ∩Bn−2)

≤ C(γ)2 µ(Ln−2 ∩Bn−3)
...

≤ C(γ)n−1 µ(L1 ∩B0)

≤ C(γ)n−1 µ(B(x, r))

≤ Ct−βµ(B(x, r)),

donde β = logZ C(γ)−1 y C es una constante que depende de k y de la
constante de duplicación de µ. �

Notemos que en el teorema precedente podemos evitar que la constante
c3 dependa de la constante γ de la propiedad KS2. Más precisamente pode-
mos considerar

(3.15) c3 ≥ 1 + c1k 2loga(2a2).

En efecto, si 1 > γ ≥ 1/2 tenemos que (3.10) es consecuencia de (3.15).
Por otra parte, dado que la clase KS2

(
Ω, γ, C, c

)
es monótona creciente en

γ, si 1/2 > γ > 0 tenemos que KS2

(
Ω, γ, C, c

)
⊂ KS2

(
Ω, 1

2 , C, c
)

lo cual nos
dice que podemos tomar c3 como en (3.15).

El Teorema 3.10 permite probar la desigualdad de Harnack débil ( ver [16]
para el caso euclideo ) en el contexto de los C-espacios homogéneos cuyas
bolas son conjuntos abiertos y las coronas son no vaćıas.

Teorema 3.11 (Desigualdad de Harnack Débil). Sean (X, d, µ) un C-
espacio homogéneo no acotado tal que las bolas son conjuntos abiertos y
las coronas son no vaćıas. Sean Ω ⊂ X un conjunto abierto, H una famil-
ia de funciones reales semicontinuas inferiormente definidas en Ω y E ∈
KS1

(
Ω, C1, c1

)
∩ KS2

(
Ω, γ, C2, c2

)
. Existen constantes absolutas p0 > 0,

1 > τ > 0 y C > 1 tales que( ∫
�

B(x,τr)

up0
)1/p0

≤ C ı́nf
B(x,r)

u,

para toda u ∈ E no negativa en B(x, c r) ⊂ Ω, donde c > 1 es una constante
que depende de la constante de antiduplicación de µ, de c1 y de k .

Demostración. Sean β, P , Z, τ y c3 las constantes absolutas halladas
en el teorema anterior. Sean p0 = β/2 y B = B(x, r) tal que B(x, c3r) ⊂ Ω.
Dado ε > 0 consideremos la función

v =
u+ ε

ı́nfB(u+ ε)
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entonces v ∈ E y además ı́nfB v = 1, entonces v está en las condiciones
pedidas en el Teorema 3.10, luego

‖v‖p0Lp0 (B(x,τr)) = p0

∫ ∞
0

tp0−1µ
(
Γt ∩B(x, τr)

)
dt

= p0

∫ PZ

0
tp0−1µ

(
Γt ∩B(x, τr)

)
dt+

∫ ∞
PZ

tp0−1µ
(
Γt ∩B(x, τr)

)
dt

≤ p0µ(B(x, τr))
∫ PZ

0
tp0−1dt+ Cp0µ(B(x, τr))

∫ ∞
PZ

tp0−1−βdt

= µ
(
τB
)(
PZ
)β/2 +

2Cµ
(
τB
)

β
(
PZ
)β/2

= Cµ
(
B(x, τr)

)
,

donde C =
(
PZ
)β/2 + 2C

β
(
PZ
)β/2 .

Por lo tanto

‖u+ ε‖p0Lp0 (B(x,τr)) ≤
(́
ınf
B

(u+ ε)
)p0Cµ(B(x, τr)

)
,

de donde, por la arbitrariedad de ε, concluimos

‖u‖p0Lp0 (B(x,τr)) ≤ Cµ
(
B(x, τr)

)(́
ınf
B
u
)p0 .

�

Consecuencia del teorema anterior es el siguiente

Teorema 3.12. Sean p0 > 0, 1 > τ > 0, C > 1 y c > 1 las constantes
absolutas del Teorema 3.11. En las condiciones del Teorema 3.11 tenemos
que

KS1

(
Ω, C1, c1

)
∩KS2

(
Ω, γ, C2, c2

)
⊂ Hw

(
Ω, ϑ, p, c∗

)
,

para ϑ = C, p = p0 y c∗ = τ−1c.

Demostración. Sea E ∈ KS1

(
Ω, C1, c1

)
∩KS2

(
Ω, γ, C2, c2

)
y u ∈ E no

negativa en B(x, τ−1cr) ⊂ Ω. Del teorema anterior y teniendo en cuenta que
0 < τ < 1 obtenemos ( ∫

�
B(x,r)

up0
)1/p0

≤ C ı́nf
B(x,τ−1r)

u

≤ C ı́nf
B(x,r)

u.

�

Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, Ω ⊂ X un conjunto abierto
y H una familia de funciones reales semicontinuas superiormente definidas
en Ω. Definimos las clases

Hw =
⋃
{Hw

(
Ω, ϑ, p, c

)
/ ϑ > 1, p > 0, c ≥ 1 }.
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KS1 =
⋃
{KS1

(
Ω, C, c

)
/C ∈ (0, 1), c ≥ 1 }.

KS2 =
⋃
{KS2

(
Ω, γ, C, c

)
/ γ, C ∈ (0, 1), c ≥ 1 }.

Denotando con HR la clase los R-espacios funcionales en H localmente aco-
tados definimos

H̃ =
⋃{

H
(
Ω,Θ, c

)
∩HR /Θ > 1, c ≥ 1

}
.

H̃w =
⋃
{Hw

(
Ω, ϑ, p, c

)
∩HR / ϑ > 1, p > 0, c ≥ 1 }.

K̃S1 =
⋃
{KS1

(
Ω, C, c

)
∩HR /C ∈ (0, 1), c ≥ 1 }.

K̃S2 =
⋃
{KS2

(
Ω, γ, C, c

)
∩HR / γ, C ∈ (0, 1), c ≥ 1 }.

De los Teoremas 3.4, 3.5, 3.7 y 3.12 y con la notación anterior concluimos

Teorema 3.13. Sean (X, d, µ) un C-espacio homogéneo no acotado tal
que las bolas son conjuntos abiertos y las coronas son no vaćıas. Sean Ω ⊂
X un conjunto abierto y H una familia de funciones reales semicontinuas
superiormente definidas en Ω. Entonces
a) Hw = KS1 ∩KS2.

b) H̃ = K̃S1 ∩ K̃S2 = H̃w.





CAPITULO 4

Regularidad de Funciones en RT -Espacios
Homogéneos

1. Introducción

De manera similar a lo realizado en los caṕıtulos (2) y (3) en este
caṕıtulo haremos un estudio de las relaciones entre desigualdad de Har-
nack, propiedades de oscilación y del valor medio y las estimaciones Krylov
y Safanov en el contexto de los espacios de tipo homogéneo con mapeos de
retardo. El concepto de mapeo de retardo fué introducido por Aimar en [3]
y representa, en un contexto abstracto, la noción de traslación que aparece
cuando se estudian problemas relacionados a las ecuaciones diferenciales
parabólicas.

2. Definiciones

Sea (X, d, µ) un espacio casi-métrico de medida. Diremos que una apli-
cación

T : X × R+ → X × R+,

con componentes T = (ξ, η), es un mapeo de retardo si existen constantes
no negativas Ki, i = 1, 2, 3, 4, tales que las siguientes desigualdades
a) K1r ≤ d(x, ξ(x, r)) ≤ K2r ;
b) K3 η(x, r) ≤ r ≤ K4 η(x, r) ,
son válidas para todo x ∈ X y para todo r ∈ R+ .

Dada una bola B = B(x, r) y un mapeo de retardo T denotaremos con
T (B) a la bola B(ξ(x, r), η(x, r)). Podemos aplicar nuevamente T a T (B),
es decir hacer T (T (B)) y como resultado obtenemos la bola

B(ξ(ξ(x, r), η(x, r)), η(ξ(x, r), η(x, r))),

que denotaremos con T 2(B). En general, por Tn(B) entenderemos al resul-
tado de aplicar sucesivamente un número n de veces el mapeo T a la bola
B, es decir, T (Tn−1(B)) = Tn(B). Considerando la notación ξ(x, r) = x1 y
η(x, r) = r1, escribiremos ξ(ξ(x, r), η(x, r)) = ξ(x1, r1) = x2 y de igual man-
era escribiremos η(ξ(x, r), η(x, r)) = r2. En consecuencia Tn(B) será la bola
B(xn, rn) donde xn = ξ(xn−1, rn−1) y rn = η(xn−1, rn−1). Por conveniencia
de notación escribiremos B = T 0(B).

57
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Con la notación anterior, dada una bola B = B(x, r), un mapeo de
retardo T y n ∈ N, escribiremos

Bn = ∪nj=1T
j(B),

y
Bm = ∪nj=0T

j(B).

Definición: sean (X, d, µ) un espacio casi-métrico de medida y T un
mapeo de retardo. Diremos que T genera flujos divergentes si y sólo si existe
una constante positiva c tal que

µ
(
Bj − ∪i 6=jBm

i

)
≤ c µ

(
T k(Bj)− ∪i 6=jBm

i

)
para cualquier sucesión finita de bolas B1, . . . Bn, para todo m ≥ 0 y para
algún 1 ≤ j ≤ n que puede depender de m.

Definición: sean (X, d, µ) un espacio casi-métrico de medida y T un
mapeo de retardo. Diremos que T preserva medida si existe una constante
positiva c tal que

µ(B) ≤ c µ(T j(B)),
para toda bola B y j ≥ 1.

3. Descomposición de tipo Calderón-Zygmund

Comenzamos con el siguiente lema de teoŕıa de la medida que es una
adaptación al contexto de los espacios casi-métricos de medida con mapeos
de retardo de lo hecho en [18].

Lema 4.1. Sean (X, d, µ) un espacio casi-métrico de medida, T un mapeo
de retardo que preserva medida y que genera flujos divergentes y n bolas
B1, . . . Bn en X. Supongamos que para cualquier bola B en X se tiene que
T i(B) ∩ T j(B) = ∅ si i 6= j, entonces

(4.1) µ
(
∪nj=1B

m
j

)
≤ m+ c

m
µ
(
∪nj=1B

m
j

)
,

para todo m ≥ 1, donde c es una constante que depende solamente de T y
µ.

Demostración. Demostraremos el lema por inducción sobre la canti-
dad de bolas. Sea m ≥ 1 y consideremos una bola B. Entonces, es claro que
B = Bm −Bm. Por lo tanto

µ(Bm −Bm) = µ(B).

Por otra parte, dado que T preserva medida y que, por hipótesis, la
sucesión {T j(B)}J≥0 es disjunta dos a dos, vemos que existe una constante
c1 > 0 tal que

µ(Bm) =
m∑
j=1

µ(T j(B)) ≥ m

c1
µ(B),
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por lo tanto
µ(B) ≤ c1

m
µ(Bm),

entonces

µ(Bm)− µ(Bm) = µ(B)

≤ c1

m
µ(Bm).

De esta última desigualdad obtenemos

µ(Bm) ≤ m+ c1

m
µ(Bm),

que es (4.1) para el caso de una bola B.
Supongamos ahora que (4.1) es válido para cualquier sucesión de n− 1

bolas en X. Consideremos n bolas B1, . . . Bn en X, entonces, por hipótesis
inductiva, se tiene que

µ
(
∪nj=1B

m
j

)
= µ

(
Bm

1 − ∪
n
j=2B

m
j

)
+ µ

(
∪nj=2B

m
j

)
≤ µ

(
Bm

1 − ∪
n
j=2B

m
j

)
+
m+ c

m
µ
(
∪nj=2B

m
j

)
.

(4.2)

Observemos que

(4.3) Bm
1 − ∪

n
j=2B

m
j =

(
B1 − ∪nj=2B

m
j

)
∪
(
Bm

1 − ∪nj=2B
m
j

)
,

y como T genera flujos divergentes, existe una constante c2 > 0 tal que para
todo 1 ≤ k ≤ m
(4.4) µ

(
B1 − ∪nj=2B

m
j

)
≤ c2 µ

(
T k(B1)− ∪nj=2B

m
j

)
.

Sumando en (4.4) desde 1 hasta m obtenemos

mµ
(
B1 − ∪nj=2B

m
j

)
≤ c2

m∑
k=1

µ
(
T k(B1)− ∪nj=2B

m
j

)
= c2 µ

(
Bm

1 − ∪nj=2B
m
j

)
.

(4.5)

De (4.3) y (4.5) se tiene que

µ
(
Bm

1 − ∪
n
j=2B

m
j

)
= µ

(
B1 − ∪nj=2B

m
j

)
+ µ

(
Bm

1 − ∪nj=2B
m
j

)
≤ c2

m
µ
(
Bm

1 − ∪nj=2B
m
j

)
+ µ

(
Bm

1 − ∪nj=2B
m
j

)
=
m+ c2

m
µ
(
Bm

1 − ∪nj=2B
m
j

)
.

(4.6)

Reemplazando (4.6) en (4.2) con c3 = máx c, c2, obtenemos finalmente

µ
(
∪nj=1B

m
j

)
≤ m+ c3

m

(
µ
(
Bm

1 − ∪nj=2B
m
j

)
+ µ

(
∪nj=2B

m
j

))
≤ m+ c3

m

(
µ
(
Bm

1 − ∪nj=2B
m
j

)
+ µ

(
∪nj=2B

m
j

))
=
m+ c3

m
µ
(
∪nj=1B

m
j

)
,

(4.7)

que es la desigualdad (4.1) para n bolas. �
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Como consecuencia del lema anterior tenemos la siguiente descomposi-
ción de tipo Calderón-Zygmund de conjuntos acotados y abiertos en C-
espacios homogéneos no acotados con mapeos de retardo.

Teorema 4.2. Sean (X, d, µ) un C-espacio homogéneo no acotado, T
un mapeo de retardo en las condiciones del Lema 4.1, E ⊂ X un conjunto
abierto y acotado, 0 < δ < 1 fijo y m un entero no negativo. Entonces existen
una sucesión {(xn, tn)}n∈N ⊂ E × R+, una constante c > 0 que depende de
T y µ y una constante 0 < C(δ) < 1, que depende solamente de constantes
absolutas y de δ, tales que

i) E ⊂
⋃
n∈NB(xn, tn),

ii) µ
(
E ∩B(xn, tn)

)
= δ µ

(
B(xn, tn)

)
para todo n ∈ N,

iii) µ(E) ≤ C(δ) m+c
m µ

(⋃
n∈NB

m(xn, tn)
)
.

Demostración. El Lema 1.5 nos dice que los incisos i) y ii) son válidos.
El inciso c) del mencionado lema asegura la existencia de una constante
C(δ) ∈ (0, 1), que depende de constantes absolutas y de δ, tal que

(4.8) µ(E) ≤ C(δ)µ
(
∪n∈NB(xn, tn)

)
.

Observando que ∪n∈NB(xn, tn) ⊂ ∪n∈NBm(xn, tn), del Lema 4.1 obten-
emos

µ
(
∪n∈NB(xn, tn)

)
≤ m+ c

m
µ
(
∪n∈NB

m(xn, tn)
)
.

El inciso iii) queda probado reemplazando esta última desigualdad en
(4.8). �

4. Retardos geodésicos. Oscilación y continuidad Hölder

Sea (X, d) un espacio casi-métrico. Diremos que una función

τ : [a, b] ⊂ R→ X

es una isometŕıa, si para todo t1 y t2 ∈ [a, b] se tiene que

d(τ(t1), τ(t2)) = |t1 − t2|.

Observemos que τ(R) representa a una “ĺınea recta” en X en el sentido
siguiente: si r ≤ s ≤ t entonces

d(τ(t), τ(r)) = |t− r|
= |t− s|+ |s− r|
= d(τ(t), τ(s)) + d(τ(s), τ(r)).

En general, si t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn entonces

d(τ(tn), τ(t1)) = d(τ(tn), τ(tn−1)) + . . .+ d(τ(t2), τ(t1)).

Definición: diremos que un mapeo de retardo S es geodésico si y sólo
si se cumplen la siguientes condiciones:
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L1) para cada x ∈ Ω y r > 0 la sucesión {Sn(x, r)}n≥0 pertenece a la imagen
de alguna isometŕıa, es decir

{Sn(x, r) / n ≥ 0} ⊂ τ([a, b]),

donde τ : [a, b]→ Ω es una isometŕıa.
L2) K1 = K2 = κ y K3 = K4 = 1, con 0 < κ ≤ k−2.
L3) si z ∈ B(x, r) y (zn, s) = Sn(z, s), (xm, h) = Sm(x, h) son tales que

d(zn, z) = d(xm, x) entonces d(zn, xm) < r.
L4) para cada x ∈ Ω y r > 0 existe z ∈ Ω tal que S(z, r) = (x, r).

Observación. Sean (X, d) un espacio casi-métrico y S un mapeo de
retardo geodésico. Consideremos h, s dos números reales positivos, x ∈ X y
sean (xn, s) = Sn(x, s) y (xm, h) = Sm(x, h) tales que d(xn, x) = d(xm, x),
entonces xn = xm. En efecto, si en L3) de la definición anterior consideramos
z = x, entonces, para todo ε > 0 se tiene que z ∈ B(x, ε), luego, por hipótesis
y por L3) vemos que d(xn, xm) < ε. Esto implica que xn = xm.

Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, Ω ⊂ X un conjunto abierto,
T un mapeo de retardo y H una familia de funciones reales definidas en Ω.
Dada la familia H denotaremos con HR a la clase de todos los R-espacios
funcionales en H. A continuación definiremos clases de conos funcionales
similares a los definidos en los Caṕıtulos 2 y 3.

Definición: diremos que un cono funcional E en H, localmente acotado,
tiene la propiedad de oscilación con retardo si existen una constante absoluta
θ ∈ (0, 1) y una constante geométrica c ≥ 1 tales que

osc
T (B)

u ≤ θ osc
B̃
u,

para toda bola B = B(x, r) y para toda u ∈ E , donde B̃ = B(x, c r) ⊂ Ω
es una bola que contiene a B ∪ T σ(B). Nos referiremos a esta propiedad
diciendo que E ∈ OP

(
Ω, θ, c

)
.

Definición: diremos que un cono funcional E en H pertenece a la clase
de Harnack con retardo si existen constantes absolutas Θ > 1 y una con-
stante geométrica c ≥ 1 tales que

sup
B(x,r)

u ≤ Θ ı́nf
T (B(x,r))

u,

para toda u ∈ E , para toda bola B(x, r) con u ≥ 0 en B(x, c r) ⊂ Ω
y T (B(x, r)) ⊂ Ω. Nos referiremos a esta propiedad diciendo que E ∈
HP
(
Ω,Θ, c

)
.

Definición: diremos que un cono funcional E en H pertenece a la clase
de Harnack débil con retardo si existen constantes absolutas q > 0, y ϑ > 0
y una constante geométrica c ≥ 1 tales que( ∫

�
B(x,r)

uq
)1/q

≤ ϑ ı́nf
T (B(x,r))

u,



62 4. REGULARIDAD DE FUNCIONES EN RT -ESPACIOS HOMOGÉNEOS

para toda u ∈ E , para toda bola B(x, r) con u ≥ 0 en B(x, c r) ⊂ Ω
y T (B(x, r)) ⊂ Ω. Nos referiremos a esta propiedad diciendo que E ∈
HwP
(
Ω, ϑ, q, c

)
.

A continuación probaremos en el contexto abstracto de los espacios de
tipo homogéneo con retardos dos resultados, que en el caso parabólico eu-
clideo son debidos a Moser [26], que establecen relaciones entre la desigual-
dad de Harnack, oscilación uniforme y continuidad Hölder.

Teorema 4.3. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, Ω ⊂ X un
conjunto abierto, H un conjunto de funciones reales definidas en Ω y T un
mapeo de retardo. Entonces

HP
(
Ω,Θ, c

)
∩ L∞loc ∩HR ⊂ OP

(
Ω, θ, c̃

)
,

para θ = 1−Θ−1 y c̃ = máx{ (K4 +K2)k , c }.

Demostración. Sean E ∈ HP
(
Ω,Θ, σ, c

)
un R-espacio funcional y u ∈

E . Sea B = B(x, r) tal que B(x, r máx{ (K4 +K2)k ), c }) ⊂ Ω. Dado que T
es un mapeo de retardo, tenemos que

T (B) = B(x, r1),

con K1r ≤ d(x, x) ≤ K2r y K3r ≤ r1 ≤ K4r. Entonces, si z ∈ T (B)

d(z, x) ≤ k
(
d(z, x) + d(x, x)

)
< k r1 + kK2r

< (K4 +K2)k r,

lo cual implica que

(4.9) B ∪ T (B) ⊂ B(x, (K4 +K2)k r).

Si denotamos con B̃ a la bola B(x, r máx{ (K4 + K2)k , c }) tenemos que
T (B(x, r)) ⊂ Ω.

Sea u ≥ 0 en B(x, c r), entonces

sup
B
u ≤ Θ ı́nf

T (B)
u,

luego

ı́nf
T (B)

u ≥ Θ−1 sup
B
u

≥ Θ−1

∫
�
B

u.
(4.10)

Sea

M = sup
B̃

u, m = ı́nf
B̃
u,

M+ = sup
T (B)

u, m− = ı́nf
T (B)

u.



4. RETARDOS GEODÉSICOS. OSCILACIÓN Y CONTINUIDAD HÖLDER 63

De lo anterior y de la definición de B̃ tenemos que las funciones M − u y
u−m pertenecen a E y son no negativas en B(x, c r), por lo tanto, de (4.10),
vemos que

ı́nf
T (B)

(M − u) ≥ Θ−1

∫
�
B

(M − u),

es decir

(4.11) M −M+ ≥ Θ−1
(
M −

∫
�
B

u
)
.

De igual manera

(4.12) m+ −m ≥ Θ−1

(∫
�
B

u−m
)
.

Sumando (4.11) y (4.12) obtenemos

M −M+ +m+ −m ≥ Θ−1

(
M −

∫
�
B

u

)
+ Θ−1

(∫
�
B

u−m
)

= Θ−1
(
M −m

)
,

es decir
(1−Θ−1) osc

B̃
u ≥ osc

T (B)
u,

con B ∪ T σ(B) ⊂ B̃ ⊂ Ω �

Teorema 4.4. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, Ω ⊂ X un
conjunto abierto, H un conjunto de funciones reales definidas en Ω y T un
mapeo de retardo con la propiedad L4 de la definición de retardo geodésico.
Entonces

OP
(
Ω, θ, c

)
⊂ G

(
Ω, α, β, C

)
,

para α = − loga θ, β = 2(2k )−α, C = 2k 2 +k , donde a = 2(K4 +K2)k 2. En
particular, se tiene que si E ∈ OP

(
Ω, θ, c

)
, entonces toda u ∈ E es localmente

Hölder continua con exponente α = − loga θ.

Demostración. Sean E ∈ OP
(
Ω, θ, c

)
, x ∈ Ω, r > 0, tales que

B(x, c r) ⊂ Ω.

Consideremos

(4.13) s1 =
(
(K4 +K2)2k 2

)−1
r.

Dado que T tiene la propiedad L4, tenemos que existe x1 ∈ Ω, que depende
de s1, tal que T (x1, s1) = (x, s1) con d(x1, x) = K2s1. De (4.13) vemos que
(K4 + K2)k s1 = (2k )−1r y que d(x1, x) < (2k )−1r, entonces B(x1, (K4 +
K2)k s1) ⊂ B(x, r). Por otra parte, como vimos en (4.9) del teorema anterior

T (B(x1, s1)) ∪B(x1, s1) ⊂ B(x1, (K4 +K2)k s1) = B̃1
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y como B̃1 ⊂ Ω, por hipótesis, tenemos que

osc
T (B(x1,s1))

u ≤ θ osc
B̃1

u,

para toda u ∈ E . Teniendo en cuenta que T (B(x1, s1)) = B(x, s1) y que
B̃1 ⊂ B(x, r) obtenemos

osc
B(x,s1)

u ≤ θ osc
B(x,r)

u.

Consideremos s2 =
(
(K4 +K2)2k 2

)−1
s1. Nuevamente, por la propiedad

L4, se tiene que existe x2 ∈ Ω, que depende de s2, tal que T (x2, s2) = (x, s1)
con d(x2, x) = K2s2. Entonces, dado que la relación entre s2 y s1 es la misma
que la dada en (4.13), para s1 y r obtenemos

osc
T (B(x2,s2))

u ≤ θ osc
B̃2

u,

donde

B(x, s1) ⊃ B̃2 = B(x2, (K4 +K2)k s2) ⊃ T (B(x2, s2)) ∪B(x2, s2).

Es decir que

osc
B(x,s2)

u ≤ θ osc
B(x,s1)

u

≤ θ2 osc
B(x,r)

u,

y ademas

s2 =
(
(K4 +K2)2k 2

)−1
s1

=
(
(K4 +K2)2k 2

)−2
r.

Continuando de esta manera, vemos que existe una sucesión de números
{sj}∞j=1 tal que

(4.14) sj =
(
(K4 +K2)2k 2

)−j
r,

y

(4.15) osc
B(x,sj)

u ≤ θj osc
B(x,r)

u,

para toda u ∈ E .
Sea y ∈ Ω tal que 0 < d(x, y) < r, entonces, existe j ∈ N ∪ {0} tal que

(4.16)
r(

(K4 +K2)2k 2
)j+1

≤ d(x, y) <
r(

(K4 +K2)2k 2
)j .

Tomando a = (K4 +K2)2k 2, de (4.16) vemos que

j < loga
r

d(x, y)
.
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De (4.14) y (4.16) se tiene que y ∈ B(x, sk), entonces, haciendo b = r
d(x,y)

y usando (4.15), obtenemos

|u(x)− u(y)| ≤ osc
B(x,sk)

u

≤ θj osc
B(x,r)

u

≤ a(loga θ)(loga b) osc
B(x,r)

u

=
(

r

d(x, y)

)loga θ

osc
B(x,r)

u.

Tomando α = − loga θ en la desigualdad anterior nos queda

(4.17) |u(x)− u(y)| ≤
(
d(x, y)

)α oscB(x,r) u

rα
,

para todo y ∈ Ω tal que 0 < d(x, y) < r . Por último, para una bola B(x0, r0),
tal que B(x0, (2k 2 + k )r0) ⊂ Ω, tenemos que d(x, y) < 2k r0 para todo x,
y ∈ B(x0, r0), entonces, de (4.17) concluimos finalmente que

|u(x)− u(y)| ≤ β
(
d(x, y)

)α ‖u‖L∞(B(x0,2k r0)),

donde β = 2(2k )−α. �

Ahora veremos que los R-espacios funcionales en la clase de Harnack
débil también tienen la propiedad de oscilación.

Teorema 4.5. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, H un con-
junto de funciones reales definidas en Ω ⊂ X abierto y T un mapeo de
retardo. Entonces

HwP
(
Ω, ϑ, q, c

)
∩ L∞loc ∩HR ⊂ OP

(
Ω, θ, c̃

)
,

para θ = kq ϑ−1
kq ϑ

y c̃ = máx{ (K4 +K2)k , c }. Como consecuencia del teorema
anterior, toda u ∈ HwP

(
Ω, ϑ, q, c

)
∩ L∞loc ∩HR es localmente Hölder continua

con exponente α = − loga θ donde a = 2(K4 +K2)k 2.

Demostración. Sea B = B(x, r) tal que B̃ = B(x, r máx{ (K4 +
K2)k , c }) ⊂ Ω. Recordemos que

%(u, v) =
( ∫
�

B(x,r)

(u− v)q
)1/q

,

es una casi-métrica en E para cada bola B y cada q > 0, con constante
casi-triangular kq ≥ 1. Consideremos

M = sup
B(x,c r)

u, m = ı́nf
B(x,c r)

u,
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entonces, por hipótesis, ya que las funciones M − u y u−m pertenecen a E
y son no negativas en Bc = B(x, c r), obtenemos

osc
Bc

u = M −m

= %(M −m)

≤ kq
(
%(M − u) + %(u−m)

)
≤ kq ϑ

(
ı́nf
T (B)

(M − u) + ı́nf
T (B)

(u−m)
)

= kq ϑ
(
M − sup

T (B)
u+m− ı́nf

T (B)
u
)

= kq ϑ
(
osc
Bc

u− osc
T (B)

u
)
,

de donde, considerando

θ =
kq ϑ− 1
kq ϑ

,

vemos que
osc
T (B)

u ≤ θ osc
(Bc)

u ≤ θ osc
B̃
u.

�

Como consecuencia directa de los teoremas 4.5 y 4.4 tenemos el siguiente

Corolario 4.6. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, H un con-
junto de funciones reales definidas en Ω y T un mapeo de retardo geodésico.
Todo R-espacio funcional localmente finito de Harnack débil uniforme es
α-localmente Hölder continuo.

5. La propiedad KS1
P

Ahora presentamos en el contexto de los espacios de tipo homogéneos con
mapeos de retardo una estimación de caracteŕısticas similares a la propiedad
KS1 mencionada en los Caṕıtulos 2 y 3.

Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, S un mapeo de retardo
geodésico y H un conjunto de funciones reales definidas en Ω.

Definición: diremos que un cono E en H tiene la propiedad KS1
P si para

todo ε ∈ (0, 1], para todo n ∈ N existen constantes absolutas L > 1, M > 0
y una constante c > 1, que depende de n, tales que para toda u ∈ E y para
toda bola B(x, r) con u ≥ 1 en B(x, ε r) y no negativa en B(x, c r) ⊂ Ω se
tiene que

u ≥ εM

Lη

en B(x, ε r/2) ∪
(
(2S)B(x, ε r/2)

)
∪ . . . ∪

(
(2S)nB(x, ε r/2)

)
⊂ B(x, c r),

donde (2S)nB(x, r) = 2n(Sn(B(x, r)). Nos referiremos a esta propiedad di-
ciendo que E ∈ KS1

P

(
Ω, L,M, c

)
.

Probaremos dos lemas auxiliares que serán utilizados en la siguiente
sección.
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Lema 4.7. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, H un conjunto
de funciones reales definidas en Ω ⊂ X abierto, σ ≥ κ−1, S un mapeo de
retardo geodésico. Sea E ∈ KS1

P

(
Ω, L,M, c1

)
∩ KS2

(
Ω, γ, C, c2

)
y u ∈ E no

negativa en B(x, c r) ⊂ Ω tal que

ı́nf
T (B)

u ≤ 1,

donde B = B(x, r), T = Sσ, T (B) ⊂ Ω y c = máx{ 1 + 3(k + k−1)σ, (c2σ +
1)k }. Supongamos que existen z ∈ B y h > 0 tales que

µ
(
{u > N} ∩B(z, h)

)
≥ γ µ(B(z, h)),

donde N es una constante positiva. Entonces existen constantes absolutas
positivas ν y M2 tales que

i) si h < σr entonces h ≤ 10σr
(
(CN)−12M

)1/ν ;
ii) si N > M2 entonces h < σr.

Demostración. Probemos i). Por hipótesis u ≥ 0 en B(z, c2h) y tiene
densidad cŕıtica en B(z, h) entonces

u ≥ CN,

en B(z, h/2). Por lo tanto la función (CN)−1u ≥ 1 en B(z, h/2) y pertenece
a E . Por la propiedad KSP para ε = 1/2 se tiene que existen constantes
absolutas L y M tales que

u ≥ CN

Ln2M
,

en B(z, h/4) ∪
(
(2S)B(z, h/4)

)
∪ . . .∪

(
(2S)nB(z, h/4)

)
⊂ B(z, c1h), donde

c1 > 1 depende de n. La condición L2) sobre S nos dice que

T (B(x, r)) = B(x, r) con d(x, x) = σκr,

y además

(2S)i(B(z, h/4)) = B(zi, 2i−2h) con d(zi, zi−1) = 2i−3κh,

y
Sj(x, h/4)) = (xj , h/4) con d(xj , xj−1) = κh/4.

Sea i ∈ N tal que

2i <
9σr
h

+ 1 ≤ 2i+1.

entonces, para j de la forma 2i − 1, tenemos que

j <
9σr
h
≤ 2j + 1,

luego, dado que h < σr, obtenemos

(4.18)
hj

4
> σr.
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Por otra parte, de la condición L1) sobre S, tenemos que

d(xj , x) = d(xj , xj−1) + d(xj−1, x)

= d(xj , xj−1) + . . .+ d(x2, x1) + d(x1, x)

= j
κh

4
.

De (4.18) y de la igualdad anterior vemos que

d(xj , x) ≥ σκr = d(x, x).

Por lo tanto x está entre x y xj , entonces

d(xj , x) = d(xj , x)− d(x, x)

= j
κh

4
− σκr.

(4.19)

Usaremos ahora la condición L3) sobre S para estimar la distancia entre
zi y xj : nuevamente, dado que S es geodésico se tiene que

d(zi, z) = d(zi, zi−1) + d(zi−1, z)

= d(zi, zi−1) + . . .+ d(z2, z1) + d(z1, z)

=
i∑

p=1

2p−3κh =
κh

8

i∑
p=1

2p

=
κh

4
(2i − 1)

= j
κh

4
= d(xj , x),

por lo tanto

(4.20) d(zi, xj) < r.

Sea y ∈ T (B(x, r)) = B(x, r), entonces de (4.19), de (4.20) y teniendo
en cuenta que 0 < κ ≤ k−2 y κσ ≥ 1, vemos que

d(y, zi) ≤ k (d(y, x) + d(x, zi))

≤ k
(
d(y, x) + k

(
d(x, xj) + d(xj , zi)

))
< k r + k 2

(
j
κh

4
− σκr

)
+ k 2r

≤ (k + k 2)r + j
h

4
− 2k 2r

≤ j h
4

= (2i − 1)
h

4
< 2i−2h,

lo cual dice que T (B(x, r)) ⊂ B(zi, 2i−2h) = (2T )i(B(z, h/4). De la hipótesis,
tenemos que

(4.21) 1 ≥ ı́nf
T (B(x,r))

u ≥ CN

M0Li2M
.
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Por otra parte

2i <
9σr
h

+ 1

<
9σr
h

+
σr

h

=
10σr
h

,

entonces
i < log2(10σrh−1).

Luego, haciendo ν = log2 L, obtenemos

Li = 2i ν

< 2
(

log2(10σrh−1)
)
ν

= (10σrh−1)ν .

Reemplazando esta última desigualdad en (4.21) vemos que

1 ≥ CN

Li2M
>
CN

2M

(
h

10σr

)ν
,

de donde obtenemos

h < 10σr
(

2M

CN

)1/ν

,

como se deseaba.
Veamos ahora ii). Sean M2 = M0L2M , N > M2 y supongamos que

h ≥ σr. Con las mismas notaciones hechas en i) tenemos que j = 7 para
i = 3. Entonces

(4.22)
hj

4
=

7
4
h > h ≥ σr.

Estamos ahora en las mismas condiciones que en (4.18) del inciso i) anterior.
Procediendo de igual manera, concluimos que T σ(B(x, r)) ⊂ (2T )3(B(z, h/4),
por lo tanto, de la propiedad KS1

P tenemos que

ı́nf
T (B(x,r))

u ≥ CN

L32M
=

N

M2
> 1,

que contradice la hipótesis del lema. �

Probaremos ahora un lema auxiliar que es consecuencia de las propiedades
KS1

P y KS2

Lema 4.8. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, H un conjunto
de funciones reales definidas en Ω ⊂ X abierto, S un retardo geodésico y
κσ ≥ 1. Sean E ∈ KS1

P

(
Ω, L,M, c1

)
∩ KS2

(
Ω, γ, C, c2

)
y u ∈ E no negativa

en la bola B(x, c r) ⊂ Ω con c = máx{ (2σ + 1)(k + k−1), 2c2 }. Existe una
constante absoluta M1 > 0, que depende de σ, tal que si

(4.23) ı́nf
T (B)

u ≤ 1,
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entonces

(4.24) µ
(
{u < M1} ∩ 2B

)
> (1− γ)µ(2B).

y además

(4.25) µ
(
{u < M1} ∩B

)
> (1− γ)µ(B),

donde B = B(x, r) y T = Sσ.

Demostración. Probemos primero (4.24). Supongamos que para todo
M1 > 0 se tuviese que

µ
(
{u < M1} ∩ 2B

)
≤ (1− γ)µ(2B).

Entonces
µ
(
{(CM1)−1u < C−1} ∩ 2B

)
≤ (1− γ)µ(2B),

por lo tanto, dado que u ≥ 0 en B(x, 2c2r), la función (CM1)−1u ∈ E tiene
densidad cŕıtica en 2B. Por la propiedad KS2 concluimos que

ı́nf
B(x,r)

u ≥ CM1.

Entonces, por la propiedad KS1
P para ε = 1, vemos que

u ≥ CM1

Ln2M
,

en B(x, r/2) ∪
(
(2S)B(x, r/2)

)
∪ . . . ∪

(
(2S)nB(x, r/2)

)
⊂ B(x, c1r). Por

otra parte, tenemos que

T (B(x, r)) = B(x, r) con d(x, x) = σκr,

y además

(2S)i(B(x, r/2)) = B(xi, 2i−1r) con d(xi, xi−1) = 2i−2κr.

Sea i ∈ N tal que
2i−1 < 2σ + 1 ≤ 2i.

Entonces

(4.26)
2i−1 − 1

2
< σ ≤ 2i − 1

2
.

Dado que T es geodésico tenemos que

d(xi, x) = d(xi, xi−1) + · · ·+ d(x1, x)

= κr
i∑

p=1

2p−2

= κr
2i − 1

2
.

De esta igualdad y (4.26) vemos que

d(xi, x) ≥ d(x, x),
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lo cual dice que x está entre xi y x. Por lo tanto

d(x, xi) = d(xi, x)− d(x, x)

= κr
(2i − 1

2
− σ

)
<

r

k 2

2i − 1
2
− r

< κr2i−2.

Ahora bien, si z ∈ T (B), entonces

d(z, xi) ≤ k
(
d(z, x) + d(x, xi)

)
< k r +

2i−1r

k
− k r

< 2i−1r.

Aśı vemos que T σ(B) ⊂ B(xi, 2i−1r) = (2S)i(B(x, r/2)). Esto quiere decir
que

ı́nf
Tσ(B)

u ≥ M1

M0Li2M
.

Dado que 2i−1 < 2σ + 1 tenemos que

Li < La,

donde β = log2(8σ + 2) > 2. Eligiendo M1 > M0L
β2M concluimos que

ı́nf
T (B)

u > 1,

que contradice (4.23). El caso (4.25) se prueba de igual manera: suponemos
que para la constante M1 elegida en el caso anterior se tuviese que

µ
(
{u < M1} ∩B

)
≤ (1− γ)µ(B).

Procedemos de manera similar se ve que

T (B) ⊂ 2k 3(2T )i(B(x, r/4))

Entonces
ı́nf
T (B)

u ≥ M1

M0L22M
.

La conclusión se sigue del hecho de que β > 2.
�

6. Desigualdad débil de Harnack con mapeos de retardo

En esta sección probaremos que las propiedades KS1
P y KS2 implican la

validez de la desigualdad débil de Harnack si se trabaja en la siguiente clase
de espacio de tipo homogéneo:

Definición: diremos que un espacio de tipo homogéneo (X, d, µ) es un
R-espacio homogéneo si:
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H1) existen constantes C > 0 y q > 0 tales que para todo (x, r) ∈ X × R+

y para todo ε > 0 se cumple que

µ
(
B(x, (1 + ε)r)

)
− µ

(
B(x, r)

)
≤ C εqµ

(
B(x, r)

)
.

H2) existe una constante c > 0 tal que para todo x, y, z ∈ X y r > s > 0
con y ∈ B(x, s) y z ∈ X −B(x, r) se tiene que

d(z, y) ≥ c(r − s).
Estamos ahora en condiciones de probar un resultado similar al dado

en el Teorema 3.10 del Caṕıtulo 3. Es de fundamental importancia para
demostrar que, bajo ciertas condiciones, un cono funcional E es de tipo
Harnack débil uniforme con retardo. La prueba de esta desigualdad en R-
espacios homogéneos sigue los lineamientos dados en [18].

Teorema 4.9. Sean (X, d, µ) un R-espacio homogéneo no acotado, H
un conjunto de funciones reales definidas en Ω ⊂ X abierto, E un cono
funcional con las propiedades KS1

P y KS2, σ ≥ 2 y T un retardo geodésico.
Sean u ∈ E no negativa, x ∈ Ω y r > 0. Supongamos que

(4.27) ı́nf
Tσ(B)

u ≤ 1,

donde B = B(x, r). Entonces para todo n ∈ N
(4.28) µ

(
{u > PZn} ∩B

)
≤ γnµ(2B),

donde γ ∈ (0, 1), P > 1 y Z > 1 son constantes absolutas.

Demostración. Sea

(4.29) tn =

{
2 si n = 1,(
1−

∑n
j=2C(PZj)−ν

)
si n ≥ 2.

Probaremos por inducción sobre n que

(4.30) µ
(
{u > PZn} ∩B(x, tnr)

)
≤ γnµ(2B),

para todo n ∈ N. Es claro que si vale (4.30) entonces vale (4.28) pues 1 ≤
tn ≤ 2 eligiendo P y Z suficientemente grande.

Para λ = 1− ε0 sea 0 < C(λ) < 1 la constante de iii) del Teorema 4.2.
Elegimos m y γ tales que

γ1 =
m+ 1
m

C(λ) < γ < 1,

y
λ < γ.

Dado que vale (4.27), usando (4.24) del Lema 4.8, se tiene que existe una
constante absoluta M1 tal que

µ
(
{u < M1} ∩ 2B

)
> ε0 µ(2B),

es decir
µ
(
{u ≥M1} ∩ 2B

)
≤ λµ(2B).
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Considerando PZ ≥ M1 y dado que se eligió β > γ tenemos probado
(4.30) para el caso n = 1.

Supongamos que (4.30) vale para n = h. Sea n = h+ 1 y escribamos

Eh+1 = {u > PZh+1} ∩ th+1B.

Aplicando la descomposición de Calderón-Zygmund (Teorema 4.2) a Eh+1

a nivel λ, se tiene que existe una sucesión de bolas {Bi} = {B(xi, ri)}, con
xi ∈ Eh+1, tal que
a) Eh+1 ⊂

⋃
i∈NBi,

b) µ(Eh+1 ∩Bi) = λµ(Bi) para todo i ∈ N,
c) µ(Eh+1) ≤ λ1 µ

(⋃
i∈NB

m
i

)
.

De b) concluimos que para todo i ∈ N

µ
(
{u > PZh+1} ∩Bi

)
≥ λµ(Bi),

por lo tanto
µ
(
{u ≤ PZh+1} ∩Bi

)
≤ ε0 µ(Bi)

y esto último, usando (4.25) del Lema 4.8, implica que

ı́nf
T (Bi)

u ≥ PZh+1

M1
,

para todo i ∈ N. Entonces

µ
(
{u ≥ PZh+1

M1
} ∩ T (Bi)

)
= µ(T (Bi)) ≥ λµ(T (Bi)),

es decir que

µ
(
{u < PZh+1

M1
} ∩ T (Bi)

)
≤ ε0 µ(T (Bi)).

Una nueva aplicación de (4.25) del Lema 4.8 nos dice que

ı́nf
T 2(Bi)

u ≥ PZh+1

(M1)2
.

para todo i ∈ N. Continuando de esta manera obtenemos finalmente que

(4.31) ı́nf
Γm

u ≥ PZh+1

(M1)m
,

donde Γm =
⋃
i∈NB

m
i . Supongamos ahora que

(4.32) µ(Eh+1) > γh+1 µ(2B),

y sea

Y = {u ≥ PZh+1

(M1)m
} ∩ thB.

De (4.31) vemos que

Γm ⊂ {u ≥ PZh+1

(M1)m
}.
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Si elegimos Z ≥ (M1)m es claro que

{u ≥ PZh+1

(M1)m
} ⊂ {u ≥ PZh},

por lo tanto, de lo anterior y de la validez de (4.30) para el caso n = h,
vemos que

µ(Y ) ≤ µ
(
{u ≥ PZh} ∩ thB}

)
≤ γh µ(2B).

(4.33)

Luego, de (4.32) y (4.33) concluimos que

(4.34) µ(Eh+1) > γ µ(Y ).

Teniendo en cuenta c) de la descomposición de Calderón-Zygmund, que
Γm ∩ thB ⊂ Y , (4.34) y (4.32), obtenemos

µ
(
Γm ∩ (Ω− thB)

)
≥ µ(Γm)− µ(Γm ∩ thB)

≥ 1
γ1
µ(Eh+1)− µ(Y )

>

(
1
γ1
− 1
γ

)
µ(Eh+1)

>

(
1
γ1
− 1
γ

)
γh+1µ(2B)

≥
(

1
γ1
− 1
γ

)
γh+1µ(thB).

(4.35)

Sea
η = sup{d(z, x) / z ∈ Γm ∩ (Ω− thB)}.

Entonces, para todo δ > 0 tenemos que

Γm ∩ (Ω− thB) ⊂ B(x, η + δ)− thB,
luego, de (4.35) se tiene que

µ(B(x, η + δ))− µ(thB) = µ(B(x, η + δ)− thB)

≥ µ
(
Γm ∩ (Ω− thB)

)
>

(
1
γ1
− 1
γ

)
γh+1µ(thB).

(4.36)

Sea ε = η+δ−thr
thr

, entonces, tenemos que ε > 0 y η+ δ = (1 + ε)thr. Dado
que (X, d, µ) es un R-espacio homogéneo se tiene que existen constantes
absolutas p > 0 y C̃ > 0 tales que

µ(B(x, η + δ))− µ(thB) = µ(B(x, (1 + ε)thr))− µ(thB)

≤ C̃ εpµ(thB)

= C̃

(
η + δ − thr

thr

)p
µ(thB).
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Reemplazando esta última desigualdad en (4.36) y escribiendo

ξ = C̃−1

(
1
γ1
− 1
γ

)
,

obtenemos que (
η + δ − thr

thr

)p
> ξ γh+1.

Luego, vemos que

η + δ > thr(ξ1/pγ(h+1)/p + 1)

para δ positivo y arbitrario. Por lo tanto

(4.37) η > thr(ξ1/pγ(h+1)/p + 1).

De esta última desigualdad vemos que existe z0 ∈ Γm ∩ (Ω − thB) tal
que

(4.38) d(z0, x) ≥ thr(ξ1/pγ(h+1)/p + 1),

es decir que z0 /∈ B
(
x, thr(ξ1/pγ(h+1)/p + 1)

)
. Por otra parte, dado que cada

xi ∈ th+1B ⊂ thB, tenemos que existe una constante absoluta c > 0 tal que

d(z0, xi) ≥ c
(
thr(ξ1/pγ(h+1)/p + 1)− thr

)
= c ξ1/pγ(h+1)/pthr.

(4.39)

Notemos también que z0 ∈ T k(Bi) para algún 1 ≤ k ≤ m y alguna bola
Bi = B(xi, ri). Dado que T es geodésico, se tiene que para todo j ≥ 0

T j(Bi) = B(xji , ri),

con d(xj+1
i , xji ) = σκ ri. Por lo tanto

d(z0, xi) ≤ d(z0, x
k
i ) + d(xki , xi)

= d(z0, x
k
i ) + d(xki , x

k−1
i ) + . . .+ d(x1

i , xi)

< ri + kκ ri)

≤ 2(m+ 1)κri.

(4.40)

Finalmente, de (4.38), (4.39) y (4.40) obtenemos

2(m+ 1)κri > d(z0, xi)

≥ c ξ1/pγ(h+1)/pth r

≥ c ξ1/pγ(h+1)/pr,

pues tn ≥ 1 para todo n ∈ N. Entonces

(4.41) ri >
c ξ1/pγ(h+1)/p

2(m+ 1)κ
r.

Sea M2 la constante absoluta del Lema 4.7. Entonces, de ii) del citado lema,
si elegimos P > 1 y Z > máx{M2, 1} concluimos que

ri < σth+1r,
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pues para cada i ∈ N se teńıa que µ
(
{u > PZh+1} ∩ Bi

)
≥ λµ(Bi), con

λ = 1−ε0. Teniendo en cuenta el inciso i) del mismo lema, de la desigualdad
anterior vemos que

ri ≤ 6σth+1r

(
2MM0

PZh+1

)1/ν

,

donde M0, M y ν son constantes absolutas.
Reemplazando esta última desigualdad en (4.41) y recordando que th+1 ≤

2, obtenemos

(4.42) 12σ
(

2MM0

PZh+1

)1/ν

>
c ξ1/pγ(h+1)/p

2(m+ 1)κ
.

Si elgimos P y Z tales que(
24(m+ 1)σκ

c ξ1/p

)ν
2MM0 ≤ P,

y (
1
γ

)p/ν
≤ Z,

vemos que la desigualdad (4.42) no puede ser válida. Por lo tanto, para tal
elección de P y Z, elección que depende solamente de constantes absolutas
y de σ, concluimos que la suposición (4.32) conduce a una contradicción.
Esto implica la validez de (4.30) para el caso n = h+ 1. �

Ahora estamos en condiciones de probar la desigualdad débil de Harnack en
R-espacios homogéneos con mapeos de retardo geodésicos.

Teorema 4.10. Sean (X, d, µ) un R-espacio homogéneo no acotado,
σ ≥ 2, T un retardo geodésico y H un conjunto de funciones reales definidas
en Ω. Todo cono funcional E en H con las propiedades KS1

P y KS2 es de
tipo Harnack débil uniforme con retardo.

Demostración. Sea u ∈ E tal que ı́nfTσ(B) u ≤ 1 para B = B(x, r).
Por el teorema anterior, para todo n ∈ N, tenemos que

(4.43) µ
(
{u > PZn} ∩B(x, tnr)

)
≤ γn µ(B(x, 2r)),

donde P > 1, Z > 1 y γ ∈ (0, 1) son constantes absolutas y {tn}∞n=1 es
una sucesión de números reales en el intervalo cerrado [1, 2]. Sea t ≥ PZ,
entonces existe n ∈ N tal que

PZn ≤ t < PZn+1,

luego
n ≤ logZ(tP−1),

y entonces
γn ≤ (tP−1)logZ γ = C t−β,
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donde β = logZ γ−1 y C es una constante que depende solamente de P , Z
y γ. Reemplazando esta última desigualdad en (4.43) vemos que

µ
(
{u > t} ∩B

)
≤ µ

(
{u > PZn} ∩B

)
≤ µ

(
{u > PZn} ∩B(x, tnr)

)
≤ C t−βµ(B),

(4.44)

donde ahora C depende también de la constante de duplicación de µ. Sea
q = β/2, entonces, de (4.44) obtenemos

‖u‖qLq(B) = q

∫ ∞
0

tq−1µ
(
{u > t} ∩B

)
dt

≤ (PZ)qµ(B) + q

∫ ∞
PZ

tq−1µ
(
{u > t} ∩B

)
dt

≤ (PZ)qµ(B) + C̃1µ(B)
∫ ∞
PZ

tq−1−γdt

≤
(
(PZ)q + C̃1(PZ)−q

)
µ(B)

= Θµ(B).

(4.45)

Consideremos ahora u ∈ E tal que u ≥ 0 en B(x, c r). Entonces, para cada
ε > 0 la función

w =
u+ ε

ı́nfT (B)(u+ ε)
,

está bien definida, pertenece a E y además

ı́nf
T (B)

w = 1.

Por lo tanto, de (4.45), vemos que

‖u+ ε‖qLq(B) ≤ Θµ(B)
(

ı́nf
T (B)

(u+ ε)
)q
,

es decir (∫
�
B

uq
)1/q

≤ Θ(ε+ ı́nf
T (B)

u).

La conclusión se sigue de la arbitrariedad de ε. �

7. Desigualdad de Harnack con mapeos de retardo

Veremos ahora que en los R-espacios funcionales con las propiedades
KS1

P y KS2 podemos obtener la desigualdad de Harnack como consecuencia
de la Desigualdad Débil de Harnack. Previamente probaremos unos lemas
auxiliares.

Lema 4.11. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, H un conjunto
de funciones reales definidas en Ω y E un R-espacio funcional en H con la
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propiedad KS2. Sean u ∈ E, q > 0, C0 > 0, tales que u ≥ 0 en B = B(x, 2k r)
y

(4.46)
∫
�
B

uq ≤ C0.

Sea v = (2M0 − 1)−1M0, donde M0 es una constante de la propiedad KS2.
Entonces existen constantes positivas C1, δ y N0, que dependen solamente
de C0, q, M0, ε0 y k , tales que para todo y ∈ B(x, r) y n ≥ N0 si

(4.47) u(y) ≥ vn−1M0,

entonces

(4.48) sup
B(y,s)

u > vnM0,

para s = C1v
−δ nr y B(y, s) ⊂ B.

Demostración. Dado que v > 1 tenemos que existe N0, que depende
de C1, M0, y δ, tal que C1v

−δ n < 1 para n ≥ N0. Para tal N0, tenemos que
s < r, y por lo tanto B(y, s) ⊂ B. Supongamos que (4.48) no vale, es decir
que

(4.49) sup
B(y,s)

u ≤ vnM0,

y consideremos la función

φ(z) =
vnM0 − u(z)
vn−1(v − 1)M0

.

Dado que v > 1 y que E es un R-espacio, tenemos que φ está bien
definida y que pertenece a E . De (4.49) vemos que φ ≥ 0 en B(y, s) y de
(4.47) concluimos que φ(y) ≤ 1 pues

φ(y) =
vnM0 − u(y)
vn−1(v − 1)M0

≤ vnM0 − vn−1M0

vn−1(v − 1)M0
= 1.

Entonces
ı́nf
B(y,s)

φ ≤ 1.

Pero esto último, dado que vale la propiedad KS2 y B(y, 2c s) ⊂ B, implica
que

µ
(
{φ < M0} ∩B(y, 2s)

)
> (1− γ)µ(B(y, 2s)).

Por otra parte, si φ(z) < M0 entonces

u(z) > vnM0 − vn−1(v − 1)M2
0

= vnM0

(
1− v − 1

v
M0

)
= vnM0

(
1−M0 + v−1M0

)
=
vnM0

2
,
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pues v−1M0 = M0 − 1/2 y M0 > 1. Por lo tanto

{φ < M0} ⊂ {u >
vnM0

2
},

y entonces

µ
(
{u > vnM0

2
} ∩B(y, 2s)

)
> (1− γ)µ(B(y, 2s)).

Teniendo en cuenta esta última desigualdad, que Bs = B(y, 2s) ⊂ B y que
u ≥ 0 en B, de (4.46) obtenemos

C0 µ(B) ≥
∫
B
uq

≥
∫
{u> vnM0

2
}∩Bs

uq

>

(
vnM0

2

)q
µ
(
{u > vnM0

2
} ∩Bs

)
>

(
vnM0

2

)q
(1− γ)µ(Bs).

(4.50)

Dado que y ∈ B(x, r), tenemos que B ⊂ B(y, (2c+ 2)k 2r). Luego

(4.51) µ(B) ≤
(

(2c+ 2)k 2r

2s

)b
µ(Bs),

donde b = log2A y A es la constante de duplicación de µ. Reemplazando
(4.51) en (4.50) concluimos que

C0

(
(2c+ 2)k 2r

2s

)b
>

(
vnM0

2

)q
(1− γ).

Tomando
δ =

q

b
,

y

C1 =
(

C0

1− γ

)1/b(M0

2

)δ
(c+ 1)k 2,

vemos que
C1 v

−δ nr > s,

lo que contradice la hipótesis. �

Como consecuencia del lema anterior tenemos el siguiente

Lema 4.12. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, H un conjunto
de funciones reales definidas en Ω, E un R-espacio funcional en H con la
propiedad KS2 y ρ una métrica en X tal que ρα es (c1, c2)-equivalente a d
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para algún α > 1. Sean u ∈ E, q > 0, C0 > 0, tales que u ≥ 0 en B = Bρ(x, )
y

(4.52)
∫
�
B

uq ≤ C0.

Sea v = (2M0 − 1)−1M0 donde M0 es una constante de la propiedad KS2.
Entonces existen constantes positivas C1, δ y N0, que dependen solamente
de C0, q, ε0 y k tales que para todo y ∈ B(x, r) y n ≥ N0 si

(4.53) u(y) ≥ vn−1M0,

entonces

(4.54) sup
B(y,s)

u > vnM0,

para s = C1v
−δr y B(y, s) ⊂ B.

Como consecuencia del lema anterior tenemos la siguiente estimación
para el supu :

Teorema 4.13. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, H un
conjunto de funciones reales continuas definidas en Ω ⊂ X abierto y E ∈
KS2

(
Ω, γ, C, c

)
un R-espacio funcional. Sean u ∈ E, C0 y q constantes pos-

itivas y sea v como en el lema anterior. Existen constantes c∗ > 1, β > 1
y c∗1 < c∗ tales que si u ≥ 0 en B(x, c∗r) ⊂ Ω y (4.46) vale en B(x, c∗r),
entonces existe una constante β > 1, que depende solamente de C0, q y v,
tal que

(4.55) sup
B(x,c∗1r)

u ≤ vβ−1M0.

Demostración. Sean δ, N0 y v como en el lema anterior. Entonces,
dado que δ > 0 y v > 1, tenemos que existe una constante η > N0, que
depende de C1, δ y v, tal que

(4.56)
∑
j≥η

C1

vδj
<

1
2
.

Supongamos que (4.55) no vale. Probaremos por inducción que existe una
sucesión {zn}∞n=1 ⊂ B(x, r) tal que

(4.57) u(zn) > vη+n−2M0, y zn ∈ B(zn−1, C1v
−δ(η+n−2)r),

para todo n ≥ 2. Esto dice que existe una sucesión {zn}∞n=1 ⊂ B(x, r) tal
que

ĺımn→∞u(zn) =∞,
lo cual es un absurdo, pues u es continua (Corolario 4.6).

Sea n = 2. Ya que (4.55) no vale, existe z1 ∈ B(x, r/2) ⊂ B(x, r) tal que

u(z1) > vη−1M0.
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Del Lema 4.11 vemos que

sup
B(z1,s1)

u > vηM0,

para s1 = C1v
−δηr. Luego, existe z2 ∈ B(z1, s1) tal que u(z2) ≥ vηM0.

Veamos ahora que z2 ∈ B(x, r): de (4.56) se tiene que s1 < 1/2, entonces

d(z2, x) ≤ d(z2, z1) + d(z1, x)

< s1 + r/2 < r,

y queda probado (4.57) para n = 2.
Supongamos ahora que (4.57) vale para 2 ≤ n ≤ h, entonces, dado que

zh ∈ B(x, r), del Lema 4.11 tenemos que

(4.58) sup
B(zh,sh)

u > vη+h−1M0,

donde sh = C1v
−δ(η+h−1)r. Esto último dice que

zn ∈ B(zn−1, sn−1),

para 2 ≤ n ≤ h. De (4.58) vemos que existe zh+1 ∈ B(zh, sh) tal que

u(zh+1 > vη+h−1M0.

Veamos ahora que zh+1 ∈ B(x, r): de (4.56) vemos que

d(zh+1, x) ≤ d(zh+1, zh) + d(zh, x)

≤ d(zh+1, zh) + d(zh, zh−1) + . . .+ d(z1, x)

< sh + . . .+ s1 + r/2

= C1v
−δ(η+h−1)r + . . .+ C1v

−δηr + r/2

<
∑
j≥η

C1

vδj
r + r/2

< r

con lo cual queda probado (4.57) para n = h+ 1. �

Teorema 4.14. Sean (X, d, µ) un R-espacio homogéneo no acotado,
H un conjunto de funciones reales definidas en Ω, σ ≥ 2 y T un retardo
geodésico. Todo R-espacio funcional con las propiedades KS1

P y KS2 es de
tipo Harnack uniforme con retardo.

Demostración. Sean x ∈ Ω y u ∈ E no negativa en B(x, r). Dado
ε > 0 consideramos la función

w =
u+ ε

ı́nfTσ(B)(u+ ε)
,

donde B = B(x, r). Tenemos que w está bien definida, que w ∈ E y tam-
bién que ı́nfTσ(B)w = 1. Del Teorema 4.10 tenemos que existen constantes
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absolutas q > 0 y Θ > 1 tales que(∫
�

B̃

wq
)1/q

≤ Θ ı́nf
Tσ(B)

w = Θ.

Por lo tanto, tomando C0 = Θq, vemos que (4.46) vale en B, entonces, el
Teorema 4.13 nos dice que existe uns constante C absoluta y positiva tal
que

sup
B
w ≤ C,

es decir
sup
B

(u+ ε) ≤ C ı́nf
Tσ(B)

(u+ ε).

Dado que ε es arbitrario, concluimos finalmente que

sup
B
u ≤ C ı́nf

Tσ(B)
u,

para toda bola B y toda u ∈ E no negativa en B. �
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[9] Caffarelli, L. ; Cabré, X., Fully Nonlinear Elliptic Equations, A.M.S., Colloquium

Publications, Vol 43, 1995.
[10] Caffarelli, L.; Gutierrez, C., Real Analysis Related to the Monge-Ampère Equation,

Trans. A.M.S., Vol 348, 3, 1075-1092, 1996.
[11] Caffarelli, L.; Gutierrez, C., Properties of the Solutions of the Linearized Monge-

Ampère Equation, Journal A.M.S., 1996.
[12] Coifman, R.; de Guzmán, M., Singular Integrals and Multipliers on Homogeneous

Spaces, Rev. Un. Mat. Argentina, 25, 137-144, 1970.
[13] Coifman, R.; Weiss, G., Analyse Harmonique Non-Commutative sur certains espaces
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