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Resumen

El objetivo de esta tesis es desarrollar algoritmos de navegacion y guiado
para vehiculos auténomos terrestres. Para ello, son necesarios dos componen-
tes esenciales: i) un sistema de estimacién, que le permita saber en qué lugar
del espacio se encuentra y su orientacion, y i) un sistema de control, que le
permita controlar la orientacion y posicion del vehiculo.

En el caso del problema de estimacién, se calculan los estimados de los
estados y parametros del sistema a partir de mediciones con ruido obtenidas
de los sensores disponibles en el vehiculo, mientras que en el caso del problema
de control, se calculan las acciones de control que debe ejecutar cada uno de
los actuadores para seguir una trayectoria predefinida. Los limites fisicos en
el comportamiento de los vehiculos, los sensores y los actuadores pueden ser
modelados como restricciones. Por este motivo, las técnicas de estimacion y
control capaces de incorporar restricciones han adquirido un nuevo auge.

Los métodos de horizonte mévil se basan en la soluciéon de un problema
de optimizacién explicito a cada instante de muestreo. Por este motivo, son
capaces de incorporar la informacién de las restricciones del sistema en la
etapa de diseno y de esta forma, proveen un marco teérico unificado para la
estimacion y el control de sistemas con restricciones.

En esta tesis se han estudiado tres temas principales: i) Estimacién de
horizonte moévil con restricciones. Esta técnica esta basada en minimos cua-
drados y presenta mejoras significativas con respecto a la utilizacion del filtro
de Kalman y del filtro de Kalman Extendido. A fin de poder ser implementada
en sistemas de tiempo real, se deben utilizar horizontes de tamano reduci-
do. Esto se logra mediante una buena aproximacién del costo de arribo. Se
propuso utilizar una aproximacion adaptativa del costo de arribo utilizan-
do algoritmos de olvido variable y una propagacién recursiva de la matriz
de peso correspondiente. El método propuesto es capaz de obtener buenas
aproximaciones del costo de arribo con bajo costo computacional. i) Control
predictivo para sistemas no lineales, basado en la linealizacién de sistemas no
lineales a lo largo de una trayectoria predefinida. Esta técnica nos permite
controlar el modelo de un vehiculo sin necesidad de desacoplarlo en subsis-

IX



temas y se ha estudiado la estabilidad y robustez del algoritmo. i) Control
de multiples vehiculos utilizando algoritmos de control distribuido basados
en juegos dindmicos, con agentes que resuelven el problema descentralizado
equivalente al problema centralizado en un entorno de red. Estos agentes
pueden cooperar y comunicarse entre ellos para alcanzar los objetivos del
sistema completo.

Los aportes de esta Tesis de Doctorado consisten en el método adaptativo
para la aproximacion del costo de arribo descripto en el Capitulo|3; la demos-
tracion de estabilidad a lazo cerrado de la técnica de control predictivo no
lineal robusta basada en la restriccién contractiva descripta en el Capitulo [4;
y la demostracion de equivalencia entre el controlador centralizado y el algo-
ritmo de control predictivo distribuido basado en juegos dinamicos descripto
en el Capitulo

Palabras clave: Métodos de horizonte movil, Estimacién con restricciones,
Control con restricciones, Sistemas multiagente, Teoria de juegos.



Abstract

The objective of this thesis is to develop navigation and guidance algo-
rithms for autonomous terrestrial vehicles. To do this, two essential compo-
nents are required: ¢) an estimation system, which allows to know the posi-
tion and orientation of the vehicle, and i) a control system, which allows to
control the position and orientation of the vehicle.

In the case of the estimation problem, we calculate the estimates of the
states and parameters of the system from noisy measurements obtained from
the sensors available in the vehicle, while in the case of the control problem,
we calculate the control actions which must run each of the actuators to follow
a predefined path. Physical limits on the behaviour of vehicles, sensors and
actuators can be modelled as constraints. For this reason, the estimation and
control techniques capable of incorporating restrictions have gained a lot of
attention.

Moving horizon methods are based on the solution of an explicit opti-
mization problem at every sample instant. For this reason, they are able to
incorporate system constraint information into the design stage and thus pro-
vide a unified theoretical framework for estimation and control of constrained
systems.

In this thesis, three main topics have been studied: i) Moving horizon
estimation with restrictions. This technique is based on least squares and
presents significant improvements regarding the use of the Kalman filter and
the Extended Kalman filter. In order to be implemented in real-time systems,
small horizons must be used. This is achieved by a good approximation of
the arrival cost. We propose to use an adaptive approximation of the arrival
cost using variable forgetting algorithms and a recursive propagation of the
corresponding weight matrix. The proposed method is able to obtain good
approximations of the cost of arrival with low computational cost. i) Model
predictive control for nonlinear systems, based on the linearization of non-
linear systems along a predefined path. This technique allows us to control
the model of a vehicle without having to decouple it in subsystems and the
stability and robustness of the algorithm are studied. 4ii) Control of multi-
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ple vehicles using distributed control algorithms based on dynamic games,
with agents that solve the decentralized problem equivalent to the centra-
lized problem in a network environment. These agents can cooperate and
communicate with each other to achieve the objectives of the whole system.

The contributions of this Doctoral Thesis consist of the adaptive method
for the approximation of the cost of arrival described in Chapter 3; the clo-
sed loop stability demonstration of the robust nonlinear predictive control
technique based on the contractive constraint described in Chapter [4; and
the demonstration of equivalence between the centralized controller and the
distributed predictive control algorithm based on dynamic games described
in Chapter

Keywords: Moving horizon methods, Constrained estimation, Constrained
control, Multiagent systems, Game theory.
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Capitulo 1

Introduccion

Para que un vehiculo pueda moverse de manera autéonoma en el espacio,
depende de dos componentes esenciales: i) un sistema de estimacién, que le
permita saber en qué lugar del espacio se encuentra y su orientacién, y i)
un sistema de control, que le permita controlar la orientacién y posicién del
vehiculo. Es por ello que el estudio y desarrollo de técnicas de estimacion y
control capaces de incorporar restricciones han adquirido un nuevo auge en
el ambito académico de la robdtica.

La mayoria de los algoritmos de control utilizados en el guiado y navega-
cion de vehiculos suponen, en la etapa de diseno, que los estados y pardmetros
del sistema estan disponibles al momento de calcular las acciones de control.
En la practica, sin embargo, la inica informacién disponible son mediciones
con ruido. Por este motivo, los estados y pardametros del vehiculo deben ser
determinados a partir de estas mediciones utilizando un modelo dinamico.
Este problema ha sido estudiado desde 1960, obteniéndose un sinntimero de
métodos basados en diferentes medidas estadisticas, siendo el mas popular el
filtro de Kalman [21} 51].

Los limites fisicos en el comportamiento de los vehiculos y sus trayectorias
suelen ser modelados a través de restricciones. La omision de esta informacién
en los algoritmos de estimacion y control puede degradar sustancialmente sus
desempenos [45]. Desafortunadamente, el filtro de Kalman no permite incluir
explicitamente restricciones en los estados o parametros en su formulacion.
Por este motivo se han desarrollado métodos ad-hoc que permiten agregar
restricciones, tales como reduccién del modelo [117], proyeccién de la estima-
cién [44], proyeccion de la ganancia [121], truncado de la funcién de densidad
de probabilidad [118] y proyeccién del sistema [58]. Estos métodos dan como
resultado soluciones sub-6ptimas en el mejor de los casos.

Las técnicas de estimacién de horizonte mévil (Moving Horizon Estima-
tion — MHE) se basan en la solucién de un problema de optimizacién para



Introduccion

encontrar una estimacion de los estados y parametros en cada instante de
tiempo [38,95]. De esta forma, MHE provee un marco teérico unificado para
la estimacion con restricciones dado que resuelve un problema de horizonte
finito para determinar los estados y parametros del sistema. A medida que
llegan nuevas mediciones, las viejas se descartan de la ventana de estimacién
y se vuelva a resolver el problema de estimacién para determinar la estima-
cién de estados y pardmetros actuales (ver Fig. . La informacion de las
mediciones que fueron descartadas se asimilan en la funcién objetivo como
un término extra que recibe el nombre costo de arribo. El costo de arribo es
un término de la funcién objetivo que caracteriza la distribucion estadistica
de los estados y parametros dada la informacién provista por las mediciones
desde el comienzo del proceso de estimacion hasta una muestra atras. De esta
forma, MHE aproxima al problema de minimos cuadrados batch (estimador
de informacién completa) mientras mantiene una ventana de datos reducida
al considerar una cantidad finita de mediciones (ventana de estimacién).

Rao et al. [97] propusieron la actualizacién del costo de arribo mediante
el uso de un filtro de Kalman. La suposicién gaussiana empleada por estos
métodos [96, 97], conduce a aproximaciones inadecuadas del costo de arribo.
Este problema surge del hecho que la presencia de restricciones en los esta-
dos y parametros modifican la distribuciones de probabilidad de los ruidos
y destruye la hipotesis de independencia estadistica entre los estimados y
los ruidos [102]. Es por ello que se han propuesto métodos alternativos para
actualizar el costo de arribo, que utilizan filtros no lineales basados en mues-
treo [70, 124]. Si bien estos enfoques obtienen buenos resultados, presentan
el problema de una excesiva carga computacional que los hace problematico
para la aplicacién en guiado y navegacién de vehiculos.

Por otro lado, las técnicas de control basadas en horizonte moévil (Model
Predictive Control — MPC) resuelven un problema de optimizacién sobre una
ventana de prediccién. De esta forma, se calculan las acciones de control me-
diante la minimizacién de una funcién objetivo sujeta a restricciones. Una vez
obtenidas las acciones de control, se aplica la primera de ellas y la ventana
avanza una muestra hacia adelante [72}[99]. En la ultima década, ha habido
un auge en la aplicacién de MPC a sistemas no lineales. En general este in-
terés ha coincidido con el desarrollo de algoritmos de optimizacién no lineales
(Non Linear Programs — NLP) mads eficientes y la evolucién de la capacidad
de céalculo de las nuevas generaciones de microprocesadores [11} [31} [65 69].
Sin embargo, este tipo de soluciones generalmente son computacionalmente
demandantes y ademads las restricciones impuestas por las dindmicas no li-
neales generalmente conllevan a plantear NLP no convexos. Esto conduce a
que solo se pueda aplicar a sistemas dinamicos con periodos de muestreos
grandes. Es por ello que la busqueda de algoritmos de MPC para sistemas



no lineales contintia siendo un area de investigacion activa.

Una de estas lineas de trabajo utiliza técnicas de linealizacién y aproxi-
macion lineal para lidiar con el problema de la complejidad computacional
asociada a los NLP [12] [80]. La principal ventaja de estos métodos radica en
el hecho que el modelo utilizado para la prediccion es un conjunto lineal de
aproximaciones locales, convirtiendo de esta manera, el NLP en un conjun-
to convexo de problemas de lineales (Linear Program — LP) [12] 25, 67] y
permiten abordar aspectos de robustez. Sin embargo, estas técnicas no ase-
guran de forma automatica la estabilidad a lazo cerrado. Este problema ha
sido estudiado en [79] y [80]. Una de las maneras de resolver el problema
de la estabilidad es agregar una restriccion al problema de optimizacion que
garantice la contraccion de los estados a lo largo del tiempo. Esta idea fue
originalmente propuesta por Yang y Polack [132] y la demostracién de estabi-
lidad fue desarrollada por De Olivera y Morari [27]. En este trabajo se impuso
esta restriccién de contraccion sobre los estados, lo cual es muy restrictivo
en términos computacionales y limita la cantidad de soluciones posibles de
la dinamica a lazo cerrado resultante de la optimizacién. Para relajar estos
problemas Murillo, Sdnchez y Giovanini [84] propusieron un algoritmo que
solo impone la restriccién de contractividad a la funcion de costo. De este
modo permite una mayor cantidad de soluciones, a la vez que se limita el
espacio de busqueda del programa de optimizacion lo cual redunda en una
mayor eficiencia computacional.

Hasta ahora hemos hablado de estimar y controlar un solo vehiculo. Al
momento de considerar dos o més vehiculos estamos presentes ante lo que se
denomina un sistema multiagente. El control de sistemas multiagente puede
verse como una capa superior que controla y establece trayectorias a la capa
de navegacién y guiado de un solo vehiculo antes detallados. Tradicionalmen-
te, dos paradigmas predominan en el control de sistemas multiagente: i) la
utilizacién de un controlador centralizado, o i) la utilizacién de un conjunto
de controladores descentralizados.

Si bien los controladores centralizados a lazo cerrado presentan un rendi-
miento superior, hay muchas razones por las que el control descentralizado
es el método dominante, pues proporciona flexibilidad en la operacién, esca-
labilidad, tolerancia a fallos, diseno mas simple, entre otras ventajas [40]. El
analisis y diseno de sistemas multiagente tiene como objetivo principal ob-
tener un comportamiento colectivo, o solucion global, a partir del diseno del
comportamiento individual de cada agente. Bajo ciertas condiciones se puede
utilizar juegos de potencial o aciclicos para modelar soluciones al problema
de control de sistemas multiagente [75].

Mientras que los algoritmos de planeamiento de mision existentes emplean
un enfoque centralizado [108] [112], el algoritmo propuesto por Giovanini et

3
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al. [40] emplea un enfoque distribuido basado en teoria de juegos [87] en el
que el problema de planeamiento es resuelto dividéndolo en un conjunto de
subproblemas que son distribuidos entre los agentes de la misién. También
se propone un esquema de particionado para el problema de planeamiento
que reduce las interacciones y dependencia entre los subproblemas. Cuando
los subproblemas son resueltos utilizando el enfoque propuesto, producen
una solucion 6ptima global al problema de planeamiento estratégico. Sin
embargo, cada subproblema puede ser resuelto independientemente, en cuyo
caso se obtiene una solucion subdptima. Esta caracteristica brinda robustez
operacional y autonomia al sistema.

Marden et al. [74, [75] modelaron las interacciones del sistema multiagen-
te como un juego no cooperativo, expresando el comportamiento colectivo
deseado como un equilibrio de Nash. Los autores hicieron énfasis en algo-
ritmos de aprendizaje simples que garanticen convergencia a un equilibrio y
en requerimientos computacionales minimos para poder utilizar dicha imple-
mentacién en una amplia gama de problemas. De esta manera, establecieron
una conexion entre la clase de juegos de potencial y el control cooperativo,
demostrando los beneficios de esta conexién en varios problemas de control
cooperativo tales como: cobertura dindamica de sensoramiento, problemas de
consenso y enrutamiento distribuido en una red.

Cabe destacar que los enfoques propuestos por Giovanini et al. [40] y
Marden et al. [74] [75] son equivalentes en sus fundamentos, solo difieren en
la metodologia utilizada para resolver el juego resultante: Giovanini et al.
[40] utilizan un problema de optimizacién explicita mientras que Marden et
al. [74] [75] utilizan métodos basados en aprendizaje.

En este contexto, el trabajo de Sénchez et al. [L06] se centra en resolver
el problema de control distribuido para sistemas LTI desde la perspectiva de
teoria de juegos. En este enfoque, el problema centralizado se transforma en
un juego dinamico que resuelve varios problemas de optimizacion locales, que
intercambian entre ellos la informacion relevante de las variables de decisién
de cada subsistema. De esta forma, se reduce la carga computacional y se
evitan los obstéculos propios de implementaciones centralizadas mientras que
se mantienen sus propiedades (estabilidad, optimalidad, factibilidad).

1.1. Organizacién de la Tesis

Esta Tesis estd organizada en dos temas: i) navegacién y i) guiado. Cada
uno de estos temas sera abordado en un capitulo especifico y se incluird un
capitulo sobre técnicas de modelado de robots moviles terrestres.

El Capitulo [2| trata el modelado cinematico de robots méviles terrestres
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y analiza las técnicas utilizadas a tal fin. Aqui se plantea la necesidad de
una técnica generalizada que permita modelar de forma sencilla y sistemati-
ca robots médviles de distintas caracteristicas geométricas. La utilizacién del
método de cadenas cinematicas permite definir la velocidad y aceleracién de
los vehiculos en términos de ecuaciones diferenciales algebraicas y evita apli-
car rotaciones hasta una vez conformado el modelo, lo que permite obtener
de forma sencilla.

En el Capitulo |3|se presenta un algoritmo de estimacién basado en hori-
zonte moévil aplicado en sistemas lineales y no lineales. Se describe la equi-
valencia entre minimos cuadrados y la estimacion de horizonte mévil y se
introduce el término costo de arribo, el cual se encarga de resumir la infor-
macion previa al instante inicial del proceso de estimacion. Se muestra que
mediante una buena aproximaciéon del costo de arribo, se puede reducir el
tamano del horizonte manteniendo una buena performance.

El Capitulo (4] presenta el problema de guiado para vehiculos auténomos.
En primer instancia, se presenta el algoritmo iterativo propuesto y luego
se lo aplica en el problema de guiado para el caso de un robot de traccién
diferencial en el plano.

En el Capitulo[5]se trata el control de miltiples vehiculos de forma descen-
tralizada, mostrando la equivalencia del esquema centralizado con un juego
de potencial, donde los vehiculos coordinan sus decisiones.

Finalmente, en el Capitulo [6] se presentan las conclusiones del trabajo
realizado, analizando sus ventajas y desventajas respecto a otros enfoques y
se presentan las lineas de trabajo futuras a explorar.

1.2. Resultados

En el area de estimacion se han estudiado métodos de estimacion basados
en horizonte mévil, lo cual presenta un avance con respecto al estandar de
facto que es el filtro de Kalman y sus variantes. Asimismo, se ha propuesto
un método para aproximar el costo de arribo, el cual permite reducir el
horizonte de estimacion y posibilita la operacion en tiempo real. Finalmente,
se utiliz6 MHE para fusionar —mediante simulacién— datos de un sensor de
posicionamiento, acelerometro, giréscopo y magnetémetro en los marcos de
referencia Farth Centered Earth Fized y Fast North Up, logrando asi mejorar
la estimacion de posicién mientras se obtiene de forma indirecta la orientacién
del vehiculo en el marco de referencia elegido.

En el drea de control, se han estudiado técnicas de control predictivo ro-
busto para sistemas no lineales. El problema no lineal se resuelve mediante
una representacion lineal variante en el tiempo y se resuelve un problema
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de optimizacion lineal cuadratico equivalente, donde se garantiza la robus-
tez, estabilidad y convergencia. Este algoritmo fue utilizado para resolver los
problemas de guiado de forma satisfactoria. De esta forma, todo indica que
el algoritmo propuesto puede conseguir una respuesta similar a los algorit-
mos clasicos utilizados en control predictivo no lineal, pero con menor carga
computacional.

Finalmente, con el objetivo de estudiar el control de miltiples vehiculos
(o flotas) de forma descentralizada, se propone un algoritmo de control distri-
buido basado en juegos dinamicos, donde cada uno de los vehiculos resuelve
su problema de control de forma independiente y coordina sus acciones con
los demés vehiculos a través de una red de comunicaciones con el fin de al-
canzar el objetivo global. De esta forma, si somos capaces de controlar un
vehiculo, seremos capaces de controlar una flota utilizando este algoritmo.

Estos resultados han sido comunicados a través de los siguientes trabajos:

» Sanchez, G., Murillo, M., & Giovanini, L. (2017). Adaptive arrival cost
update for improving Moving Horizon Estimation performance. ISA
Transactions, 68, 54-62. http://doi.org/10.1016/j.isatra.2017.
02.012.

» Murillo, M., Sanchez, G., & Giovanini, L. (2016). Iterated non-linear
model predictive control based on tubes and contractive constraints.
ISA Transactions, 62, 120-128. http://doi.org/10.1016/j.1isatra.
2016.01.008.

» Sénchez, G., Giovanini, L., Murillo, M., & Limache, A. (2011). Distribu-
ted Model Predictive Control Based on Dynamic Games. In Advanced
Model Predictive Control. InTech. http://doi.org/10.5772/16268.


http://doi.org/10.1016/j.isatra.2017.02.012
http://doi.org/10.1016/j.isatra.2017.02.012
http://doi.org/10.1016/j.isatra.2016.01.008
http://doi.org/10.1016/j.isatra.2016.01.008
http://doi.org/10.5772/16268

Capitulo 2

Modelado cinematico de robots
moviles terrestres

2.1. Introducciéon

El proceso necesario para entender el movimiento de un robot movil te-
rrestre (WMR, Wheeled Mobile Robot) comienza con el estudio de la contri-
bucién que realiza cada rueda al movimiento. La interacciéon de cada rueda
del vehiculo con el terreno es lo que permite el movimiento y a la vez, impo-
ne restricciones al movimiento, por ejemplo, no permitiendo desplazamientos
laterales [114]. Por lo tanto, comandar un WMR es una tarea més compleja
que controlar las velocidades de dos o mas ruedas unidas mediante ejes a
un cuerpo rigido. Por ello, el desarrollo de modelos mateméticos precisos es
de sumo interés para los procesos de estimacion, control y planeamiento de
trayectoria de los WMR.

Los modelos de movimiento pueden variar en su complejidad. Pueden
ser cinematicos, en los cuales se calculan las velocidades del vehiculo y se
integran para obtener su posicién y actitud (u orientacién); o pueden ser
dinamicos, en los cuales se calculan las aceleraciones y se integran dos veces
para calcular la posicién y actitud. La mayoria de los modelos cinematicos
desarrollados tienen en cuenta el caso del movimiento en dos dimensiones
(2D), ya que son faciles de obtener y de bajo costo computacional. Debido a
esto, mucho del esfuerzo de investigacién se ha concentrado en robots simples
que se desplazan por terreno plano [20 33| (64, 113] [114]. La derivacién de
las ecuaciones cinematicas para los WMR en 2D puede clasificarse en dos
enfoques principales:

» Enfoque geométrico: utiliza las relaciones geométricas para deter-
minar el modelo del WMR, encontrando las relaciones que determinan



Modelado cinemdtico de robots mowiles terrestres

el eje instantaneo de rotacién del cuerpo rigido. Por este motivo, no es
general y cada caso debe ser analizado de forma particular.

= Enfoque basado en transformaciones: consiste en aplicar una serie
de transformaciones de coordenadas y sus derivadas para relacionar el
movimiento de las ruedas con el movimiento del vehiculo.

Una de las principales contribuciones al enfoque basado en transformaciones
es el trabajo de Muir y Neuman [82], donde asignan marcos de referencia en
un grafo de transformaciones que cumple con la convencion de Sheth-Uicker.
Estos modelos consideran desplazamientos en el plano z—y angulo de rotacion
1) sobre el eje z.

Para poder trasladarse por terreno arbitrario o realizar maniobras agre-
sivas es necesario disponer de modelos mas precisos y avanzados, donde las
caracteristicas del terreno sobre el que el WMR, se desplaza puedan ser teni-
das en cuenta. Los WMR con articulaciones y suspensiones son capaces de
desplazarse por terreno arbitrario y adaptar su configuracion a la topologia
cambiante. Estan siendo utilizados para exploracién planetaria, agricultura,
mineria, defensa y en ambientes de acceso peligroso. La incorporacién de
suspensiones actuadas hace que éstos vehiculos sean capaces de modificar su
estructura, cambiando asi su centro de masa y posibilitando que se adapten
a los terrenos mas variados sin perder el equilibrio. Para cumplir con estas
necesidades, necesitamos que la formulaciéon de modelos para WMR  sea:

= Precisa: que tenga en cuenta articulaciones, las caracteristicas de los
actuadores y la interaccién con el terreno, incluyendo si alguna rueda
pierde contacto.

= General: que permita derivar el modelo para cualquier configuracion
de WMR a partir de métodos sistematicos.

= Modular: que permita agregar cualquier modelo de actuadores o de
contacto con el terreno.

» Rapida: permita la simulacion varios érdenes de magnitud mas rapido
que el tiempo real.

Varios trabajos recientes se enfocan en el problema del movimiento en tres
dimensiones (3D) para la cinematica de los WMR en terreno arbitrario. Ta-
rokh y McDermott [119] 120] desarrollaron una versién 3D del método basa-
do en transformaciones de Muir y Neuman [82] y lo aplicaron con el modelo
del rover Rocky7 para realizar simulaciones en terreno arbitrario. Mediante
la definicién de una cadena de transformaciones homogéneas que siguen la
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convencién Denavitt—Hartenbert (DH), son capaces de estimar y controlar
el movimiento del WMR en los seis grados de libertad (DOF, Degrees of
Freedom) disponibles. Este enfoque es sistemético, metédico y trata el caso
general de terreno arbitrario, deslizamiento en las ruedas y suspensiones.

Recientemente, los trabajos de Kelly y Seegmiller [55, (56, [57] proponen
el uso de cadenas cinematicas para definir la velocidad y aceleracién de los
vehiculos en términos de ecuaciones diferenciales algebraicas, donde no es
necesario (pero si posible) adherirse a la convencién DH. Utilizan el Teorema
del Transporte para desarrollar un modelo tridimensional genérico que des-
cribe el movimiento de las ruedas y a partir de ello, describen el movimiento
de un vehiculo articulado. La ecuacion de la rueda es la base para las ex-
presiones de la cinematicas. Estos trabajos fueron los primeros en combinar
un método general el desarrollo de modelos cinematicos 3D y la prediccion
del movimiento utilizando ecuaciones diferenciales algebraicas (DAEs, Diffe-
rential Algebraic Equations). Posteriormente, este enfoque fue mejorado para
tener en cuenta modelo de contacto de la rueda con el terreno [109} 110} 111],
de forma tal que son capaces de predecir los efectos de los deslizamientos de
las ruedas en el vehiculo a partir de su interaccién con terrenos arbitrarios,
en vez de reaccionar a ellos.

En este capitulo se presentard la notacién que permitira expresar el movi-
miento del WMR en distintos marcos de referencia. Utilizando esta notacién,
se construiran modelos cinematicos para el caso de un WMR de traccion dife-
rencial. Primero se estudiard el desarrollo del modelo para el caso 2D y luego
para el caso 3D. En este tltimo caso, se tendra en cuenta la interaccién del
vehiculo con superficies arbitrarias bajo la suposicién de que no hay desliza-
miento de las ruedas. De esta forma, se evaluaran las trayectorias obtenidas
mediante la construccion de modelos cinematicos de movimiento y seremos
capaces de describir el movimiento del WMR como un todo en funcién de su
geometria y del comportamiento individual de cada una de sus ruedas.

2.2. Representacion de la posiciéon del robot

El WMR serda modelado como un cuerpo rigido con ruedas. En el espa-
cio tridimensional, un cuerpo rigido tiene seis DOF: tres traslacionales que
describen la posicion y tres rotacionales que describen la actitud. De aqui
en adelante se puede utilizar el término pose para agrupar la posicion y
actitud. No seran tenidos en consideracién los DOF adicionales producto de
la flexibilidad o mobilidad de los ejes y juntas. Sélo se tendra en cuenta al
chasis y las ruedas operando como un cuerpo rigido.
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2.2.1. Marcos de referencia

La forma convencional para describir la pose de un cuerpo rigido es me-
diante marcos de referencia. De esta forma, la pose, desplazamientos o rota-
ciones del cuerpo rigido pueden ser expresados como la pose, desplazamientos
o rotaciones de un marco de referencia “mévil” con respecto a un marco de
referencia “fijo” (o inercial). Esto indica que el observador se encuentra en
una posicion estacionaria con respecto al marco de referencia fijo y no debe
confundirse con la idea de que existe un marco de referencia absoluto [130].
Por ejemplo, un objeto a no tiene una velocidad. Tiene una velocidad con
respecto a otro objeto del universo. Este otro objeto que elijamos para expre-
sar la magnitud de interés sera el marco de referencia. De esta forma, cuando
escribimos uj, estamos representando la magnitud vectorial u del objeto b
con respecto al marco de referencia a. Con esto en cuenta, viiie .
vijierra oy viETSme son tres de las tantas velocidades que pueden asociarse
con una bicicleta en cualquier instante. Un marco de referencia puede verse
como un conjunto de convenciones que permiten a un observador representar
magnitudes fisicas y consiste de dos elementos basicos: (1) la eleccién del
origen, y (2) la eleccién de los vectores unitarios.

Para especificar la pose del robot en el espacio, se debe poder establecer
una relacién entre el marco de referencia fijo o inercial y el marco de refe-
rencia mévil del robot. Una vez definido el sistema coordenado del marco de
referencia del cuerpo rigido, su pose puede ser totalmente descripta mediante
la posicion del origen de coordenadas y la orientacion de cada uno de sus ejes,
relativo al marco de referencia fijo elegido. La herramienta que nos permitira
describir la pose del WMR en el marco de referencia deseado es la matriz de
rotacion.

La posicién p del origen del marco de coordenadas m relativo con el marco
de coordenadas f puede ser escrita como

)

ph= 5|, (2.1)
2},

donde las coordenadas z/ , y/ v 2/ son las proyecciones del origen del mar-
co de referencia m en los ejes correspondientes del marco de referencia f.
La actitud generalmente se representa mediante un conjunto de tres angulos
de Euler. Los angulos de Euler son una elecciéon popular debido a que son
faciles de entender y utilizar. Algunos conjuntos de angulos de Euler hasta
tienen nombre, por ejemplo: angulo de direccién (heading o yaw), dngulo de
elevacién (pitch) y dngulo de alabeo (roll). Sin embargo, tienen sus desven-
tajas: i) algunas funciones que derivan del uso de dngulos de Euler tienen
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singularidades, y ) son menos precisos que el cuaternién unitario cuando se
los utiliza para integrar cambios incrementales en la actitud.

Estas deficiencias han llevado a que la comunidad utilice el cuaternion
unitario para parametrizar la actitud de un cuerpo rigido. Las funciones rele-
vantes de los cuaterniones unitarios no tienen singularidades y su representa-
cion es adecuada para integrar la velocidad angular con respecto al tiempo.
Sin embargo, sus principales desventajas son: i) no tienen un significado fisi-
co intuitivo (a menudo se lo vuelve a transformar a dngulos de Euler para
el andlisis y visualizacién), y 4i) debe tener norma unitaria para representar
una rotacién (esta restriccién puede ser un problema cuando se la intenta
incluir en algunos solvers de optimizacién).

2.2.2. Vectores, proyecciones y matrices de cosenos di-
rectores

Para representar el espacio en el que se desplaza el vehiculo Se utilizaran
espacios vectoriales Fuclideos con producto interno definido. En el espacio
Fuclideo n-dimensional es posible construir un conjunto ortonormal de n
vectores R = {ry,ra,...,r,}. De esta forma, cualquier vector arbitrario v
puede representarse en el espacio definido por el conjunto R mediante

V = U] + Uoly + ... + U,T, (2.2)

donde vy, v9, ..., v, se denominan las coordenadas de v.

En el caso del espacio vectorial tridimensional, los vectores unitarios ry,
ro v r3 pueden ser representados graficamente por un conjunto de tres ejes
ortogonales (supondremos que estos ejes siguen la regla de la mano derecha)
y las coordenadas vy, v, v3 del vector unitario v son las proyecciones de v
sobre {ry,ry, r3}. Cada una de estas proyecciones puede obtenerse utilizando
el producto interno entre vectores

v,=ver, i=1,2...,n. (2.3)

El coseno del dngulo entre los vectores u y v, denotado como cos(u,v) es
determinado por la ley de los cosenos por la siguiente ecuacién

cos(u,v) = T’ (2.4)

como Vv es un vector unitario

v;=v-r;=cos(v,r;), i=1,2,....n (2.5)

11
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rs

Figura 2.1: Proyeccién de s; en R.

por lo que cada una de las coordenadas de v expresadas en R pueden ser
representadas mediante el producto interno o por el coseno del angulo entre
v y cada uno de los vectores del conjunto R.

Consideremos dos conjuntos de vectores ortonormales: R = {ry, ra, r3}y
S = {s1, s, s3}. Si tomamos al conjunto R como nuestro marco de referencia
y definimos con [y, m; y n; a las proyecciones del vector s; sobre {ry,rs,r3}
(ver Figura , de la Ecuacién (2.4), podemos ver que

[l1,m1,n1] = [cos(sy,Ty),cos(sy, ), cos(sy, rs)]. (2.6)

Por este motivo, las coordenadas (I1,m1,n;) se denominan los cosenos direc-
tores de s;. Como hemos visto, el vector s; puede ser expresado en el marco
de referencia R como

S1 = l1r1 -+ miry + nqrs. (27)

Si procedemos de la misma manera las proyecciones de s, y s3 estan dadas
por
Sy = lary + mary + nors, (2.8)
S3 = l31‘1 -+ Mm3ro + N3rs.
Este conjunto de ecuaciones que representa la proyecciéon de {sy, 9,83} en el
marco de referencia R puede ser escrito de forma matricial como

I Iy I3
[81752753] = [T171'2,1"3] m; mp Mmsz|, (2-9)
ny nNg N3

12



Representacion de la posicion del robot

al transponer esta ecuacién obtenemos

S? ll mp N I‘{
st | =l my mo| |PT]. (2.10)
Sg; l3 ms3 N3 I'g

Si llamamos C a la matriz del lado derecho de la ecuacion anterior,

ll mp
C = [Cl Co C3:|: lg mo MNof , (211)
ls m3 n3

como cada uno de los elementos de esta matriz es un término que involucra un
coseno (Ecuacién (2.6])), es denominada matriz de cosenos directores (DCM,
Direction Cosine Matrix). La DCM es de gran importancia para determinar la
orientacion de cuerpos rigidos, ya que define la rotacion de un marco relativo
a otro. También puede ser utilizada para determinar las coordenadas en S
de un vector arbitrario en R (o viceversa).

La DCM es una matriz ortogonal

Una matriz unitaria es aquella matriz cuya inversa es su traspuesta. A
partir de (2.7)- (2.8) y utilizando la propiedad de ortonormalidad del conjunto

R, podemos demostrar que

sicsi=0+ml+nl i=1,23

. S, (2.12)
si - s; = Lil; +mym; +nnj, i =1,2,3;1 # j
De esta forma, el producto CC” estard dado por

L mi m Ll s
CCT = 12 mo MNo my Mo M3
l3 ms3 N3 ny N9 N3

2 +m?+n? lily +mimg +ning Ll +myms + ning

= lgll + momy + Nany l% + m% + n% lglg + moms + Nang

lgll + msmy + nany l3l2 + m3ma + N3N l% + m% + n%

utilizando 1) obtenemos CC”T =1, con lo que se demuestra que la tras-
puesta de C equivale a su inversa.
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La DCM es una matriz de transformacion

Una matriz de transformacién es aquella matriz que transforma las coor-
denadas de un vector de un marco a otro [9]. La matriz que realiza esta
transformacién es la DCM. Dado que las coordenadas de un vector depen-
den del marco en el que se lo represente, un vector arbitrario v puede ser
representado en el marco R como

v=(v-r)r;+ (v-ry)ra + (v-r3)rs (2.13)
en notacién matricial, podemos expresar la misma ecuacion de la siguiente
forma

Ur1
vV = [rl Iy rg] Upa | (2.14)
Ur3
donde
Vi =V T, =Tiv, i=123. (2.15)

De la misma manera, en el marco S, el vector v se expresa

Us1
i [sl So sg] Vea | (2.16)
Vs3
donde
Vg =V-8;=8lv,i=123 (2.17)

Para distinguir las proyecciones de v en el marco R y §, sus respectivas
coordenadas seran denotadas como

Ur1 VUs1
vi=|ve| y V= |ve (2.18)
Ur3 Us3

de manera que v y v* se relacionan a través de

Vst S{V S{ ll mp nq I‘{
V= |vg| = [slv| = |sl|v= [l my mo| [P |V
V3 siv st Is mz nz| |rd
- + (2.19)
ll miy nq I"{V ll my nq
= lg mo MNo I‘gV = lg mo N9 v’
l3 ms N3 I‘?;V lg ms N3
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Este resultado puede resumirse como

ll mi1 N
vi= |l my ng| v =C;Vv", (2.20)
l3 ms3 N3

donde se utiliza la notaciéon C: para describir la DCM que tranforma las
coordenadas del vector del marco R al marco §. Si hubieramos cambiado los
roles de r y s, tendriamos el resultado

v =CLv°. (2.21)

S

Si utilizamos (2.20), obtenemos
v =CLCV", (2.22)

como Vv es un vector arbitrario, eso implica que C,C; =1. Y como la DCM
es una matriz unitaria, C?’ = C?.

2.2.3. Matrices de rotacion

Las matrices de rotacién son la herramienta que nos permite representar
rotaciones arbitrarias. De esta forma, la actitud de un cuerpo rigido relativo a
un marco de referencia, sera expresada utilizando rotaciones de coordenadas.
Una vez que el marco de referencia inercial esté definido, veremos que sus
ejes determinan las columnas de la matriz de rotacién que relaciona el marco
inercial con el del vehiculo y nos permitira expresar la orientacién en el marco
de eleccion. En esta seccion se va a describir como crear matrices de rotacién
y se mostrard su equivalencia con las matrices de transformacion.

Para comenzar, veremos como describir la rotacién de un vector alrededor
de un eje arbitrario. Para ello, podemos aplicar el teorema de rotacion de
FEuler: cualquier rotaciéon o secuencia de rotaciones de un cuerpo rigido o
sistema de coordenadas sobre un punto fijo es equivalente a una sola rotacién
sobre un eje fijo (o eje de Euler) que pasa por el punto fijo. La Figura
muestra un eje de rotacion a lo largo del vector unitario u, sobre el cual
puede rotar cualquier vector. En este caso, el vector a (representado como
ma) intersecta a u en el punto m. Como a rota alrededor de u, el punto a
dibujara un circulo centrado en o. El vector ob se construye de manera tal
que se encuentre en el mismo plano que el circulo y que forme un angulo
recto con oa y supongamos que a realiza una rotacion de un angulo ¢ sobre
u para moverse a d. Nuestro objetivo es describir d como una funciéon de a,

uy o.
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m\

Figura 2.2: Rotacién de un vector a sobre el eje u a una nueva posicién d.

Se puede ver que a es la suma de dos vectores ortogonales: mo, la pro-
yeccién de a sobre u y oa, la proyeccion de a en el plano del circulo. De esta
forma, utilizando la Ecuacién (2.3) podemos escribir

mo = (u-a)u,
Zi;g: (2.23)

=uu’a,

por lo que el vector oa puede obtenerse mediante

oa = ma — mo,
=a—uu’a, (2.24)

= (I —uu’)a.

Si tenemos en cuenta que el vector ob es ortogonal a los vectores u y oa,
ademés de que |ob| = |oa|, entonces

ob = u x da. (2.25)
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Si utilizamos el operador [u]* y (2.24), obtenemos

—

ob = [u]*da,
= [u]*(I — uu’)a, (2.26)
= [u]"a,
donde el operador [u]* esta definido como el equivalente matricial a la ope-
racion que realiza el producto cruz

0 —Us U9
[u*=1u 0 —uf. (2.27)
—U2 Uq 0

El vector od expresado en término de su proyeccién sobre los vectores orto-
gonales oa y ob es
od = cos ¢ 04 + sin ¢ ob, (2.28)

de esta forma, el d (o md) es
d =mo+ 0?1,

3} (2.29)
= mo + cos ¢ 04 + sin ¢ ob.

Utilizando las ecuaciones (12.23b, (12.24b y (12.26[) para reemplazar mo, oa y ob
en término de su forma matricial, se obtiene

d =uu’a+ cos ¢ (I — uu’)a +sin ¢ [u]*a
— [uuT + cos ¢ (I — uu’) + sin ¢ [u]x} a (2.30)
= [cos ¢TI+ (1 — cos¢)uu’ + sin ¢ [u]X} a.
Si denominamos C a la matriz que pre-multiplica al vector a, tenemos
C =cos¢I+ (1 — cosp)uu’ + sin ¢ [u]*, (2.31)

por lo que C es la matriz que rota el vector a alrededor del vector u un
angulo ¢ a su nueva posiciéon d. La ecuacion es también conocida
como la férmula de rotacion o formula de Rodriguez [41].

A pesar de que las matrices de rotacién y de transformacién comparten las
mismas propiedades, no son lo mismo. La DCM de corresponde a rotar
un vector un angulo ¢ mientras los ejes coordenados permanecen fijos. ; Qué
sucederia si dejamos el vector fijo y rotamos los ejes coordenados? Podemos
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notar que si se hubiese dejado a v fijo y rotado el marco de referencia un
angulo de —¢, v tendria la misma posicion relativa. De esta forma, si se
desea obtener la DCM que rota el marco de referencia un angulo ¢, podemos
utilizar la DCM que equivale a rotar el vector u un angulo —¢ [9] y de esta

manera cambia a
C =cos(—¢) I+ (1 — cos (—¢))uu’ + sin (—¢) [u]*, (2.32)
o lo que equivale
C = cospI+ (1 — cos¢)uu’ — sin ¢ [u]*. (2.33)

Denominaremos rotaciones simples a aquellas que rotan un marco sobre
un eje. En este caso, analizaremos aquellas que se realizan sobre el eje z, el
y o el z. Se utilizard (2.33) para construir la DCM correspondiente

» Eje z: la DCM que rota un dngulo ¢ alrededor de u = [1 0 0] es
1 0 0

C.(¢)= |0 cos¢p sing (2.34)
0 —sing cos¢

» Eje y: la DCM que rota un dngulo @ alrededor de u = [0 1 0]7 es
cos 0 —siné

C,(0) = 0 1 0 (2.35)
sinf 0 cosf

» Eje 2: la DCM que rota un éngulo ¢ alrededor de u = [0 0 1]7 es

cosy siny 0
C.(¢) = |—siney cosy 0 (2.36)
0 0 1

Angulos de Euler y cuaterniones

Al utilizar angulos de Euler, la DCM se obtiene a partir de una secuencia
determinada de rotaciones simples de cada uno de los ejes. De esta forma,
la ubicacion del cada una de las rotaciones sucesivas depende de la rotacién
por la cual fue precedido. Esto implica que no hay una secuencia de ejes
determinada, x—y—2z no es lo mismo que una y—z—x, por lo que es necesario

18



Representacion de la posicion del robot

27, 2 z

Y // xrT
Yz

J‘I[v/

Figura 2.3: Secuencia de rotaciones correspondientes a cada eje coordenado.

dejar explicita la secuencia a utilizar. En este trabajo utilizaremos la secuen-
cia z—y—x, donde primero se rota un angulo 1) sobre el eje z, luego un angulo
0 sobre el eje ¢’ para finalmente rotar un angulo ¢ sobre el eje z” (ver Figura
23).

Teniendo en cuenta que el producto de matrices de rotacion es otra matriz
de rotacién, podemos obtener la matriz de rotaciéon que rota (z —y — x)
mediante

al realizar las operaciones, obtenemos

cos 6 cos Y cos f sin —sinf
C.yz = |sin¢gsinbcosy —cosgsiny sin¢@sinfsiny + cosgcosy sin¢gcosl
cos ¢sinf cos + sin ¢siny cos¢psinfsiny — sin g cosy cos P cosf

Como hemos visto en la Seccién 2.2.3] el teorema de rotacién de Euler y la
ecuacion nos permiten representar cualquier rotacién en 3D como una
combinacién de un vector u y un escalar ¢, donde u (generalmente unitario)
representa el eje fijo y ¢ el angulo de rotacién. A continuacién estudiara
la forma de utilizar esta representacién utilizando cuaterniones para rotar
cualquier vector un angulo arbitrario ¢ alrededor del eje u.

Un cuaternién q puede ser representado como un vector de cuatro dimen-
siones

a=1lp o ¢ @] (2.38)

o de forma equivalente, por un escalar y un vector de tres dimensiones

q= [‘;’;] (2.39)

conq=[q1 ¢ ¢s]. Con esta notacién, podemos representar el escalar a y
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el vector b como cuaterniones haciendo

- al - 0
- i 5- o). »

El adjunto @*, la norma ||q|| y la inversa @' del cuaternién q se definen

Ccomo
~ % q0
= : 2.41
lall = /a3 +a? + a3+ ab. (2.42)
g1 9 (2.43)
1l

si el cuaternién q tiene norma unitaria, su inversa es igual a su adjunto. El
producto entre dos cuaterniones q y p se define como

CP=lup+pataxp

El signo =+ en la definicién del producto entre cuaterniones indica la influencia
de un sistema de coordenadas que siga la regla de la mano derecha o izquierda,
respectivamente.

Rotacién con cuaterniones

Consideremos el vector unitario u y el angulo de giro ¢. Si tomamos

el vector de tres dimensiones v y el cuaternion unitario construido como
d = [cos(£) sin(£)u], entonces

0

Cv (2.45)

q'vd -

donde C es la matriz que realiza la rotaciéon de un angulo ¢ sobre el vector
u. Si realizamos el producto de cuaterniones

wo= ) [0 ]

si posmultiplicamos por q

—~~ ~ q-Vv do
vq = , 2.46
avd [qu—qXVI [q] (248)
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expandiendo este producto, se obtiene

q0(q-v)—qlq-v)+q-(qx V)

q'vq = )
AVI= g -v)a+qlev—axv)+(@v—qxv)xq
Como
CI'(qXV) :07
vVXq=—qXxYV,
(axv)xqg=(q-q)v—(v-q)q,
entonces
e 0
q vq =

Si tomamos solo la parte vectorial y simplificamos

v:(q-v)q+q§v—2q0q><v—(q~q)v+(v'q)q,
= (g5 — (a-q))v+2(q-v)q — 2¢oq X V.

Si escribimos esta ecuacion de forma matricial, se convierte en

v = (¢ —q'q)v +2aq’ v — 2¢o[q]*v = Cv,

(@-v)a+q@v —2q0paxv—(q-qQv+(v-q)q|’

(2.47)

(2.48)

(2.49)

donde C = (¢ — q'q) + 2qq” — 2qo[q]*. Por otro lado, si utilizamos los
elementos de § = [cos(£) sin(2)u] junto con algunas identidades trigo-

2
nométricas, podemos ver

2

cos ¢ = cos2(§) — Siﬂ2(§>7
sin ¢ = 25111(%) cos(%).

Si sustituimos estos términos en la Ecuaciéon (2.33))

C= (COSQ(?) — sin2(?)> I+ 2sin2(§)uuT — 2Sin(§) cos(%)[u]x,

2 2
Si recordamos que gy = cos(%) yq= sin(%), tenemos

Tu = sin?(

CRRSH

a”q = sin’(D)u i = sin()fud*
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reemplazando

C=(¢¢ —d" AT +2aq" — 2qo[q]™. (2.50)

De esta forma, vemos que el producto §*¥@ con § = [cos (£) sin($)u]
equivale a multiplicar el vector v por la matriz C que rota un angulo ¢ sobre
el vector u.

Cabe destacar que el producto q*vq puede ser interpretado como una
rotacién del marco de coordenadas con respecto al espacio de puntos (fijo),
en otras palabras, el vector v no cambia. Asimismo, el producto qvq* pue-
de ser interpretado como una rotacion del vector v con respecto al marco
de coordenadas (fijo). De modo que, el uso de cuaterniones nos brinda dos
alternativas para transformar un vector:

1. Mediante el producto q*vq,

2. Convirtiendo el cuaternién a DCM mediante (2.50) y luego realizar la
transformacion.

2.2.4. Dinamica de las matrices de transformacion

Las matrices de transformacion (y rotacion) nos permiten transformar un
vector de un marco a otro. Hasta ahora, tanto el vector que determina el eje
fijo de rotacién y la DCM han sido considerado estaticos. ; Qué sucederia si un
marco cambia continuamente su direccion? Especificamente, consideraremos
el caso en el que un marco rota relativo a otro a una velocidad angular w.

Se debe determinar como la matriz de transformacion varia con el tiempo;
esto es, obtener su derivada con respecto al tiempo. A continuaciéon analiza-
remos esta situacion para los angulos de Euler y el cuaternién unitario.

Ecuacién diferencial de los angulos de Euler

Las derivadas de los angulos de Euler se obtienen como funciones de la
velocidad angular con respecto a un marco de referencia. Para ello, se debe
observar que los angulos de Euler, y por consiguiente, sus derivadas, son
calculados mediante una sucesion de rotaciones de distintos marcos. Si los
convertimos a todos ellos al marco de referencia del cuerpo, obtenemos

b 0 0
w=Cur(¢) |0| +Car(¢)Cy(8) |6 + Can(¢)Cy(A)C(¥) | 0] . (2.51)
0 0 Y
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Al expandir y simplificar esta expresién, obtenemos

Wy ¢ — 1 sin (0)
w= |wy| = | Bcos(¢) + v sin (¢) cos (6)
W —Bsin (¢) + v cos (¢) cos (6)

Si resolvemos este sistema para obtener las derivadas de los angulos de Euler,

b 1 singtanf cos¢tand| |w,

Q = |0 cos dfb — sir;5 ) Wy
sin COS

0 0 Coo cos0 Wa

Las derivadas en pueden tener problemas cuando 6 se aproxime a 90
grados. Este fenémeno se conoce como gimball lock [123]. En el caso de los
WMR podemos estar tranquilos que el dngulo de rotacién 6 alrededor del eje
y no llegard a esos valores, sin embargo, es una particularidad que cabe ser
destacada.

Ecuacion diferencial del cuaternién

Consideremos el caso de dos marcos a y b inicialmente coincidentes, en
el que el marco b rota relativo al marco fijo a. A tiempo ¢, la matriz de
transformacién de b a a estara determinada por

Qi(t) = Q. (2.52)
de esta forma, a tiempo t + dt
QL(t + dt) = QU = QUIQ ™ = Q1) Q) (2.53)

Supondremos que en el intervalo [t, ¢+ dt], el vector de velocidad angular
del marco b es
w = wu (2.54)

donde w es la velocidad angular y u es un vector unitario representado en el
marco de referencia b. Entonces, en el intervalo dt, el marco de referencia b
rotard un angulo determinado por

¢ =wdt (2.55)

Como hemos visto, el cuaternién que rota un angulo ¢ sobre la direccién del
vector u se conforma mediante

¢
~ b(t+dt) _ | COS 5
Ayey = [sin%u] : (2.56)
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Suponiendo que dt es infinitesimal, ¢ también lo es y podemos aplicar las
aproximaciones para angulos pequenos

dt
cos (5) = cos(wT) =1,
: . wdt,  wdt
sin (5) = sm(T) =

Al realizar estas sustituciones, obtenemos

~ b(t+dt) _ cos% ~ 1 B 1
Doy = sinul — [%Eul  |jwdt|’

ac(t+dt) =q’(t) llidt] = qq(t) +aq(t) [lﬁdt] ’

2

lo que implica

dot+dt) —an®) ., 0
dt = a,(t) [%wdt] ’

si tomamos el limite por el lado izquierdo mientras dt — 0, obtenemos

Saln = Lal [ y ] ,

d gl 110 —w"| |q
dt|a| 2w [« |a]’

de esta forma, hemos logrado relacionar el cuaternién con el vector de velo-
cidad angula w para obtener la ecuacién diferencial que determina la actitud
utilizando el cuaternién unitario q.

en forma matricial

2.3. Cinematica de los robots moviles

En el caso general, un robot movil puede estar articulado de varias mane-
ras, puede tener que desplazarse sobre terreno arbitrario y debido a ésto, en
ocasiones una o mas de sus ruedas puede no hacer contacto sobre la super-
ficie del terreno. Si suponemos que el contacto de cada rueda con el terreno
esta asegurado —ya sea por geometria o por el uso de suspensiones—, hay
dos dificultades principales asociadas con el modelado cinematico de robots
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moviles: la aparicion de condiciones no lineales y de mas restricciones que
los grados de libertad. Las condiciones no lineales aparecen al controlar la
direccién, debido a que es necesario utilizar funciones trigonométricas para
relacionar el angulo de giro con las velocidades de las ruedas. Para el caso en
el que el sistema tenga restricciones de mas, puede suceder que tengamos un
conjunto m > n de mediciones de velocidad y/o angulos de giro que hagan
que la solucién del problema de estimacién sea inconsistente con la solucién
para los n grados de libertad disponibles para controlar el vehiculo.

En esta seccién se estudiaran las relaciones cinematicas basicas entre:

» la velocidad lineal y angular de un marco de coordenadas determinado,
ubicado en el cuerpo del robot mévil,

= la velocidad lineal de un punto arbitrario cuya posicion se corresponde
con una rueda.

Estas transformaciones seran formuladas utilizando algebra vectorial, por lo
que se obtendran expresiones sencillas, ain para casos generalizados.

2.3.1. Teorema del transporte

La clave de la técnica a utilizar reside en un teorema basico de la fisica,
usado comunmente en areas tales como la dinamica del cuerpo rigido o en
navegacion inercial. Conocido como el Teorema del Transporte o ecuacion de
Coriolis, la cual relaciona las mediciones fisicas con el estado de movimiento
de un observador. Siguiendo la notacién definida, %’ representa la magnitud
vectorial u del marco de referencia a con respecto al marco de referencia b.
Denominamos a uno de los observadores “fijo” y le asociamos el marco de
referencia f. De la misma manera, asociamos el marco de referencia m con
el observador “moévil”. Ambos marcos de referencia pueden encontrarse en
estados de movimiento arbitrarios con respecto a alguna otra cosa, pero los
nombres nos facilitaran la tarea de concentrarnos en su movimiento relativo.
Para cualquier movimiento relativo de los observadores, la derivada con res-
pecto al tiempo de cualquier vector u desde el punto de vista del observador
fijo esta relacionada con la derivada del mismo vector, pero desde el punto
de vista del observador movil por

d
= — i+ &) x . (2.57)

d
dt | N
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2.3.2. Transformacion de velocidades

La posicién relativa entre los marcos de referencia f y m esta dada por el
vector 74 (ver Figura . Si unimos un marco de referencia o a un objeto
y suponemos que el observador mévil mide su posicién 7" y velocidad o))",
nos preguntamos: ;qué mediciones del objeto determinado por o obtendra el
observador fijo desde el marco de referencia f? Los vectores posicion entre el
marco f, m y o se pueden obtener a partir de la suma vectorial:

=+ (2.58)
La derivada del vector posicion, calculada en el marco de referencia f esta
dada por

d| ;. d

, di _m
= g @)+ | @D (259)

‘)f 2mY

i, i,

Ahora podemos aplicar la ecuacion de Coriolis al uiltimo término de la derecha
para obtener la velocidad aparente del objeto o entre dos marcos de referencia
sujetos a movimientos arbitrarios

vl =vl + 30 x4 g, (2.60)

Si procedemos de la misma forma, la exprecién para las aceleraciones estaran
dadas por

al =al +al xim+ ol x (@) x 7™+ 230 x g+ am. (2.61)
Los resultados de velocidad y aceleracién son el caso general para movimien-
tos relativos y la diferenciacion ya ha sido realizada en el caso general. Dicho
de otra manera, éstas ecuaciones pueden ser aplicadas a marcos de referencia
encadenados que se encuentren en movimiento relativo, como por ejemplo,
para describir el movimiento de un cuerpo rigido causado por la rotacion de
varias ruedas.

w -m e Objeto
To 0

Figura 2.4: Marcos de referencia en movimiento: Dos observadores que se
encuentran en movimiento relativo miden el movimiento del objeto.
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2.3.3. Ecuacion de una rueda

En el tratamiento generalizado de la ecuaciéon para una rueda, vamos a
considerar un modelo como el de la Figura donde el punto sobre el cual
se controlard la direccién (marco s) puede estar desplazado del punto de
contacto de la rueda con el piso (marco c). Bajo tales hipétesis, podemos
escribir el vector posiciéon del punto de contacto de la rueda de la siguiente
manera:

T = Ty T (2.62)
Si asociamos cualquier marco de referencia fijo en la tierra con el observador
fijo y el marco de referencia del vehiculo con el marco de referencia mévil,
podemos utilizar la ecuacion de transformacion de velocidades para escribir
la ecuacién cinematica de la rueda. Al diferenciar el vector posicién en el
marco de referencia del mundo utilizando la ecuacién de Coriolis y teniendo
en cuenta que v, = 0, tenemos:
0 =0+ @) X T+ &, X T +d) X Ty, (2.63)
a esta ecuacion la llamaremos la ecuacion de la rueda. En el caso que no haya
desplazamiento entre el eje de direccién y la rueda, el vector 7¥ = 0y los dos
ultimos términos desaparecen. Esta férmula es valida en tres dimensiones y
puede aplicarse para casos con articulaciones arbitrarias entre los marcos v
y s, dado que solamente el vector 7! es relevante. Dicho de otras palabras,
este es el caso general.

El término cinematica inversa se refiere al problema, relevante al con-
trol, de calcular la velocidad correspondiente a cada rueda a partir de ve-
locidades del vehiculo. Esto se resuelve escribiendo una ecuacién para cada

Figura 2.5: Marcos de referencia para la cinematica de una rueda.
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rueda. Para ello, los vectores fisicos @ deben ser expresados en un sistema de
coordenadas particular. Para ello, se utilizard la notacién “a’ para denominar
a la magnitud vectorial u del marco de referencia a con respecto al marco b,
expresada en las coordenadas del marco ¢ (y de forma implicita, *u’ = u?).
De esta forma, si R? es la matriz de rotaciéon que convierte las coordenadas
del marco s al marco v, es posible expresar la ecuacién de cualquier rueda
en el marco del vehiculo, donde la mayoria de los vectores son conocidos:

V7w . vzw v W V5V v W VS =S vV VS =S
vy = "0y 4 Yy X T 4 Yy x RIS 4wl x RY°T. (2.64)

El término cinematica directa se refiere al problema, relevante a la
estimacion, de calcular la velocidad del vehiculo a partir de las mediciones
de las ruedas. La ecuacion de la rueda puede ser escrita en forma matricial
utilizando la matriz antisimétrica que realiza la operacién equivalente al pro-
ducto cruz de dos vectores mediante una multiplicacién matricial dada por
m (axb=—bxa=—[b*a=([]*)"a). De esta forma, para cada rueda
obtenemos

voy = oy () ey + () el () ey (2.65)
Para multiples ruedas, cada una de estas ecuaciones se puede agrupar de

forma matricial para obtener una ecuacion de la forma:

+ Hy(0)°w" = H,(0)V + Hy()0, (2.66)

c

donde "% es la velocidad de cada rueda, V son las velocidades lineales y an-
gulares del vehiculo con respecto al marco inercial. Cabe destacar que tanto
v como V estan expresadas en el marco de referencia del vehiculo. Los dngu-
los de direccién estan expresados por @ y puede incluir otras articulaciones o
suspensiones en caso de ser necesario. El tltimo término, 8 es el incremento
de la velocidad de la rueda debido a los cambios en las direcciones.

2.4. Traccion diferencial

Los WMRs pueden tener distintas un gran ntumero de combinaciones
posibles para sus ruedas y disenos cinematicos. Cada tipo de configuracién
tiene sus ventajas y desventajas a ser consideradas con respecto al campo de
aplicacion del WMR. En esta seccién se describira la traccién diferencial.

La configuracién de traccién diferencial es posiblemente una de las con-
figuraciones mas utilizada en robots méviles [6 33], consiste en dos ruedas
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principales montadas sobre un mismo eje de longitud L,, cada una conectada
a su propio motor, logrando proveer conjuntamente las funciones de traccién

y de direccién (ver Figura[2.6).

El analisis del movimiento de un WMR de traccion diferencial es sen-
cillo. Si denominamos v; y v, a la velocidad lineal de la rueda izquierda y
derecha, respectivamente, podemos describir algunos casos de interés. Cuan-
do v; = v, el WMR se mueve en linea recta. Cuando v; = —v,, el WMR
el robot rota sobre si mismo alrededor del punto medio del eje que une las
dos ruedas. Esto hace que la configuracién de traccién diferencial sea una
opcion atractiva cuando el WMR debe moverse en ambientes estrechos. Para
otras configuraciones de v; y v,, el WMR no se mueve en linea recta, sino
que describe trayectorias curvas o arcos, donde la velocidad lineal y angular
del cuerpo dependeran de la velocidad de cada rueda. Por este motivo, un
WMR de traccién diferencial es muy sensible a la velocidad relativa de las
dos ruedas. Pequenos errores en la velocidad de cada rueda resulta en tra-
yectorias diferentes, no solo en un WMR que se desplace mas lento o més
rapido. Generalmente, los WMR de traccién diferencial utilizan una rueda
de soporte para estabilizar el vehiculo, motivo por el cual son muy sensibles
a variaciones en el plano sobre el cual el WMR se desplaza y limita su apli-

Figura 2.6: Lego NXT configurado como un robot movil de traccion diferen-
cial.
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cacion a ambientes de exteriores. Finalmente, se debe tener en cuenta que
la estructura cinematica de la configuracion de traccion diferencial prohibe
ciertos movimientos del WMR. Por ejemplo, no existe combinacion de velo-
cidades v; y v, que logren que el vehiculo se mueva en direccién del eje que
une las ruedas.

2.4.1. Traccion diferencial en 2D

Para el caso del modelado de un robot de traccién diferencial en 2D, se
considera que el WMR se mueve sobre el plano -y y que gira un angulo ¢
sobre el eje z. No se tiene en cuenta los angulos de giro ¢ sobre el eje x y 6
sobre el eje y. Gracias a estas simplificaciones, el modelo del WMR consta
de dos ruedas unidas por un eje, tal como se aprecia en la Figura

Llamaremos [ y r a los marcos de referencia de la rueda izquierda y
derecha, respectivamente. Sea v la velocidad lineal y w la velocidad angular
del marco de referencia b, ubicado en el cuerpo del robot. De esta forma, los
vectores que describen la posicion de cada una de las ruedas con respecto al
cuerpo son:

7 =1[0,-L,]" 7 =10,L,]" (2.67)

Si utilizamos la ecuacién para describir la velocidad de la rueda con
respecto al marco de referencia inercial w, descripta en el marco de referencia
del cuerpo b, obtenemos
b = b 4 b (2.68)

T T

al derivar utilizando la ecuacién (2.60), obtenemos:

A ETA
(2.69)

r
_ brw b=b]xb—=w b=b
= 7 _[T'r] Wy + Uy .

T

y<—T

b

~ o

2L,

Figura 2.7: Traccién diferencial. En esta configuracién hay dos ruedas mon-
tadas sobre un mismo eje.
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Si aplicamos estas ecuaciones teniendo el cuenta el caso que estamos anali-
zando, obtenemos:

v 0 0 —L,| |0
=10 -0 0 0O 0l, (2.70)
0 L, 0 0 | |w

<

de forma similar para el marco de referencia de la rueda izquierda, obtenemos
b b b bb | bob
0 =0 4 7dy x )+ ) (2.71)

Concatenando las ecuaciones de cada rueda de forma matricial, se obtiene la
expresién para la cinemética inversa del WMR de traccion diferencial:

el T =[P | e

Para el caso particular de un robot de traccion diferencial en el plano, bajo
la suposicién de que las ruedas no presentan deslizamientos longitudinales ni

laterales, obtenemos
el 11 Ly| | ey

Para obtener la cinematica inversa en las coordenadas del cuerpo, la ecuacion
(2.73]) es sencilla de invertir, por lo tanto

bw 111 £ bw
Y Lol |, (2.74)
con lo que se obtiene una expresion que relaciona la velocidad lineal y angular
del cuerpo a partir de la velocidad de cada una de las ruedas.

2.4.2. Traccion diferencial en 3D

Para el caso del modelado de un robot de traccion diferencial en 3D,
debemos tener en cuenta la rueda de soporte (ver Figura , a fin de que el
vehiculo pueda girar con respecto al eje y.

Llamaremos [, r y ¢ a los marcos de referencia de la rueda izquierda, dere-
cha y de soporte, respectivamente. Sea v la velocidad lineal y w la velocidad
angular del marco de referencia b, ubicado en el cuerpo del robot. De esta
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forma, los vectores que describen la posicion de cada una de las ruedas con
respecto al cuerpo son

7 = Ly, — Ly, —L.]", (2.75)
7“1 = [Lay Ly, —L.]" (2.76)
=[-C,,0,—C.". (2.77)

De esta forma, la expresion para la cinematica inversa, que relaciona la ve-
locidad lineal y angular del cuerpo con la velocidad de cada una de las tres
ruedas es

T =0 — [F*E, (2.78)
b =gy — [ @Y, (2.79)
bgY = g — [P G (2.80)

Una vez obtenida la expresién para la cinematica inversa, se debe obtener
las ecuaciones correspondientes a la cinematica directa, que relacionan la
velocidad del vehiculo a partir de las velocidades de las ruedas. Como la
rueda de soporte, correspondiente al marco ¢ no tiene motor, su velocidad
es parte del sistema pero no es una variable a controlar, ya que depende de
las velocidades de v, y v;. Sin embargo, esta rueda es necesaria para que el
modelo tenga tres puntos de apoyo en el terreno, por lo que es necesario que
v, cumpla la condicién

Ve The = 0, (2.81)

esto es, que las componentes de la velocidad de la rueda de soporte sean tan-
genciales a la normal en el punto de contacto (representado en coordenadas

2L,

Figura 2.8: Traccion diferencial en 3D. Se agrega la rueda del soporte al
modelo para tener en cuenta el angulo de rotacién 6 sobre el eje .
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del vehiculo). Agregando esta condicién y reordenando de forma matricial

obtenemos:
Isxz —S(rr)  O3xs
I =S(r;)) 0
Up| 3x3 l 3x3
[ ] T | Ixz —S(re)  —Izx3 “ (2.82)
. Ve
Osx3  Osxs  O2x3i7ie
Ahora resta obtener la proyeccién de v, y v; segin el terreno. Para ello
suponemos que no hay deslizamientos laterales, lo que equivale a decir que
las componentes en la coordenada y de cada velocidad seran 0. El vector
direccion de las velocidades debera cumplir las siguientes condiciones

u-n =0, (2.83)
|ul3 = 1. (2.84)
La primer condicion determina:
uaznm
uyng +0ny +un, =0 = u, = — , (2.85)
nZ
la segunda condicion determina:
[Jull3 =1
ui + uz + ug =
uj + (—U’C%) =1
n,
2.2
2 U’xnm _
u;, o 1

| n?

Una vez obtenido el vector u, podemos multiplicarlo por la magnitud de
cada una de las ruedas para obtener su proyeccién de acuerdo a la normal
del terreno. Dicho sistema puede ser resuelto por minimos cuadrados para
obtener los valores de v, w y v.. Para profundizar en el tema el lector puede
dirigirse a [9, 28] 46 [55].
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2.5. Resultados

A continuacién presentamos los resultados obtenidos a partir de simular el
modelo cinematico para un robot de traccion diferencial en terreno plano y en
presencia de una rampa inclinada, con estado inicial o = (0.1,0.6,0.1,0,0,0)
y aplicando la misma velocidad a cada una de las ruedas.

Ejemplo 1: Terreno plano

En este ejemplo, podemos observar que al aplicar la misma velocidad a
cada rueda el robot se desplaza en linea recta hacia adelante. La Figura
muestra la evolucion de la coordenada x, donde se puede observar que el
robot avanza hasta llegar a los 40 m. Al observar las Figuras y
podemos ver que las coordenadas y y z se mantienen constante con respecto
a su estado inicial. Como es de esperarse, los angulos de orientacién también
se mantienen constantes en todo momento (ver Figuras 2.9d] [2.9¢|y [2.91).

Ejemplo 2: Rampa inclinada

En este ejemplo, se puede observar que al aplicar la misma velocidad a
cada una de las ruedas en presencia de una rampa inclinada el robot ya no
se desplaza en linea recta, sino que su movimiento esta determinado por la
velocidad de cada rueda y por las caracteristicas del terreno (ver Figura.
Al observar la Figura[2.10b|podemos ver que al ingresar a la rampa el vehiculo
se desplaza levemente hacia la derecha, para luego terminar su recorrido 70
cm a la izquierda de su coordenada inicial. De esta forma se puede deducir que
la rueda izquierda estaba a una altura menor que la derecha, lo que también
puede visualizarse en el angulo de roll del vehiculo (ver Figura . De la
misma forma, podemos ver que la coordenada z crece hasta llegar a los 26 c¢m,
para luego mantenerse constante, por lo que se deduce que el vehiculo estaba
desplazandose en subida, lo cual también puede visualizarse en el angulo de

pitch (ver Figura 2.10e).

2.6. Conclusiones

En este capitulo se trato el modelado cinematico de robots moviles terres-
tres y se realizd una pequena introduccion su modelado 3-D. Las técnicas de
modelado presentadas en este capitulo permiten generar de forma sisteméatica
y generalizada modelos para robot moviles de las més diversas y complejas
caracteristicas. A partir de los resultados obtenidos mediante simulaciones, se
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Figura 2.9: Simulacién en terreno plano.
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en presencia de una rampa inclinada.
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puede evidenciar que hay ocasiones en las que es beneficioso tener en cuenta
las caracteristicas del terreno y debido a esto, el modelo del robot debe tener
en cuenta los 6 DOF a pesar de 3 de ellos estén impuestos por las caracteristi-
cas del terreno (altura, angulo de roll y de pitch). Si el modelo del vehiculo
considera los 6 DOF, es posible incorporar las caracteristicas del terreno y la
orientacion del vehiculo en el diseno del controlador, lo que permite planificar
las acciones de control de acuerdo a la superficie y la orientacién del vehiculo
en vez de reaccionar a las mismas como si fuesen perturbaciones.
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Capitulo 3

Navegacion

3.1. Introduccion

La integracién de un sistema de navegacién satelital (GNSS, Global Navi-
gation Satellite System) con una unidad de medicién inercial (IMU, Inertial
Measurement Unit) es el estado del arte entre los sistemas de navegacién
[911[127]. Los sensores inerciales han ganado terreno rapidamente en esta 1lti-
ma década, principalmente debido a los significativos avances realizados en
materia de microelectrénica [123]. El problema de la estimacién de posicién,
velocidad y actitud de un cuerpo rigido en el espacio involucra ecuaciones de
medicion no lineales combinadas con la matriz de rotacién, expresada a través
de angulos de Euler o cuaterniones, ademas de los modelos cineméaticos de
la traslacion y rotacion del cuerpo rigido en el espacio. Tradicionalmente, los
algoritmos utilizados para resolver el problema de la estimacién de posicién y
actitud son es el filtro de Kalman extendido (EKF, Extended Kalman Filter)
[66, [76] [104], el Unscented Kalman Filter (UKF) [22] [100], o los més avanza-
dos filtro de particulas (PF, Particle Filter) basados en la teoria Bayesiana
de [15][18].

Recientemente, la utilizacién de observadores no lineales se ha presenta-
do como una alternativa interesante a los filtros de Kalman y los métodos
estadisticos, sin embargo todavia existe poca literatura al respecto. Vanders-
teen et al. [127] utilizan un algoritmo de estimacién basada en horizonte
movil (MHE, Moving Horizon Estimation) en tiempo real para estimar la
actitud (u orientacién) y los pardmetros de calibracién de los sensores de
una nave espacial. En primer instancia, la actitud es estimada a partir de un
magnetémetro y un giréscopo de tres ejes. Luego, utilizan un sensor estelar
(star tracker) fusionado con los datos del magnetémetro y el giréscopo para
obtener una estimacion mejorada. Para lograr estimados en tiempo real, uti-
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lizan un algoritmo de Gauss-Newton modificado para obtener la solucién del
problema de optimizacién; aprovechando la estructura de banda de la matriz
resultante. En el trabajo de Poloni et al. [91] utilizan MHE para fusionar la
informacion de un receptor GNSS con una IMU con el objetivo de estimar
la posicién, velocidad y actitud (u orientacién) de un cuerpo en movimiento.
En este trabajo, se utilizaron los datos obtenidos del vuelo de un avion de
distintos sensores, algunos de bajo costo y otros de alta precision. La com-
binacién de un algoritmo de MHE junto con sensores GNSS e IMU de bajo
costo logra mejor desempeno que el obtenido utilizando EKF con los mismos
sensores. Asimismo, destacan que los resultados obtenidos mediante el uso
de MHE y sensores de bajo costo es aproximado a los obtenidos utilizando
EKF y sensores de alta precision.

Tanto el EKF como MHE estan basados en la solucién de un problema
de minimos cuadrados. Mientras que EKF utiliza actualizaciones recursivas
para obtener los estimados y la matriz de covarianza del error, MHE consi-
dera una ventana de horizonte finito y resuelve un problema de optimizaciéon
sujeto a restricciones para encontrar los estimados 6ptimos (en el sentido de
minimos cuadrados). De esta manera, los limites fisicos del sistema pueden
ser modelados a través de cotas (o restricciones) en sus estados y pardme-
tros. La omision de esta informaciéon por parte del algoritmo de estimacion
puede degradar su performance [45]. Para sistemas lineales sin restricciones,
este problema ha sido resuelto y varios métodos basados en distintas medidas
estadisticas han sido desarrollados [21} [51]. Desafortunadamente, el filtro de
Kalman no incorpora de forma explicita restricciones en los estimados (esta-
dos y pardmetros) y debido a esto, se han desarrollado métodos ad-hoc para
incorporar restricciones [116]. Los distintos métodos para incorporar restric-
ciones al filtro de Kalman incluyen la reduccién de modelo [117], proyeccién
de los estimados [44], proyeccién de la ganancia [121], truncado de la funcién
de densidad de probabilidad [118] y proyeccién del sistema [58]. Estos méto-
dos conducen a soluciones subéptimas en el mejor de los casos y, bajo ciertas
condiciones, pueden calcular estimados que no son realistas, sobre todo cuan-
do las estadisticas de las variables desconocidas (estados iniciales, ruidos de
medicién y procesos, perturbaciones) se eligen de forma inadecuada. Por otro
lado, la estimacion de horizonte mévil (MHE) resuelve un problema de opti-
mizacién para encontrar los estimados del sistema y de esta manera, provee
un marco tedrico para realizar estimacion sujeta a restricciones.

Con cada muestra del sistema, MHE resuelve un problema de estimacién
de horizonte finito para determinar los estados y pardametros del sistema.
Cuando una nueva medicién se encuentra disponible, se descartan las medi-
ciones viejas y el problema de estimacién se vuelve a resolver para determinar
los nuevos estimados (ver Figura [3.1)). La informacién de las mediciones que
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MHE problem
6 at time T-4

~I' MHE problem 1
\ |at time T

"77TMHE problem
at time T-1

0 10 TN 20 T 30 40
Samples

Figura 3.1: Esquema de actualizacion de MHE.

no son incluidas en la ventana de estimacion es asimilada por la funcién ob-
jetivo a través de un término extra denominado costo de arribo. Este término
caracteriza la distribucion estadistica de los estados al principio de la ven-
tana de estimacion dada la informacién proveniente de las mediciones. De
esta manera, el costo de arribo permite que MHE aproxime a Minimos Cua-
drados y utilice un niimero finito de muestras. Una buena aproximacién del
costo de arribo permite reducir el tamano de la ventana de estimacién y por
consiguiente, el del problema de optimizacién, mientras que mantiene buena
performance y robustez. La forma mas utilizada para aproximar el costo de
arribo es utilizando un la norma-2 de los estados del principio de la ventana
de estimacién [19, [60, 93, [97]. Para sistemas lineales, Rao et al. [97] propu-
sieron la actualizacién de los pardmetros del costo de arribo (la matriz de
peso y los estados iniciales) mediante la utilizaciéon de un filtro de Kalman.
Dado que estos métodos utilizan distribuciones Gaussianas para modelar las
densidad de probabilidad de los estados iniciales [96] 97|, la aproximacién del
costo de arribo es inadecuada cuanto los estimados tienen restricciones y de-
bido a esto, se obtienen malos estimados. Este problema surge debido a que
las restricciones modifician la distribucién de probabilidad de los ruidos y los
estimados, forzando a cero la probabilidad de algunos valores y, en ocasiones,
elimina la independencia entre los estimados y los ruidos [102].

Para hacer frente a estos problemas, Chu et al. [19] desarrollaron un méto-
do de actualizacién iterativo del costo de arribo que utiliza aproximaciones
cuadraticas y la informacién de las restricciones activas e inactivas de la ite-
racion previa. Estas ideas permiten construir aproximaciones cuadraticas en
la proximidad de la solucién 6ptima del costo de arribo exacto. El método
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de actualizacién estd basado en la hipdtesis que el conjunto de restricciones
activas no cambia después de un tiempo determinado. Esta hipdtesis funcio-
na cuando se eligen ventanas de estimacion grandes. Sin embargo, si alguna
restriccion cambia su estado después de haber supuesto lo contrario, el es-
timador puede diverger. Ademds, este mecanismo pondera de mas los datos
pasados al retener la informacién de las restricciones, y de esta forma le res-
ta importancia al efecto de la informacién disponible en los datos recientes,
siendo incapaz de incorporarla en los nuevos estimados.

Finalmente, en un trabajo reciente Al-Matouq y Vincent [3] desarrolla-
ron un algoritmo de MHE basado en muiltiples ventanas de estimacién. El
algoritmo aprovecha las restricciones inactivas para reducir el tamano del
problema de optimizacién mientras que mantiene las propiedades de estabili-
dad y performance de minimos cuadrados. Estas propiedades son preservadas
mediante la aproximacién del costo de arribo con un estimador sin restriccio-
nes que reformula la funcién objetivo en las regiones de restricciones inactiva
muestra a muestra. Sin embargo, la utilizacién de multiples ventanas incre-
menta la carga computacional, limitando la utilizaciéon de este método en
procesos que no requieran periodos de muestreo cortos.

En este capitulo se propone utilizar estimacion adaptativa en combina-
ciéon con MHE para mitigar los efectos de las distribuciones de probabilidad
no Gaussianas y las restricciones en los estimados. La matriz de peso del cos-
to de arribo es actualizada utilizando algoritmos de estimacién adaptativa
en combinacion con la solucién de MHE en la muestra previa. Debemos des-
tacar que esta forma de actualizacion del costo de arribo es consistente con
las restricciones y cotas en los estados y los ruidos, mientras que incorpora
un mecanismo de feedback entre las mediciones y los estimados, mejorando
de esta manera el desempeno general del estimador. De esta forma, la matriz
de covarianza es calculada a lazo cerrado en vez de a lazo abierto, tal como
se calcula con las técnicas de estimacién estandar. La eficiencia del enfoque
propuesto sera evaluada mediante simulacién. Principalmente, se pretende
mostrar que i) es importante tener en cuenta las cotas en los estimados
cuando se actualiza el costo de arribo, 7i) esta idea puede ser implementada
utilizando técnicas de estimacion adaptativa para aproximar el costo de arri-
bo, #ii) la estimacién resultante de la combinacién de MHE con el algoritmo
propuesto es estable, y iv) el método de actualizacién propuesto permite re-
ducir el tamano de la ventana de estimacion sin perder desempeno, lo que
reduce el tamano del problema de optimizacion. En las siguientes secciones
se presentara el problema de MHE, para luego mostrar dos maneras diferen-
tes de actualizar el costo de arribo. Se concluye presentando resultados en
simulacion.

42



FEstimacion basada en horizonte movil lineal

3.2. Estimacion basada en horizonte movil li-
neal

Considere el sistema discreto, lineal e invariante en el tiempo

Tpr1 = Az + Guy, (3.1)
yr = Cxp + vy, '

donde z, € X C R™ es el vector de estados, w, € VW C R™ es el vector de
ruidos de proceso, y, € R™ es el vector de mediciones, v, € ¥V C R™ es el
vector de ruidos de medicién y k € 1. Los ruidos wy y 9 son perturbaciones
estocdsticas estacionarias, de media cero y momentos finitos. Los conjuntos
de restricciones X', W y V son considerados cerrados con 0 € X, 0 € W'y
0cV.

Minimos cuadrados batch utiliza una secuencia de mediciones {y; };?:0 pa-
ra estimar los estados 2 que resuelven el siguiente problema de optimizacién

. . 2 koL~ 12 2
min CIDk:Hka—xOH D wkH + ka
- Py =0 2 -1 J —1
Lo|k Wk | Fo J | Q | R
Tjpp = AL + Gy, (3.2)
s.t. yj = CZjjk + Ok,

j:j\k € X, ’UA)J‘k € W, f)ﬂk € V,

donde ||-]| x es la norma-K inducida, @' y R~! son matrices simétricas de-
finidas positivas que penalizan los errores de los vectores estimados de ruido
de proceso w;, y de medicién v, error. El par (Z, Py ') resume la informa-
cion previa a tiempo k = 0, donde Z( es el conocimiento actual del estado
estimado inicial y P, ' es una matriz simétrica definida positiva. La solucién
al problema calcula los estimados suavizados {Z; : j =0,1,...,k—1}
y el estado filtrado Zys.

Dado que minimos cuadrados batch usa todas las mediciones disponibles,
el tamano del problema crece a medida que lleguen nuevas mediciones, con-
virtiéndolo en un problema computacionalmente intratable. MHE en cambio,
considera una ventana fija de mediciones. A medida que una nueva medicion
llega, esta ventana se desliza un instante hacia adelante y el proceso se repite.
Las mediciones pasadas son tenidas en cuenta mediante el término de pena-
lidad Zy_n denominado costo de arribo [97]. Entonces, el problema de MHE
consiste en encontrar los estados, ruidos de proceso y ruidos de medicién que
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son solucién del siguiente problema de optimizacién

N 2
Ujlk”Rfl

. R 2
min = Uy = Z,_n(Zp—nk) +Z§:k—N wj““”Q*l +

TNk Wk
i = Az + Gy, (3.3)
s.t. Y = C:f?j\k + @j\lm
i’ﬂk € X, UAJj“g € W, @j|k ev.

La minimizacién de minimos cuadrados batch (3.2) es equivalente a minimi-
zar el problema de horizonte mévil (3.3) siempre que se cumpla la condicién
de que Zj_n es el costo de arribo exacto Z;_

Ziy=_min |Zop-n— ifo”i—l + Z;:év wj|k‘—NH2Q—1 + @j|k—NH271
To|k—N Wk—N 0
Tjrip-~N = AZjjp—n + Gjjp—n,
s.t. Yj :Cfﬂk_]v—'—’f}ﬂk_]\r,
j:j\k—N e X, UA}j‘k_N eWw, ﬁj\kz—N eV.
(3.4)

El célculo exacto del costo de arribo Zj;_5 es complicado, ya que es una
funcién cuadratica definida a trozos, donde la transiciéon entre segmentos
depende del estado de las restricciones (activas o inactivas) en el problema
(3.2). Por ello, calcular Z}_, requiere la solucién de un problema de optimi-
zacién cuadratico sujeto a restricciones (QP, del inglés Quadratic Program)
cuyo tamano crece con el horizonte kK — N. En consecuencia, Z;;_ 5 no puede
ser calculado mediante la resolucién del problema de optimizacién y
por ello, se debe utilizar una aproximacion Z;_y. Las formulaciones conven-
cionales de MHE utilizan una ventana de estimacién larga para reducir el
efecto de los errores introducidos por una mala aproximacion del costo de
arribo [90]. En este caso, MHE usa toda la informacién disponible para el
sistema, descartando la que no tiene efecto en la estimacion dada la memoria
finita del sistema. Si se quisiera achicar la ventana de estimacién, es necesario
tener mejores aproximaciones del costo de arribo de forma tal que incorpore
la informacién que se descarta en el problema. Para sistemas lineales, ge-
neralmente se supone que la distribucién de probabilidad es Gaussiana y la
matriz de covarianza en el costo de arribo se actualiza utilizando un filtro
de Kalman [85]. Es més, para sistemas sin restricciones que cumplen con la
suposicion Gaussiana, MHE equivale al filtro de Kalman. La matriz de pena-
lidad P._n generalmente se calcula utilizando programacién dinamica y de
esta forma, se la puede interpretar como la covarianza del estado estimado a
tiempo k — N [97].
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3.3. Actualizacion del costo de arribo

MHE se basa en representar el problema de minimos cuadrados batch
en la forma , donde N se mantiene fijo. Entonces, para cada k > N,
el costo de arribo Z}_, es calculado utilizando la Ecuacién y luego
se obtiene una nueva soluciéon para el problema de MHE. Para evitar los
inconvenientes generados por la dimension del problema , éste puede
ser reescrito de forma recursiva extendiendo la minimizacion parcial de (3.4))
hacia la siguiente variable de decision:

. 2
Uk—N|k HR—l

. ~ 2
Zp_y =min Zp_y_y o+ |- n-aje][ g +
Wi

Tp-np = Alp—N—1jk—1 + GUr_N_1}1, (3.5)
s.t. Yk—N = CTp_Njk + Op—nN i,
TN € X, Wp—n_1x €W, Up_nk € V.

Comenzando con
Zy =||Zo — fOH?a(;l ; (3.6)

dado que es muy dificil encontrar una expresion analitica exacta para calcular
el costo de arribo de MHE con restricciones, se seguirda un enfoque como el
de Rao et al. [97] y se utilizara una aproximacién del costo de arribo basado
en el costo de arribo del problema sin restricciones. De esta forma, el calculo
exacto del costo de arribo sera aproximado por la aproximacién cuadratica

Zy-n =t~ — Te-nlp s (3.7)

donde P,_n y Tp_n determinan completamente el costo de arribo aproxi-
mado. Por lo tanto, la actualizacion del costo de arribo aproximado Z;_y
puede formularse como una actualizacion de P,_n v Zj_n. Si se considera el
problema de minimizacion parcial dado por la Ecuacion donde Z;,_n_1
se obtiene mediante la Ecuacion , resulta en un problema de estimacion
secuencial con restricciones.

Para problemas sin restricciones, la solucién de la Ecuacién utili-
zando la Ecuacion conduce a un problema de estimacién secuencial que
puede ser resuelto utilizando un filtro de Kalman [85]. Con este enfoque, la
informacion previa es transferida a la ventana de estimacién actual utilizando
el estado 6ptimo en la iteracion anterior, Z} N—1[k—N~—1 COMO estado inicial a
tiempo k. Esta idea puede ser utilizada en problemas con restricciones siem-
pre que se reemplace el filtro de Kalman por alguno de los métodos ad-hoc
descriptos en [116]. Sin embargo, las restricciones solo se aplican a los estados
y no se tienen en cuenta para las matrices de covarianza Py_y. El principal
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argumento a favor de este tipo de actualizaciéon es que ninguna medicién y;
es sobreponderada durante el proceso de estimacion, lo que garantiza que no
se utilice ninguna medicion dos veces. Por otro lado, una de las desventajas
de usar esta actualizacion es el hecho que exhibe un fenémeno periédico co-
nocido como ciclo de estimacion, asociado a confiar en estimados calculados
a partir de pocos datos. El ciclo de estimacion puede ser evitado utilizando
una actualizacién con suavizado [122]. La actualizacién con suavizado incor-
pora mas informacion en la actualizacion de Zp_n. Otro problema de este
tipo de actualizaciones son los errores de aproximacion del costo de arribo
cuando las restricciones cambian de estado entre estar activas o inactivas en
el optimo. Las restricciones modifican la distribuciéon de probabilidad y los
ruidos de manera que las férmulas analiticas para la actualizacién no pue-
den utilizarse. En esta tesis, la actualizacién del costo de arribo aproximado
es formulada como una actualizacién de los términos P,y v ZTrp_n de
la Ecuacién (3.7) y se realiza en dos pasos: i) actualizar Z,_y y luego i)
actualizar Pi._p.

Calculode 7,y y Pi_n

Uno de los componentes de Z,_y es el estado inicial z;_ . Dado que el
problema de MHE calcula los estimados suavizados {@;, : j = k—N, ..., k—
1} y el estimado filtrado @, podemos utilizar el estado estimado éptimo de
la iteracion anterior 7 N|k—1 COMO nuestro estado inicial,

Th-N = L} Njg—1-
El uso del estado suavizado implica que se esta haciendo una hipdtesis similar
a la de Chu et al. [19]: el estado de las restricciones (activas o inactivas) no
cambia una vez que el estimado deja la ventana de estimacion.

La matriz de penalidad P._y puede ser interpretada como la covarianza
de z_n en el enfoque estocastico de MHE [97]. Existen soluciones analiticas
para calcular P,_x para problemas lineales sin restricciones. Para problemas
lineales con restricciones (y para problemas no lineales) se han desarrollado
soluciones que aproximan a P,_ . Se basan en una actualizacion recursiva que
emplea la informacién del sistema disponible a tiempo k& (modelo del sistema,
matriz de covarianza previa, restricciones activas, covarianza de los ruidos).
Estas ecuaciones evolucionan a lazo abierto sin incorporar informacién de las
mediciones o de los estados estimados.

En el ambito del procesamiento de senales y estimacion adaptativa, ge-
neralmente se utiliza una actualizacién recursiva basada en mediciones y/o
los estados estimados [62]:

Pl;—lN = O‘kPI:N—1 + 5kfk—N|k—lfsz|k71 By >0, (3.8)
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donde ay, € [0,1) y Sk € (0, 2] son secuencias de peso variantes en el tiempo.
La Ecuacién calcula de forma recursiva y en tiempo-real una estimacion
de la matriz de covarianza P,_y al actualizar el estimado previo P,_ny_1
con un promediado exponencial de Zj_ N‘k_lzf:Z_ Nk—1- Este mecanismo de
actualizacién puede ser interpretado como un filtro variante en el tiempo
cuya entrada es i'k—N“C—lj'%LNUcfl y la condicién inicial F.

Lema 3.1. Sean {A; :i=1,...,n} matrices positivas definidas y sean {; :
i = 1,...,n} nidmeros reales no negativos. Entonces Y ., v;A; es positiva
semidefinida.

Demostracion. Sea x € R™ distinto de cero, se puede ver que z7' (37| v 4;)z =
St i@t Ayr) > 0. Cada v; > 0 y cada 27 Az > 0. Esta suma resulta en
una matriz positiva definida si alguno de los sumandos es positivo. ]

Lema 3.2. Si Py > 0 y ag > 0, entonces la matriz P, obtenida utilizando la
ecuacion (@ es positiva definida para todo k > 0.

Demostracion. Dado que za! es simétrica positiva semidefinida, del Lema
se obtiene que Py es definida positiva para todo k& > 0. O

Lema 3.3. Si P > 0, entonces existe una matriz invertible Z tal que ZTPZ =
Iyz7" =P

Demostracion. Ver Lema 7, pagina 261 de Johnson [54]. O

Nétese que oy v (i tienen efectos contrarios. Cuando «ap < 1, el al-
goritmo de adaptacion tiende a descartar la informacion vieja resumida en
Py n_1, estimando P,_n con los datos recientes. Esto evita sobreponderar
los datos viejos (reteniendo, por ejemplo, datos con restricciones activas) que
pueden deteriorar el desempeno del estimador y logra mejorar la estimacién
de Zj_pnp,. Desde el punto de vista de la optimizacion, cuando el algoritmo
descarta los datos que no contienen informacién 1til, la matriz Pk__lN crece y
la informacién inicial contenida en el costo de arribo tiende a ser més relevan-
te. En cambio, cuando a4, & 1, el algoritmo de adaptacién tiende a retener la
informacion resumida en P,_n_; y descarta los datos actuales debido a que
no incorporan informacién nueva. Esto permite incluir la informacién del pa-
sado que es relevante al problema de estimacion, mejorando asi la estimacién
de Zj_ i al incluir mas informacioén y olvidar solo los datos iniciales, lo que
hace que PI:N decrezca. Cuando (5 > 0 el algoritmo de adaptacion tiende
a incrementar P, 'y por la incorporacién de informacién proveniente de los
estimados Z_n|,—1. Esto permite incluir mas informacién de los datos actua-
les en la matriz P,;_IN. Cuando B = 0 el algoritmo de adaptacion descarta
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la informacién disponible en Zj_ -1 y solo aplica un mecanismo de olvido
a P,;lN, el cual depende del valor de ay. En general, oy v £ permiten que
el algoritmo de estimacién descarte y/o incorpore informacién en la matriz
-1 . .2 . . .. k
P,y de acuerdo a la informacién disponible en las mediciones {y;}7_; x,
. A . k
los estados estimados 2y, y el ruido de proceso {w;}i_; -
Si utilizamos el lema de inversién de matrices, la Ecuacién (3.8) puede
ser reescrita como
- T
Pr N1 Zp— N1 T 1 Pr-n—1

(3.9)

Pka = Pkafl -

1
o =+ @f_Nm_lPk—N—@k—mk—l
Esta forma de calcular Pj_y incorpora un lazo de realimentacién al problema
de MHE, lo que permite el ajuste P, ', de acuerdo a la informacién disponible
en las mediciones {y; }é‘?:k_ ~ ¥ debido a esto, se garantice la convergencia de
los estimados Zy— Nk y {w; };?:k_ ~- Debemos ser cuidadosos en la eleccion del
mecanismo de actualizacién del costo de arribo, ya que malas aproximaciones
pueden conducir a inestabilidad en el estimador [38] 95]. Por este motivo, en
las secciones que siguen se estudiaran las condiciones que garantizan estabili-
dad y convergencia. Si la secuencia actual de ruido de proceso {w; }é?:kf N €S
grande, P,;_lN se incrementara, lo que hard que Z;_n gane relevancia sobre
los otros términos del problema de optimizacién. Eventualmente, Z,_ny — 0
y mejorard la estimacién en términos generales. En ese caso, P,:N decrecerd
hasta que Z;_n alcance su valor estacionario o la realimentacién comience
otra vez (see Fig|3.3D).

Se pueden obtener diferentes perfiles para el factor de olvido dependiendo
de las caracteristicas del problema y de los valores oy y B, [62]. Por ejemplo,
si los estimados varian lentamente y las restricciones no cambian su estado
una vez que salen de la ventana de estimacion, la seleccién mas apropiada es

O<ar=a<1l B=1, (3.10)

que conduce a un factor de olvido constante. En este caso, la Ecuacion (3.9)
estimara P,_py utilizando los estimados disponibles de MHE, quitando re-
levancia a las observaciones pasadas a tasa constante. Cuando se utiliza un
factor de olvido constante, la eleccion de «y, y B dados por la ecuacién (3.10)
conduce a una ganancia adaptativa decreciente, donde la informacién mas
vieja se olvida continuamente. Si el factor de olvido « no es elegido cuidado-
samente, puede conducir a un crecimiento exponencial de la matriz P,_n y
el algoritmo de MHE se puede volver sumamente sensible a perturbaciones
y/o errores numéricos [39].

Por este motivo, en muchos trabajos [8] [68] [89] se sugiere utilizar un fac-
tor de olvido variante en el tiempo, el cual permite que el algoritmo siga los
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cambios lentos y también los repentinos que ocurran en el sistema, mientras
que previene que la matriz P,y crezca y conduzca a errores numéricos. Esta
eleccion es apropiada cuando los estimados son estacionarios y las restriccio-
nes pueden cambiar su estado una vez que salen de la ventana de estimacién
[62], ya que se debe olvidar los datos viejos con el fin de mantener la in-
formacion relevante de las restricciones de los estados. A continuacién se
hara una resena de algunos de los mecanismos existentes para actualizar los
parametros ay v SBi. Por ejemplo si la evolucién de «ay, esta dada por

AT A
Ty Njp—1Lk=N-1Zk—Nk—1

ap =1 Br =1, (3.11)

_ = _ ,
L+ 23 njpq Pr-N-1Zp—njr—1

podemos ver que el factor de olvido de la ecuacion depende de los esti-
mados, lo que conduce a que varie en el tiempo. Si la norma de los estimados
se vuelve nula, oy vale automaticamente 1, lo que conduce al algoritmo de
minimos cuadrados recursivo (RLS, Recursive Least Squares). En los casos
en que la secuencia de estados es tal que el término ff;;F_Mk_lPk—N—@k—Mk—l
es significativo con respecto a 1, el factor de olvido toma un valor pequeno,
lo que asegura buena capacidad de adaptacion. El algoritmo proveera una
adaptaciéon rapida y evitara el crecimiento exponencial de Pj_y, estabilizan-
do asf los estimados (controlando la cantidad de informacién empleada para
calcular P;_y) y el problema MHE.

Si los estimados son variantes en el tiempo y las restricciones pueden
cambiar de estado luego de dejar la ventana de estimacién, el factor de olvido
debe garantizar una traza constante de la matriz de covarianza, que puede
obtenerse mediante

A =

[1]] —

S ~T
Pk—N—1$k7N|k71xk,N|k,1Pk—N—l 1
trace | Pr_n_1 — . Br=n oy,

n+ ff,N‘k,lpk—N—lfka\kq

(3.12)
donde = > 0 es la traza deseada de la matriz de covarianza y n > 0 es una
constante elegida de forma adecuada para cada problema.

Fortescue et al. [39] propusieron un algoritmo de olvido variable que trata
de mantener la cantidad de informacién constante y muestran que una elec-
cién razonable de la cantidad de informacion puede prevenir que la matriz de
peso crezca demasiado y a la vez, se mantenga la capacidad de adaptacion.
Posteriormente, Osorio Cordero y Mayne [89] modificaron el algoritmo para
asegurar convergencia global. Las modificaciones realizadas garantiza que la
que trace Py, (y por lo tanto, || Py||) es siempre menor que una constante c. El
algoritmo calcula el estimado mediante RLS si a; = 1, y mediante minimos
cuadrados ponderado en el caso que oy € (0,1). La longitud de la memoria
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Ny estd relacionada con el factor de olvido oy mediante ay, = 1 — 1/Ny; fac-
tores de olvido de 0, 0.99 y 1 corresponden a longitudes de memoria de 1,
100 y oo, respectivamente. Las demas constantes requeridas por el algoritmo
pueden ser elegidas de la siguiente manera: o se elige de manera que o/oy,
sea grande, donde o, denota la varianza del ruido de proceso; Py = 01, donde
§ es grande (10°, por ejemplo), ¢ > § es grande. El factor de olvido variable
y la matriz de informacion pueden ser calculados mediante

€k = Yk—N — Yk—N

. . o
Ni = [1+ &yt Pe-no18h-Njp1] Tee B
—Nll2
. = 1-— 1/]\7]€
P NoaZk- N1 E np 3.13
Wy = (I 1 lk—1-lg—Nk—1 1Py ( )

1+ ig,Nm,lPk—N—li'kaUcfl
1

Pk—N = —Wk, si 1/C¥k trace(Wk) S C
Qg

P._n = W,, en otro caso.

Observacién 3.1. El algoritmo de estimacion de la matriz de covarian-
za puede expresarse como un filtro de Kalman con el estimado suavizado
Tp_njgk—1 como estado estimado, U como el residuo de estimacion y Py_y
como la matriz de covarianza [62]. En el caso de estimacion sin restriccio-
nes, el algoritmo de estimacion de la matriz de covarianza equivale a una
actualizacion mediante filtrado [85]. La relacion entre RLS y el filtro de Kal-
man es conocida [51]. En el caso del filtro de Kalman, la formula de actua-
lizacion de la matriz de covarianza es un caso especial de la ecuacion
bajo suposiciones especificas y una eleccion particular de oy, y PBr. Para una

descripcion detallada de estas equivalencias, el lector puede ver la Seccion
3.2.4 de Landau et al. [62]

Resumen de MHE con actualizacion adaptativa del cos-
to de arribo

MHE resuelve el problema , obteniendo una solucion {jjjlk}?:k— N
que aproxima la solucién éptima del problema . Para £ < N, se resuelve
el problema de minimos cuadrados batch. Luego, cuando k > N, se
resuelve el problema MHE con el costo de arribo aproximado

c (3.14)

—1
Pka

~ A~ A%
Zi-N = ka—N\k — Tp_Nk—1
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cuya solucion puede ser obtenida utilizando cualquier solver QP. La matriz
P._n y el estimado del estado inicial Z;_y son actualizados y la ventana
avanza una muestra, actualizando asi el vector de mediciones {yj}?:k_ ~- El
algoritmo (1| resume el estimador de horizonte moévil propuesto. El método
adaptativo utilizado para actualizar la matriz de covarianza define el com-
portamiento del algoritmo. Si se desea utilizar un enfoque de traza constante
(MHEAp_ct), se utiliza la Ecuacién . En cambio, si se desea utilizar
un factor de olvido variable (MHEAp_vyr), se utiliza la Ecuacién .

Algoritmo 1: Algoritmo MHEAp
Zo, Pp>0,Q,R>0and N >1
Inicializaciéon:

Tk-N ¢ o
Pen <+ Ry
for muestras £k =0,1,2,... do
Obtener medicién y
if £k < N then
Preparar el vector de datos:
Y o [yo, .- y]”
Resolver @4 con xy, Py y Y
else
Prepare data vector:
Y < [Yo-n, - un)”
Resolver lIfiV con Tp_n, Pony Y

Tp_N < Th-N11)k

Actualizar P,_y usando la Ec. (3.12)) o (3.13)

end if

Obtener los estimados actuales 7, para j =k — N,... k
end for

3.4. Analisis de estabilidad

La estabilidad de un estimador implica que el residuo converge a cero
para el sistema nominal

Tpp1 = Axy, (3.15)
Y = ka?

sin ruido de proceso o de medicién. Sin embargo, para el caso de estima-
cion con restricciones, una mala eleccién de las restricciones puede evitar la
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convergencia al estado real del sistema. Rao et al. [97] agregaron el reque-
rimiento de que la evolucién del sistema respete las restricciones, las cuales
solo necesitan satisfacer la siguiente suposicion para demostrar estabilidad.

Suposicién 3.1. Suponga que el sistema con condicion inicial xg
genera los datos. Se supondrd que existe Tojoo, {Wijoo frey ¥ 0 > 0 tal que

(0.9]
2 _llweoll o +llwnecllgs + o = ol 1 < ollzo = 2o
k=0

Y Thloo € X, Wijoo € W, Ve € V.

La Suposicion asegura la existencia de una trayectoria de estados
y perturbaciones factible que genera un costo acotado. A continuacion se
estudiard la estabilidad de minimos cuadrados batch (FIE, Full Information
Estimator).

Observaciéon 3.2. Suponga que las matrices QQ, R y Py son positivas defini-
das, (C, A) es observable, y se cumple la Suposicion . Entonces el FIE con
restricciones es un observador asintoticamente estable para el sistema .

Demostracion. Ver Muske et al. [85]. O

Observaciéon 3.3. La matriz Py satisface ||Pg|| < ¢, Vk. El hecho que Py
permanezca acotada, garantiza que el problema de optimizacion de MHE con

actualizacion adaptativa del costo de arribo es convexo y dada la Suposicion
existe una solucion.

Demostracion. Ver Apéndice [A.1] O

Observacién 3.4. La matriz P, tiene solucion de estado estacionario, es
decir

k—o0

Demostracion. Ver Apéndice [A.2] O

Teorema 3.1. V, = i;fP,;li“k es una funcion de Lyapunov para MHE con
actualizacion adaptativa del costo de arribo, donde Ty = xp — Ty y la ma-
- p-1 . . ~ -1 _ —1
triz Py, gstcm dados por la ecuacion , es decir, P," = ap(P_, +

‘Tk_N“C_lxkaUcfl)'

Demostracion. Ver apéndice O

52



Resultados

3.4.1. Estabilidad acotada

De la Observacion sabemos que ||P|| es no creciente, por lo tan-
to ||P; || es no decreciente. Por la convergencia de Py, a P, tenemos que
1P| < 1P < [1PLH]- Por lo tanto, el costo de arribo y cada uno de
los costos de cada etapa satisfacen las siguientes cotas

)\mm(Pk__lN)kaka—fka" < Hika\k_fkaHpk—jN < )\max(Po_ol)Hi‘kaW_fikaH

Amin(Q D[] < ([l g1 < Amaa( @[]
Amin (R[[0]] < [[0]] -1 < Amaa(RH]]0]].

Bajo ruidos acotados, el estimador MHE con actualizacién adaptativa del
costo de arribo es Robust Global Asymptotically Stable (RGAS). Es més, si
limy 00 wi = 0y limg_y00 v = 0, entonces limy_, ||Z — Zx|| = 0.

Demostracion. Ver Teorema 7 de [83]. O

3.5. Resultados

Para las simulaciones se utilizara el modelo lineal discreto de Rao et al.
98]

0

Tht1 = W,

0.99 0.2
—0.10.3

(3.16)
Yk = [1 —3} T + Vg,

donde {v;} es una secuencia de variables aleatorias independientes, con dis-
tribucién normal, media cero y covarianza o,, y wy = |zx| donde {z;} es
una secuencia de variables aleatorias independientes, con distribucién nor-
mal, media cero y covarianza o,. Para todos los ejemplos, el estado inicial
Zp es una variable aleatoria con distribucién normal, media cero y covarian-
za 0, = 0.5, ademds, supondremos que zo = [0,0]7 y zo = [0.5,—0.5]. El
problema de estimacion con restricciones es formulado con @ =1, R = 0.01,
Py = 0.5 y agregamos la desigualdad wy > 0 para incluir la informacién
disponible acerca de dicha secuencia aleatoria.

En primer lugar, los algoritmos propuestos (MHEAp_vr y MHEAD _cT)
se comparan con FIE y con un algoritmo para estimacion lineal (MHEkr)
disponible en las librerias Nonlinear Model Predictive Control Tools for Ca-
sADi (mpe-tools-casadi) [101]. Este algoritmo propaga el costo de arribo y la
estimacién del estado inicial utilizando un filtro de Kalman. Las simulaciones
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e
FIE MHEAp_ve MHEap_cr MHEgr

N =3 1322 20.44 27.37 103.42
N=6 1322 17.77 16.25 50.68
N =10 13.22 15.28 14.51 26.54

Tabla 3.1: Comparaciéon del efecto del tamano del horizonte de estimacion
en la sumatoria del error cuadratico medio del estado ") para el sistema

(3.16).

evaltan el efecto del tamano del horizonte de estimacién en la performance
de los estimadores. Se utilizaron tres tamanos de horizontes (N = 3, N =6
y N = 10) para cada uno de los algoritmos MHE con o, = 0.1 y o,, = 1.0.
Luego se calcul6 la suma del error cuadrético de estimacion

donde el superindice (i) denota la componente i-ésima de z. En esta prue-
ba se realizaron 100 pruebas, donde se calculd el promedio de la suma del
error cuadratico de estimacion. Los resultados obtenidos se pueden ver en las
Tablas y Se puede observar que los errores obtenidos por MHE zp
son siempre menores que los obtenidos por MHEkr y a la vez, mas cercanos
a FIE para cada uno de los tamanos de horizonte considerados. A medida
que el tamano del horizonte es mayor, el costo de arribo tiene un rol me-
nos relevante en la funcién de costo del problema de optimizacién y es por
eso que se puede apreciar que el costo de todos los estimadores tienden a
converger al mismo valor. Una buena aproximacion del costo de arribo nos
permite reducir el tamano del horizonte. Teniendo esto en cuenta, podemos
ver que los errores de MHEAp no cambian de manera significativa con los
distintos horizontes, mostrando asi que el algoritmo propuesto parece ser un
buen método para aproximar el costo de arribo.

Ejemplo 1: 6, =1.0, 0,=0.1, N =5

En este ejemplo, la covarianza del ruido de proceso es o, = 1.0 y la
covarianza del ruido de medicién o, = 0.1. La Figura[3.2) muestra los estados
x| 2®? y sus estimados (ver Fig. v [3.2b) con un horizonte de N = 5.
Se puede observar que los estimados de MHEp estdn mas cerca de FIE a
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Resultados

2
x
FIE MHEarp-vr¢ MHEapp_cr MHEkp

N =3 155 2.20 2.84 11.55
N =6 1.55 1.96 1.76 5.71
N =10 1.55 1.71 1.61 3.02

Tabla 3.2: Comparacién del efecto del tamano del horizonte de estimacién
en la sumatoria del error cuadréatico medio del estado z(? para el sistema

(3.16).

pesar de la reducida longitud del horizonte. A medida que el tiempo pasa,
los estimados de MHEp convergen a los estimados de FIE. Las Figuras
y muestran el error cuadratico £ a cada tiempo de muestreo. En estas
figuras se puede observar que el error de los algoritmos propuestos es similar
al obtenido utilizando FIE. Por otro lado, en estas figuras también se puede
observar que el desempeno de MHEkr es peor, principalmente debido a que
el tamano del horizonte fue configurado en N = 5. Esta diferencia puede ser
explicada por el hecho que la actualizacion del filtro de Kalman no aproxima
adecuadamente el costo de arribo debido al efecto de las restricciones [102].
Esta situacion empeora cuando el tamano del horizonte es méas chico, como
se ha mencionado en el ejemplo anterior.

Ejemplo 2: 0, =04, 0,=0.1, N =5

En este ejemplo, a pesar que la covarianza del ruido de proceso es o, =
0.4, varia con el tiempo y los distintos algoritmos MHE no tienen conoci-
miento de que esto sucede. La covarianza o, tendra valores de 0.1 cuando
0 <k < 20, 0.25 cuando 20 < k < 40, 1.5 cuando 40 < k < 100, 1.0 cuando
100 < k < 150 y 0.4 cuando 150 < k < 200. Podemos ver en la Fig.
que los algoritmos propuestos en este trabajo tienen mejor desempeno que
MHEgkr. La Fig. muestra la traza de la matriz P,:N utilizada por cada
uno de los algoritmos. Podemos ver que la matriz de MHEkgr converge a un
valor de estado estacionario y luego no cambia, mientras que los algoritmos
propuestos adaptan el peso de esta matriz acorde a las condiciones cambian-
tes del ruido de proceso. En estos casos, la traza de P,;IN crece cuando el
error es pequeno, mostrando que tiene mas confianza en los estimados. Por
otro lado, cuando la diferencia entre el estado real y el estimado crece, la
traza de la matriz decrece; logrando asi mejor adaptacion, atun bajo la in-
fluencia de perturbaciones desconocidas y cambiantes. En las figuras y
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Figura 3.2: Comparacion de los estimadores para el modelo 1) con hori-
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Figura 3.4: Evolucién de las secuencias de factores de olvido para MHEyg y
MHE¢r.

se puede ver la evolucién de los factores de olvido variable de los al-
goritmos MHEvyr vy MHEqT, respectivamente. En ambos casos se puede ver
que aj toma un valor muy cercano a 1 y el algoritmo se comporta como un
estimador de minimos cuadrados ponderado con una gran memoria. En los
casos en los que el ruido crece y el estimador es incapaz de seguir al sistema,
el factor de olvido decrece con el fin de permitir una adaptacion rapida de la
matriz de peso. Esta es la razén principal por la que el algoritmo propuesto
logra una mejor aproximacion del costo de arribo.

3.6. Estimacion basada en horizonte movil no
lineal

Considere ahora el sistema discreto, no lineal

Tpr1 = [z, wy), (3.17)
yr = h(xy) + vy,

donde z = z(k) € X C R es el vector de estados, wy, = w(k) € W C R™
y v = v(k) € YV C R™ son los ruidos de proceso y de medicién, respecti-
vamente y se supone que son secuencias de variables aleatorias independien-
tes con funciones de densidad de probabilidad invariantes en el tiempo, y
yr = y(k) € R™ es el vector de medicién.

Dado un horizonte de N mediciones {yx_n,...,yr} hasta tiempo k, el
problema MHE no lineal consiste en encontrar los estados, ruidos de proceso
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y de medicién que resuelven el siguiente problema de optimizacién

) . . . 2 .2
~min Je(Te-njg W) = Ze-n(Te—npk) + Z?:kaijIkHQ—l + Uj|kHR—1
Lk—N|ksWk
Tipik = f(Zjp, Djik),
st. yj = h(Zj) + Ok,
i’ﬂk < X, UAJﬂk < W, ﬁj‘k eV.
(3.18)

El problema de optimizacién no lineal puede ser resuelto utilizando estra-
tegias de single shooting, multiple shooting, collocation [29] o linealizaciones
sucesivas [84]. En esta seccién el enfoque trata en la aproximacion del costo de
arribo y el problema de optimizacion sera resuelto utilizando una estrategia
de multiple shooting sobre el problema no lineal.

Actualizacion del costo de arribo

Como se ha mencionado en la seccién anterior, MHE reduce el célculo
necesario para FIE al resolver el problema de optimizacién sobre un horizonte
finito de tamano N. Para poder obtener buenos estimados con horizontes
cortos, el algoritmo MHE debe ser capaz de obtener buenas aproximaciones
del costo de arribo. De lo contrario, dependiendo del intervalo de muestreo
y la respuesta dinamica del sistema, el tamano del horizonte puede resultar
sumamente largo.

Ya sea que los sistemas sean lineales o no, el método mas utilizado para
aproximar el costo de arribo es la norma 2 ponderada. Para el caso particular
de sistemas no lineales, Rao y Rawlings [96] utilizaron una aproximacién del
costo de arribo basada en el EKF y propagaban el estado inicial una mues-
tra hacia adelante utilizando la matriz de ganancia de dicho filtro. Tenny y
Rawlings [122] compararon la estrategia basada en EKF utilizando filtrado
y suavizado de los estimados, donde observaron que la estrategia de filtrado
introducia oscilaciones no deseadas (ciclo de estimacion). A pesar de su po-
pularidad, una de las principales desventajas de los métodos de aproximacién
del costo de arribo basado en EKF es la suposicion de que la distribucion
de probabilidad de los estados esta bien representada mediante una Gaussia-
na. Si el sistema en consideracion es no lineal, a pesar de que los ruidos de
procesos v medicion se supongan Gaussianos, las restricciones en el sistema
o la propagacién de las variables aleatorias por las ecuaciones del modelo
hara que dejen de serlo. Por este motivo, muchos trabajos se han enfocado
en aproximar el costo de arribo utilizando técnicas de filtrado que recons-
truyen la distribucion de probabilidad basdandose en muestras de los estados.
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Qu y Hahn [93] propusieron utilizar el UKF para actualizar sélo la matriz
de covarianza del costo de arribo. Ungarala [124] compara el desempeno de
varios filtros de este tipo para aproximar el costo de arribo. En su trabajo,
el EKF es comparado con el UKF, el filtro de particulas y filtros basados en
cadenas de Markov. Aqui se muestran ejemplos de simulacién donde se obser-
van los beneficios de este tipo de aproximaciones sobre el enfoque tradicional
del EKF. Lépez-Negretea, Patwardhanb, y Biegler [70] utilizan un filtro de
particulas con restricciones. En este trabajo se muestra que la incorporacién
de las restricciones del sistema en el proceso de aproximacion del costo de
arribo conduce a mejoras en la estimacion.

De esta forma, teniendo en cuenta la aproximacién en norma 2, podemos
decir que los filtros basado en muestreo se utilizan para generar los primeros
dos momentos de la distribucién del costo de arribo. Por ese motivo, en esta
seccién se utilizaran los métodos de aproximacion adaptativa del costo de
arribo en sistemas no lineales. El desempeno del método de olvido variable
dado por la ecuacién se comparard con la aproximacién del costo de
arribo utilizando EKF. El motivo de esta eleccién se basa en el trasfondo
préactico de este trabajo. Los filtros basados en muestreo necesitan una masa
de datos mayor para poder obtener sus estimados, lo que conduce a una mayor
carga computacional y debido a ello, no son muy utilizados en sistemas que
requieran operacion en tiempo real.

3.7. Resultados

Para las simulaciones se utilizara el modelo no lineal discreto de Rao et

al. [08]

2, =099 2V +0.2 2

2 = —0.1 2 + + wy (3.19)

Yp = :1:;1) -3 x,(f) + vy,

donde {v;} es una secuencia de variables aleatorias independientes, con dis-
tribucién normal, media cero y covarianza o,, y w; = |z;x| donde {z} es
una secuencia de variables aleatorias independientes, con distribucién nor-
mal, media cero y covarianza o,. Para todos los ejemplos, el estado inicial
Zo es una variable aleatoria con distribucién normal, media cero y covarianza
o, = 0.5, ademds, supondremos que zo = [1,—1]7 y 7, = [0.5,—0.5]T. El
problema de estimacion con restricciones es formulado con Q =1, R = 0.01.
Se agrega la desigualdad wy > 0 al problema de optimizacién para incluir la
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Pe)
FIE MHEArp_vr MHEgkr

N=3 37.09 175.59 253.17
N=6 37.09 110.40 129.33
N =10 37.09 66.58 72.84

Tabla 3.3: Comparaciéon del efecto del tamano del horizonte de estimacion
en la sumatoria del error cuadratico medio del estado ") para el sistema

(3.19).

informaciéon disponible acerca de dicha secuencia aleatoria. Para el caso de
la actualizacién con el filtro de Kalman Extendido, Py = 4 I y para el caso
de actualizacién adaptativa con olvido variable, Fy = 1000 1.

Se procedera de la misma manera que para el caso lineal. Se comparara
el algoritmo MHE,p_vr con FIE y con MHEkg, el cual utiliza el filtro de
Kalman extendido para propagar el costo de arribo y el estado inicial. Las
simulaciones evaltan el efecto del tamano del horizonte de estimacion en
la performance de los estimadores. Se utilizaron tres tamanos de horizontes
(N =3, N =06y N = 10) para cada uno de los algoritmos MHE con ¢, = 0.1
y 0y = 1.0. Luego se calculé la suma del error cuadratico de estimacion utili-
zando la ecuacién . Los resultados obtenidos se pueden ver en las Tablas
y donde podemos observar que los errores obtenidos por MHE s son
menores que los obtenidos por MHEkr y a la vez, mas cercanos a FIE para
cada uno de los tamanos de horizonte considerados. A medida que el tamano
del horizonte es mayor, el costo de arribo tiene un rol menos relevante en
la funcién de costo del problema de optimizacién y es por eso que se puede
apreciar que el costo de todos los estimadores tienden a converger al mismo
valor y podemos ver que los errores de MHE 5p no cambian de manera signifi-
cativa con los distintos horizontes, mostrando asi que el algoritmo propuesto
parece ser un buen método para aproximar el costo de arribo. En el caso no
lineal también queda claro que una buena aproximacion del costo de arribo
nos permite reducir el tamano del horizonte. Y es en este caso donde esta
propiedad es ain maés relevante, dado que los problemas de optimizacion no
lineales no sélo son mas costosos computacionalmente que su parte lineal,
sino que es mas complicado garantizar su convexidad.
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Resultados

@

FIE MHEarp_-vr MHEkp

N=3 429 16.54 28.18
N=6 429 10.96 14.48
N =10 4.29 7.19 8.24

Tabla 3.4: Comparacién del efecto del tamano del horizonte de estimacién
en la sumatoria del error cuadréatico medio del estado z(? para el sistema

(3.19).

Ejemplo 3: 0, =10, 0,=0.1, N =5

En este ejemplo, la covarianza del ruido de proceso es o, = 1.0 y la
covarianza del ruido de medicién o, = 0.1. La Figura[3.5| muestra los estados
| ) y sus estimados (ver Fig. y [3.5b) con un horizonte de N = 5.
Se puede observar que los estimados de MHE p estdn mas cerca de FIE a
pesar de la reducida longitud del horizonte. A medida que el tiempo pasa,
los estimados de MHEAp convergen a los estimados de FIE. Las Figuras|(3.2¢|
y muestran el error cuadratico £ a cada tiempo de muestreo. En estas
figuras se puede observar que el error de los algoritmos propuestos es similar
al obtenido utilizando FIE. Por otro lado, en estas figuras tambien se puede
observar que el desempeno de MHEgr es peor. Esta diferencia puede ser
explicada por el hecho que el filtro de Kalman actualiza el costo de arribo
utilizando solamente informacién del modelo del sistema y no los datos. Si se
utiliza una matriz de pesos ) o R incorrecta, la propagacion de la matriz de
covarianza cambia de forma significativa. Ademads, una vez que la matriz de
peso P, obtenida utilizando el filtro de Kalman extendido alcanza un estado
estacionario, es incapaz de adaptarse a cambios del sistema.

Ejemplo 4: 0, =04, 0,=0.1, N =5

En este ejemplo, a pesar que la covarianza del ruido de proceso es o, =
0.4, varia con el tiempo y los distintos algoritmos MHE no tienen conoci-
miento de que esto sucede. La covarianza o, tendra valores de 0.1 cuando
0 < k < 20, 0.25 cuando 20 < k < 40, 1.5 cuando 40 < k£ < 100, 1.0
cuando 100 < k£ < 150 y 0.4 cuando 150 < k < 200. En las figuras y
3.6b| podemos ver la evolucién de los estados (V) y 2(?), respectivamente. La
Fig. muestra la traza de la matriz P,;_lN utilizada por cada uno de los
algoritmos. Podemos ver que la matriz de MHEkp converge a un valor de
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Figura 3.5: Comparacion de los estimadores para el modelo 1) con hori-

zonte de N = 5.
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Figura 3.6: Comparacién de los estimadores para el modelo 1) con hori-
zonte de N =5 y o, variable.

estado estacionario y luego no cambia, mientras que el algoritmo propuesto
adapta el peso de esta matriz acorde a las condiciones cambiantes del ruido
de proceso. En estos casos, la traza de P,:N crece cuando el error es pequeno,
mostrando que tiene mas confianza en los estimados. Por otro lado, cuando
la diferencia entre el estado real y el estimado crece, la traza de la matriz
decrece; logrando asi mejor adaptacién, aun bajo la influencia de perturba-
ciones desconocidas y cambiantes. En la figura se puede ver la evolucién
del factor de olvido variable de MHEyg. Se puede observar que «; toma un
valor muy cercano a 1 y el algoritmo se comporta como un estimador de
minimos cuadrados ponderado con una gran memoria. En los casos que el
ruido crece y el estimador es incapaz de seguir al sistema, el factor de olvido
decrece con el fin de permitir una adaptacion rapida de la matriz de peso.
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3.8. Navegaciéon con MHE

Para poder controlar de forma eficiente un vehiculo no tripulado, se debe
conocer con la mayor precisién posible la posicion, velocidad y orientacion.
Debe quedar claro que no podemos saber hacia donde dirigirnos si no sabemos
donde estamos. Se utilizara MHE para fusionar datos provenientes de un
sensor de GPS, acelerémetro, giréscopo y magnetémetro. Para poder fusionar
estos datos, es necesario saber en qué marco de referencia se realiza cada una
de las mediciones a fin de transformarlas para ser utilizadas en el marco de
referencia deseado. Para ello se utilizaran cuatro marcos de referencia:

» ECI: El marco de referencia Earth Centered Inertial (ECI) definido
{i} = (2%, 5%, 2") es un marco de referencia inercial fijo en el espacio. El
origen esta ubicado en el centro de la Tierra. Se lo define con el eje x
apuntando al equinoccio de marzo y el eje z apunta al eje de rotacion
terrestre. El eje y completa el sistema de coordenadas ortogonal de
forma tal que cumpla con la regla de la mano derecha.

» ECEF: El marco de referencia Earth Centered Earth Fixed (ECEF)
{e} = (2 y°, z°) tiene su origen en el centro de la Tierra. Se lo define
con el eje x apuntando a la interseccién de longitud 0° (el meridiano de
Greenwich) y latitud 0° (el Ecuador). El eje z apunta al eje de rotacién
de la Tierra y el eje y completa el sistema de coordenadas ortogonal
de forma tal que cumpla con la regla de la mano derecha. El marco
ECEF rota junto con la Tierra relativo al marco ECI a una velocidad
We = 7.2921-107° rad/s. En este marco se pueden utilizar coordenadas
Cartesianas o elipsoidales (longitud, latitud, altitud) para representar
una posicion.

» ENU: el sistema East North Up (ENU) {n} = (2",y", 2") esta definido
relativo al elipsoide de referencia terrestre (WGS-84). El eje z apunta
hacia arriba, con direcciéon perpendicular al plano tangente del elipsoi-
de, el eje x apunta al este y el eje y al norte, completando asi el marco
de referencia ortogonal que cumple con la regla de la mano derecha.

» BODY: el marco de referencia fijo al chasis del vehiculo {b} = (2%, ¢, 2?)
es un marco de referencia mévil que se traslada y rota dado que esta
fijo al vehiculo. El eje x apunta hacia adelante, el eje y apunta hacia la
izquierda y el eje z hacia arriba. La posicion y orientacién del vehiculo
son descriptas relativas al marco de referencia inercial (aproximado por
{n} para navegacién local).
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El sistema de ecuaciones que describe la dindmica de un cuerpo rigido
estan dadas por

Pf=v"+w, (3.20)
0° = =25 (wi)v® + a® + ¢g°(p°) + w, (3.21)
e 1 e -~ 1 ~e e

=35 iy — oWie " b + Wy (3.22)
a=0+w, (3.23)
B=0+ws (3.24)

donde p° es la posicién en coordenadas coordenadas ECEF, v¢ es la velocidad
lineal en coordenadas ECEF, a° es la aceleracion lineal en coordenadas ECEF
y g° is el vector gravedad en coordenadas ECEF. El vector gravedad es una
funcion de la posicién y es modelado utilizando el modelo gravitatorio J,
[48]. La velocidad de rotacién de la Tierra sobre el eje z es representada por
el vector wy,. El cuaternién ¢; determina la orientacién del cuerpo rigido y o
y [ son los bias del giréscopo y acelerémetro, respectivamente.

Las ecuaciones de medicién estan dadas por

(=l

Wl =W +a+v, (3.25)
ab = R(qf)a® + B + v, (3.26)
md, = R(g)m® + Vi (3.27)
Py =P+ Vp (3.28)
vy, = v+ v, (3.29)

donde m® es la magnitud del campo magnético terrestre en funciéon de la
latitud y longitud, w® y a® son estados algebraicos y a la vez, variables del
problema de optimizacion.

De esta forma, el vector de estados diferenciales se define como = =

[p? ve ¢f o B]T, el vector de estados algebraicos se define como z = [w® a¢]"
y el vector de mediciones se define como y = [w? a? mb p¢, ve]T. El indice
U a minimizar con respecto a Zp_nk, Zx—njk Y Wi se define como
Uy = (11— IG5 (k = NIEIE, + |30~ — Ta-nipl [, + (3.30)
k
126k = 2wl B+ D 101G + 11950l (3.31)

j=k—N
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El primer término de ¥ en conjunto con las siguientes restricciones

—1 1
—1 R 1
< ¢ <
RS E (3.32)
1

—1

garantizan la norma unitaria del cuaternion y evitan tener que realizar su
normalizacion fuera del proceso de estimacion.

Para las pruebas de fusion de datos se utilizara un vehiculo de traccién
diferencial configurado en el simulador Gazebo (http://gazebosim.org/)
[59]. Este vehiculo esta dotado de sensores de GPS, acelerémetro, gir6scopo y
magnetémetro, los cuales proveeran las mediciones para evaluar el desempeno
de los algoritmos propuestos.

En esta seccién se utilizara MHE en ECEF. Para ello, las coordenadas
geodésicas de las mediciones de GPS seran transformadas a ECEF mediante
la ecuaciéon

x€ (N + h) cos ¢ cos A
ye| = [ (N +h)cospsin |, (3.33)
2° (b®’N/a* + h)sin ¢
donde
a2
a Va2 cos? ¢ + b2sin® ¢

es el radio de curvatura este-oeste, ¢ es la latitud en radianes, A la longitud
en radianes, a = 6378137 m es la longitud del semieje mayor del elipsoide de
referencia terrestre y b = 6356752.3142 m es la longitud del semieje menor
del elipsoide de referencia terrestre.

Para el caso en que el vehiculo deba trasladarse distancias grandes, es
conveniente que las coordenadas se encuentren en ECEF, mientras que para
distancias cortas es conveniente utilizar ENU. Por lo tanto, si se desea uti-
lizar MHE en ENU, las mediciones del GPS pueden transformarse a ENU
mediante los siguientes pasos

1. Determinar la latitud, longitud y altitud del punto que determina la
posicién inicial o de referencia (¢g, Ao, ho) y calcular las coordenadas
ECEF correspondientes. De esta forma, utilizando la ecuacién (3.33))
obtenemos pf. Este punto sera el origen del marco de coordenadas ENU.

2. Transformar las mediciones de GPS a coordenadas ECEF utilizando la
ecuacion (3.33) para obtener p°¢ y calcular los desplazamientos relativos
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en ENU mediante

p" = R%(d0, M) (0° — 15), (3.34)

donde R (¢, Aog) es la matriz de rotaciéon de ENU a ECEF en funcién
de la latitud ¢ y longitud \,.

La matriz de rotacién que transforma de ENU a ECEF esta dada por dos
rotaciones [49]:

1. Una rotacién de 90 — ¢ en sentido horario sobre el eje E, para alinear
el eje U con z°. Esto es Ry (—(7/2 — ¢)).

2. Una rotacion de 90 + A en sentido horario sobre el eje 2 para alinear
el eje E con z¢. Esto es R3(—(¢/2+ \))

por lo que se obtiene

v | = Bs(=(9/2+ ) Ba(=(7/2 - ¢))

Ze

: (3.35)

S =2

teniendo en cuenta las propiedades de las matrices de rotacién, la transforma-
cién de ECEF a ENU se realiza mediante la traspuesta de la matriz anterior.
Con esta ecuacion podemos transformar las mediciones que se realizan en
ECEF y obtener su expresion en ENU.

En este caso, se establece un sistemas de coordenadas locales relativas a la
posicién de referencia. Se debe reemplazar el cuaterniéon g; por ¢;'. Ademas,
se debe tener en claro en qué marco de referencia se realiza cada una de
las mediciones de los sensores y se deberan aplicar las rotaciones necesarias
previamente.

3.9. Resultados

La maniobra realizada por el vehiculo consiste en dirigirse desde la po-
sicién (0, 0,0) hacia (10,15,0) en el marco de referencia ENU. El simulador
utilizado se configura con los pardametros WGS-84 de latitud y longitud de
referencia en el estacionamiento de FICH, (—31.640333°, —60.671112°) y los
valores del campo magnético se configuran a los correspondiente a la ciu-
dad de Santa Fe, m® = (2.701 x 1075,1.82089 x 107, —1.31021 x 10~°)']
Los ruidos de medicién se modelan como ruidos Gaussianos de media cero

!Estos datos se obtuvieron de https://www.ngdc.noaa.gov/geomag-web.

67


https://www.ngdc.noaa.gov/geomag-web

Navegacion

Distance [m]

Distance [m]

Velocity [m/s]

266224045 e
;
e Py W | -4738429
FEERRT
2662235 #
_ —4738430
£
[
2
2662230 8 -4738431
7
a
s —4738432
2662225 - o
|
—4738433
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Time [s] Time [s]
~e e ~e e
(a) 5 vy pg (b) By, v p;,
: :
oo pt 0201 e s
—3326530}| = Pt | s o H
5l
. Bie 0.15
1 b e
,}? )
—3326535 E 0.10
‘ z
k3]
g 005
—3326540 >
0.00 |- SagosaBgmsacaly
—3326545
—0.05
| ;
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Time [s] Time [s]
ne e ~e e
(c) Sy pS (d) o5 y o7
:
0100 (L] pa—
B 9y a3
0.08 015 "
#
0.06 /
— 0.10
R
0.04 g l
2 005
0.02 g I
°
‘ ) ) > 0.00 oo o
0.00 | - #faiBpenssed 268
-0.02 ‘ —0.05
e
—0.04 -0.10
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Time [s] Time [s]
~e e ( ) ~e e
(e) Oy y vy f) oS y ¢

Figura 3.7: Estimacién de la posicién p® y la velocidad v°.

68




Resultados

: :
0.50 ——" 0.90 [
oa g S—
Uy 0.88 qly
.
0.45 n
0.86 ” o T e
0.84 k! e-¥ S Vsl
{ {
0.40 LLE
A J
. 0.82 J o
o L] L]
Sy ey, e 0.80
0.35 M
2
L @
8, 0.78
N
0.30 0.76
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Time [s] Time [s]
~ e e ~e e
(a) ¢0, v q0f (b) a1y ¥ q1}
04 F—— 04t g
0.3 My B8 g2 B8 g3 g LT
- g
0.2 0.3 o
0.1
0.0 0.2
&~
-0.1 LY
B L
wmmmm
-0.2 ke By 01 it
fedBiotgasessasiases o
-0.3 i
-0.4 0.0
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Time [s] Time [s]
(c) @2 v q2¢ (d) g3, v 43¢
g4y y g4y qoy Y q9y,
. ) ., ., . o B
Figura 3.8: Comparacion del cuaternién estimado ¢; y el real gf.
== a, e g4, a, B8 4, a, aa @, - B e j, B, ==& B, B. aa B,
0.06
oo} = - . . T T IO S I
0.04
- i~
£ 0.05 < 0.02
"
= AA,\A A f A/\AA AAAA LEN E WA AA/\A/\’\/\/\/‘AAAAAAAA/\A/\ . . ST
3 IR Y A \, " = LYY LIS
ey atX 0.00
0.00 ¥ B Y ]
il Sy gy S e e S -0.02
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Time [s] Time [s]

(a) &y «

(b) By B

Figura 3.9: Estimacion de los bias o 'y .

69




Navegacion

y varianzas definidas por o, = 1 x 107, 0, = 3 x 107, 0, = 1 x 1077,
o, =5x107" y 0, = 2 x 1073 para las mediciones de velocidad angular,
aceleracion lineal, campo magnético, posicion y velocidad, respectivamen-
te. Los bias correspondientes al giréscopo y acelerémetro se configuran en
a = (0.1,-0.02,0.03) y 5 = (0.05,—0.025,0.01). El horizonte de estimacién

es N =5 y las matrices de peso para el problema de MHE se configuran en:

Q = 0.001 Iisx16

R = diag([100, 100, 100, 100, 100, 100,
5000, 5000, 5000, 1,1, 1,1, 1, 1])

P, =01

P = diag([1,1,1,1,1,1,5,5,5,5,
10,10, 10, 10, 10, 10])

Py = Igxe

Las Figuras N muestran los resultados obtenidos de la uti-
lizacion de MHE para la fusion de datos. En las Figuras [3.7al 3.7b] y [3.7¢|
podemos ver la estimacion de la posicién en las coordenadas x, y y z en
ECEF y su comparacién con la posicién real proporcionada por el simulador.
De la misma forma, en las Figuras|3.7d} [3.7¢|y |3.7f se puede ver la estimacion
de la velocidad lineal en las coordenadas z, y y z en ECEF y su comparacion
con la velocidad lineal real proporcionada por el simulador. Las Figuras
[3.8b} [3.8¢| v [3.8d| muestran la estimacion de cada una de las componentes del
cuaternion y su comparacion con la orientacion real del vehiculo en el marco
ECEF. En este aspecto, podemos notar dos particularidades. En primer lu-
gar, si bien el cuaternion facilita el aspecto numérico al no utilizar funciones
trigonométricas y evita el gimball lock, su interpretacion es dificultosa (si no
imposible) y esto requiere que en ocasiones, se deba transformarlo a angulos
de Euler. En segundo lugar, al movernos en el marco de referencia ECEF, es
mas dificil aun tener una idea intuitiva de como estamos posicionados y orien-
tados, ya que nos estamos moviendo sobre una superficie que no es plana y se
encuentra rotando sobre el eje z¢, motivo por el cual se debe tener muy claro
en qué marco nos movemos y como transformar de forma acorde los estados
y mediciones necesarias para evitar incongruencias. Finalmente, las Figuras
y muestran la estimacion de los bias de girdscopo y acelerémetro.
En el caso de a, se puede apreciar una rapida convergencia hacia los valores
reales, mientras que para el caso de [ estos valores presentan cierto offset.
El algoritmo utilizado registra tiempos de 50ms para completar cada una de
las iteraciones del proceso de estimacién, lo que facilita su implementacién
en vehiculos reales, en conjunto con el proceso de control y en sistemas de
tiempo real.
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3.10. Conclusiones

En este capitulo se investigé la aplicacién de un método alternativo para
aproximar el costo de arribo en problemas de MHE lineales y no lineales. No
se ha encontrado bibliografia que utilice técnicas de estimacion adaptativa
para estimar la matriz de pesos P,_n en conjunto con MHE. A partir de los
resultados obtenidos, podemos afirmar que las técnicas de estimacion adap-
tativa logran buenas aproximaciones del costo de arribo y obtienen buenos
resultados, ain cuando se utilizan horizontes de estimacion reducidos. La
capacidad de adaptacién de los factores de olvido variable permiten que el
estimador incorpore informacion relevante a partir de los datos y responda a
tanto cambios lentos como a cambios bruscos en la dinamica del sistema.

La aproximacién del costo de arribo en problemas no lineales es un tema
que es sujeto de estudio. Los resultados aqui presentados son preliminares y
no se han estudiado las propiedades de estabilidad o convergencia del estima-
dor no lineal con actualizacion adaptativa del costo de arribo. Sin embargo,
los resultados obtenidos son prometedores, ya que los algoritmos propuestos
son capaces de aproximar el costo de arribo utilizando una actualizacién re-
cursiva de la matriz de pesos de MHE basandose en informacién obtenida
unicamente de los estados del proceso.

Finalmente, se utiliz6 MHE para resolver el problema de estimacién de
posicion, velocidad y orientacién mediante la fusiéon de datos provenientes
de GPS, acelerometro, giréscopo y magnetometro. De esta forma, es posible
obtener una estimacion de la orientacién del vehiculo en el marco ECEF.
Esto nos acerca un paso mas a poder controlar vehiculos terrestres en terreno
arbitrario, teniendo en cuenta no solo la posiciéon obtenida mediante el GPS,
sino también su actitud. La solucién de este problema requiere un know-how
muy especifico, se debe tener muy en claro en que marco de referencia se
realiza cada una de las mediciones y a qué ruido estd sujeto cada uno de los
sensores y como sintonizar las matrices de peso con el fin de obtener buenos
resultados. En caso de que se desee implementar el algoritmo de fusion de
datos con MHE, se debe estudiar como manipular los datos provenientes de
los distintos sensores a distintas frecuencias de muestreo, sobre todo si se
tiene en cuenta que la frecuencia de muestreo de los GPS ronda entre los 1
Hz y 10 Hz, mientras que la frecuencia de muestreo de una IMU ronda los 400
Hz para el caso de comunicacién I?C y 1 MHz para el caso de comunicacién
SPI.

Se debe recalcar que en todos los casos, gracias a la utilizacion de CasADi
[5], los algoritmos desarrollados resuelven en problema de optimizacién en el
orden de los 100ms, lo que permite la operacion en tiempo real.
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4.1. Introduccion

Las técnicas de control predictivo (MPC, Model Predictive Control) ha-
cen referencia a un conjunto de algoritmos que utilizan modelos del sistema
para predecir su comportamiento futuro sobre un horizonte de prediccion. Su
formulacién resuelve un problema de optimizacién on-line, donde la secuencia
de entradas de control 6ptimas es calculada al minimizar una funcién objeti-
vo sujeta a restricciones. El primer elemento de dicha secuencia es aplicado
a la planta siguiendo una estrategia de horizonte mévil [72] [99], tal como
se puede apreciar en la Figura MPC lineal ha sido aplicado con éxito a
una gran variedad de casos debido a su capacidad de incorporar de forma
explicita restricciones al modelo del sistema, los estados o las entradas para
el célculo de la secuencia de control [1} 4] 73] [128].

T
@—e Referencia
© o Salida pasada
=& Control pasado

o oo Salida predicha
&-@ Control predicho |

Horiz. de predijccién

T,

i
Pasado : Futuro

Muestras

Figura 4.1: Esquema del funcionamiento de MPC.
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En las ultimas décadas, los principios utilizados por MPC fueron exten-
didos a sistemas no lineales, lo que condujo al control predictivo no lineal
(NLMPC, Non-linear Model Predictive Control). Debido a esto, la utiliza-
cién de algoritmos de Non-linear Program (NLP) ha sido propuesta en varios
trabajos [11} 30, 65} [69]. Sin embargo, los métodos cuyas soluciones se basan
en NLP presentan algunas desventajas. Por un lado, son computacionalmen-
te demandantes, ya que requieren resolver un problema de optimizacién no
lineal en tiempo real. Ademas, las restricciones que impuestas por las carac-
teristicas del problema de control pueden conducir a problemas de optimiza-
cién no convexos.

En varios trabajos [12) 80] se ha adoptado el uso de linealizaciones y
aproximaciones lineales para lidiar con el problema de la complejidad compu-
tacional. La principal ventaja de estos métodos radica en el hecho que el mo-
delo utilizado para el célculo de la prediccién termina siendo un conjunto de
aproximaciones lineales de la planta, lo que convierte el NLP en un conjunto
local de problemas lineales convexos [25] 26, [67]. Sin embargo, al resolver el
NLMPC utilizando las técnicas de MPC, no se asegura automaticamente la
estabilidad a lazo cerrado, tal como describen Morari [80] y Mayne [79] en
sus trabajos, donde se presenta una visién general del problema. Una forma
de abordar el problema de la estabilidad es agregando una restriccion con-
tractiva al problema de optimizacién. Esta idea fue introducida por Yang y
Polak [132]; y la demostracion de estabilidad fue realizada por De Oliveira
Kothare y Morari [27]. Al utilizar esta metodologia, los autores proponen
agregar una restriccion contractiva que fuerza a los estados del sistema a de-
crecer en cada instante. Hasta donde sabemos, hay muy pocos trabajos que
aborden el agregado de este tipo de restriccién contractiva y a la vez, cuando
se utilizé, fue para forzar la contraccion de los estados del sistema.

En este capitulo se presenta un algoritmo de control robusto para sistemas
no lineales. El algoritmo propuesto utiliza un proceso de linealizacién junto
con trayectorias predefinidas que transforman el problema de optimizaciéon
no convexo en un conjunto local de problemas convexos, los cuales pueden
ser resueltos utilizando Quadratic Programming (QP). Para abordar la esta-
bilidad y convergencia, se agrega un conjunto de restricciones contractivas al
problema de optimizacién. Estas restricciones fuerzan que la funcién de costo
decrezca o que permanezca constante en cada instante, permitiendo de esta
manera tener en cuenta perturbaciones y determinando una cota superior
del valor de la funcién de costo. Ademads, se agrega un bucle interno a fin de
tener en cuenta errores de linealizacion y permitiendo asi, obtener resultados
mas precisos.
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4.2. Control predictivo no lineal

MPC utiliza un modelo del sistema para predecir su comportamiento.
Para el caso de sistemas discretos no lineales, se representan mediante

l’k+1 = f(xk,uk,dk) (41)

donde x = z(k) € R™, up = u(k) e U CR™ y dy = d(k) € D C R™ son el
vector de estados, el vector de entradas de control y el vector de perturba-
ciones acotadas, respectivamente, U es el conjunto de restricciones para las
entradas de control y f(-) es una funcién vectorial continua y diferenciable
que describe la dinamica del sistema.

El problema de control predictivo basado en modelos no lineales es for-
mulado como un problema de regulacion de la siguiente manera:
Dadd| una secuencia de perturbaciones

di = [digir -+ dipn1i] (4.2)

encontrar a cada instante k, una secuencia de entradas de control

T
u; = [Uk\k, e 7uk+N—l|k} ) (4-3)

y secuencia de estados predichos

T
Xp = |[Tht1fpr - T NE] (4.4)

sobre un horizonte de prediccion de N muestras, tal que sean solucién del
siguiente problema de optimizacién
: N-1
min J (k) = >0 UTrrip, Unrik) + O (Tri i)
ket (4.5)

st. Trp1e = S (Thjr, Ui digi)-

Donde ¢(-) y ¢x(-) son funciones convexas que representan los costos de etapa
y termina respectivamente. Los vectores dy ik, Uktilk Y Thei|k €1 f
representan a los vectores de perturbaciones, entradas de control y estados a
tiempo k—+i que son predichos utilizando la informacién disponible a tiempo
y el modelo del sistema. El 6ptimo del problema (4.5) serd denotada como

T
Wi = [l wiana] (4.6)

1Si dy no esta disponible, la suposicién generalizada es diy; = dgqi—1,7=1,...,N

2Generalmente se utilizan funciones cuadraticas para el costo de etapa y el costo ter-
minal.

3Cuando la referencia al tiempo k sea clara, se hard omisién de dicha informacién, es

decir ()gtije = (Jr+i
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Independientemente de que J (k) sea convexa o no, el problema de optimiza-
cién es no-convexo debido a la no-linealidad de la dindmica del sistema
y por ello, el esfuerzo computacional es una de las principales consideracio-
nes para su implementacién on-line. Si se elige J (k) de forma tal que sea
una funcion de costo cuadratica, se puede recuperar la convexidad de
al aproximar el modelo no lineal con un modelo lineal variante en el
tiempo (LTV, Linear Time Varying) [36] 37], el cual se puede obtener linea-
lizando el sistema alrededor de una trayectoria de estados xj, y entradas de
control uy, donde

T

ro__ r r
Xp = [xk+1|k7"'7xk+N|k] )
(4.7)

T
ro__ r r
ug = [uk|k7""uk+N—l|k] .

Suponiendo que una secuencia de perturbaciones de referencia dj, ik con
1=20,...,N —1 esta dada o es estimada, el comportamiento dinamico de la
desviacion de la trayectoria puede ser escrito como un modelo LTV

Tk = AkkZrik + By Uklk + Bdk,kCka, (4.8)

donde
Tk = Trle — Tppps Ukle = Uklk — Upypor e = dige — i (4.9)
Las matrices Ay, Buk\k y Bdk\k son las matrices de los Jacobianos del sistema

(4.1) y se definen como

_ Of(zp,uk,di) _ Of(zr,uk,di) _ Of(zr,ur,di)
Ay, = o)) g = dlsidd | g, o lled) |y )

(*) (%) (%)

donde (*) determina el triplete de parametros (7, u},d}). En términos del
sistema LTV (4.8)), se adopta la siguiente funcién objetivo cuadratica

= 2 ~ 2 ~ 2
J(k) = ;} ||$k+i|kHQ + || i +||$k+N|k}|Pk‘k , (4.11)

donde @, R, Py, son matrices positivas definidas; Py, es la matriz de peso
terminal que se elige de manera tal que satisfaga la ecuacién de Lyapunov

Puji — A PrnArpe = Q- (4.12)

Como resultado, el problema de optimizacién no-convexo (4.5) puede ser
aproximado como un problema de optimizacién convexo de la siguiente ma-
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nera.

min J (k)

u U
g1k = ATk + Bukplee + Barrdgk,
e . T
Thlk = LTklk — Lk
o — '
lfkuc = Uklk — Ug)g»
_ _gr

(4.13)
st.

El algoritmo 2/ resume la técnica de NLMPC de horizonte mévil.

Algoritmo 2: NMPC de horizonte movil
Dados @, R > 0, la condicién inicial .

Paso 1: Obtener la trayectoria de linealizacién xj,, uj, utilizando como
e e e 0 __ * * * T
condicién inicial u) = [uk|k_1, Upg1het1s - Uy N2k 1 0" y
estimados d; parai=0,..., N — 1

Paso 2: Obtener el sistema LTV (4.8) y Py, mediante la solucién de
[@12)

Paso 3: Calcular la secuencia de entradas de control 6ptima uj al
resolver (4.13))

Paso 4: Actualizar uj, < uj, + uj,
Paso 5: Aplicar uy, = uz|k al sistema

Paso 6: Mover el horizonte al siguiente instante de muestreo
k < k+ 1y volver al Paso 1

Las técnicas de linealizaciéon son la manera mas sencilla para adaptar
métodos de control lineal a problemas de control no lineal. En ausencia de
perturbaciones y errores de linealizacion, el Algoritmo [2| garantizard la esta-
bilidad a lazo cerrado.

Suposicién 4.1. El sistema LTV (4.8)) es estabilizable para uy, € U.
Suposiciéon 4.2. El horizonte de predicciéon N es lo suficientemente largo.

Suposicién 4.3. No hay perturbaciones, es decir dy.; =0,7=0,..., N —1.

Teorema 4.1. Sean las suposiciones vdlidas. Si el problema de op-
timizacion resuelto utilizando el Algoritmo |2 es factible, entonces el
origen es un punto de equilibro exponencialmente estable.

Demostracion. Ver Apéndice O
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A pesar de que la Suposicién establece que el horizonte de predic-
ciéon N debe ser lo suficientemente largo, para aplicaciones de ingenieria este
horizonte debe elegirse lo més corto posible a fin de que reduzca la carga
computacional. En consecuencia, la estabilidad del sistema debe garantizar-
se utilizando un argumento diferente (ver, por ejemplo, [26] 27, [79]). Es mas,
el Teorema puede no satisfacerse en presencia de perturbaciones debido
a que no se puede garantizar la contractividad de la funcién de costo en ins-
tantes sucesivos. Para hacer frente a este problema, se propone agregar la
restriccion contractiva convexa

T (k) < To(k), (4.14)

al problema de optimizacién (4.13), donde Jy(k) denota la funcién de costo

evaluada en la solucion inicial

112 = [u2|k—17 u2|k—1a s >UZ+N—2|k—17 O]T (415>

en la iteracién k. Notese que esta restriccion fuerza que la funcion de costo
se mantenga constante o decrezca en el instante actual, determinando de
esta manera una cota superior para J (k). Entonces, el nuevo problema de
optimizacién puede escribirse como:

min J (k)

u, €U
g1k = AgpZrk + Brrlgr,
Tilk = Tklk — $2|k>
Uk = Uklk — Upgs

T (k) < Jo(k).

(4.16)
st.

Debido a que la restriccién contractiva estd definida en el instante
actual, si ocurre alguna perturbacién el valor de J (k) puede incrementarse
(sélo a tiempo k); pero entonces la restriccién contractiva lo fuerza a decrecer
o permanecer constante. El problema de optimizacion (4.16) puede ser visto
como un problema multiobjetivo, donde la restriccién se utiliza para
garantizar la estabilidad del sistema a lazo cerrado y J (k) se utiliza para
medir el desempeno del sistema a lazo cerrado.

Teorema 4.2. Si el problema de optimizacion resuelto utilizando el
Algoritmo 2 es factible, entonces el sistema a lazo cerrado es estable.

Demostracidn. La adicién de la restriccion (4.14) no afecta la factibilidad
o la solucién original del problema (4.13). Por este motivo, en ausencia de

78



Control predictivo no lineal robusto

perturbaciones la restriccién (4.14) garantiza la contractividad de la funcién
de costo a instantes sucesivos, es decir

T (k) <Tk) < To(k) < T (k=1) < T(k—-1). (4.17)
O]

Observaciéon 4.1. Como la estabilidad del sistema esté garantizada, se pue-
de reducir el horizonte de prediccion N, disminuyendo asi la carga compu-
tacional para la implementacion on-line.

Observacién 4.2. La adicién de la restriccion es equivalente a la
adicién de una restriccién en la entrada uy, por lo tanto, si el sistema es
estabilizable con u;, € U, entonces la factibilidad inicial estd garantizada y
mediante la utilizacion del argumento de factibilidad recursiva, la restriccion

contractiva (4.14) no afecta la factibilidad original [79].

4.3. Control predictivo no lineal robusto

El diseno de algoritmos de control robusto ha sido estudiado por muchos
anos, principalmente porque éstos algoritmos tienen la capacidad para incor-
porar incertidumbres paramétricas y estructurales del sistema (modeladas
como perturbaciones acotadas) durante operacién. Una manera de conside-
rar la robustez en algoritmos NLMPC consiste en evaluar a cada instante
de muestreo todas las trayectorias posibles del sistema para una perturba-
cién dada (o estimada). Esto puede realizarse resolviendo un problema de
optimizacién que considera las diferentes trayectorias de los estados, es decir

min J (k)
a)eu
~ 1 _ Al A I~
Ttk = Ak|kxk\k + Bk|kuk|k7 (4.18)
st. { Thlk = Thik T T '
Ui, = Ul — Ui
T'(k) < Ty (k),
donde I = 1,...,m denota las diferentes realizaciones del sistema respec-

to a la perturbacion dada. Como resultado, cada trayectoria definida por
los estados puede interpretarse como el borde de un politopo variante en el
tiempo [24] 63]. Este politopo puede ser utilizado para generar un tubo que
contenga todas las trayectorias posibles de los estados. Los tubos han sido
ampliamente utilizados para acotar la incertidumbre [14] 63} [78] [133]. Sin
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embargo, determinar un tubo exacto para sistemas no lineales es una tarea
muy complicada.

En este trabajo, el sistema LTV se obtiene mediante una expansion
de series de Taylor de primer orden. Para medir la desviacién entre el sistema
LTV y el no lineal, se utiliza el resto de Taylor de segundo orden para acotar
los errores de linealizacion. En vez de obtener la secuencia de todas las tra-
yectorias de los estados x} con [ = 1,..., m, proponemos utilizar el resto de
Taylor para calcular la secuencia de trayectorias con la peor incertidumbre
x; . Esta trayectoria puede ser utilizada para determinar un tubo que acota a
todas las trayectorias de los estados. Finalmente, este tubo es utilizado para
garantizar la estabilidad del sistema a lazo cerrado.

El sistema no lineal puede ser aproximado exactamente con un mo-
delo LTV si el resto de Taylor de segundo orden R;(Zy, Uy, Jk) se suma al
lado derecho de la Ecuacion

Thae = AreZipk + Brjpter + Ri(Tk, U, dy). (4.19)

De la ecuacion se puede ver que el término R;(+) actia como una per-
turbacion aditiva. Este término puede ser maximizad a fin de obtener xg,
que es la secuencia de trayectorias de los estados con la peor incertidumbre.
Una vez que se obtiene xi, se puede calcular su costo asociado J* (k). En-
tonces, la condicion de estabilidad para el problema se puede establecer si se
fuerza a la funcién a decrecer. Esto puede realizarse agregando la siguiente
restriccion contractiva

T (k) < Iy (k), (4.20)

al problema de optimizacién (4.16). Finalmente, el problema de control ro-
busto a resolver es

min J (k)
Trae = ArpZrpk + Brjrtiek,
Tpjk = Thlk = Tppn (4.21)
st. ﬁk|k = uk|k — U};|k,
T (k) < To(k),
T4 (k) < Ty (k)

\

donde Ji* (k) denota la funcién de costo J*(k) evaluada para la condicién
inicial u?.

4R (") puede obtenerse como en [77]
5Si no hay informacién sobre d;, puede suponer que tenemos un valor dado
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Al incluir la restricciéon contractiva (4.20) se garantiza la estabilidad en el
origen ya que J*(k) se ve forzada a decrecer (o permanecer constante). Es
mas, mientras J (k) sea empujada a cero, va a contraer el costo nominal. Si
se utilizan argumentos similares a los utilizados en la demostracion del Teo-
rema4d.2)y en (4.17)), se puede demostrar que si el problema de optimizacién
(4.21) resuelto utilizando el Algoritmo [2|es factible, entonces el origen es un
punto de equilibrio exponencialmente estable.

Observaciéon 4.3. Nétese que Ji*(k) es una cota superior relajada y por lo
tanto, es més grande que J*(k), lo que no afecta la factibilidad del problema
(@.21).

Observacién 4.4. Siguiendo los mismos argumentos que los utilizados en
la Observacién [4.2] se puede deducir que agregar la restriccién contractiva
(4.20) al problema de optimizacién (4.21) no afecta la factibilidad original.

Vale la pena comparar el enfoque propuesto con los descriptos en [14] y
[63]. En este trabajo se obtiene un tubo externo simplemente maximizan-
do Rl(jk,ﬂk,cik) y luego calculando la trayectoria de estados xj. Dentro
de este tubo se encuentran todas las trayectorias perturbadas del sistema
[781194]. Ademsds, se garantiza la condicién de estabilidad mediante la inclu-
sion de la restriccién . El procedimiento propuesto por Cannon et al.
[14] es mas complicado. Los autores resuelven un problema de optimizacién
multiparamétrico con muchas restricciones, lo que conduce a una alta carga
computacional (atin para el caso de modelos simples) y por este motivo, es
imposible utilizar el algoritmo en tiempo real. Por otro lado, Langson et al.
[63] proponen un método de MPC robusto para sistemas lineales con restric-
ciones e incertidumbre. Utilizan politopos compactos convexos y poliedros
cerrados convexos, los cuales son complicados de manipular cuando hay va-
rias regiones resultantes. Es maés, el tubo se define como una secuencia de
conjuntos de estados y su ley de control (variante en el tiempo) asociada. Es-
to también es muy demandante computacionalmente, ya que calculan todas
las trayectorias posibles para definir el tubo.

4.4. Control predictivo no lineal robusto ite-
rado

Cuando se linealizan sistemas no lineales pueden aparecer errores de li-
nealizacion, los cuales pueden ser grandes si las trayectorias estan lejos del

punto operativo del sistema. Para tener en cuenta estos errores, proponemos
incluir una técnica iterativa [23| [26] en el Algoritmo 2| a fin de mejorar el
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desempeno del sistema a lazo cerrado. El mecanismo iterativo propuesto tra-
baja de la siguiente manera: a cada instante de muestreo, el sistema no lineal
es linealizado sobre una trayectoria predefinida. A partir de esta trayectoria,
se calcula la secuencia de entradas de control éptimas y se comprueba si se
cumple la condicion para salir del bucle. Si no se cumple, la trayectoria de
linealizacion es recalculada utilizando la nueva secuencia de control. El siste-
ma no lineal es linealizado nuevamente y la secuencia de entradas de control
recalculada. Este bucle contintia hasta que se satisfaga la condicién de con-
vergencia. Como resultado, se obtiene una secuencia de entradas de control
u; mas precisa. El Algoritmo 3| resume la técnica detallada.

Algoritmo 3: NMPC Robusto Iterado
Dadas @, R > 0, la condicién inicial ), el indice de iteracién gq.

. e 1. q % * * T
Paso 1: Inicializar u; = [uk‘k_l, U1 j—15 - W N—2[—17 0]
Paso 2: Obtener la trayectoria de linealizacién xj, uj

Paso 3: Obtener el sistema LTV 1) y P, resolviendo 1)

Paso 4: Calcular la secuencia de entradas de control éptima u,?
resolviendo (4.21)

Paso 5: Actualizar u;? <+ u? +u;?
k k k

Paso 6: if Hu,:’q —u <e
u; — u?,
k< k+1
qg<+0
else
g+—qg+1
q—1

Actualizar uj = uj,
Volver al Paso 2
end

Paso 7: Aplicar uy, = Up g al sistema y volver al Paso 1

Dado que el problema de optimizacién a resolver en el Algoritmo [3]incluye
las restricciones contractivas y , la estabilidad esta garantizada.
En consecuencia, el proceso iterativo puede detenerse en cualquier instante
deseado, disminuyendo asf la carga computacional.

Teorema 4.3. El bucle de iteracion del Algoritmo[3 converge al dptimo.
Demostracién. Ver Apéndice B.2 O
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4.5. Resultados

En esta seccién se muestran ejemplos en simulacién. Se utilizara el simu-
lador Gazebo, el modelo de un robot de traccién diferencial y la técnica de
NLMPC robusto iterativo de la Seccion Se realizard la maniobra auténo-
ma de ir desde el punto inicial (0,0,0) al punto final (10,15,0) en el marco
de referencia ENU. El estado inicial del controlador es obtenido utilizando
MHE para fusionar datos de mediciones de posicionamiento, GPS, acelero-
metro, giréscopo y magnetémetro provistas por el entorno de simulacién con
un periodo de muestreo de 0.1 s. Se utiliza MHE tal como se describié en la
Seccion con los siguientes pardmetros:

Quur = diag([500, 500, 500,
0.1,0.1,0.1,
0.5,0.5,0.5,0.5,
100, 100, 100,

50, 50, 50, )

Rurne = diag([5000, 5000, 5000,
20000, 20000, 20000,
5000, 5000, 5000,
1,1,1,

10,10,10])
Py=0.1
P, = diag([10, 10, 10,
1,1,1,
10, 10, 10, 10,
10, 10, 10,
10,10,10])
Py = 0.5 gy

Los ruidos de medicién se modelan como ruidos Gaussianos de media cero
y varianzas definidas por o, = 2x 107, 0, = 3 x 107, 0, = 1 x 107,
o, = 5x107" y 0, = 5 x 107 para las mediciones de velocidad angular,
aceleracion lineal, campo magnético, posicién y velocidad, respectivamente.
Los bias correspondientes al girdscopo y acelerémetro se configuran en o =
(1x107°,-2x1075,3x107%) y 8= (hx1072,-2.5x 1072,1 x 1072). El
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(a) Evolucién de las coordenadas z—y. (b) Controles v y w.

Figura 4.2: Posicién y controles aplicados en ENU.

controlador utiliza el siguiente modelo no lineal

T = v cosY
Yy =vsiny (4.22)
=w

donde el vector de estados (z,y,1)) representa la posicién y orientacién del
vehiculo en el plano z—y y (v,w) es el vector de acciones de control, el cual
representa la velocidad lineal y angular del vehiculo, respectivamente. Las
matrices de peso se eligen como

Q = diag(25,25,0.00001) (4.23)
Qn = diag(100, 100, 0.00001) (4.24)
R = diag(30, 50) (4.25)

En las Figuras N se pueden observar la evolucién de las coor-
denadas x—y estimadas con MHE y las acciones de control obtenidas. Se
puede apreciar que inicialmente el vehiculo gira para alinearse con el punto
objetivo para luego dirigirse casi en linea recta hacia el mismo. La Figura
muestra la comparacion de los estados estimados de interés y los estados
reales obtenidos del simulador utilizado. En todos los casos se puede obser-
var que el algoritmo MHE es capaz de obtener buenas estimaciones de los
estados a pesar de poseer mediciones con ruido (en el caso de la posicion)
o de tener mediciones indirectas (en el caso del cuaternién de orientacién),
lo que permite un buen desempeno del controlador. Finalmente, la Figura
muestra el tiempo de ejecucion utilizado por los algoritmos de MHE y
MPC utilizando una notebook con procesador Intel Core i7-5600U de 2.60

84



Resultados

10Ff

[m]

-

M
y [m]

1.00 Ff T 0.004 Ff

2,02

I-

1
=)

g
5 0.90

lement g
=3
©
a
I )
e
lement ¢
o =3
o >
S S
= ]
L
—
R ———

= ——
L
e
A R

' R R 0.1
0.85 “\ \l

(c) Go ¥ qo- (d) 41y a1
0.010[F ‘ 0.6[7 ‘
- e -
0.005 ‘._. . 05| i
g g 04
£ 0.000]brp-f\ ' 1 2 f
L5} (5
| = | L
é ~0.005 E ,{
& |
-0.010 1 o1 ,'[
~0.015 0.0 J
0 T 2 3 1 5 6 7 8 0 T 2 3 1 5 6 7
Time [s] Time [s]
() G2 y g (f) @3 v g3

Figura 4.3: Estimacion de la posicién p y el cuaternién g en ENU.

85



Guiado

0.035

0.030

0.025

0.020

0.015

Elapsed time [s]

0.010

0.005

0.000 - : : i : ; L

Time [s]
Figura 4.4: Tiempo de ejecucion para MHE y MPC con horizonte N = 5.

GHz. Como se puede apreciar, en ninguna ocasiéon se superaron los 50 ms,
por lo que la implementacion de estimadores y controladores de horizonte
movil utilizando CasADi resulta prometedora en cuanto a la posibilidad de
implementacion en sistemas que requieran operacion en tiempo real.

4.6. Conclusiones

En este capitulo se presentd una técnica de control predictivo no lineal
robusta. La técnica propuesta estd basada en la linealizacién de sistemas no
lineales a lo largo de una trayectoria predefinida y la minimizacion de una
funcién objetivo sujeta a restricciones. Para garantizar la estabilidad del sis-
tema a lazo cerrado, se ha agregado una restriccion contractiva al problema
de optimizacién. Esta restriccion contractiva fuerza que la funcién de costo
decrezca (o permanezca constante) en el instante actual. Dado que la estabi-
lidad del sistema estd garantizada (atn ante la presencia de incertidumbres),
la inclusién de esta restriccion permite reducir el horizonte de prediccion a
un valor minimo, reduciendo asi la carga computacional. Esto resulta util
cuando se necesita controla sistemas no lineales de dinamica rapida, tales
como vehiculos auténomos. La robustez del algoritmo NLMPC propuesto se
logra utilizando el residuo de Taylor para calcular la trayectoria de estados
asociada a la peor incertidumbre. Esta trayectoria puede ser utilizada para
determinar un tubo que contiene a todas las trayectorias posibles del siste-
ma. La metodologia propuesta para obtener el tubo para la trayectoria de
los estados parece ser mas simple y de menor demanda computacional. Para
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tener en cuenta los errores de linealizacion y mejorar el desempeno del siste-
ma a lazo cerrado, se ha incluido un bucle iterativo en el algoritmo NLMPC
robusto, lo que conduce al algoritmo NLMPC robusto iterado.

El algoritmo NLMPC iterado fue utilizado como una unidad central pa-
ra controlar el modelo de un robot de traccion diferencial. Para evaluar el
desempeno del algoritmo, se realizé la simulacion de la maniobra tipica de di-
rigirse a un punto utilizando como entorno de trabajo el simulador Gazebo.
El estado inicial del controlador es estimado en cada instante utilizando MHE
para fusionar datos de posicién, acelerémetro, giréscopo y magnetometro. Los
algoritmos de estimacién y control fueron capaces de controlar el vehiculo de
forma exitosa con tiempos de ejecuciéon menores a los 100 ms en conjunto.

Los topicos estudiados en estas secciones abren la puerta a la estimacion
y control de vehiculos auténomos que se desplazan por terreno arbitrario
utilizando fusion de datos para estimar sus estados en los 6 DOF. Se debe
tener en cuenta que este area requiere mucho expertise y se deben tener muy
afianzados varios de los temas aqui expuestos. La navegacion y guiado en
ECEF es un tema un poco més complejo, ya que al movernos sobre este
ultimo marco de referencia, los estados y los setpoints no son tan sencillos
de imaginarse, motivo por el cual, se eligié realizar estas simulaciones en el
marco de referencia ENU.
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Capitulo 5

Multiples vehiculos

5.1. Introduccion

Dos de los paradigmas mas comunes para resolver problemas de MPC
son las estrategias centralizadas y descentralizadas. Las estrategias centra-
lizadas surgen del deseo de operar el sistema de manera 6ptima, mientras
que las estructuras descentralizadas resultan del despliegue gradual del desa-
rrollo de un sistema. Un controlador MPC centralizado puede ser dificil —si
no imposible- de implementar en sistemas de gran escala [61, [71]. En las
estrategias descentralizadas, el problema MPC que abarca todo el sistema
es dividido en subproblemas aprovechando la estructura del sistema y luego,
estos subproblemas se resuelve de forma independiente. En general, los esque-
mas descentralizados aproximan la interaccion entre los subsistemas y tratan
a las entradas de los otros subsistemas como perturbaciones externas. Esta
suposicién conduce a un desempenio pobre del sistema [107, [115]. Por este
motivo, hay necesidad de una integracién funcional entre los controladores
descentralizados [2} [7, [16] 17, [135].

Existen muy pocas formulaciones de MPC distribuido en la literatura. En
[35] se propuso un esquema MPC distribuido para la clase de sistemas cuyos
subsistemas tienen dindmicas independientes, pero estan vinculadas a través
de sus funciones de costo y restricciones. Dunbar [34] extendié el método
descripto en [35] y da soporte a sistemas cuyos subsistemas tienen dindmicas
débilmente vinculadas. El desempeno de este esquema MPC distribuido es
diferente del centralizado en la mayoria de los casos [35]. Se han propuesto
algoritmos de MPC distribuidos para sistemas lineal invariante en el tiempo
(LTI, Linear Time Invariant) sin restricciones en [13| 52} [134] y [125]. En
[13] v [52], se supone que la evolucién de los estados de cada subsistema
solo esta influenciada por los estados de los subsistemas que interactian y
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por las entradas de los subsistemas locales; mientras que esta restriccién fue
removida en [125] y [134]. Esta eleccién del modelo restringe los sistemas en
que se puede aplicar el algoritmo, debido a que en muchos casos la evolucién
de los estados del subsistema esta influenciada por las entradas de los sistemas
interconectados. En estos esquemas, es aiin més critico el hecho que los MPCs
de cada subsistema solo conocen la funcién de costo y restricciones del propio
subsistema. Un esquema MPC distribuido donde el efecto de cada subsistema
interconectado es tratado como incertidumbres acotadas se propuso en [53].
Sin embargo, no se establecieron condiciones de estabilidad y optimalidad; y
tampoco se estudié el efecto de fallas en la comunicacién entre subproblemas.

En este capitulo abordamos el problema de MPC distribuido visto des-
de una perspectiva de teoria de juegos para sistemas LTI con acoplamien-
tos dindmicos generalizados y restricciones convexas acopladas. El problema
centralizado original es transformado en un juego dinamico de un niimero
de problemas de optimizacion locales, los cuales se resuelven utilizando las
variables de decision relevantes para cada subsistema e intercambiando infor-
macién con el objetivo de coordinar las decisiones. La relevancia del esquema
de control distribuido propuesto radica en la capacidad de reducir la carga
computacional y evitar los obstéculos de organizacion asociados con imple-
mentaciones centralizadas, mientras que retiene sus propiedades (estabilidad,
optimalidad, factibilidad). En este contexto, el tipo de coordinacién que se
puede alcanzar es determinado por la conectividad y la capacidad de comuni-
cacion de la red, asi como de la informacién disponible a partir de la funcién
de costo y las restricciones del sistema. Se supondra que la conectividad de
la red de comunicacion es suficiente para que los subsistemas obtengan in-
formacion de todas las variables que aparecen en sus problemas locales. Se
demostrara que en los casos que la funcién de costo y restricciones del sistema
son conocidas por todos los controladores distribuidos, la solucién del proceso
iterativo converge a la solucion del MPC centralizado. Esto significa que las
propiedades (estabilidad, optimalidad, factibilidad). de la solucién obtenida
utilizando la implementacion distribuida son las mismas que las de la solu-
cion utilizando la implementacién centralizada. Finalmente, se estudian los
efectos de fallas de comunicacion en las propiedades del sistema (convergen-
cia, estabilidad y desempeno). Se mostraran los efectos de la particién del
sistema y la comunicacion en la convergencia y estabilidad, y se encontrara
una cota superior al desempeno del sistema.
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5.2. Control Predictivo Distribuido

5.2.1. Control predictivo

MPC se formula resolviendo un problema de control 6ptimo a lazo abierto
on-line utilizando la estrategia de horizonte mévil. Usando el estado actual
Tk, una secuencia de entradas de control uy es calculada con el objetivo de
minimizar una funcién de costo o indice de desempeno J (zx, u;) mientras
que satisface las restricciones especificas. El primer elemento de la secuencia
uy, es aplicada al sistema y luego los horizontes de control y prediccion se
mueven una muestra hacia adelante al siguiente instante de muestreo. Se
toman las nuevas mediciones para compensar las perturbaciones no medidas,
que causan que la salida del sistema sea diferente a su prediccion. Al instante
k, el controlador resuelve el siguiente problema de optimizacién

min J (k)
ug, €U (51)
st. Tpq1pp = Avgp + Bug.

El Problemal5.1) puede ser reescrito en términos de la matriz de observabilidad
I' y la matriz de Haenkel #H del sistema [72]

kg I

(5.2)
st. Xkl = PZEk + 'Hllk.

donde la trayectoria de estados y entradas de control a tiempo k estan dadas
por
T
Xk = [kam s 7'Ik‘+N|k} )
T
Uy = [Uklka e 7uk+N—1|k} .

Las variables @y, ¥ Ug4ir son los estados y entradas de control predichos
a tiempo k + i basados en la informacién a tiempo k y el modelo del sistema

Tht1 = Al’k + Buk, (53)

donde z; € R™ vy up, € U C R™. El conjunto de controles admisibles U =
{u € R™|Du < d,d > O} es un conjunto no vacio, compacto y convexo que
contiene al origen en su interior.

Observaciéon 5.1. El modelo centralizado definido en es mds general
que el llamado modelo compuesto empleado en [129], el cual requiere que los
estados de los subsistemas estén desacoplados y solo permite acoplamientos
en las entradas. En este enfoque, el modelo centralizado puede tener estados
y entradas de control acoplados.
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En el problema de optimizacién (5.2), la funcién de costo J (z, uy) mi-
de la diferencia entre el comportamiento predicho y la trayectoria deseada.
Generalmente, se utiliza un indice cuadratico

N-1
J (zr, 1) = ZHJUk+i|k — 2}, (5.4)
=0

2 ) 2
| wpran || + kaww - xZTNH

Q Py

Para garantizar la estabilidad a lazo cerrado, las matrices de peso satisfacen

Q >0, R> 0y Py estd dada por AT Py A — Py = —Q [72]. Para esta

eleccion de matrices de peso, el indice es equivalente a un indice de

desempeno con horizonte infinito.

oo
2
2
Fre ) = e = |+ uerel
=0
En varias formulaciones, una restriccion o modos de control extra se incluyen
en (5.2) para garantizar la estabilidad del sistema a lazo cerrado [72 [103].

5.2.2. MPC distribuido

Los sistemas de gran escala generalmente se componen de varios subsiste-
mas que interactian entre si. Las interacciones pueden ser a) dindmicas, en
el sentido que los estados y entrada de control de cada subsistema influen-
cian los estados de los otros a los que esta conectado, b) debido al hecho que
los subsistemas comparten un objetivo y restricciones en comun, o ¢) am-
bas. Los sistemas de este tipo admiten una descomposicién en m subsistemas
representados por

vy = APaf 4 BUN N =1 m (5.5)
p=1

donde 2! € R C R™ y u! € Y' C R™! C R™ son los estados y entradas de
control, respectivamente. El conjunto de superindices de entradas de control
del subsistema [ se denota N, v el conjunto Z denota todos los indices de
entradas de control tal que u; = uffz.

Observacién 5.2. Este es una clase de modelos muy general para describir
acoplamientos dindmicos entre subsistemas e incluye como caso especial la
combinacion de modelos descentralizados y de interaccion, como en [129)].
Los subsistemas pueden compartir las variables de entrada de manera que

Zn“’ >n". (5.6)
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Supondremos que cada subsistema tiene restricciones locales convexas
independientes y acopladas, las que involucran un pequeno numero de los
otros subsistemas. El conjunto de controles admisibles locales

Ul = {ul € R | D'l < d',d > 0} (5.7)

también se supone no vacio, compacto, convexo y contiene el origen en su
interior.

El esquema de control propuesto se basa en un conjunto de m agentes
independientes que implementan optimizaciones de pequena escala para el
subsistema y se conectan a través de una red de comunicaciones de forma tal
que pueden compartir los recursos comunes y coordinar sus acciones a fin de
cumplir con los objetivos de control.

Suposicién 5.1. Los estados locales de cada subsistema %, son accesibles.

Suposicion 5.2. La comunicacion entre los agentes de control es sincrona.

Suposicion 5.3. Los agentes de control se comunican varias veces dentro de
un intervalo de muestreo.

Este conjunto de suposiciones no es restrictivo. De hecho, si los estados
locales no se encuentran accesibles, pueden estimarse a partir de las salidas
locales ¢! utilizando un filtro de Kalman o MHE, por lo tanto la Suposicién
es razonable. Asimismo, la Suposicién y Suposicién no son tan
fuertes porque suponemos que el intervalo de muestreo es mas largo que los
tiempos de célculo y comunicacion.

Bajo estas suposiciones y descomposiciones, la funcién de costo pue-
de ser escrita como sigue

T (g, up, A) = > T (:ck,u?le,u?fZ*Nl) : (5.8)
=1

donde A = [a'], o' >0, > a =1, u) es la trayectoria j-ésima de
entradas del sistema. Esta descomposicién de la funcion de costo y variables
de entrada conduce a la descomposicion en m problemas de optimizacién
acoplados

min J (xg, ug, A)

uje/\/l
k
st.
Xp+1 = Fl‘k + Huk (59)
uiENl c YN

. sl . Al
uieI N e U]GI N
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donde U€T-N' denota las entradas supuestas de los demas agentes. El ob-
jetivo de la descomposicion es reducir la complejidad del problema de opti-
mizacién asegurando que los subproblemas son mas pequenos que
el problema original (menos variables de decisién y restricciones), mientras
que mantienen las propiedades del problema original. El precio a pagar por
simplificar el problema de optimizacién es la necesidad de coordinar
entre los subproblemas durante su solucion. De esta forma, el problema
de optimizacion ha sido transformado en un juego dindmico de m agen-
tes, donde cada uno busca sus decisiones 6éptimas mediante una secuencia de
juegos estratégicos en respuesta a las decisiones de otros agentes.

Algoritmo 5.1

Dados @', R', 0 < gpaz <00, >0 Vi=1,---,m
Para cada agente I, [=1,--- ,m
Paso 1 Inicializar agente [
l.a  Medir el estado local !,q =1,
pl=g¢c' o>1
Lo u) = [wep—1s -, Wernp—1 0 |
Paso 2 while pl > eband ¢ < Gmax
2.a Resolver el problema para obtener qﬁiGN l
2.b forp=1,--- ,mand p #1
Comunicar qﬁfle
end

al agente p ]

2.c Actualizar la solucién iterada g Vj € A!
ji o xm ~ieNPNj
uy, = Zp:l of fay

+ (1 -y lapcard(jﬂ./\fl)> —lul

p:
92.d o= qu{le _ q_1uieNZHOO
g=q+1
end

Paso 3 Aplicar ufk‘ L
Paso 4 =k+1eiral Paso 1

Definicién 5.1. Un juego dindmico <m,Z/{, T (2, Tuy, A) ,D(q7/~c)> modela
la interaccion de m agentes en q iteraciones y estd compuesto de: i) m € N
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agentes; 1) un conjunto no vacio U que corresponde a las decisiones dis-
ponibles Ml de cada agente; iii) una funcion de utilidad J'(xy, %y, A) :
z X u, = RT para cada agente; iv) un juego estratégico G(q,k) que mo-
dela la interaccion entre agentes en la iteracion q y tiempo k; v) un proceso
dindmico de ajuste de decision D(q, k) : (quk, G(q, k:),q) — Tuy,.

En cada etapa del juego dinamico, la decision conjunta de los agentes
determina el resultado del juego estratégico G(q, k) y cada agente tiene al-
guna preferencia quffN " sobre el conjunto de posibles salidas ¢. Basado en
estos resultados y el proceso de ajuste D(q, k), el cual depende de la funcién
de costo J!(-) y las restricciones, los agentes concilian sus decisiones. M4s

formal, un juego estratégico se define como sigue [8§]

Definicién 5.2. Un juego estratégico finito G(q, k) = <m,Z/{l, T (zg, T, A)>
modela las interacciones entre m agentes y estd compuesto de: i) con conjunto
finito no vacio U C U que corresponde al conjunto de las decisiones disponi-
bles para cada agente; ii) una funcién de utilidad J' (zy, Tag, A) = x5, X Tuy —
R %u, € U para cada agente.

En general, estamos interesados en determinar las elecciones que los agen-
tes realizaran cuando se encuentran con un juego en particular, a las cuales
nos referiremos como la solucion del juego. Adoptaremos el concepto mas
comun de solucién, conocido como equilibrio de Nash [86]: un conjunto de
elecciones donde ningin agente mejora su utilidad por cambiar su eleccién
de forma individual. De manera formal, tenemos:

Definicién 5.3. Un grupo de decisiones de control w, se denomina Nash-
optimo st

l GEN g—1, FjET-N? 1 —1,JeNt g—1, jEI-N?
J <$k7quk . uy, < J (k1 uy - uy,

donde q > 0 es el numero de iteraciones transcurridas durante el proceso
iterativo.

Si se ha alcanzado una soluciéon Nash-6ptima, cada subproblema no cam-
bia su decision qufle porque ha alcanzado un punto de equilibrio del proceso
de decisiones; de otra manera, el indice de desempeiio local J' se degradar4.
Cada subsistema optimiza su funcién objetivo utilizando su decision de con-
trol propia quiEN l, suponiendo que las soluciones de los demas subsistemas
quiELN " se conocen. Dado que la comunicacién y el intercambio de infor-
macion son tenidos en cuenta adecuadamente, cada subsistema resuelve su
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problema de optimizacién siempre que las soluciones de los demas subsiste-
mas son conocidas. Entonces, cada agente compara la nueva solucion con la
obtenida en la iteracién previa y comprueba la condicion de detencion.

JEN?

q jG/\/l g1
ug ug

<e 1=1,...,m. (5.10)

o0

Si el algoritmo es convergente, la condicion sera cumplida por todos
los agentes y el sistema completo va a alcanzar un punto de equilibrio. Los
m subproblemas pueden ser resueltos utilizando el Algoritmo 5.1.

En cada iteracién k, g,,q. representa un limite por diseno en el niimero
de iteraciones q y €' representa el criterio de detencién del proceso iterativo.
El usuario puede elegir detener el Algoritmo 1 antes de que se cumplan éstos
limites.

5.3. Propiedades

5.3.1. Performance

Dado el esquema distribuido propuesto en la Seccién previa, surgen tres
preguntas fundamentales: a) el comportamiento de las iteraciones de los agen-
tes durante el proceso de negociacién, b) la ubicacién y cantidad de puntos
de equilibrio del problema distribuido, y ¢) la factibilidad de las soluciones.
Uno de los factores clave en estas preguntas es el efecto de la funcion de
costo y restricciones empleadas por los problemas distribuidos. Por lo tanto,
en principio se explorara el efecto del indice de desempertio en la cantidad y
ubicacién de los puntos de equilibrio.

Primero, las condiciones de optimalidad del problema centralizado (5.2))
seran desarrolladas a fin de tener una medida de comparacién con el desem-
peno de los esquemas de control distribuidos. Para hacer la comparacion mas
sencilla, el indice de desempeno se descompone en m componentes re-
lacionados a los subsistemas, como en los problemas distribuidos , de la
siguiente manera

T (26,0, 0) = > 0" T (zp,0) 00 >0, 60" =1. (5.11)
=1 =1

Esta forma de escribir el indice de desempeno corresponde a una caracteri-
zacién multiobjetivo del problema (5.2)). Al aplicar las condiciones de opti-
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malidad de primer orden, obtenemos
NACTRD) T HjEN? B
29 au]em AN D=0 p=1,....,m (5.12a)

AT (DﬂGNpqu‘“ - b) =0 (5.12b)

donde D’ es el j—ésimo vector columna de D. La solucién de este conjunto
de ecuaciones uj, es la solucién éptima del problema de optimizacién (5.2) y
pertenece a un conjunto de Pareto, el cual se define como [43].

Definicién 5.4. Una solucion uj, € U se dice Pareto-dptima del problema
de optimizacion si no existe otra solucion factible ¥V v, € U tal que
T (e, w) < T (zp,u;) Vi=1,....m

En control distribuido, los agentes coordinan sus decisiones mediante un
proceso de negociacién. Al aplicar las condiciones de optimalidad de primer
orden al costo descentralizado (5.8) obtenemos

m

l
ZO/%HTWW =0 p=1,....,m (5.13a)
=1

\T ( DIENT QN b) -0 (5.13b)

Por simple inspeccion de y podemos ver que estas ecuaciones
tienen la misma estructura, solo difieren en sus pesos. Por lo tanto, la ubica-
cion de los puntos de equilibrio de los esquemas distribuidos va a depender
en la seleccién de o' con [ = 1,...,m. Hay dos opciones:

= Sia! =1V, a,y =0 la condicién de optimalidad (5.13) se vuelve

l
%JFATDWW:O I=1,....m (5.14a)
u
AT <Dj€Nlu§fN g b) ~0. (5.14b)

Esta condicién solo evalta el efecto de w€V', dado w/€Z' en el
subsistema [ sin tener en cuenta sus efectos en los agentes restantes
(comportamiento egoista). Esta configuracién del problema distri-
buido conduce a un juego incompleto de informaciéon perfecta
que puede alcanzar soluciones Nash-6ptimas para una estrategia pura

(equilibrio de Cournot) [88]. Al comparar (5.12) y (5.14) podemos
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U2

Figura 5.1: Visualizacién de las condiciones de optimalidad generadas por las

Ecuaciones .

concluir que la solucién de estas ecuaciones estd afuera del conjunto
de Pareto [32, [87]. La razon de la ineficiencia del equilibrio de Nash
radica en el hecho que la informacién de los efectos de las variables de
decisién en los agentes restantes es omitida (o, = 0 juego de informa-
cién incompleta). Por consiguiente, cada agente minimiza su indice de
desempeno, acomodando los efectos de las decisiones de los otros agen-
tes, sin tener en cuenta sus efectos en el resto del sistema. Ademas de
la falta de optimalidad, la cantidad de puntos de equilibrio generados
por la condicién de optimalidad puede crecer con el nimero de
agentes.

= Si ol >0V, la condicién de optimalidad (5.13) se vuelve

m 8 [ . »

ZQZL’X@H}C)_'_)\TDJGN =0 p=1,....m (5.15a)
oulc

=1 k
\T (DjeNpufpr _ b) —0. (5.15b)

Esta condicién evaliia el efecto de w/Y' dado w/€ZN' en el sistema
completo, teniendo en cuenta el efecto de las interacciones entre los
subsistemas (comportamiento cooperativo), lo que conduce a un
juego completo de informacién perfecta. Al comparar (5.12) y
podemos ver que estas dos ecuaciones tienen estructura similar,
por lo que podemos concluir que sus soluciones estan dentro del con-
junto de Pareto. La posicién de las soluciones del problema de MPC
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distribuido dependera de los valores de o!. En el caso particular de
ol =0 1 =1,...,m lasolucién del problema centralizado y del dis-
tribuido son las mismas.

El valor de los pesos o [ = 1,...,m depende de la estructura de la

informacion; esto es la informacién de la funcion de costo y restricciones
disponibles en cada agente. Si la funcién de costo y restricciones de cada
agente son conocidas por todos los demés, o' puede elegirse como el segundo
esquema distribuido (a! > 0 VI =1,...,m). En este caso, el problema de
optimizacién es distribuido entre m agentes independientes que coordinan
sus soluciones con el objetivo de resolver el problema de optimizacién de
forma distribuida. Por este motivo, este esquema de control es denominado
MPC distribuido. En el otro caso, cuando las funciones de costo local y
restricciones son solamente conocidas por los agentes, los pesos o! deberfan
ser elegidos como el primer esquema (! = 1,0, =0 Vi,p =1,...,m).
En este caso, el problema de optimizacion centralizado es descentralizado en
m agentes independientes que sélo coordinan los efectos de sus decisiones
con el objetivo de minimizar el efecto de las interacciones. Por este motivo,
llamamos a este esquema de control MPC descentralizado coordinado.

Observaciéon 5.3. El hecho que los agentes alcancen la optimalidad segiun
el criterio de Nash no implica que se haya alcanzado el optimo global de la
solucion. FEsta relacion dependerd en la estructura de la funcion de costo de
los agentes y las restricciones, las cuales dependen en el valor de los pesos o
y el numero de iteraciones permitidas.

La estructura de V' determina la estructura de las restricciones que
pueden manejar los esquemas distribuidos. Si los subproblemas comparten las
variables de entrada involucradas en las restricciones acopladas (N!NNP7! £
0), el esquema MPC distribuido puede resolver problemas de optimizacion
con restricciones acopladas. Por otro lado, cuando los subproblemas no inclu-
yen las variables de entrada de las restricciones acopladas (N! N NP# = (),
los esquemas MPC distribuidos solo resuelven problemas de optimizacion con
restricciones independientes [34] (52, [129]. Estos hechos se vuelven aparentes

a partir de las condiciones de optimalidad (5.14) y (5.15).

5.3.2. Convergencia

Los subproblemas pueden competir o cooperar en la solucién del
problema global. El comportamiento de cada agente dependera de la exis-
tencia, o no, de objetivos conflictivos que pueden surgir de las caracteristicas
de las interacciones: los objetivos de control y las restricciones. La manera
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en que el sistema es descompuesto es uno de los factores que define el com-
portamiento del durante las iteraciones, ya que define cémo las interacciones
seran abordadas por los esquemas distribuidos.

El sistema global puede ser particionado de acuerdo a la estructura del
sistema fisico o siguiendo las bases del andlisis del modelo matematico, o una
combinaciéon de ambas. Se han propuesto procedimientos heuristicos para
el particionado del sistema basado en andlisis de entrada—salida (ver [42, 47,
126]), basado en espacio de estados (ver [105,(131]) o en el desempeno métrico
para el particionado 6ptimo de sistemas de control distribuidos y jerarquicos
(ver [50} 81]). En todos estos enfoques, el objetivo es simplificar el disefio de
control reduciendo los acoples dinamicos, de forma tal que los requerimientos
computacionales se distribuyan de forma uniforme para evitar una carga
de comunicacién excesiva. Es importante notar que el particionado de un
modelo en espacio de estados puede conducir a estados solapados debido
a las dindmicas acopladas en el sistema continuo y debido al muestreo en
tiempo discreto, que puede cambiar la estructura sparse en el modelo.

Suposicion 5.4. El modelo utilizado por los algoritmos MPC' distribuido son
particionados siguiendo los procedimientos descriptos en [81)].

Para analizar el efecto de la descomposicién del sistema en el esquema
distribuido con restricciones, primero analizaremos sus efectos en el proble-
ma sin restricciones. Al resolver la condicién de optimalidad para un
sistema sin restricciones, nos conduce a

y, = K 7y, 4+ Klay, Vg >0, (5.16)

la cual modela el comportamiento del problema distribuido durante el proceso
iterativo. Su estabilidad induce la convergencia del proceso iterativo y estéd
dada por

A(ED)] < 1. (5.17)

La ganancia K! es el controlador descentralizado que calcula la contribu-
ciéon de xp en ui y tiene elementos distintos a cero solo en su diagonal
Kt = [IC”} [ = 1,...,m. Por otro lado, K° modela la interaccién entre
subsistemas durante el proceso iterativo, determinando su estabilidad y tie-
ne elementos distintos de cero fuera de la diagonal.

0 ’C12 . lclm
]C21 0 ]CQm
K= | . _ . (5.18)

,le . ]Cmm—l 0
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La estructura de los componentes de K" y X! depende del valor de los pesos

ot

= Si se adopta el MPC coordinado descentralizado(a! = 1, a,zy = 0) los
elementos d K° estan dados por

KP = —K'"H? I.p=1,...,m (5.19)

-1
donde K" = (H”TQ”H” + R”) ’H”TQ”. Por lo tanto, la manera en

que el problema global fue particionado y la forma en que los
parametros del controlador fueron sintonizados definen la convergencia
del MPC coordinado descentralizado. Si se cumple la Suposicion la
convergencia del algoritmo puede garantizarse para aquellos sistemas
que tengan interacciones débiles.

= Por otro lado, cuando se emplea MPC distribuido (! > 0) la ganancia
K° esta dada por

K? = -K"H? Ip=1,....m (5.20)

donde K = (’HlpTleHlp + Rlp> 1 HlpTle son las ganancias del con-
trolador. Dada que MPC distribuido esta disenado para garantizar la
estabilidad del sistema completo, su convergencia esta garantizada in-
dependientemente de la manera de que el sistema haya sido particio-
nado.

Ahora, se consideraran sistemas con restricciones. En este caso, si se
cumple la Suposicién la convergencia de los sistemas con restricciones
puede ser analizada utilizando argumentos de Lyapunov. La idea principal
es mostrar la contractividad de la secuencia de funciones de costo globales
J (zk, g, A) generadas por el Algoritmo a lo largo del proceso itera-
tivo.

Lema 5.1. Supongamos que el sistema ha sido particionado siguiendo un
procedimiento de diseno descentralizado y los problemas MPC' distribuidos
Vi =1,...,m son factibles, entonces la secuencia de funciones de costo
J (xg, Tag, A) generadas por el Algoritmo durante el proceso iterativo

es no creciente Yq > 0 en cualquier tiempo k.

Demostracion. Ver apéndice O
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5.3.3. Factibilidad

A pesar que en la literatura generalmente se supone que existe y esta
disponible una solucién inicial centralizada factible, en esta Seccién se pro-
veerd una forma simple e implementable de construirla en forma distribuida,
suponiendo que el estado inicial global esté disponible de antemano.

Una solucion inicial factible Ou{le a tiempo k£ = 0 puede ser calculada
localmente utilizando una aproximacion interior del conjunto global factible
U basada en todas las restricciones que aparecen en y el estado inicial
global g, el cual se supone disponible. Aproximemos la region factible con un
poliedro circunscripto €2 de U, la cual toma la forma del producto Cartesiano

Q=0'x...xQ"cU. (5.21)

Esta aproximacion esencialmente descompone y desacopla las restricciones
de los subsistemas al realizar constraint tightening. Cada subsistema [ de-
berd incluir € en la configuracién local del problema. Dado que el produc-
to Cartesiano de estos conjuntos de restricciones locales estd incluido en
el conjunto global factible U, cualquier combinacion de soluciones globales
dentro Q' serd globalmente factible, también. Los conjuntos de restricciones
locales que surgen de esta aproximacion mediante un poliedro circunscripto
seran, en general, bastante conservadores, pero al mismo tiempo, permitiran
la construcciéon de una solucién factible localmente que permita inicializar el
Algoritmo [5.2.2]

El célculo del poliedro circunscripto puede realizarse a priori y las res-
tricciones locales €' pueden ser distribuidas a cada subsistema. El calculo
de la caja de volumen maximo puede seguir el procedimiento descripto en
[10]. A partir de esa instancia, es sencillo obtener las restricciones locales Q.
Para cada k > 0, se construye una solucion factible al ejecutar el Paso 1 del

Algoritmo [5.2.2]

0,.JeENt | jeN! FEN!
uy, = [uklk_l, e U M1 0

La factibilidad durante las iteraciones se mantiene porque en el Paso 2.a
se obtienen m soluciones factibles qﬁi@w. Entonces, en el Paso 2.c, el nue-
vo perfil de control quieN ' se construye como una combinacion convexa de
estas soluciones. Dado que el problema (5.9) es un problema QP convexo
con restricciones, cualquier combinacion convexa de quiENl satisface el con-
junto convexo de restricciones. Por lo tanto, 9u; es una solucion factible del

problema de optimizacién (5.9) para todo I.
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5.3.4. Estabilidad

La demostracién de la estabilidad nominal del sistema a lazo cerrado
resultante utiliza argumentos estdndar en su mayoria [79]. La demostracién
en esta seccion esta relacionada a la demostracion de estabilidad del método
MPC en [129]; con la adicién de la Suposicién La idea principal es mostrar
la contractividad de la secuencia de funciones de costo globales generadas por
el Algoritmo durante de la operacién del sistema y la estabilidad del
origen.

Teorema 5.1. Supongamos que el sistema ha sido particionado siguiendo un
procedimiento de diseno descentralizado y que el problema de optimizacion
es factible y ha sido resuelto utilizando el Algoritmo 1, entonces el
origen es un punto de equilibrio exponencialmente estable.

Demostracion. Ver apéndice O

5.4. Comportamiento bajo fallas de comuni-
cacioén

En el esquema propuesto, los agentes coordinan sus acciones mediante
el intercambio de informacién utilizando la red de comunicaciones. Dado
que los agentes utilizan la red de comunicaciones de forma extensiva, surgen
algunas preguntas sobre el comportamiento del sistema en caso de que las
comunicaciones fallen: ;Cudles son las condiciones para la convergencia del
proceso iterativo? ;Como es afectada la estabilidad a lazo cerrado? ;Como
cambia el desempeno del sistema?

En una primera etapa, las fallas en el sistema de comunicacién son mode-
ladas mediante tres matrices: i) la matriz de conezion C, la cual representa
la estructura de comunicaciones, ii) la matriz de fallas de transmision T, la
cual modela fallas en la transmision, y iii) la matriz de fallas de recepcion
R, la cual modela las fallas de recepcion en el sistema. La matriz C se define
como

0 I[I=p
_ lp lp_ 9
C—[c],c _{10r0l7ép, (5.22)

donde ¢ = 1 indica la conexién entre los agentes [ y p, mientras que c? = 0
establece que no hay conexion entre estos agentes. Entonces, los fallos en la
comunicacion pueden ser modelados mediante la combinacion de la matriz
de conexién con las otras matrices que modelan las fallas en la recepcién (R)
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y transmisién (7)), denominada RCT, la cual esta dada por

— lp lp — )
R [7“ ], r {0 I £p. (5.23a)
— lp lp — )
] {t }, t {0 L £p. (5.23b)
Un elemento t* = 1 (r! = 1) corresponde a una transmisiéon (recepcién)
perfecta del agente [, mientras que ¢! = 0 (r! = 0) corresponde a una falla

de transmisién (recepcién) del agente [. Una falla entre agentes [ y p es
representada con la transicion 1 — 0 de los elementos correspondientes de R
yT.

Siguiendo el mismo procedimiento que en la Seccién [5.3.2] la solucién
para el problema distribuido en cada iteracion es

quk = (KORCT)qiluk + (’CIRCT)Q?k q > 1
Su comportamiento estd relacionado con su estabilidad, la cua esta dada por

A (k'reT)

) <1 (5.24)
Si hay fallas de comunicacién, cada agente no podra intercambiar la informa-
cién de manera adecuada, lo que modifica el proceso iterativo y lo conduce
a obtener otra soluciéon. En este caso, el agente con fallas de comunicacion
se convertird en un controlador descentralizado que recibird informacién so-
bre la decision de los demads agentes a través del sistema. Esto deteriorara
los margenes de estabilidad y el desempeno debido a la presencia de inter-
acciones que no fueron tenidas en cuenta durante el proceso iterativo, que
actuaran como perturbaciones no medibles. En el caso extremo K°RCT = 0,
la estructura de control se correspondera con una arquitectura de control com-
pletamente descentralizada, y la estabilidad dependera de la forma en que el
sistema fue particionado. Si los controladores fueron disenados siguiendo un
procedimiento de disefio descentralizado [131], se puede garantizar la estabi-
lidad del sistema a lazo cerrado.

Una vez que la convergencia de las iteraciones puede ser garantizada, el
siguiente problema a abordar es el efecto de las fallas de comunicacion en la
estabilidad a lazo cerrado. Con el objetivo de establecer la estabilidad en el
comportamiento a lazo cerrado, la accién de control

i, = (I - K°RCT) ™ K'RCT Ty,
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es reemplazada en el modelo a lazo abierto del sistema, conduciendo al sis-
tema a lazo cerrado

tipr = (A= BT (I - K'RCT) " K'RCTT) ay.

Luego, la estabilidad del sistema a lazo cerrado sujeto a fallas de comunica-
cién estd determinada por

))\ (4= BT (1~ K"RCT) ™ K'RCTT)

< 1. (5.25)

Bajo fallas de comunicacién, cada agente no puede intercambiar informacién
de forma adecuada y por lo tanto la estabilidad del sistema a lazo cerrado
dependera en las caracteristicas dinamicas de las interacciones entre subsis-
temas. En el caso extremo RCT = 0, la condicién de estabilidad se satisface
siempre, lo que corresponde a una arquitectura completamente descentra-
lizada. Las interacciones actiian como perturbaciones no medibles para los
controladores, reduciendo los margenes de estabilidad y degradando el desem-
peno del sistema.

Teorema 5.2. Supongamos que el sistema ha sido particionado de una forma
en la que se cumple la condicion de convergencia , su desempeno al
instante k bajo fallas de comunicaciones locales es

J(k) < (1 - %) J* (5.26)

donde la degradacion del desempeno esta acotada por

j(k) -J" < HWmamH

(5.27)

donde Amn (F) denota el autovalor minimo de
F={ueh) (1 -k - ’H}T Q) (I1-K%) —#H| + R,
Winis = Sthoe (HTQH + R) S,
S =21 — [T+ (T—K0) " (1 +K7)] .
Demostracién. Ver apéndice [C.3) 0
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5.5. Resultados

En esta seccién se muestra la aplicabilidad de los resultados teéricos pre-
sentados en este capitulo mediante simulacion utilizando de multiples vehicu-
los terrestres a fines de ilustrar el desempeno del controlador descentralizado.
El modelo utilizado por cada uno de los vehiculos es

x 0010 | = 00

y| (0001 Y 00] [ug
w.l = looool || T 10| |ul (5.28)
0| looo00| |v,| o1

el cual fue discretizado utilizando un periodo de muestreo de 0.5 segundos.
A la formulacion de los controladores MPC centralizado y descentralizado se
les incorpord las restricciones necesarias para que los vehiculos mantengan
distancia,

p* —d(RO,R1)* + 50 < 0 (5.29)
p? — d(RO, R2)? + 51 <0 (5.30)
p? —d(R1,R2)* + 5, <0 (5.31)

donde p es el radio de separacién entre vehiculos, el cual fue configurado en
0.4 m. El operador distancia se define como

d(R;, R;) = \/(xRi —2r;)? + (Yr, — Yr,)? (5.32)

y las variables sg, s1 ¥ s9 son variables de slack del problema de optimizacion,
cuya solucién fue obtenida mediante una sola iteracion para hacer mas eficien-
te la ejecucién del algoritmo. Finalmente, la configuracion de los algoritmos
de control predictivos es Q) = diag([5, 5, 0,0])), R = diag([50, 50, 10000, 10000]),
Py = diag([50, 50,0,0]) y N = 10.

La Figuras y muestran la posicién de los vehiculos en el plano
x—y al utilizar MPC centralizado y descentralizado, respectivamente. Aqui
se puede observar que las trayectorias obtenidas son diferentes, lo cual puede
atribuirse a la cantidad de iteraciones seleccionadas. En ambos casos los
vehiculos se dirigen al origen de coordenadas y llegan a un equilibrio entre
mantener la distancia minima entre ellos y acercarse a la posicién objetivo.
En la Figura se puede observar en detalle la posicion z e y y las acciones
de control de cada uno de los vehiculos con respecto al tiempo. Aqui podemos
observar, como era de esperarse, la similitud entre las acciones de control de
los dos esquemas utilizados. Finalmente, la Figura muestra la distancia
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entre los vehiculos. Aqui se puede observar que inicialmente la distancia p
no se respeta, por lo que los controladores tienden a alejar los vehiculos para
luego tratar de mantener una distancia de al menos p entre ellos.

5.6. Conclusiones

En este capitulo se presenté un algoritmo de control predictivo distribuido
basado en juegos dinamicos. E1 MPC es implementado de forma distribuida
con agentes que resuelven el problema descentralizado equivalente en un en-
torno de red. Estos agentes pueden cooperar y comunicarse entre ellos para
alcanzar el objetivo del sistema completo. Los afectos de los acoplamientos
entre los agentes son tenidos en cuenta en este esquema, por lo que se logra un
mejor desempeno que otros métodos tradicionales de control descentralizado.
La principal ventaja de este esquema es que el problema de optimizacion on-
line puede convertirse en un problema de optimizacién de varios sistemas de
menor escala, por lo que se reduce significativamente la carga computacional
mientras se cumplen los requerimientos de desempeno. Ademas, los parame-
tros de diseno para cada agente —tales como el horizonte de prediccion y de
control, las matrices de peso, el intervalo de muestreo, entre otros— pueden
ser elegidos y sintonizados de forma separada, lo que provee mas flexibilidad
para el andlisis y su aplicacion en subsistemas de distintas caracteristicas.
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Figura 5.2: Posiciones de los vehiculos utilizando a) MPC centralizado y b)
MPC descentralizado.
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Figura 5.3: Posiciones y acciones de control de los vehiculos utilizando MPC

centralizado y MPC descentralizado.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajos futuros

6.1. Conclusiones

El objetivo de esta tesis fue controlar un sistema multiagente conformado
por varios vehiculos. Para ello, es necesario ser capaz de estimar los estados y
controlar a cada agente de forma individual antes de pretender controlar un
grupo de vehiculos. En este aspecto, cabe destacar que en la gran mayoria de
la bibliografia consultada, aquellos que realizan trabajos de estimacién no ha-
cen control y aquellos que realizan trabajos de control, no hacen estimacion.
Es por ello, que se hace hincapié en el desarrollo de algoritmos de estimacién
y control que permitan estimar los estados y controlar a un vehiculo.

De esta forma, se propuso un marco unificado basada en modelos y méto-
dos de horizonte movil para resolver los problemas de navegacién y guiado
para un vehiculo. La utilizacién de problemas de optimizacion permite in-
corporar las restricciones propias del sistema a los procesos de estimacién y
control. La técnica de linealizacion a lo largo de una trayectoria predefinida
en conjunto con una buena aproximaciéon del costo de arribo, permite reducir
el horizonte de estimacién y de control, reduciendo asi la carga computacional
de los algoritmos propuestos.

Debido a que los algoritmos utilizan una descripcion del vehiculo en forma
de un modelo matematico, se han estudiado los avances en este campo y se
present6 una forma sistematica para obtener modelos cinematicos y dinami-
cos para WMR de las méas diversas caracteristicas y geometrias. Esta técnica
se utilizo para generalizar el modelado de un robot de traccién diferencial en
ambientes 2D y 3D, dando asi el puntapié inicial para considerar WMR, que
sean capaces de moverse en terreno arbitrario en ambientes exteriores.

En cuanto a los algoritmos de MHE, cabe destacar que la aproximacion
adaptativa del costo de arribo permite obtener buenas aproximaciones de
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este término y la capacidad de adaptacion de los factores de olvido variable
permiten que el estimador incorpore informacién relevante a partir de los
datos. Gracias a esto, se puede reducir el horizonte de estimacién y estar
mas cerca de la operacion en tiempo real.

Los algoritmos NLMPC propuestos son estables y robustos, donde la opti-
malidad, estabilidad y factibilidad estan garantizadas. Estos algoritmos han
demostrado ser capaces de resolver tanto el problema de guiado como el
de planeamiento de trayectoria utilizando horizontes de control reducidos.
Mediante linealizaciones sucesivas sobre una trayectoria, se reduce la carga
computacional producto de resolver un QP equivalente en vez de un NLP.

Para el caso de multiples vehiculos, se estudié la equivalencia entre un
problema de control centralizado y uno distribuido basado en juegos dinami-
cos. El MPC distribuido permite que los vehiculos resuelvan un problema
equivalente en un entorno de red, que les permite cooperar y comunicarse
entre ellos para alcanzar el objetivo del sistema completo. De esta forma, si
somos capaces de controlar un vehiculo, podemos ser capaces de controlar
varios y realizar formaciones en misiones donde es necesario que los vehiculos
sean capaces de lograr de forma independiente el objetivo grupal, atin ante
la presencia de posibles fallas de comunicacion.

La utilizacion de CasADi posibilita la implementacién de algoritmos rapi-
dos de optimizacion utilizando Python, lo que permite la operacién en tiempo
real utilizando un lenguaje de programacién interpretado, multiplataforma y
de buena performance.

6.2. Trabajos futuros

El campo de la estimacién basada en horizonte mévil se encuentra menos
estudiado que el de control y ofrece mas posibilidades de desarrollo a futuro.
Una de estas posibilidades es el desarrollo de algoritmos de estimacién ro-
busta basados en conjuntos para estimar la posicion y actitud de vehiculos
auténomos. Cuando no existe una descripciéon probabilistica de las variables
de interés y sélo se conocen las cotas que pueden alcanzar, es preferible utili-
zar técnicas de estimacion deterministica basada en conjuntos. Estas técnicas
modelan las senales de interés como variables deterministicas acotadas a con-
juntos dados. Esto permite utilizar la informacién disponible al momento del
diseno para definir cotas minimas y maximas sin necesidad de suposiciones
restrictivas. En lugar de utilizar propiedades estadisticas para definir la incer-
tidumbre, se utilizan normas para acotarla. De esta forma se pretende lograr
una mayor precision y robustez frente incertidumbres y perturbaciones para
proveer a los vehiculos un mayor grado de autonomia, un mejor desempeno
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y garantizar su seguridad en condiciones operacionales diversas.

Otra posibilidad es unificar el problema de navegacién y guiado en un solo
problema de optimizacién. De esta forma, se combina de forma simultanea la
estimacion y el control y los algoritmos resultantes seran capaces de conside-
rar que el proceso de estimacion influye al de control y el proceso de control
influye al de estimacién.

Implementar los algoritmos propuestos en computadoras de placa tnica
de bajo costo a fin de que sean utilizada como computadora a bordo para
un robot terrestre dotado de sensores tales como GPS e IMU. A tal fin, se
debe realizar la fusién de datos entre sensores para estimar la posicién y
orientacion actual del vehiculo y a partir de ella, calcular las acciones de
control que conduzcan al waypoint deseado. Para ello es necesario operar en
tiempo real en el orden de los 200 milisegundos.

En el caso de navegar sobre terreno arbitrario con posibles obstéculos, se
debe estudiar como incorporar esta informacién a los algoritmos. Para ello
se pueden utilizar camaras de video y flujo éptico, sensores de rango laser
(LIDAR), entre otros. A partir de esta informacién se puede construir un
mapa en tiempo real del ambiente que rodea al vehiculo y tomar decisiones
acordes a la situacion en cada instante.
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Apéndice A

Demostraciones del Capitulo

A.1. Demostracion de la Observacion 3.3

Del Lema[3.2] P, es simétrica positiva definida para todo k. Su norma || ]|
es igual a A\ye(Pr), el méximo autovalor de Py. Su traza satisface ||Pg|| <
trace(Py).

Por eleccién, ||Fy|| < trace(Fy) < c¢. Suponga que ||P|| < ¢. De la
ecuacién (3.13), si (1/ay)trace(Wy) < ¢, entonces ||Py|| = (1/cu)||[Wi|| <
(1/ay,) trace(Wy) < c. Por otro lado, si (1/ay) trace(Wy) > ¢, entonces o = 1
y Pk_1 = P;:1+fka\k71i£,N|k,1, es decir, P, es menos positiva definida que
Py_1, por lo tanto ||Py|| < ||Pi_1|| < c. Entonces, ||Py|| < c. O

A.2. Demostracion de la Observacion 3.4
La férmula de actualizacién para P,y dada por la ecuacién (3.13)) puede
ser vista como un caso especial de una ecuacién de Ricatti de la siguiente

manera

- AT
Pkaflxk—N\k—lxk_Nm_lPkafl

PN = Pr-n-1— ~E Iz .
L4+ 25 njpo1 De-N-1Zk—Njk—1

- T - —15T
= Pp-n-1— PenaaZpnp-1 (1 + xk;_N|k;_1Pk7N71xk7N\k71) mk_N\k_lpkafl

la cual es estable si y solo si todos los autovalores de la matriz de transicién
a lazo cerrado

: AT
xk—N\k—ﬂ?k_N‘k_lPkafl

I

— - ~ Al
1+ JJ%_N‘k_lPk—Nflxk—N\k—l (A1)
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estan dentro del circulo unitario del plano complejo. Los autovalores del lado
derecho de la expresion anterior estan dentro del circulo unitario, ya que

|2k~ 1Z5— w1 Po-n | < vl 13wl [[Pen -]

24 nip—1 P N1 || < N8 vl TPe-v-al] |2k vl
entonces

. T
Ty—Nk—1Zp_ |1 Dh—N-1

<1 (A.2)

/\T A
L4231 Do N1 Tk Njk-1

Dado que el producto de matrices simétricas positivas definidas es otra matriz
simétrica positiva definida, los autovalores de @ son todos mayores que
0 y menores que 1. Entonces, los autovalores de ED son mayores que 0
y menores que 1. Por lo tanto, la matriz P, tiene una soluciéon de estado
estacionario P... ]

A.3. Demostracién del Teorema

Dado que a;Vi_1 < Vj_1, podemos restar aV,_1 a Vj,

Vk — oszk_l = i’gpk,_llf'k - Oéki’g_lpk__lli’k_l
= (Afik_l)Tpk_l(Ai’k_l) — akjgflpk__llfk—l
=71 ATPTY AT, — gy Pl Ek
= quAT[O‘k(Pl;—ll + ik—le—ljsz\kq)]Ai%kfl - Oékfgflpl;—lﬁkfl
= iy 4 [ATPN A+ AT B N8 v 1 A — BB
Como P, es simétrica positiva definida para todo k y ATﬁvk_Mk_li:g_N'k_lA
es simétrica positiva semidefinida para todo k, si el sistema dado por la

ecuacién (3.15)) es observable, entonces MHE con actualizacién adaptativa
del costo de arribo es un observador asintéticamente estable. O
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Demostraciones del Capitulo

B.1. Demostraciéon del Teorema

Primero se demuestra que la entrada de control y el estado convergen al
origen, y luego se demostrara que el origen es un punto de equilibrio estable
para el sistema a lazo cerrado. La combinacién de convergencia y estabilidad
dan como resultado estabilidad asintética.

Convergencia. La convergencia del estado y las entradas de control al origen
puede ser establecida demostrando que la secuencia de valores de la funcién
de costo es no-creciente.

Sea J (k) la funcién de costo definida por , con ), Ry Py, matrices

positivas definidas; Py, satisface la ecuacién de Lyapunov.

L * * * T :
Sea uj = [uk|k, U - - - ,uk+N_1|k] la secuencia de entradas de control
optima calculada a tiempo k. Si sélo existen restricciones a las entradas
. A _ % * * T
de control, entonces la secuencia Gy = [uk+1|k,uk+2|k, o ,uk+N_1‘k,0] es

factible a tiempo k + 1. Dado que Py satisface la ecuacién de Lyapunov,
entonces la funcién de costo aproxima de forma exacta el problema de
control optimo. Entonces, al evaluar J (k) para uj, y Q41, y suponiendo que
no hay perturbaciones o errores de linealizacion, se puede demostrar que

J(k+1) =T (k) = _xakaklk — g R, (B.1)

donde J (i) y J*(i) denotan los valores de la funcién de costo para 1; y u,
respectivamente. Dado que el lado derecho de (B.1) is definido seminegativo,
entonces

A

J(k+1) < T (k). (B.2)

Pero 11,41 es una secuencia factible sub6ptima, entonces puede afirmarse que
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J*(k+1) < J(k+1) y en consecuencia
J(k+1)<T"(k) VEk. (B.3)

Esto demuestra que la secuencia de valores de costo 6ptimos {j *(k:)} decrece
sobre trayectorias a lazo cerrado del sistema. El costo esta acotado por debajo
por cero y de esta forma, tiene un limite no negativo. Por ello, a medida que
k — oo la diferencia de costos éptimos AJT*(k+1) = J*(k+1)—T*(k) — 0.
Debido a que @ y R son positivos definidos, a medida que AJ*(k+ 1) — 0
los estados y las entradas de control deben converger al origen, x, — 0y
ur — 0 a medida que k£ — oo.

Estabilidad. Para demostrar que el origen es asintoticamente estable, pode-
mos observar que de queda claro que la secuencia de costos 6ptimos
{T*(k)} es no creciente, lo que implica J*(k) < J*(0)Vk > 0. A tiempo
k = 0, se puede escribir la funciéon de costo como

J(0) = x5 Py, (B.4)

donde Py satisface la ecuacién de Lyapunov P, — AT P A, = Q, Q > 0. De
la definicién de funcion de costo, se puede escribir

i Quy < J*(k), (B.5)
entonces,
2FQuy, < T*(k) < T*(0) < T(0) = «f Pox, (B.6)
lo que implica
71 Q) < af Pyvg Vk. (B.7)

Dado que @ and F, son definidas positivas, tenemos
Amin(@) 181" < Amax (Po) llol|* Y, (B.8)

donde Apin(*) ¥ Amax(+) denotan los autovalores minimos y méximos de la
matriz correspondiente. Finalmente, obtenemos que

)\maX(P0>
)\min(Q)

|z < |lzol| Yk > 0. (B.9)

Por lo que el lazo cerrado es estable. La combinacion de convergencia y
estabilidad implican que el origen es un punto de equilibrio asintéticamente
estable del sistema a lazo cerrado. O]
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B.2. Demostracion del Teorema 4.3

Dado que la funcion de costo es localmente convexa a cada instante de
muestreo (por ser una funcién cuadratica) y dado que solamente se consideran
restricciones lineales en las entradas de control, el problema de optimizacién
del Algoritmo 2| es localmente convexo.

Sea u) una secuencia factible de entradas de control a tiempo k definida

como
0 _ * * * T
u = [uk|k717 Uk 11k—15 -+ - » U4 N—2|k—1> 0" (B.10)

En la iteracién ¢ = 1, sea uj, una combinacién convexa factible de uj y

u?, es decir

u; = auj + (1 —a)u), cond<a<l. (B.11)
Como la funcién de costo iterada

N-1

~qT ~ ~qT - aT -
Tk =D [wZH\kaZHlk * uiﬂ\kRuZH\k} + T e Pk (B12)
1=0

es una funcién localmente convexa, podemos escribir

JNE)=aT*(k)+ (1 —a)T°k),

— o (T*(k) - TO)) + TO(K). (B.13)

como 0 < a <1y J*(k) es el valor 6ptimo de la funcién de costo a tiempo
k, entonces

a (T (k)= T°(k)) <0, (B.14)
T (k) < T°(k), (B.15)

Se puede repetir el mismo argumento en la iteracion siguiente para ver que
T k) < TUk), ¢>0, (B.16)

Esto muestra que la secuencia {j q(k)} es no-creciente. Dado que la funcién
de costo es cuadratica, esta acotada por debajo por cero y tiene un limite no
negativo. Entonces, a medida que ¢ — oo la diferencia de las funciones de
costo AJ(k) = J9 — J9 — 0, y como resultado J(k) — J*(k). O
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Demostraciones del Capitulo

C.1. Demostracion del Lema 5.1

De la definicién de J(-) tenemos
J (zp, ug, A) = J (xk, [qufle . .qquNm] ,A> (C.1)
De la definicién de 7wV, tenemos
J (zp, Ty, A) =T <xk, {ozj@vlqﬁ,lC + (1 — ajEN1> q_lungl o
ajej\/mqﬁie/\fm + <1 _ ajeN”) q_luiENm} ,A>
=J <xk, {ajENl [qﬁia\/l . .q_luiENm} .
e | ,A>
Por la convexidad de J(-) tenemos
J (g, Tag, A) < f:o/J (xk,qﬁieNl,q_luig—Nl,A> (C.2)
=1

y del Algoritmo sabemos que
j <xka qﬁiENla q—luiel——/vl’ A) S j (-rlw q_luk7 A) )
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entonces
J (wp, 0y, A) < TJ (:Ek,qﬁiENl,q_lqu—Nl,A> < T (z, T uy, A) . (C.3)
Restando las funciones de costo en ¢ — 1 y ¢, obtenemos
AT (2. uy, A) < — AWM RIAWE

Esto muestra que las secuencias de costos {qj kl} es no creciente y que el costo
esta acotado por debajo por cero y por lo tanto, tiene un limite no negativo.
Por lo tanto, a medida que ¢ — oo la diferencia de costos 1AJ (k) — 0 de
forma tal que 17 (k) — J*(k). como R > 0, a medida que 1AJ (k) — 0
las actualizaciones de las entradas "!Au;, — 0 as ¢ — oo, y la solucién
del problema de optimizacion 9u; converge a una soluciéon u,. Dependiendo
de la funcién de costo utilizada por los controladores distribuidos, 1, puede
converger a u*(k) (ver la Seccién [5.3.1)). O

C.2. Demostracion del Teorema 5.1

Primero se demostrara que la entrada y el estado real de la planta convergen
al origen y luego se demostrara que el origen es un punto de equilibrio estable
para el sistema a lazo cerrado. La combinacién de convergencia y estabilidad
dan como resultado estabilidad asintética.

Convergencia. La convergencia de los estados y las entradas al origen pueden
determinarse al mostrar que la secuencia de valores de la funcién de costo es
no creciente.

Demostrar estabilidad del sistema a lazo cerrado sigue procedimientos
estdndar en su mayor parte [79, 92]. En lo que sigue, se describird solo la
parte mas importante, que considera la propiedad no creciente del valor de
la funcién de costo. La demostracién de esta Seccion esta relacionada a la
demostracién de estabilidad del método FC-MPC en [129)].

Sean ¢qr v q(k + 1) el nimero de iteracién del Algoritmo 1 a tiem-
po k y k + 1 respectivamente. Sean J(k) = J (zx,ux, A) vy J(k +1) =
J (Ts1,up41, A) los valores de la funcién de costo asociados con la solu-
cién final combinada a tiempo k y k + 1. A tiempo k + 1, sea J'(k + 1) =
J <33k+1> quiENla qiluiEI_Nla A
subsistema [ en la iteracion gq.

La funcién de costo global J (z, uy) puede ser utilizada como una funcién
de Lyapunov del sistema y su propiedad de no crecimiento puede demostrarse

> el costo global asociado con la solucion del
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a continuacion

j(karl;ukJrlaA) S <o S j (:CkJrlaqu(k—i_ 1)7A) S <o
o ST (zhs,u (B + 1), A) < T (zh, up, A) — 1 Quy — uy Ruy,

La desigualdad J (ka, u(k + 1), A) <J (xk+1, u? " (k+1), A) es conse-
cuencia del Lema 1. Utilizando esta desigualdad, podemos volver hacia atras
hasta ¢ =1

T (@11, w1, A) < 00 < T (241, u(k +1),A4) <.
o ST (w1, ul (B +1),A).
Al tiempo ¢ = 1, podemos utilizar la solucién inicial factible u®(k + 1). En

esta iteracién, el MPC distribuido optimiza la funcién de costo con respecto
a las variables locales comenzando desde u’(k+1), por lo tanto Vi = 1,...,m

1. JENT 0. Fj€T—N? 0
j('rk?-‘rh ugc ) u?g 7A> Sj(‘%‘k-i-la Uk,A)

oo
T T
< E xk+z’|kak+i|k + uk+z’|kRuk+i|k
=1

< j(xka llk,A) - szIk - ugRUk

Dada la convexidad de J y la actualizacion utilizando la combinacién convexa
(Paso 2.c¢ del Algoritmo 1), se obtiene

T (wr,up, A) <) alT <$k+1,1ui€Nl,0u‘;i€I_leA> (C.4)
=1

entonces,

m

j (xka ullm A) S Z al |:\7 (Ilm Ug, A) - ngxk - ugRuki| )
I=1
< J (zp, up, A) — 2} Qrp — ul Ruy,.

Restando J*(k) de J*(k + 1)
T (k+1)—T*k) < —2]Qvp —u} Ru;, k. (C.5)

Esto muestra que la secuencia de valores éptimo de la funcién de costo
{.7 *(k;)} decrece durante las trayectorias a lazo cerrado del sistema. El costo
esta acotado por debajo por cero y entonces tiene un limite no negativo. Por lo
tanto, a medida que k — oo la diferencia de costos éptimos AJT*(k+1) — 0.
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Como @ y R son matrices positivas definidas, a medida que A7*(k+1) — 0
los estados y las entradas deben converger al origen z, — 0y up — 0 a
medida que k£ — oo.

Escalabilidad. Utilizando la forma QP de 1) el costo factible a tiempo
k = 0 puede ser escrito como sigue: J(0) = zl Qxq, donde @ es la solucién

de la funcién de Lyapunov para la matriz dindmica Q = ATQA + Q.

De la ecuacion es claro que la secuencia de valores éptimos de la fun-
cién de costo {J7*(k)} es no creciente, lo que implica J*(k) < J*(0) Vk >
0. De la definicién de la funcién de costo tenemos que xf Qx, < J*(k) Vk,
lo que implica

i Quy, < vl Quy  VE.

Dado que Q y @ son positivas definidas, se cumple que
[zl < yllzoll VA >0

donde
/\méx(Q)
)\min(Q) '

Por lo tanto, el sistema a lazo cerrado es estable. La combinacion de conver-
gencia y estabilidad implican que el origen es un punto de equilibrio asintoti-
camente estable para el sistema a lazo cerrado. O

C.3. Demostraciéon del Teorema

La solucion optima del sistema de control distribuido con fallas de comuni-
cacion esta dada por

= (I — K°RCT) ™ K'RCT Ty (C.6)

Utilizando la técnica de descomposicion de matrices, da como resultado
(I -K'RCT) " =(1 K" (21 — [[ +(1-K°)7"
(I+K°~ ZICORCT)] _1) + (1K)
En general (1 — K° y (I+K°— 2IC0RC7')_1 existen, por lo que la ecua-

cién es valida. De (C.6) tenemos K'I'zy, = (I — K°) uy, entonces 1, puede
ser escrita como una funcién de la solucién 6ptima uy, de la siguiente manera
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—1
donde § =21 — [I+ (I = K°) ™" (I + K* - 2K°RCT)|

La funcion de costo del sistema libre de fallas de comunicacion J* puede
ser escrita en funcién de uy de la siguiente manera

2
T = H(lCl)*l ([ — ]CO) u, — HukHQ + HukHZR = Huk”2f (C.7)
donde
T
F= (0N (1=K =#) Q((KY7 (I=K) = #) + R
En el caso del sistema con de fallas de comunicacion, tenemos

T < T+ wllyy (C8)
donde W = ST ('HTQ’H + R) S. Finalmente, el efecto de la comunicacion
puede relacionarse con J* a través de

Wl
donde A, denota el autovalor minimo de F. De las derivaciones anteriores,
la relacién entre J y J* esta dada por

JT, (C.9)

2
[larly <

- 04zl .
J = (” Nn) )T (©10)
y la degradacion es )
J-J _ W
< . C.11

La inspeccién de (C.8) muestra que ||W]| depende de R y T. Entonces, en
el caso de que existan todas las fallas de comunicacién, |W|| puede alcanzar
su valor maximo

T

Winix = (2[ — [ (=) ()| _1) (H'QH + R)

-1
(21 — 1+ (1=K (1 4+ K7)] ) ,
y la cota superior de la desviacion del desempeno es

j_j < ”Wméx“

T S m(F) (C.12)
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2D dos dimensiones. 21, 23, 43, 105

3D tres dimensiones. 22, 23, 33, 105

DAE Differential Algebraic Equation. 23
DCM Direction Cosine Matrix. 27-29, 31, 32, 36
DH Denavitt—-Hartenbert. 23

DOF Degrees of Freedom. 23

EKF Extended Kalman Filter. 49, 50, 68, 69
FIE Full Information Estimator. 62-65, 68, 70, 71
GNSS Global Navigation Satellite System. 49, 50
IMU Inertial Measurement Unit. 49, 50

LTI Linear Time Invariant. 88

LTV Linear Time Varying. 77, 78, 81, 82

MHE Moving Horizon Estimation. 49, 50, 55, 59, 62-65, 68, 70, 71, 74, 91,
105

MPC Model Predictive Control. 75, 76, 83, 87-89, 96-99, 103, 117

NLP Non-linear Program. 75, 106
NLMPC Non-linear Model Predictive Control. 75, 76, 78, 81, 84-86, 106

PF Particle Filter. 49
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Siglas

QP Quadratic Programming. 76, 100, 106, 118

RGAS Robust Global Asymptotically Stable. 63

RLS Recursive Least Squares. 59, 60
UKF Unscented Kalman Filter. 49, 69

WMR Wheeled Mobile Robot. 21-24, 37, 43, 44, 105
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