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RESUMEN

En la industria agroveterinaria, existen dispositivos de liberacién de drogas por difu-
sion, que son utilizados como un medio para el control de insectos en el ganado.

El objetivo final que motiva este trabajo es el diseno de la forma éptima de un dispo-
sitivo capaz de liberar una cantidad casi constante de droga por unidad de tiempo. Este
es un problema especifico dentro de la clase de problemas de optimizacion de formas.

Un primer paso para concretar nuestro proposito, es el desarrollo de un modelo que
simule tales procesos y el diseno de un método numérico eficiente. Ya que estamos in-
teresados en la difusién de drogas desde un dispositivo hacia el medio que lo rodea y
especificamente, en el efecto de la forma del dispositivo en el comportamiento del siste-
ma, proponemos como modelo, una ecuacién de difusién que toma como dominio la unién
de dos partes, una correspondiente al dispositivo y otra al medio exterior. En este contex-
to, la ecuacion que modela esta aplicacion, es una ecuacion parabdlica con coeficiente de
difusion discontinuo, que toma en el dispositivo un valor distinto que en el medio que lo
rodea. Mas atn, esos coeficientes son en general de muy diferentes 6rdenes de magnitud,
lo que causa una pérdida de regularidad en la solucion y crea dificultades para resolver
las ecuaciones numéricamente.

Dada la pérdida de regularidad mencionada, proponemos un método de elementos fi-
nitos adaptativo para resolver esta ecuacién, en el que utilizamos estimadores a posteriori
del error robustos cuyas cotas del error no presentan el cociente entre los valores maximo
y minimo del coeficiente de difusion, lo que disminuye considerablemente el costo com-
putacional para una tolerancia dada. Con este método desarrollamos una herramienta de
calculo eficiente para simular, dada una forma especifica, la difusiéon en un dispositivo y
en el medio circundante simultaneamente. Esto resulta un primer médulo necesario y fun-
damental para poder resolver el problema de optimizacién de forma que motivo la tesis.
Finalmente, para mostrar sus propiedades, y hacer un estudio experimental del efecto de
la forma en el perfil de liberacion, utilizamos la herramienta desarrollada sobre algunas
formas particulares, lo que nos permite obtener algunas conclusiones preliminares.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los mecanismos mas importantes para la liberacion de drogas a través de
membranas o matrices es la difusiéon. Por su simplicidad de fabricacién y la existencia de
menos riesgos, la difusién a través de matrices poliméricas representa uno de los sistemas
mas utilizados. Un ejemplo concreto se da en la industria agroveterinaria, donde se fa-
brican dispositivos matriciales de liberacion de droga con el objeto de atacar a la mosca
del cuerno de la vaca. Estos dispositivos que se cuelgan de la oreja del animal, liberan la
droga al ambiente exterior (aire) a una velocidad y durante un tiempo preestablecidos y
asi eliminan las moscas que se acercan a la cabeza del ganado.

El usuario de este tipo de dispositivos pretende alcanzar una liberacion de droga casi
constante por unidad de tiempo, de manera de evitar dos problemas fundamentales:

= que la cantidad de droga sea insuficiente para controlar al insecto;
= que la cantidad de droga en el aire sea excesiva y resulte toxica para el animal.

Otra cuestiéon a tener en cuenta al disenar estos dispositivos, es la cantidad de droga
que queda almacenada en los mismos al terminar el periodo. Es de interés que esta
cantidad sea la menor posible.

El logro de los objetivos mencionados puede depender de muchas variables, a saber: la
concentracion y distribucién inicial de la droga en la matriz; el tamano, forma o material
del dispositivo o las condiciones del medio exterior en el que se libera la droga. Muchas
investigaciones pusieron su atencion particularmente en analizar el grado de influencia de
la forma geométrica del dispositivo en el perfil de liberacion de droga.

El modelo matematico del fenémeno que ocurre en el dispositivo esta dado por la
ecuacion de difusién. Los primeros estudios del efecto de la forma del dispositivo sobre la
liberacion de la droga fueron realizados utilizando el método se separacion de variables.
Este método restringe seriamente las formas que se pueden estudiar, a aquellas que pue-
dan escribirse como productos cartesianos de las variables: rectdngulos, circulos, bolas,
paralelepipedos, etc. Mas recientemente se realizaron algunas simulaciones con el método
de elementos finitos sobre las formas para las que ya se poseia la solucién por el método
de separacién de variables [15].

El objetivo principal que motivé el desarrollo de esta tesis es el modelado del problema
de difusién de droga a través de una matriz. Hemos puesto especial énfasis en la cons-
truccion de una herramienta computacional robusta y eficiente para simular el fenémeno
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en cuestion. Esta herramienta permite experimentar con diferentes formas de dispositi-
vos para buscar la éptima, en el sentido que, la cantidad de droga liberada por unidad
de tiempo sea lo mas constante posible y que a la vez el residuo dentro del dispositivo
sea minimo al finalizar el periodo de tiempo de interés. De esta manera, la herramienta
computacional desarrollada podria ser usada como un médulo dentro de un programa
de optimizacién que requiera su utilizacion repetidas veces con diferentes parametros,
formas y condiciones de contorno; es por eso que la misma debe ser robusta y eficiente.

Hasta el momento se ha estudiado la ecuacion de difusion en el dispositivo, utilizando
condiciones de borde de tipo Dirichlet, Neumann o Newton en diferentes partes de la
frontera del mismo, considerando todo el tiempo que la concentracién de droga es nula
en el exterior (ver [15] y las referencias alli citadas). Es decir, se considera velocidad de
difusion infinita en el exterior y sélo se ha estudiado o simulado el fenémeno de difusion
dentro del dispositivo.

En general, el parametro que interesa a los disenadores es el flujo por unidad de
tiempo hacia fuera del dispositivo. Existen para esta variable un limite superior sobre
el cual el nivel de toxicidad es inaceptable e insalubre para el ganado, y también un
limite inferior debajo del cual el nivel de toxicidad es ineficiente para controlar al insecto.
Si bien esta es la variable que los disenadores pretenden controlar, dado que queremos
comprender el efecto de la forma del dispositivo, y de eventuales concavidades que pueda
tener, entendemos que es igualmente (0 més) importante estudiar el flujo de droga en una
region un poco mas grande que el dispositivo. Es decir, la regiéon por donde circulardn
los insectos y/o donde se encuentra la parte de los animales susceptible a la droga (ojos,
nariz, boca, etc.). Por este motivo, y con el objetivo de comprender mejor el efecto de la
forma del dispositivo, estudiaremos la difusién simultaneamente en su interior y en parte
del medio exterior.

Para ello, consideramos en esta tesis un dominio poligonal 2 C R? particionado en
dos subdominios también poligonales 2; y 25 que representan al dispositivo y a parte
del ambiente exterior que lo rodea, respectivamente (Ver Figura 1.1). Més precisamente,

§1Uﬁg zﬁleﬁQQZQ)

dispositivo que
amacenaladroga

~— medio exterior hacia el
T que ladroga es liberada

Q,

Figura 1.1: Esquema del dominio €2 y subdominios €2y y §2s.

El modelo matemético que gobierna este fenémeno es un problema parabdlico con
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coeficiente de difusion discontinuo de la forma:

( Ou , .
i div(k;Vu) = f en Q; x (0,7), =12
u(z,t) =0 en 0N x (0,7),
u(z,0) = u’(z) en €,
Uy = Uy en I x (0,7),
| — kiVuy -ny = kVug -ng en I' x (0,7).

donde wu representa la concentracién de droga; k; y ke son las constantes (positivas)
del coeficiente de difusiéon de la droga en la matriz (€2;) y en el medio exterior (£2s),
respectivamente; (0,7) es un intervalo de tiempo dado, u® es la distribucién inicial de
droga y f es un eventual término fuente. La curva poligonal que llamamos interfaz se
define como T := Q; N Qy y denotamos con n; al vector unitario normal a I y exterior a
;. La condicién de borde Dirichlet homogénea en todo 0f2 indica que, como la difusion
en el aire es mas rapida, la droga se diluye inmediatamente en el medio exterior.

En el capitulo 2 de esta tesis formulamos el problema en forma débil y definimos su
solucién (débil) sobre espacios mixtos que involucran a las variables espacio y tiempo, y
demostramos que la solucion clésica y la débil son equivalentes bajo ciertas condiciones. Se
demuestra ademas, la existencia y unicidad de solucion débil del problema y la estabilidad
de la solucién clasica, para el caso f = 0.

El capitulo 3 esta dividido en tres partes donde basicamente discretizamos el problema
débil y obtenemos cotas del error de aproximaciéon de dicha discretizacion. Cada parte del
capitulo se distingue de acuerdo a la variable que se discretiza: primero sélo la espacial,
segundo solo la temporal y por iltimo ambas variables simultdneamente. En los tres
casos, las acotaciones obtenidas se llaman estimaciones a priori del error.

Estas estimaciones a priori del error, dependen de la solucion exacta del problema débil
como también del tamano h de una particién con refinamiento uniforme del dominio y
de los tamanos At" de una particion del intervalo de tiempo. Lo que ocurre en general es
que, no tenemos conocimiento de la solucién u o bien, que una inadecuada eleccién de h
y At" puede originar errores muy grandes que no son representativos del error verdadero
en todo el dominio.

Para reducir el error, proponemos en el capitulo 4 refinamientos con adaptatividad en
las dos variables, espacio y tiempo, sobre la base de estimadores a posteriori del error. El
calculo de los estimadores se realiza a partir de los datos del problema y de la solucién
discreta calculada. Para derivar estos estimadores del error, proponemos un operador
de interpolacion robusto en cuyas cotas del error no figure el cociente entre los valores
maximo y minimo del coeficiente de difusién. Para ello, se necesitara que el coeficiente k
cumpla con la condicién de casi monotonia (esta condicién se cumple siempre para el tipo
de dispositivos que estamos considerando). Las estimaciones del error de interpolacién
con este operador nos permitiran demostrar que los estimadores a posteriori resultan
ser una cota superior local (en el tiempo) del error y global. Por tltimo, presentamos
un ejemplo cuya soluciéon exacta es conocida con el fin de comparar el error exacto y el
error aproximado utilizando los estimadores a posteriori y las acotaciones para el error
demostradas anteriormente.
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En el capitulo 5, en base a los estimadores a posteriori ya definidos y a la cota global
del error obtenida, se desarrolla un algoritmo adaptativo robusto y eficiente capaz de
resolver numéricamente el problema y se comentan algunas consideraciones generales
sobre su implementacion.

Finalmente, en el capitulo 6, presentamos los resultados numéricos y conclusiones
de cuatro experimentos que muestran el comportamiento del algoritmo adaptativo. En
particular, en el dominio de cada ejemplo se representa una forma diferente de dispositivo.
Utilizando el algoritmo, se realiza la simulacion de liberacion de drogas desde el dispositivo
hacia el exterior y se analiza del efecto de las distintas formas con las curvas de flujo por
unidad de tiempo.



Capitulo 2

Analisis matematico de la ecuacion

2.1. Planteo del problema

En este capitulo estudiaremos un problema de difusiéon definido sobre un dominio
abierto 0 C R? Lipschitz, poligonal y acotado con borde 99 y [0,7] un intervalo de
tiempo dado. Supongamos ademas que €2 esta particionado en dos subdominios €27 y €2,
Lipschitz poligonales abiertos, de manera que Q = Q, UQy v £, N Qy = 0. El pardmetro
de difusion k : 2 — R es una funcion positiva, con valor constante k; sobre cada €2; C €2,
con ki # ko. Llamaremos interfaz entre los subdominios a la curva poligonal I que separa
Q, de Qj, definida por I' = Q, N Qy (ver Figura 2.1).

Concretamente, nuestro proposito es analizar el siguiente problema parabdlico de va-
lores iniciales y de borde:

§
% —div(k(z)Vu) = f(x,t) en ; UQy x (0,7),
u(z,t) =0 en 092 x (0,7),
_ 0 (2.1)
u(z,0) = u"(x) en (),
U1 = Uy en I' x (O,T),
\ — k1Vu1 Ny = ]{QVUQ *Ng €n I' x (O, T),

cuya solucion es una funcién u : Qx [0, T] — R. Aqui, f y u° son funciones dadas. Como
la funcion k es discontinua, la ecuacion diferencial principal se cumple en ambos dominios
Qy y Q, pero no se cumple a través de la interfaz. En cambio, tanto u como k(z)Vu-n son
funciones continuas a través de I' (donde n denota un vector unitario normal a I'). Estas
ultimas condiciones estan representadas por las dos tltimas ecuaciones escritas en (2.1),
donde para @ = 1,2, u; representa u|n, y n; representa el vector unitario normal a I' y
exterior a ;.

Observacion 2.1. El término de divergencia en la ecuacion diferencial de (2.1), también
puede escribirse en la forma — div(AVu), donde A = (a;j(x)) es la matriz miltiplo escalar
(discontinuo) de la matriz identidad de orden 2, es decir, A = k(x)ls. Esta matriz es

13
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Figura 2.1: Dominio del problema (2.1)

simétrica, definida positiva y verifica para cada t € [0,T]:

Q45 S LOO(Q), VZ,] = 1,2,
- (2.2)
30 = mink; > 0 tal que D ay(@)&g > 01EP,  VreQ, VEeR '

ij=1

La definicién que veremos a continuacién nos dara las condiciones minimas que debe
satisfacer una funcién wu(z,t) para ser solucién del problema presentado. A esta funcién
la llamaremos solucion cldsica del problema.

Definicién 2.2 (Solucién clésica). Supongamos que f(-,t) € L*(Q), Vt € [0,T], yu’ €
L3(Q). Llamaremos solucidn cldsica del problema (2.1) a una funciénu : Qx[0,7] — R
que satisface:

= en la variable espacial u(-,t) € C%(,;) N CH Q) NC(Q), Vt € [0,T] fijo, i=1,2;
= en la variable temporal u(z,-) € C1((0,T)) N C([0,T]), Yz € Q fija;

» y ademds satisface (2.1).

2.2. Formulacién débil del problema

2.2.1. Consideraciones generales y notacién

Establecemos aqui algunas de las notaciones que usaremos de ahora en adelante.

El espacio L*(€) (Seccién A.1) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

(v, w) = (/Q o dx)m,

y a su correspondiente norma la denotaremos por:

ol = l[v]l 20y = (v,0)"2.
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Si S C 2y S medible, simbolizaremos con ||.||s a la norma L?(S).
El espacio de Sobolev H'(Q) (seccién A.3) es un espacio de Hilbert con el producto

escalar definido por:
1/2
(v,w)y = (/vwdm—l—/Vu-dex) ,
Q Q

y la seminorma y norma correspondientes las denotaremos, respectivamente, por
1/2
ol = ol = [Voll, ol = ol = (lll* + 0ff)

Del mismo modo que en el primer espacio, denotaremos con |v|; s 0 ||v]|1,s a la seminorma
y norma H'(S) respectivamente, definidas en S C Q medible.

En H} () = {ve H Q) : yv =0}, donde 7 : H'(Q2) — L?*(99Q) es el operador traza
2, Sec. 5.5], la norma y seminorma son las mismas que las definidas en H'(f2).
Ya que 2 es acotado, gracias a la desigualdad de Poincaré:

existe ¢(2) = diam(2) > 0 tal que ||v| < c(Q)||Vv|, Vv e HL(R), (2.3)

la seminorma |-|; resulta ser una norma sobre el espacio H{ (£2) equivalente a || -||;, debido
a que
o < vl < (e(@)* + 1) o1,

Para simplificar la notacién, consideraremos a las funciones u y f como mapeos entre
el intervalo de tiempo [0,7] y los espacios Hj(Q) y L*(€2) respectivamente, escribiendo

de ahora en més, u(t) = u(-,t), f(t) = f(-,t) yu' = g—;‘.

Denotaremos con H1(Q) al dual de H} (), es decir, el espacio de todos los funcionales
lineales y acotados sobre H}(Q). Para un funcional g € H~1(f2), escribiremos como (g, v)
a su aplicacién g(v) sobre una funcién v € Hy ().

Consideraremos a H () equipado con la norma

, U
lgll-1 = sup [(g,v)| = sup (g >|
VEH ()=t verg@)lolhzo [Vl

Antes de introducir el concepto de solucién débil para el problema planteado (2.1),
serd necesario definir los siguientes espacios de funciones que mapean el intervalo de
tiempo [0, 7] sobre un espacio de Banach ( [2, Sec. 5.9.2]).

Definicién 2.3 (Espacios LP(0,7,X) y C(0,7,X) ). Sea X un espacio Banach con
norma || - || x.

» El espacio LP(0,T, X) es el conjunto de todas las funciones medibles u : [0,T] — X

con
T 1/p
ul|zro.1,x) = (/0 |lw(t)|% dt) < 00,

st 1 <p<ooycon

|w|| Lo 0,7, x) = supes [Ju(t)]|x < oo,
0<t<T

cuando p = 0.
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» El espacio C(0,T,X) es el conjunto de todas las funciones continuas u : [0,T] —
X con

[ullcor.x) = ggﬁg;”u(tﬂlx < o0.

2.2.2. Solucién débil
Definicién 2.4 (Solucién débil). Supongamos que f € L*(0,T, L*(Q)) y u® € L*(Q).
Decimos que una funcién v € L*(0,T, H} () con v’ € L*(0,T, H *(Q)) es solucion débil
del problema parabdlico (2.1) si cumple:
(' (t),v) + a(u(t),v) = (f(t),v), Yove Hy(Q) yect tel0,T] (2.4)
u(0) = u’(x), Vo €2 (2.5)

donde (-,-) es el producto interno en L?(2), (-,-) representa la aplicacién de un funcional
de H=1(Q) sobre un elemento de Hy(Q) y a : H x Hi — R es la forma bilineal definida

por:
a(v,w) := /Qk(x)Vv -Vw dz. (2.6)

La ecuacién (2.4) junto con la condicién (2.5) es lo que llamamos forma débil del
problema (2.1).

Debido a las hipétesis sobre u y u’ en la definicién, se tiene que u € C(0,T, L*())
(ésto se prueba en [2, Sec. 5.9.2]), lo que es importante para que tenga sentido (2.5).

El hecho de pedir que las funciones f € L2*(0,7T,L*(Q)), v € L*(0,T, H}(Q)) vy
u' € L*(0,T, H1(Q)), es consecuencia del resultado de estabilidad (Teorema 2.7) y de la
demostracién de existencia de solucién débil (Teorema 2.10) que exhibiremos més ade-
lante.

La forma bilineal a(-, ) tiene las siguientes propiedades:
» es simétrica: a(v,w) = a(w,v), Yv,w € H}(Q).
= es continua:

6 = meaéck(x) >0 |a(v,w)] < Bl |lwl, Yo, w € Hy(Q). (2.7)
En efecto, por la desigualdad de Holder se tiene que
la(v, w)| = |/ k(2) Vo - Voo de]
Q

< ma < ma .
< s k(@) |Vl [ Vo] < max k(@)llolh ol

= es coerciva sobre H}(1):

mfﬂi:l,z k;

Jo = =12
“ c(Q)2+1

> 0:a(v,v) > allv|],Yv € Hy(Q), (2.8)
pues debido a la desigualdad (2.2) y a la desigualdad de Poincaré (2.3), resulta que
0

CL('U,U) = /Qk;(x)Vv - Vo dx Z 0|U|% Z mHUH%
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» induce una norma: Como a es una forma bilineal simétrica y definida positiva,
resulta ser un producto interno en H}(2) que induce una norma en dicho espacio,
llamada norma energia, y se define como

lolla = a(v,0)'"? = |VE V|, Vv € Hy (). (2.9)

La norma energia es equivalente a la norma definida en el espacio H}(Q) ya que
por la continuidad y coercividad de la forma bilineal a se tiene :

valoll < [lolla < v/Bllvlli, Vo € Hy(9).

Con ||.||o,s denotaremos la norma energia definida sobre un subconjunto medible
S C Q.

El uso de (-, ) en la forma débil estd motivado por el siguiente razonamiento. Debido
a la hipdtesis sobre u en la definicién de solucién débil, es claro que, para cada t fijo,
u(t) € Hy(Q) y f(t) € L*(Q). Entonces, si se define (u'(t),v) = [, ' (t)v dz, Yo € H}(Q),
podemos decir que u'(t) € H~ (). En efecto, u/(t) es un funcional lineal y ademés
acotado ya que de (2.4), la desigualdad de Cauchy - Schwartz y (2.7), se deduce que

[/ (@), )| < NSO vl + Bllu@l ol < (O + Bllu@l) oll, Yo € Hy(Q).

2.2.3. Equivalencia entre solucién clasica y soluciéon débil

Es sencillo probar mediante integracién por partes y argumentos de densidad que
la solucién clésica del problema (2.1) es también solucién débil, pero el reciproco no
siempre es cierto. El siguiente teorema mostrara que bajo ciertas condiciones de suavidad
en la solucién, las definiciones de solucién clésica y de solucién débil del problema (2.1),
coinciden.

Teorema 2.5. Sea u : Q x [0,T] — R tal que u(-,t) € C() N CHQ) N O(Q),Vt €
0, 7], i = 1,2 y u(z,-) € CY(0,T)) N C([0,T]),Yz € Q. Supongamos ademds f €
L2(0,T,L*(2) y u® € L*(2). Entonces: u es solucion cldsica de (2.1) si y sdlo si u es
solucion débil de (2.1).

Demostracion. Supongamos que u es solucién clasica de (2.1). Entonces para cada t €
(0,7 vale
u'(t) — div (k(x)Vu(t)) = f(t) en Oy U Q.

Si multiplicamos esta ecuacién por una funcién v € C§°(2) e integramos sobre €2, tenemos
para todo t € (0,7):

/Q o () dz — i /Q div (kT (0) v de = /Q fo dz.

con u; = u|q,;-
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Integrando por partes sobre €; (ver Teorema A.18) y utilizando que v|gq = 0, llegamos
a que

/Q o (B d+ /Q k(2) V() - Vo de— /F (Vs (£) -1+ ko Vo (£) - ) v dor = /Q F(t)o da,

donde n; es el vector unitario normal a la interfaz y exterior a §2;.
Pero de acuerdo a la condicién sobre I' que cumple la solucién cldsica u en (2.1), la
igualdad anterior resulta

/Qu’(t)'u d + /Q k(2) Vu(t) Vo de — /Qf(t)v dr, v e Q).

De aqui, ya que las funciones de C§°(£2) son densas en H}(f2), se tiene:

/ o' (t)v do + / k(x)Vu(t)Vou dz = / f@®)vdr, Yve HyQ)yct teloT),
Q Q Q

y como ademads u satisface la condicién inicial, hemos probado que u es solucién de la
forma débil del problema (2.1).

Supongamos ahora que u es solucién débil de (2.1) y satisface las hipdtesis del teorema.
Para demostrar que u es solucion clasica, es suficiente probar que u satisface la ecuaciéon
diferencial en cada §2; y la condicién de continuidad de flujo en la interfaz.

En efecto, como la ecuacién (2.4) vale Vv € H}(Q) también serd vélida para Vv €
Hy (2:):

/ o' (t)v dx —l—/ kE;NVu(t) - Vo do = / ft)v do, Yo € HY () v c.t. t € [0,T].
Integrando por partes la segunda integral del lado izquierdo y agrupando, nos queda
/ (u'(t) — div(k;Vu(t)) — f(t))v dz =0, Yv e Hy(), (2.10)
Q;

ya que v se anula en 0€);. Luego, debido al resultado dado en el Lema A.3 del Apéndice,
se cumple que

W) — div(kVu(t) = f(t),  V(x,t) e x(0,T), i=1,2

Resta probar que —k1Vuy - ny = kaVug - ng, V(z,t) € I' x (0,7). Como u es solucién
débil, vale la ecuacién (2.4) que podemos escribirla como:
2 2
Z (/ u'v dx +/ kiVu - Vo dx) = Z/ fv dx, Yv € Hy(Q).
i=1 Y i i=1 /&
Analogamente a pasos anteriores, integrando por partes los términos que contienen
los gradientes, llegamos a

2

> ( /Q (u'v — div(k;Vu)v) dz + /a

k;Vu-nv do + /
i=1 i QNI

k;Vu - n;v da)
;N 09

N J/
-

=0

2
—Z/ fodr =0
i=1 7
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De aqui que, por (2.10) se desprende:
/(k1Vu1 -1y + kaVusg - ng) vdo=0 Yve H&(Q)
r

En consecuencia, la afirmacion —kyVuy - ny = kaVug - ng en T' x (0,7 queda demos-
trada. O

2.3. Existencia y unicidad de solucién débil

En la seccién anterior, hemos definido el problema (2.1) en su forma débil. Nuestro
interés ahora es demostrar que existe solucion de este problema débil y ademés es ini-
ca. Los dos apartados siguientes estan dedicados a la prueba de existencia y unicidad,
separadamente.

2.3.1. Existencia de solucion débil

La demostracién que haremos de la existencia de una solucién débil del problema (2.1)
es una adaptacién de la presentada en [2, Sec. 7.1.2] y la desarrollaremos en tres etapas.
La idea general es dar forma a una soluciéon débil construyendo primero soluciones de
ciertas aproximaciones en dimension finita y luego pasando al limite. Este procedimiento
es conocido como método de Galerkin.

En la primera etapa obtendremos una sucesién de soluciones aproximadas de (2.4)—
(2.5). Para ello, en primer lugar, analizaremos la forma débil en un subespacio de H} ()
de dimensién finita, para determinar los coeficientes de la correspondiente solucién defi-
nida en este espacio finito-dimensional. En segundo lugar, utilizando propiedades de los
espacios de Sobolev, definiremos una sucesion de tales subespacios y con ellos una su-
cesion de soluciones, que seran las aproximaciones de Galerkin correspondientes a estos
espacios.

En la segunda etapa se probara un resultado de estabilidad que vale uniformemente
para las soluciones obtenidas en el paso anterior. Este resultado intermedio sera de gran
utilidad para la etapa final donde, con la utilizacion de limite, se probard que existe una
solucién débil en el espacio Hj(€2).

Etapa 1

Teorema 2.6. Sea V' un subespacio de dimension finita de H'(Q). Sean f € L'(0,T, L*(Q)),
uw € L2(Q) ya:V xV — R la forma bilineal definida en (2.6). Entonces existe una
inica u : [0,T] — V absolutamente continua tal que

(W' (t),v) +a(u(t),v) = (f(t),v), YweVycttel0,T)] (2.11)
u(0) = Py (u), (2.12)

donde Py (u®) es la proyeccion L*(Q) de u® sobre el espacio de dimensidn finita V', esto
es, Yo € V: (u%v) = (Py(u°),v).
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Demostracion. Sea {¢1,¢a, ..., dn} una base para V. Entonces, para cada t € [0,7], si
u(t) € V existirdn m escalares unicos &;(t) tal que u(t) puede escribirse como

ut) =Y &(t) b (2.13)

La ecuacién (2.11) y la condicién (2.12) se cumplirdn si y sélo si
(W' (1), ¢;) +alut),¢;) = (f(t),¢;), Vi=12....m
(u(0)7¢]) = (PV(uo)a¢j)7 vj: 172a"'7m'

Reemplazando la expresion (2.13) de u(t) en estas ecuaciones, obtenemos un sistema de
m ecuaciones diferenciales con condicion inicial, de la forma

Z(&)()@,cbe& a(¢i, 65) = (f,¢;), j=1,...m, t€[0,T]

i=1

Zgl ¢17¢] ( O:¢j)7 jzlma

donde las m incégnitas a determinar son las funciones &;(t),i =1,...,m
Este sistema lineal de ecuaciones diferenciales, puede ser expresado de manera equi-

valente como
{M §'(t)+ K &(t) = F(t)

M E(0) — (2.14)

donde &, F' y UV son vectores columnas de R™ y M, K son matrices simétricas de orden
m, todos ellos definidos por

(€@); =&, (F@);=(ft),6;), (U);=(u’.¢;), j=12,...,m
Mzg = (¢i;¢j); Kz‘j = a(qﬁi,qﬁj), Z,j = 1,2, oo,

La matriz M es conocida como matriz de masa y la matriz K como matriz de rigidez.
En particular, notamos que M es definida positiva ya que

¢ ME = ZZ@@,@ —||Zgl¢l||2>o

=1 j=1

para todo £ # 0 en R™ y asi M es invertible. Esto implica que el problema (2.14) es
equivalente a encontrar un tnico vector £(t) solucién de

¢'(t)+ MK &(t) =M F(t)
£(0) = M U

Si definimos h : [0,7] x R™ — R™ por h(t,z) = —M ' K x+ M~ F(t), entonces
nuestro problema se reduce a demostrar que existe un tnico vector £(t) tal que
{E’(t) = h(t.£(1))

£0)=M"0" (2:15)
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Es facil ver que h(t,x) es Lipschitz continua en la variable x y que existe una fun-
cién m(t) integrable que la acota superiormente para todo || < r, como se muestra a
continuacion:

[A(t, )1 < [IMIK ] + 1M 1F (@)

<MK e+ (| Z l@ell® 1N == m(t),  VIE| <r

Luego, de acuerdo a la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias (Teorema A.19),
existe una tnica solucién £(t) absolutamente continua que satisface el sistema (2.15) en
casi todo t € [0, 7. O

Presentamos a continuacién, la construccién de los subespacios de dimension finita y
de las aproximaciones en tales subespacios, de la solucion del problema débil.

Construccion de los subespacios anidados Vi,:

Los espacios H*(2) con k € Ny, son separables (ver [1]). En particular, H}(2) es un
subespacio separable de H'(£2). En consecuencia, existe {¢;}5°; C Hj(€) denso en H}(Q)
con la norma de H'().

A partir de ello, definimos para cada m = 1,2, ... el espacio de dimensién finita

Vin = gen{o1, a2, ..., om } (2.16)

Dichos espacios tienen las siguientes propiedades:
» Vo C Vi1t CH(Q), m=1,2,...

» ey Vin s denso en Hj(Q) y también en L*(Q), puesto que Hg(Q2) es denso en
L*(Q).

La utilizacién de estos subespacios anidados de dimension finita V,,, en la hipdtesis del
Teorema 2.6, dard lugar a una sucesién de soluciones aproximadas del problema (2.4)—
(2.5), que serviran mas adelante para dar forma a una solucién débil.

Aclaramos que, en la construccién que sigue a continuacion, usaremos la inclusién

L*(0,T,L*(Q)) c L'0,T, L*(Q)).

Construccion de soluciones aproximadas:

Consideremos los espacios V;, dados por (2.16). Sean f € L*(0,T, L*(Q)), u® € L*(Q2)
y a:Vy, XV, — R la forma bilineal definida en (2.6). Ya que para cada m € N, V,, C
HZ () es un subespacio de dimensién finita de H'(£2), por Teorema 2.6 se sigue que existe
una unica u,, : [0, 7] — V,, absolutamente continua que satisface

(ur,(t),v) + a(un(t),v) = (f(t),v), Yv eV, yect. tel0,T] (2.17)
U (0) = Py, (u°) (2.18)

donde Py,, es el operador proyeccién L?(€2) sobre V.
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Etapa 2

La estimacion que a continuacién ofrece el Teorema 2.7, es vélida para cada solucion
Uy, de los problemas (2.17)—(2.18) y sera de gran importancia para la prueba de existencia
en la que estamos encaminados.

Teorema 2.7 (Estabilidad). Sean f € L*(0,T, L*(Q2)), u’ € L*(Q) y {tm }men las solu-
ciones obtenidas de los problemas discretos (2.17)-(2.18). Entonces existe una constante
C' que depende de Q, T' y del coeficiente de difusion k(z), pero no de m, tal que

OI?E{T [[wm ()] + ”um“L?(o,T,Hg(Q)) < C([[fllz2o,200)) + [u°), (2.19)

para m=1,2,....

Demostracion. Consideremos v = u,,(t) € V,,, en (2.17):

(ur, (8), um (£)) + alum(t), um () = (f(t), um(t)), ct. t€0,7]. (2.20)

Si analizamos el primer término en particular, vemos que

()00 = [ O un(®)de = 5 (5 [ w0de) =5 Hum@I). 220

Entonces, de las expresiones (2.20) y (2.21) junto con la desigualdad de Young:

b2
ab§6a2+4—, a,b>0, e >0, (2.22)
€

con € = a/2 y « la constante de coercividad (2.8), obtenemos

1d

2dt

9 a2 + @t (t), e (8)) < [FE), e (0)]
FOP, | e &2

< F@Olallum @)l < +a

20 2 ’

interpretando a f(t) € L?(2) como el funcional lineal acotado de H}(Q2) cuya aplicacién
a un elemento v € Hy(Q2) se define por [, f(t)vdz.
Por otro lado, como u,,(t) € H3(2) y a es coerciva

allun@®)]F < alun(t), un(t),  Vte[0,T).
Teniendo en cuenta esta desigualdad en (2.23) y el hecho de que || f(¢)||-1 < || f(?)]],

resulta:
IFOIZ: _ IF @I
o - o

d 2 2
7 Ulum 1) + allum(B)]l7 < (2.24)

e integrando entre 0 y ¢

fon +a [ Tum)Eds < Jun @+ 2 [ 1rGPas @29
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Por la definicién de proyeccién y la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
1m0 I* = (1 (0), wm(0)) = (u, 1 (0)) < JJum (O)][[[ "],

de aqui que
[l (0] < Jlu®]]. (2.26)
Ahora, retomando (2.25) y usando (2.26) tenemos que para cada t € [0, 7]

t 1 t T
Jan @1+ [ () ds < '+ 5 [ 1@ ds < €3 (1 + [ )17 ar),
donde €y = max{1,1/a}.

Obviamente esta acotaciéon vale también para el término simple ||u,,(t)]|*; luego, to-
mando el maximo sobre todo el intervalo de tiempo:

s Jum (@) < Co (1017 + 11712 0,120 (227)

Andlogamente, si integramos (2.24) entre 0 y 7' obtendriamos
HUmHiz(o,T,Hg(Q)) < Cy (||UO||2 + ||f||2L2(O,T,L2(Q)))7 (2.28)

con Cy = max{1/a,1/a?}.
Finalmente, de las cotas (2.27) y (2.28) deducimos la desigualdad (2.19) que querfamos
probar. O]

Etapa 3

Esta ultima etapa consiste en pasar al limite cuando m tiende a infinito con el proposi-
to de construir una solucién débil (Teorema 2.10) para luego demostrar que es unica
(Teorema 2.11). Antes haremos dos observaciones.

Observacién 2.8. Siv € L*(0,T, H}(Q)) entonces T,(g fo v(t),g(t))dt, con g €
L3(0,T, H} (), es un funcional lineal y acotado sobre L2(0 T, Hl( ))
En efecto, por (2.7)

IT.(9)| S/O Ia(v(t),g(t))kh‘Sﬁ/0 [o(®)11llg ()]t

<o( [ o) ([ son)”

= Bllvll 220,112 ) 1911 L2 0,1, 12 ()
De aqui que T, pertenece al dual de L*(0,T, Hy(S2)).

Observacion 2 9. Sea v e L*0,T,H}(Q)). Definimos T, : L*(0,T, H'(Q)) — R por
fo ))dt. Luego T, es un funcional lineal y acotado sobre L*(0, T, H~(Q))
ya que

|mmsA|MWWMﬁ;Awmmmw4ﬁ

< (o) ([ rotones)”

= HUHLQ(O,T,H&(Q))||g||L2(O,T,H—1(Q))-
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En consecuencia T, pertenece al dual de L*(0,T, H'(£2)).

Teorema 2.10 (Existencia de solucién débil). Eziste una solucion débil del problema
(2.1).

Demostracion. De la estimacion dada por el Teorema 2.7 se desprende que la sucesion
{um} es acotada en L?(0,T, Hy(Q)). En consecuencia, existen una subsucesion {u,,, }32,
de {u,,}°°_, v una funcién u € L*(0, T, H}(S)) tales que

U, — U débilmente en L*(0,T, Hy(Q2)).

(ver [2, Sec. D.4] y Apéndice Definicién A.4).

Queremos mostrar que u es una soluciéon débil. Para ello, probaremos que u satisface
las condiciones (2.4)—(2.5) de la definicién de solucién débil.

Consideremos una funcién w € (J;°_; V;,. Entonces w € V,,, para algin m y sea
v:1[0,T) — V,, definida por

v(t) = wé(t), (2.29)

donde £(t) es una funcién con al menos una derivada continua sobre [0, 7.

Elijamos /y suficientemente grande de modo que v(t) € Vi, C Vip, C Vi, V€ > L.

Entonces se cumple que:

(ttyn, (), 0(8)) + alum, (), v(t)) = (f(2),v(t)) V€= Ly, ct.t €[0,T],

mye

y al integrar entre 0 y 7' nos queda

| ooyt = [ [ et o0mya @30

En particular v € L?(0,T, H}(€2)). De la convergencia débil y la observacién 2.8
tenemos que

/O(u;nz(t),v(t)>dt—>/0 (f(t),v(t))dt—/o a(u(t),v(t))dt cuando ¢ — 0.

Esto dltimo vale también si reemplazamos v(t) por combinaciones lineales finitas de fun-
ciones con la forma (2.29) y como éstas son densas en L*(0,T, H}(Q)), se sigue que el
limite anterior vale para toda v € L*(0,T, H}(%)).

De aqui que, teniendo en cuenta la observacién 2.9, podemos decir que {u;w}leN
converge débilmente en L?(0, T, H(€2)) . Este limite debe ser «/, debido a la convergencia
débil de {u,,} a u.

Luego, recordando (2.29) obtenemos

A(W@wwamwM@ﬁ5£U®wwwﬁ (2.31)

Por consiguiente,

(W' (1), w) + a(u(t),w) = (f(t),w)  Vwe | JVayect. tel0,T],

m=1
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ya que £(t) es arbitraria. Y como [ J°_, Vi, es denso en H} (), la dltima igualdad vale
Vw € H}(Q).

Nos falta probar atin que u satisface la condicién inicial u(0) = u°. Consideremos
una funcién v(¢) con la forma (2.29) que satisfaga la condicién v(7T") = 0. Al integrar por
partes en el primer término del lado izquierdo de (2.31) resulta

/0 (= @@, u®) + au(t), v(1))) dt = / (1), o) dt + (u(0),0(0))  (2:32)

donde v'(t) = wf'(t).
Anélogamente, de la ecuacién (2.30) obtenemos

| (= W00, 0) + (0000t = [ (70,000 + (1, (0),000))

Haciendo tender ¢ a infinito, de la hipétesis de convergencia débil y puesto que u,,,(0) —
u® en L*(Q), se tiene que

/0 (= @@, u®) + au(t), v(1))) dt—/o (F),0(8) dt + (°,0(0).  (2.33)

Al comparar (2.32) y (2.33), concluimos que u(0) = u° pues v(0) es arbitrario en | J°_; Vi,
que es denso en L%(9). O

2.3.2. Unicidad de solucién débil

En la demostracién del teorema de existencia (Teorema 2.10) se mostrd que existe una
subsucesion de entre las soluciones u,,, que converge a una solucion débil del problema
(2.1). Veamos ahora la unicidad de esta solucién débil.

Teorema 2.11 (Unicidad de soluciones débiles). El problema (2.1) tiene unica so-
lucion débil.

Demostracién. Es suficiente probar que para el caso f = u® = 0 en el problema (2.1),
la dnica solucién débil es u = 0. En efecto, llamemos (P) al problema (2.1) cuando
f = u® = 0. Si suponemos que u' y u* son dos soluciones débiles del problema (2.1),
serd u' — u? solucién débil de (P), por lo que llegarfamos a que u! = u?.

Si u = u' — u* es una solucién débil de (P) entonces

(u'(t),v) + a(u(t),v) =0, Yo € HY(Q), ct. t € [0,T).
Tomando v = u(t), por (2.21) se tiene que

au(t), u(t)) = —(u'(t), u(t)) = —%%(II%@)IIQ)
I”
I

Como a(u(t),u(t)) > 0, obtenemos de la igualdad anterior, que ||u(t)]|* es una funcién
de t decreciente. Asi, para cualquier tiempo ¢ > 0 : [Ju(t)||* < [Ju(0)||* = 0. Entonces
solamente puede ocurrir que v = 0. O
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2.4. Estabilidad de la solucion de la ecuacion de di-
fusion

Cuando hablamos de estabilidad nos referimos a la estabilidad respecto a los datos
del problema, es decir, a estimaciones que nos permitan inferir que a pequenos cambios
o perturbaciones en los datos, se producen pequenos cambios en la solucion. Particular-
mente estudiaremos las estimaciones basicas de estabilidad para la soluciéon exacta de
la ecuacion de difusién del problema (2.1) cuando f = 0, pues es el caso que nos inte-
resa desde el punto de vista de la aplicacion. En el siguiente lema, presentamos dichas
estimaciones.

Lema 2.12 (Estabilidad). Sea u solucion del problema (2.1) con f = 0. Entonces para
0 <t <T secumplen las siguientes estimaciones:

lu(®)]* + 2/0 a(u(s), u(s)) ds = [[u(0)]*, (2.34)

2/0 sllu'(s)]|* ds + ta(u(t), u(t)) < %||u(0)||27 (2.35)
1) < 1Ol (2.36)

Demostracion. Si multiplicamos la ecuacién diferencial de (2.1) por u(t) e integramos
sobre 2, después de la integracién por partes (Teorema A.18) obtenemos (u'(t),u(t)) +
a(u(t),u(t)) = 0, que por (2.21), se puede escribir

t
1

5 @] +/0 a(ufs), u(s)) ds = 5 |u(0)||"

con lo que llegamos a probar la igualdad (2.34) del lema.

Volvamos a la ecuacién diferencial de (2.1) y multipliquémosla por tu/(t). Integrando
sobre 2 obtenemos

Y

t(u/(t),u(t) + ta(u(t), ' (t)) = 0. (2.37)
Por un lado, sabemos que
au(talu(t), u(t))) = a(u(t), u(t)) +t dalu(t), u(t). (2.38)

y por otro lado, tenemos
2

Dralult), u(t)) /Q k(2)([Vu()2) dz = /Q K@) @uu(t)?)

= /Q k(x) Z 20;u(t)0:(0;u(t)) dx

_9 /Q k(2)Vult) - Vo' () dz = 2a(u(t), /(£).



2.4. ESTABILIDAD DE LA SOLUCION DE LA ECUACION DE DIFUSION 27
Reemplazando este resultado en (2.38) y utilizando (2.37) se tiene que
Ot a(u(t), u(t))) = a(u(t), u(t)) — 2¢||u'(t)[|*.
Entonces
e ()P + St au(e) u() = salu(t) u(r).
Si integramos entre 0 y ¢, como consecuencia de (2.34) nos queda

1

[ sl s+ oo ue) = 5 [ atuts) uls)ds < 1),

que resulta equivalente a (2.35).
Por tltimo, si derivamos respecto de t la ecuacién diferencial en (2.1), el lado izquierdo
resulta, sobre cada €);

u"(t) — 8t<z i (k(z) aiu(t))> — () — Z 0; (k(x) Ol (¢)).
Es decir, que nos queda

u’(t) — div(k(z) V' (t)) = 0, en Q5 U Q.

Si a esta igualdad la multiplicamos por t*u/(t), integramos sobre € y aplicamos integracién
por partes, obtenemos

(' (), " (1)) + t2a(u/(t),u/(t)) = 0. (2.39)
Por otro lado
(2 ||u (1)])?) = 2t|\u’(t)\|2+t28t(/g u(t) dz) = 2t]|u’(t)H2+2t2/gu’(t)u”(t) dz. (2.40)
Reemplazando la ecuacion (2.39) en (2.40) y reordenando los términos, nos queda
%@(tzﬂu'(t)HQ) +ta(u (1), W' (1) = tllu' ()] (2.41)

Si ahora integramos entre 0 y ¢ obtenemos

SO+ [ S ) s = [l (@) as < )

como consecuencia de (2.35).
Este resultado implica que

lla' @O < 5 llu(0)]

N | —

y asi es inmediata la desigualdad (2.36). O
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Observacién 2.13. Las estimaciones del Lema 2.12 valen en el espacio Hg(S2). Por lo
tanto también valen en los subespacios discretos V,, definidos en 2.16, reemplazando u
POT Uy, Y Stgquiendo los mismos razonamientos.

Supongamos por el momento que estamos trabajando en un espacio V,, para un cierto
m. Conviene notar que todas las desigualdades de estabilidad obtenidas contendrian a
| (0)]| en el lado derecho, en lugar de ||u(0)||, que no es dato en el problema (2.1). Para
subsanar esto, recordemos que u,,(0) es la proyeccion-L*(Q) de u(0) sobre el espacio de
dimension finita V,,. Entonces

[u(0)1* =l (O)I + 4(0) — v (O)[I* = [ (0)]*.

Asi, si trabajamos en el espacio discreto V,, debemos tener en cuenta en las estimaciones
de estabilidad que
[t (0) || < [Ju(0)]].

Las estimaciones de estabilidad que obtuvimos en el Lema 2.12 son muy importantes
ya que nos permiten sacar las siguientes conclusiones:

» De (2.34), ||u(®)|| < Ju(0)|l, 0<t<T.Mésatn, ||u(t)| es una funcién decreciente
en [0, 7] (ver demostracién en el Teorema 2.11), lo que indica que a medida que ¢
toma valores mas grandes, ||u(t)|| se hace mas pequena.

» Las desigualdades (2.35) y (2.36) nos dicen que para valores de ¢ cercanos a cero,
no puede asegurarse que |[\/k(z) Vul| y ||v/(t)| estén acotadas. Pero si podemos
afirmar que para valores cada vez més grandes de t, [[\/k(xz) Vul| y ||v/(t)] se
acercan a cero y permanecen acotadas.

En general, la solucién exacta de un problema parabdlico puede presentar una fase
inicial (que corresponde a instantes de tiempos pequenos) donde algunas derivadas res-
pecto de t o de x son grandes, pero luego la solucion se va haciendo mas suave a medida
que t crece.

Este hecho es muy importante desde el punto de vista de la resolucién numérica del
problema. Por eso la ventaja de utilizar, en el Método de Elementos Finitos, adaptatividad
en las variables espacio y tiempo, donde se puede decidir refinar la malla y/o cambiar el
tamano del paso de tiempo, donde la solucién no es tan suave.

Ya que no siempre el problema (2.1) tendra solucién clésica, para continuar en el
siguiente capitulo con el analisis del error por Elementos Finitos, a partir de ahora nos
referiremos como solucién exacta, a la solucion exacta de la forma débil (2.4)-(2.5).



Capitulo 3

Discretizacion y estimacion a priori
del error

En el capitulo anterior, hemos visto que el problema (2.1) en su forma débil consiste
en: encontrar una funcién u € L*(0,T, Hy(Q)) con v’ € L*(0,T, H(Q)) tal que

(' (2),v) + a(u(t), v)
u(0)

f(t),v), Yo € Hy(Q), c.t. t €[0,T] (3.1)

UO

En este capitulo nos basaremos en el problema débil para plantear su analogo discreto y
estudiar la cota para el error obtenido de dicha discretizacion.

Diremos que un problema es semidiscreto si se discretiza sélo una de las variables in-
tervinientes, espacio o tiempo y completamente discreto si se discretizan las dos variables.
En cada caso estudiaremos las estimaciones basicas para el error por elementos finitos,
entre la solucién exacta del problema débil (3.1)- (3.2) y la solucién aproximada obtenida
de la discretizacion de dicho problema.

Todas las cotas del error en este capitulo se obtendran en la norma C'(0,7, L*(Q)) y
se expresaran en funcién de la solucién exacta (desconocida). Este tipo de acotaciones
son conocidas como estimaciones a priori del error.

En el proximo capitulo, se estudiaran las llamadas estimaciones a posteriori, en donde
las cotas del error se expresan en términos de los datos del problema y de la solucién
discreta calculada.

3.1. Semidiscretizacion espacial

Para la discretizacién del problema (3.1)—(3.2) con respecto solamente a la variable
espacial utilizaremos el método de Galerkin. En este caso, dada una triangulacién de
tamano h del dominio, buscamos una aproximacion a la solucién u(zx,t), representada
por up(x,t), en donde para cada t fijo, uy(t) es una funcién de x lineal a trozos. Asi uy(t)
dependera de un numero finito de pardmetros.

Sea 7;, una particién de tridngulos T' de Q de tamaiio h = méxper, hy > 0, en
donde llamamos hr al didmetro del elemento 7" (ver introduccion de la seccién A.4.1).
La particion consiste en triangulos tales que la interseccion de dos distintos es a lo sumo

29
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un vértice comun o un lado comun. Cuando esto ocurre se llama triangulacion admisible
(ver al comienzo de A.4.1).

Vamos a suponer que la triangulacién 7;, induce dos triangulaciones 7y, ; sobre los
subdominios €2;, i = 1,2 de manera que 7;, = U?:l Thi.

Denotamos con Vj, al subespacio de dimensién finita de H}(Q) asociado a 7;, que
consiste en el conjunto de funciones continuas lineales a trozos sobre 7, que se anulan en
011, es decir,

Vi={veC(Q)NHIN) :v|p € P(T), VYT € Tp,},

donde P4 (T) es el espacio de los polinomios de grado a lo sumo uno sobre el elemento 7.
Llamaremos a V}, espacio de elementos finitos.

Entonces, al problema anélogo a (3.1)—(3.2) planteado semidiscreto en la variable
espacial, lo escribimos de la siguiente manera:

Encontrar una funcién uy, € L*(0,T,V},) con u) € L*(0,T, H') tal que

(Wl (1), on) + alun(t), o) = (F(E),vn), Yon € Vi, ot £ € [0,T], (3.3)
un(0) = Pp(u®), (3.4)

donde Py, (u®) : L*(Q) — V}, es la proyeccién L%(€2) de u” sobre el espacio discreto Vj,, es
decir que, Vo, € V;, 1 (u® — B (u®),vy) = 0.

El conjunto de todos los nodos interiores de la triangulacién 73 lo denotaremos por Nj,.
Para cada t, los pardmetros o grados de libertad que describen el espacio de elementos
finitos V}, son los valores de uy(t) en los nodos de la triangulacién. Esto significa que
cualquier funcién perteneciente a V}, estd univocamente determinada por sus valores sobre
los nodos de 7j,.

El conjunto {¢;}1*, C Vj, tal que ¢;(z;) = d;; con z; € N, (es decir, ¢; = 1 en z; y
¢; = 0 en cualquier otro nodo), constituye una base de Vj, que llamaremos base nodal.
Para cada t fijo, escribiremos a la funcién vy,(t) € Vj, como

un(t) = vn(:1) = Z&(t) (), (3:5)

donde cada coeficiente &;(t) = vp,(z;,t) es el valor nodal de vy (t) correspondiente al nodo
%

Es importante notar que V}, representa el espacio de dimension finita V,, dado en
(2.16).

Si introducimos la expresion (3.5) de vp,(t) en la forma débil semidiscreta (3.3)— (3.4)
obtendremos exactamente el mismo sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias
(2.14) que nos permitird determinar de manera unica los coeficientes &;(t), es decir, los
valores nodales de v, en el instante ¢.

3.2. Estimacion a priori del error en la semidiscreti-
zacion espacial

Supondremos que se tiene una familia de triangulaciones {7}, uniforme (ver defini-
cién A.22). Esto significa que, por un lado, para cada elemento T', hy y h son del mismo
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orden, lo que hace que los tridngulos pertenecientes a una misma particion tengan apro-
ximadamente el mismo tamarno, y por otro lado, que el angulo minimo de entre todos los
tridngulos de | J{7x}1 estd acotado inferiormente, no permitiendo asi que tienda a cero
(condicion del dngulo minimo, Definicién A.21). Con el uso de triangulaciones uniformes,
el error de aproximacion se puede medir en términos del tamano h de la malla.

Para estudiar el error de discretizacion espacial, sera necesario antes definir lo que
llamamos proyeccion eliptica y hacer mencién a un resultado de regularidad muy signifi-
cativo para esta tesis que sera de utilidad para arribar a la cota del error buscada. Este
resultado se deriva en [8] para problemas elipticos con coeficientes discontinuos y con
condiciones de borde de tipo Dirichlet homogéneas.

Definicién 3.1 (Proyeccién eliptica). Llamamos al operador P. : Hy(Q) — V,
proyeccion eliptica si es la proyeccion ortogonal con respecto al producto interno energia
dado por (2.6), esto es,

sive Hy(Q): alv— Pow,v,) =0, Yo, € V.

Observaciéon 3.2. Por la propiedad de ortogonalidad de Galerkin en problemas elipti-
cos (igualdad A.7), podemos notar que en la definicion de proyeccion eliptica, Pv es la
aprozimacion por elementos finitos de la solucion exacta v del problema eliptico.

Las estimaciones a priori del error dependen de la regularidad de la solucién exacta del
problema. En problemas elipticos, la discontinuidad del coeficiente de difusién k(z), puede
provocar la disminucién de la regularidad méxima H?(Q2), suponiendo que f € L*(Q).
Por ello, hacen falta resultados finos de regularidad, los que suelen involucrar espacios de
Sobolev fraccionarios H*({2) donde s es un nimero real (ver mas detalles en la seccién
A.3 del Apéndice).

Sintéticamente, si s € R, se puede descomponer como s = m + o, donde m € Z y
0 <o < 1. Cuando s € Z, el espacio de Sobolev H® coincide con el espacio de Sobolev

usual definido para exponentes enteros y si s > 0 pero s ¢ N, utilizamos la Definicion
A.8.

El resultado de regularidad dado en el Teorema A.24 que enunciamos en el Apéndi-
ce fue demostrado por M. Petzoldt en [8] para problemas elipticos bidimensionales con
coeficiente de difusiéon discontinuo y para el caso general donde no se imponen condicio-
nes en la estructura del coeficiente k. All{ se muestra que u € H'*"(Q) para un cierto
0 < r < 1/2 que sélo depende de las cotas de k.

Por lo expuesto en dicho teorema no se espera que la soluciéon de nuestro problema
parabdlico tenga regularidad H?(2) en cada t. Por lo tanto, en la semidiscretizaciéon
espacial haremos la estimacién del error suponiendo que u(t) € H'™(Q), vVt € [0,T] y
para algiin 0 < r < 1/2.

Ahora si estamos en condiciones de demostrar el Teorema 3.3 que nos da una estima-
cién a priori del error entre la solucién exacta u(t) de (3.1)—(3.2) y la solucion uy(t) del
problema semidiscreto (3.3)—(3.4). Su demostracién se basa en la que se encuentra en |7,
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Sec. 8.3], que se refiere al mismo problema parabdlico pero con el coeficiente de difusién
continuo. En la demostraciéon del Teorema 3.3, se utiliza la técnica de dualidad y se hace
uso de una estimacién para el error cometido por la proyeccion eliptica, que no es mas
que el error de aproximacién del correspondiente problema en estado estacionario.

En efecto, para un ¢ fijo, u(t) € Hi(Q) y f(t) € L*()) son ambas dependientes de z,
y u(t) es solucién del siguiente problema eliptico con coeficiente k(x) discontinuo:

a(u(t),v) = (f(t) —/(t),v) Vv e Hy(9).

Por lo dicho en la observacién de la Definicion 3.1, P.u(t) € V}, es la solucién discreta del
problema débil anterior y u(t) — P,u(t) define el error de aproximacion.

En el Apéndice, dedicamos un capitulo especial a este problema eliptico con coeficiente
de difusién discontinuo y concluimos con el Teorema A.31 que presenta una estimacién
para ||u(t) — P.u(t)|| que utilizaremos al final de la demostracién del Teorema 3.3.

Teorema 3.3 (Estimacién a priori del error en la semidiscretizacion espacial).
Sean v € L*(0,T, H}(Q)) con v’ € L*(0,T, H*(Q)) solucidn de (3.1)—(3.2) y up(t) € Vi
solucion de (3.3)-(3.4). Entonces si u € C(0,T, H*"(Q)) con 0 < r < 1/2, existe una
constante Cy > 0 independiente de T y h tal que :

max [u(t) —un(t)]| < C1(1+ \10g—2\ mAx hQ’"Z Vhkilu(®)]1irg,-

0<t<T

Demostracion. Para obtener la representacion del error, introducimos para un ¢ € (0,7
fijo, una funcién ¢y, : [0,t] — V}, que es solucién del siguiente problema (débil) dual:

—(h(s), o) + alen(s),vn) = 0, Yo, € Vi, s € (0,1)
pn(t) = en(t)

donde ey (t) := up(t) — P.u(t) y P. es el operador proyeccién eliptica (definicién 3.1).
En particular, tomemos en (3.6) vy, = ep(s) € Vj, :

—(h(5), en(s)) + alen(s), en(s)) =0, s € (0,1).

Si integramos entre 0 y ¢, aplicamos integracién por partes en el tiempo en el primer
término y usamos (3.7) nos queda

t
lenlt)I? = (er(0hen(0) + [ (20 ch(s) + aln(s)en(s)) ds. (3)
Ahora analicemos cada término del lado derecho de (3.8) y notemos que:
(i) ¢n(0) € V}, entonces, por definicién de e, (t) y como up,(0) = P, (u®) se tiene:

(¢(0), €n(0)) = (21 (0), un(0)— Peu(0)+u"—Fi(u")) = (1(0), u"—Peu(0)) = (2n(0), 7

siendo 7(s) := u(s) — Pou(s).
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(i) De acuerdo a las ecuaciones (3.1) y (3.3), y ya que @x(s) € Vi, C HY(Q), llegamos
a que:

(un(5), n(s)) + alun(s), en(s)) = (u'(s), on(s)) + au(s), en(s)).

(iii) De las definiciones de ep(s) y P. y de la igualdad obtenida en (ii), el integrando de
(3.8) resulta igual a:

(en(s), un(s) = Peu'(s)) + aln, un(s) — Peu(s))
= (n(s), /() = Pew'(5)) + alpn(s), u(s) — Peu(s))

-

=0

= (en(s), 7' (s)),
con m(s) definida en (i).
Aplicando los resultados de (i) y (iii) en (3.8) obtenemos:

lea(®)[2 = (9n(0), 7(0)) + / (on(s), 7 (s)) ds,

y luego de integrar por partes en el tiempo,

lea(®I? = (@n(t), 7(6)) — / (h(s), 7(s)) ds.

Si aplicamos ahora la desigualdad de Cauchy-Schwartz y (3.7):

w17 < oo )]+ [ 14061 s
< len@ Im()ll + / PASIIEOIRE (3.9)
< ms ()] (a0l + [ Ieaol ds).

s€[0,1]

Supongamos por el momento que valen las siguientes afirmaciones que probaremos al
final de este teorema:

lon(s)ll < [len@®)]],  0<s<t (3.10)

[ el ds < ¢+ pog g5henol (311)

para una cierta constante C* > 0 independiente de t y ey(t).
Utilizando la afirmacion (3.11), se sigue de (3.9):

len(®) < (1+C7)(1 +[log 751) mx (51|
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Luego, podemos escribir
[u(t) = un()|| < [Ju(t) = Peu(@)|| + [[Pew(t) — un(®) ]| = lm ()] + [[en(®)]]
< mé (9|2 + C7)(1+ log -5 )

0<s<
T 2
% ¢ 2r
< (24 C7)(1+ |log 75|) max h E_l Vilu(s)l e

Aqui hemos utilizado la estimacion del error por Elementos Finitos para problemas
elipticos dada por el Teorema A.31 que se demuestra en detalle en el Apéndice.

Maximizando sobre [0, 7] obtenemos la estimacién del error que querfamos probar,
con Ch =2+ C* .

Nos queda demostrar las afirmaciones (3.10) y (3.11).
Si consideramos vy, = pp(s) € Vj, en (3.6) y ademés (2.21) llegamos a que:

2 llonls)IP + alon(s), on(s)) = 0.

De aqui, la funcién ||¢s(s)]|? es creciente en el intervalo 0 < s < t ya que a(pn, @n) > 0.

Luego, teniendo en cuenta la condicién inicial (3.7), queda probada (3.10).

Para demostrar (3.11), retomemos la ecuacién (3.6). Combinando (2.7) y aplicando
las acotaciones conocidas como estimaciones inversas, en el método de Elementos Finitos
(ver [6, Cap. 2, Sec. 6.8]) se tiene que

[{oh(5), vn)| = lalen(s), va)l < BIVen(s)[[[[Vunll < ﬁ s llen(s)llllonll, Yon € Vi, (3.12)

donde ¢ es una constante que depende del dngulo minimo de la triangulacion.
Si ademds en (3.12) reemplazamos v, por ¢} (s) y usamos (3.10), tenemos

len(s)ll < hQHSOh( s)ll < ﬁ”eh( I (3.13)
Por otro lado, se puede probar (ver observacion 3.4) que ¢y(s) satisface
1 |€h |
fehs)l < 1O (3.14)

Vo

Entonces, si integramos (3.14) entre 0 y t — h? y (3.13) entre t — h? y t, al sumar ambas
integrales llegamos a:

t t—h? t
/0 I (s)] ds = / I (s) ds + / Nl ds
t_

Be [*
< llen(®)] \F/ —d5+ﬁ/t_h21ds>

= len(®)] (5108 7z + )
< Jlen(t) 0" (1 + [1og 51).
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donde C* = méx{\/ii, Bc}. Asi concluimos la prueba de la afirmacién (3.11).
O

Observaciéon 3.4. Para probar (3.14) es suficiente definir la funcion V(s) = @u(t — s),
para 0 < s <t con @p solucion del problema

—(#h(s),0) +alpn(s),v) =0, VueV,
n(t) = en(t).
FEs facil ver que W(s) es solucion del problema
(U'(s),v) +a(¥(s),v) =0, YveV,
U(0) = en(t).
En consecuencia, vale la estimacion (2.36) del Lema 2.12:

1 t
10/ (s)) < e ®ll g oy
S

Luego, obtenemos (3.14) por definicion de ¥ y reemplazando s por t — s.

3.3. Semidiscretizacion temporal

En las secciones anteriores hemos estudiado el planteo de la discretizacién del proble-
ma (3.1)-(3.2) con respecto sélo a la variable espacial, ademds de obtener estimaciones a
priori del error para dicha discretizacion.

Nuestro objetivo en esta seccién es estudiar el mismo problema pero cuando sélo
la variable temporal es discretizada. Para ello, el procedimiento consiste en subdividir
el intervalo de tiempo dado [0,7] considerando una sucesién creciente de instantes de
tiempos t;: O =to <1 < ... <tp, 1 <t, <...ty=T.

Denotaremos con I, = (t,_1,t,) a cada paso de tiempo y con At" = t, — ¢, al
tamano del paso de tiempo [,, paran=1,..., N.

Sea U" = U(t,) la aproximacién de la solucién u(-,t,) obtenida de la discretizacién
de (3.1)—(3.2) respecto de la variable tiempo.

Cuando realicemos discretizacién temporal, consideraremos el método de Backward-
FEuler, en el que se reemplaza u/(t) por una diferencia finita atrasada. Para este caso, la
formulacién se presenta de la siguiente manera:

Encontrar una sucesién {U"} € H}(Q2) paran =1,2,..., N que sea solucién de
Ur — Unfl _
<T,v> +a(U"v) = (fu,v), Yve H ), (3.15)
U’ = (3.16)

donde f,, es una aproximacién constante de f sobre el intervalo I,,.

El método de Backward-Euler es implicito en el sentido que para calcular U(t,) con
U (t,—1) conocido, necesitamos resolver una ecuacién diferencial débil eliptica. Este méto-
do tiene la ventaja de poseer la propiedad optima para problemas parabdlicos: el ser
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incondictonalmente estable, es decir, estable y no dependiente de ninguna relaciéon entre
h y At". En efecto, tomando v = U™ en (3.15) y ya que a(U",U"™) > 0 tenemos

(U =010 < (F. U™) < IR0
o lo que es lo mismo
lU™)? = (U= ) < A0

Como (U™ 1, U™) < ||U™ || ||U™]], la desigualdad anterior implica que
U™ < UMl + 1 Fall, - paran > 1.

Si aplicamos esta desigualdad sucesivas veces llegamos a que

ol < 1001+ STUFEL n=1,. N
=1

3.4. Estimacion a priori del error en la semidiscreti-
zacion temporal

El Teorema 3.6 que demostraremos al final de la seccién, nos permitird arribar a
una estimacién a priori del error entre la solucién de (3.1)—(3.2) en t,, que llamaremos
u™ = u(t,) y la solucion U™ de (3.15)—(3.16), obtenida de la semidiscretizacién en el
tiempo, paran=1,..., N.

Requeriremos que la particién del intervalo (0,7) sea tal que la razén At"~1/At"
esté acotada superiormente, es decir, que para alguna constante positiva 7, se cumpla:

A" < yAt", paran > 2. (3.17)

Para obtener la estimacion del error debido a la semidiscretaciéon espacial, tuvimos
la necesidad de demostrar las estimaciones (3.10) y (3.11) referidas a la solucién de un
problema dual. Analogamente, para obtener la estimacion del error debido a la semidiscre-
tacion temporal, seran necesarias estimaciones similares, pero relacionadas a la solucion
de un problema discreto dual. Estas estimaciones se obtienen en el Lema 3.5.

Definimos para un entero 1 < n < N, el error e = u"™ — U™ de semidiscretizacién
temporal cometido en el tiempo t,,.

Lema 3.5. Supongamos se satisface la condicion (3.17). Sean {Z"} C HY(Q),n = N, N—

1,...,0 soluciones sucesivas obtenidas del problema discreto dual planteado “hacia atrds”
anl —gn I L
(T,v>+a(Z ) = 0 Yve Hy(Q), n=N,...,1 (3.18)

N = eV, (3.19)
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con condicion inicial dada por el error en el tiempo final. Entonces, existe una constante
Cy = Cy(7y) tal que:

1z* <™,  n=0,...,N (3.20)
N 2
Zn—l _gn 1/2

(S - o0 | Z 5 ar) ™ < c e 3.21)
o Atr

N

Zn 1 Zn " T 1/2 N

Y 5| At" < Cy(1 +log AW) leN]. (3.22)

n=1

Demostracién. Haciendo v = Z"1 en (3.18) y por la desigualdad de Cauchy obtenemos

Zn 2 Zn—l 2
||Zn—1||2 + Atna(zn—ljzn—l> — (Zn’Zn—l) S ” 5 H + ” 5 H )
Entonces
1Zz™ Y < ||Z™||, paran=1,...,N. (3.23)

Aplicando esta desigualdad sucesivas veces llegamos a (3.20).

Para probar las dos desigualdades que faltan, haremos un cambio de variables en el
problema dado con el fin de facilitar la demostracién.

Definimos s, =T — ty_,, con As"™ = s,, — s,,_1. Por medio del cambio de variables:

Xt=7ZN" n=0,...,N
As" = AtV o =1,... N

se puede notar que el problema (3.18)—(3.19) se transforma en el siguiente problema
discreto planteado “hacia adelante”:

Encontrar {X° X! X2 ... XN} C H}(Q) donde X" = X(s,) son las soluciones
sucesivas de

(X" — X" o)+ As"a(X™v) =0, Yve Hj(Q),n=1,...,N (3.24)
X0 =¢V (3.25

De aqui y dado que vale (3.17), la sucesién de pasos de tiempo del nuevo problema
satisface
As" < ~yAs"', n=2,..., N. (3.26)

Después de tomar v = X" en (3.24), aplicar la desigualdad de Cauchy y sumar de 1 a NV,
obtenemos
[ . o P 5

2
2 2 = 2 (3:27)

N
> Asma(X", X" <
n=1
Por otro lado, si elegimos v = 5, (X" — X" 1) en (3.24) y recordamos la definicién (2.9)
de norma energia, llegamos a que

1

A Sl X = X+ s X7G = sna (X7, X7,
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A partir de aqui, después de aplicar la desigualdad de Cauchy y usar (3.26), resulta para
n > 2:

Xn _Xn—l 2 S s
As” . °on X" 2 < on anl 2
" snl| = x| T X" le = S 1A
< X A X
2 2
Luego,
X" — Xn—l 2 s Sp—1
Ann—H _"XnQ n— an ann12.
Y D S e T e B

Sumando esta tltima desigualdad desde n = 2 a n = N y teniendo en cuenta (3.27), se
tiene:

X” Lhz o sy 51

ZAS ol | || + SV I2 - S
s i (3.28)
> Z s"IXE < ZIXOI7,
=22 1

mientras que para n = 1 en (3.24), tomando v = s;(X' — X°) tenemos
1 X XO 2 _ 1 30 1 30
As sy + 51 || XH? = s1a(Xt, X0) = Asta(X?, X9), (3.29)

puesto que As! = s;.
Notemos ademds que en particular, cuando n =1y v = X° en (3.24), resulta:

Xl 2 XO 2
Asta(x", X% = |x°) - (x1,x%) < xS0 I

Pero ya que se cumple (3.23), por el cambio de variables se satisface que || X"| <
| X"t para n = N,...,1, con lo que Asta(X!, X% < 2|[X°||?, quedando entonces
a partir de (3.29):

Xl
Aslslu

—H + 51| X2 < 211 X012 (3.30)

Por lo tanto, de la suma de (3.30) y (3.28) se deduce que

ZAS S

donde Cy = Cs(y) = /7 + 2. Luego, teniendo en cuenta el cambio de variables llegamos
a (3.21).
Para probar (3.22), observemos que de la desigualdad de Cauchy - Schwartz

N N N
X" — Xxn! X" — X2 1/2 As™\1/2
A = (| Fmmars) (250)
;H Asn H o= ; Asn oo ; Sn

X" — Xn 1

’T'L

| <auxer (3.31)
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Pero
N
Z

n=1 n=2

/ —d3—1+log( M.

s1 51

Con este resultado y aplicando (3.31) tenemos que

N X" — anl
; H Asm

Luego, el cambio de variables nos permite llegar a (3.22). O

T
As™ < Cy | X (1 4 log E)1/2.

El lema que acabamos de probar, nos sera ttil para obtener la estimacién del error
provocado por la semidiscretizacion temporal del problema (3.1)—(3.2). Dicha estimacién
se demuestra en el Teorema 3.6 a continuacion.

Denotamos con f, y U, a los promedios de fyu respectivamente en el intervalo
de tiempo (t,_1,t,), es decir, f, = At" f[ t)ydt y U, = At" f[ t)dt. Claramente
fn, Uy, € HL(Q). Supondremos de ahora en més que u' € C (0,7, Lz(Q)).

Teorema 3.6 (Estimacién a priori del error en la semidiscretizacién tempo-
ral). Sean u™ = u(t,) € HY(Q) soluciones de (3.1)-(3.2) y U™ € H}(Q) soluciones
del problema semidiscreto (3.15)- (3.16) y supongamos que vale (3.17). Entonces si
u € C(0,T,L*Q)), existe una constante Cy = Cy(y) > 0 (que coincide con la cons-
tante del Lema 3.5), tal que:

T
—U < 1/2 n
1r<na<XN lu" = U"|| < Co(1 +log — ) 1I<11La<XN At Itléz}xﬂu( ) (3.32)

donde T = min; <, <y At".

Demostracion. Analogamente a la semidiscretizacion espacial, nos basaremos en la técni-
ca de dualidad. Comenzamos integrando la forma débil (3.1) sobre I,, = (t,-1,t,):

/ /u’(t)vd:z:dt+/ /k(x)Vqudxdt:/ /f(t)vd:cdt, Yo € Hy(Q).
In JQ In JQ I, JQ

Si en cada integral intercambiamos el orden de integracion y usamos el hecho de que
fln Vudt =V fln udt y que v no depende de t, obtenemos paran =1,... N

(u" —u" o) + At a(U,,v) = At (fo,v).
Por otro lado, multiplicando la ecuacion (3.15) por At™:

(U™ = U1 0) + At a(U™,v) = At (fu, ).
Al restar las dos tltimas ecuaciones llegamos a que

(e" —e" o) + At" a(U, — U™, v) =0, Yv € Hy(Q). (3.33)
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Si tomamos ahora en (3.33), v = Z"~! € H} (), solucién de (3.18)—(3.19) con 1 <n < N

y luego sumamos paran =1,..., N, nos queda
N N
dAer—e 2+ Ata(U, UM, 27 = 81+ S =0, (3.34)
n=1 n=1

donde llamamos S; y S a la primera y segunda sumatoria respectivamente.
A continuacién, analizaremos por separado cada término S; y Ss.

N-1 N-1
S, = Z<€n+1 _ 6n,Zn> _ <€N,ZN_1> _ <€0,ZO> _ Z<Zn _ Zn_1,€n>
n=0 n=1
N-1
= (N, ZNT) = (2, 2%) = Y (Z" =z ety 4 (2N — 2N eN) (3.35)
n=0
N-1
:<6N,ZN>—<6O,ZO>— <6n+1,Zn+1—Zn>.
n=0

Notemos que si hacemos v = U, — U™ € H}(2) en la ecuacién (3.18) y sumamos desde
n = 1 hasta n = N, obtendremos

N N
Nzt =20 U, = UM + > Ata(Z27 T, — U™) =0,
n=1 n=1

donde se ve que la segunda sumatoria es Ss.

De aqui,
N N-1
Sp==d (2" = 2" U, = UN) = = Y (2 = 2 U = U). (330)
n=1 n=0

Reemplazando las expresiones finales de Sy y Sy resultantes de (3.35) y (3.36) en (3.34),
obtenemos:

N—-1
<6N, ZN> _ <60, ZO> N Z(Zn-l—l — 7" el + ntl _Un+1> —0.
n=0 untl

Luego, como ZV = e y por la desigualdad de Cauchy - Schwartz:

N-1
[V < 0NN 20+ (3 0127 = 20y, s [ =Tl (3.37)
n=0 -

Si utilizamos (3.22) en esta desigualdad, llegamos a

T _
Nj < 1/2 4 no_
eVl < Co(1 +log 5x) " méx lu” ~ T, (3.38)

ya que ||€°|| = 0.
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Para terminar, analicemos |[u™ — U, ||:

tn
o =Tl = [ futota) = Tutw)Pde = [ | [ duute )t s,
Q Q t(z)

puesto que para cada x € (Q existe t = t(z) € I, tal que u(z,t) = U,(z), dado que

Uy(z) = A%nflnu x,t
De esta manera,

tn tn
lum — T, |2 g/ [(/ dt)1/2(/ Ol 1) Pdt) ] de
Q t t

< At”/ |Oyu(x, t)|*dtdx

después de intercambiar las integrales.
Entonces

u" — U, || < At" max Owu(x, t)|*dx 1/2, paran=1,... N.
tel
Eln QO

Con este resultado y dado que la cota del error (3.38) en lugar de ¢y también vale para
cualquier tiempo ¢, de la particién, se obtiene (3.32) . ]

3.5. Discretizacién completa

Consideremos el problema (3.15)—(3.16), correspondiente a la semidiscretizacién con
respecto al tiempo y sea Vj, C H}(Q2) el espacio de los elementos finitos lineales a trozos
asociados a una particion uniforme del dominio de tamafo h. El planteo de la formulacion
completamente discreta del problema consiste en:

Paran =1,...,N, dado U;~' € V}, encontrar UJ® € V},, solucién de
Ur — Un—l o
< " Atnh ’U> + a(UFTLL’ U) - (fna U)? Vv € Vh, (339)
Up = Py(u), (3.40)

donde Py, (u°) es la proyeccion L?(€) de u” sobre el espacio V},, es decir que satisface
(Py, (u°),v) = (u°,v) Yu € V. (3.41)

Si {¢;(x)}7, es la base nodal de V},, escribiremos a U}’ (z) € V}, como

=&t o)

donde &;(t,,) son los valores nodales de U} que serdn univocamente determinados.



42 CAPITULO 3. DISCRETIZACION Y ESTIMACION A PRIORI DEL ERROR

Si reemplazamos v por ¢; € Vj, en (3.39) y (3.41) y luego introducimos la expresién
de U}! en términos de la base de V}, en (3.39), obtenemos un sistema lineal de ecuaciones
que tiene la forma matricial siguiente:

(M + At"K)E™ = ME" + At"F(t,),n=1,...,N
Mfo — UO

donde M es la matriz de masa de elementos (¢;, ¢;) y K la matriz de rigidez con elementos
a(¢:, ¢;), ambas de orden m x m. Los vectores columnas F(t,) y U° tienen su j-ésima
componente igual a (f,,#;) v (u°,¢;) respectivamente y el vector incégnita £" es el
correspondiente vector de valores nodales de U}, es decir, (§"); = &;(t,) = Ujl(25), 2 €
Ny, siendo N, el conjunto de nodos interiores de la particién de tamafio h.

3.6. Estimacion a priori del error en la discretizacion
completa

Recordemos que u(t) € HY(Q) y U € Vj, son las respectivas soluciones del problema
débil (3.1)-(3.2) y su andlogo completamente discreto (3.39)—(3.40).

Estamos interesados en encontrar una cota para estimar el error u(t) — U}’ asociado
a la discretizacion completa del problema (3.1)—(3.2). La demostracion de este resultado
se encuentra en el Teorema 3.7, en donde se presenta una cota para el maximo entre las
normas de valores discretos del error. La idea general se basa en descomponer el maximo
de [[u™ — U}’|| en funcién de ||u™ — ux(t,)||, que mide el error en el tiempo ¢, debido la
semidiscretizacion espacial y de ||uy(t,) — U}||, que mide el error en la semidiscretizacién
temporal sobre el espacio discreto V;, C Hj(f2), para luego usar las acotaciones de estos
errores que fueron dadas por teoremas que demostramos en secciones anteriores.

También demostraremos que la acotacién del Teorema 3.7 es valida sobre el intervalo
completo [0, 7] (Corolario 3.8).

Teorema 3.7 (Estimacién a priori del error en la discretizacién completa).
Sean v € L*(0,T, H} () conu' € L*(0,T, H ' (Q)) solucién de (3.1)-(3.2) y {U}} C Vi
sucesion de soluciones de (3.39)—(3.40) obtenidas de la discretizacion completa y supon-
gamos ademds que vale (3.17). Entonces si u € C(0,T, H**"(Q)) para algin 0 <r < 1/2
yu' € C(0,T,L*(Q)), existe una constante C = C(k,~,r,u) > 0 independiente de h y de
At", tal que:

T T
max |[u" — U7 < |le(0)]| + C(1 + |logﬁ| + log?)(hzr + méax At"), (3.42)

1<n<N 1<n<N
donde T = miny <, <y At".

Demostracién. La estimacién del error u"—U™ € H}(Q) en la semidiscretizacién temporal
dada en (3.32), fue obtenida para el problema (3.15)-(3.16) planteado sobre V = H} ().

Si reemplazamos V' por V}, las soluciones U™ de (3.15)—(3.16) son las soluciones U}’
del problema completamente discreto y el error en la semidiscretizacion temporal sobre
este espacio discreto serd uy(t,,) — U}



3.6. ESTIMACION A PRIORI DEL ERROR EN LA DISCRETIZACION COMPLETA43

La cota para este error coincide con (3.32) excepto que tendria presente un término
més. Dicho término es la norma L? del error inicial e(0) = u;(0) — u® que para este caso
1no es cero. Si tenemos en cuenta ésto en la demostracién del Teorema 3.6 a partir (3.37),
se obtendria como cota final:

T
max |un(t,) — UZ| < le(0)] + Ca(1 4 log =)¥? méx (A" méx ||u/(1)]]). (3.43)

1<n<N T 1<n<N tel,

Por otro lado, probamos en el Teorema 3.3 que el error entre la solucién exacta y la
solucién del problema de semidiscretizacién espacial satisface

max [|u(t) — up(t)]| < Cy(1 +ylog—\ max h27"z\/_]u ) 1.0, (3.44)

0<t<T 0<t<T

Si descomponemos el méximo de ||u™ — U}|| como

_ < _ . I
x| = UF| < mi [[a” = wn(t) | + méx [l (t) — U7

JR— = _ n
< i [[u(t) = wn(0)| + méx Jun(ta) = UF
podemos aplicar las estimaciones del error debido a las discretizaciones espacial y tem-
poral (3.44) y (3.43) de la siguiente manera:

T
max ||u™ — U} < C1(1 + |log — h2 A2 max Z Vi u(t) |1, +

1<n<N

T
le(0)]| + Co(1 + log ;)1/2 mdx (At" méx [|u'(1)]])

1<n<N te

~ T
< Jle(0)]] + Cy (1 +| logﬁ| +log — ) h¥+
~ T T
Cg((l +log —)"2 + | log —2|) max At",

T h n

donde definimos las constantes positivas C; = C} méxo<i<r > vy VEi|[u(t) 1100, ¥ Ca =
Cy max;<p<y Maxsey, ||t/ (t)]], siendo Cy y Cy las constantes de los Teoremas (3.3) y (3.6)
respectivamente.

Por tltimo, ya que (1 4 log g)l/ 2 <14 1log %, concluimos la representacion a priori
del error en la discretizacién completa (3.42), con C' = max{C}, C}. O

Podemos observar que la representacién del error que acabamos de obtener en el
Teorema 3.7, estd dada en términos de la norma L? del error u(t) — U sobre valores
discretos del intervalo [0, 7. En el siguiente corolario probaremos que introduciendo un
interpolante de U}, la cota obtenida para el max,, ||u™ — U}?|| es valida también sobre todo
[0,T7.

Corolario 3.8. Supongamos que valen las mismas hipotesis del Teorema 3.7. Entonces si
we C0,T, H'*(Q)) para algin 0 <r < 1/2 yu' € C(0,T, L*()), existe una constante
C > 0 independiente de h y de At™ tal que:

. T T o
max |lu(t) — (t)|| < |le(0)|| + C(1 + | log ﬁ| + log ?)(h% + max At").

0<t<T 1<n<N
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donde ﬁ(t) es un interpolante constante a trozos de Uj}.

Demostracién. Definimos U(t) como el interpolante constante a trozos de U dado por

Ut) = Ur ent,_y <t <t, (es decir U(t) es continua por izquierda). Mostraremos que

entonces existe C' > 0 tal que vale la misma acotacion (3.42) para méxo<;<r ||u(t) — ﬁ(t) Il
En efecto, si t € (t,-1,t,], podemos escribir:

U(t)—u(t) =U; —u" + /t n u'(s)ds.

Entonces, llamando Ly, = 1+ |log ;5| + log £ y aplicando (3.42):

~ tn
U = w)@O)) < |Ug = u|] +/ lu'(s)llds
t
< |le(0)|| + C Ly, (h*" + maX At") + maxAt” max  méax ||’ (t)]|

1<n<N te(tn—1,tn)
Cy

< Nle(O)ll 4+ CLyr (B + miox A") + (mix A" + ) =2,
n 2

donde C, C'2 y Cy son las constantes definidas en el Teorema 3.7.

Como gQ < &3 LhT puesto que Ly, ; > 1, se puede realizar la siguiente acotacion:
1T = w) O < e(O)]| + CLnr (R + méx At™),
siendo €' = méx{C, g—z} y t € (ty_1,t,]. Luego, tomando el rhaximo sobre el intervalo
completo [0, T] llegamos a lo que querfamos probar. O

Es importante observar que, al momento de resolver numéricamente la discretizacion
completa, tradicionalmente se comienza escogiendo una particion del intervalo de tiempo
[0, T] en la que cada subintervalo puede tener tamano At™ no necesariamente constante, y
una particion uniforme de tamano h del dominio. Estos parametros no seran modificados
en todo el proceso para calcular los U], pero puede ocurrir que la eleccién de At™ y de
h que permanecieron fijos en el algoritmo, conduzca a resultados no deseados en la cota
del error. Por ejemplo, si los parametros de discretizacion son muy grandes, los errores
también pueden ser grandes y en consecuencia, la aproximacién seria mala. O bien, si los
parametros de discretizacién son muy pequenos, la aproximacién seria muy buena pero
el costo computacional elevado.

Actualmente se utilizan algoritmos adaptativos. Lo usual es, dados At™ y h iniciales,
resolver el problema en cada paso de tiempo permitiendo modificaciones en At™ y h
(localmente) de manera que el error cometido en ese subintervalo de tiempo permanezca
menor que una cierta tolerancia. Para esto, hacen falta los estimadores a posteriori del
error que presentaremos en el préximo capitulo.



Capitulo 4

Estimaciones a posteriori del error

Cuando en el capitulo anterior discretizamos el problema débil (3.1)—(3.2) en la va-
riable espacio y/o tiempo, hemos podido observar que las cotas obtenidas para el error
dependen de k(z), h y At y lo que es mas importante, requieren del conocimiento de la
solucion exacta y de su regularidad. De aqui que estas cotas indicadoras del error son
llamadas estimaciones a priori del error.

El problema es que, en la mayoria de las aplicaciones no es posible satisfacer este
requerimiento. Por ello, surge la necesidad de analizar otro tipo de indicador del error,
apropiado para el problema que estudiamos y que no requiere conocer la solucién exacta.

Por otro lado, como comentamos al final del capitulo anterior, una inadecuada eleccién
de los tamanos At"™ de los subintervalos de tiempo o el uso de triangulaciones uniformes
del dominio, pueden acarrear resultados no deseados. Por ejemplo, en dominios con sin-
gularidades, tales como esquinas o angulos entrantes, el error puede ser muy grande en
las cercanias de estas regiones y puede propagarse en aquellas otras que no las contienen.
En estos casos, las estimaciones a priori del error que resultarian pesimistas no reflejarian
el verdadero comportamiento del error en todo el dominio.

Para reducir el error en la aproximacién usaremos la adaptatividad en las discretizacio-
nes de espacio y tiempo. El procedimiento adaptativo consiste en agregar nodos sobre la
malla donde la solucién es menos regular y/o elegir los pasos de tiempo automéaticamente
de modo de controlar el error para que permanezca menor que una cierta tolerancia y de
esta manera quede equidistribuido en todos los elementos del dominio.

El control del error se centra en el uso de estimadores a posteriori del error que son
cantidades calculables a partir de la solucién discreta y de los datos del problema y que
miden el error sin tener conocimiento de la solucién exacta. En esta tesis, nos apoyamos
en el trabajo de S. Berrone [9] para el estudio de los estimadores del error a posteriori
apropiados a las caracteristicas de nuestro problema y uno de estos estimadores involucran
al residuo de la solucién discreta calculada.

Para obtener los estimadores a posteriori necesitaremos definir un operador de inter-
polacién que tenga en cuenta la condicion de casi monotonia del coeficiente de difusion.
Esta condicion sobre k, permitird que su variacion, es decir, el valor del salto de discon-
tinuidad entre los valores maximo y minimo de k, no se presente en las cotas del error.
De esta manera lograremos desarrollar estimadores robustos.

45
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4.1. Discretizacion numeérica

Consideremos el problema (2.1) con las mismas hipétesis hechas sobre € y sobre los
datos k(z) y u" y supongamos f = 0. La formulacién débil de este problema es la dada
en (3.1)—(3.2) pero con el lado derecho igual a cero.

A diferencia del capitulo anterior, en esta seccién enfatizamos la aproximacion me-
diante discretizacion completa en lugar de considerar formulaciones semidiscretas, para
arribar a estimadores distintos para el error de discretizacion espacial y el error de dis-
cretizacion temporal.

Consideremos una particiéon del [0,7] en subintervalos I, = (t,_1,t,) de longitud
At"=t, —t,1,m=1,... N.

Para cada eslabén Q x I,,, sea {Z,"} una familia de particiones de tridngulos T sobre
Q, admisible, regular y que satisfacen la condicién del dngulo minimo (ver Apéndice,
definiciones A.20 y A.21). Los dos tltimos requerimientos son equivalentes, por ello lo
importante de la condicion de regularidad es que no permite angulos muy pequenos en
los triangulos y de esta manera aquellos generados en los sucesivos refinamientos no se
degeneran haciéndose arbitrariamente finos.

Asociado a cada triangulacién 7", consideremos el espacio de elementos finitos V;* C
H}(Q) de funciones continuas y lineales a trozos que se anulan en 92, esto es,

Vi = {v e (@) N HYQ) : v|r € P (T), VT € T},

Para comenzar definimos Uy = Pvl?uo, como la proyeccién L?(Q) de u® sobre el espa-

cio inicial V. Entonces la formulacién completamente discreta del problema (3.1)—(3.2)
consiste en, teniendo conocida U;'~! € V;*~!, encontrar U € V} tal que

up—-upt
tn - tn—l

( ,0) + (VU V) =0, Yoe V) yparan=1,...,N. (4.1)

Notemos que la sucesiéon de aproximaciones U]’ pueden pertenecer a subespacios dis-
cretos V;" distintos, a diferencia de las aproximaciones obtenidas en la seccién 3.5 en la
que todas pertenecian al mismo espacio discreto V},.

La dimension de los subespacios V)" es el nimero de nodos interiores de la triangulacién
donde esté definido dicho espacio y las funciones de base {¢;} constituyen una base nodal
de dicho espacio.

Hacemos la salvedad que durante todo el proceso de adaptatividad con respecto a
la variable espacial, solo trabajaremos con refinamientos y no con engrosamientos de la
malla del dominio. Esto implica que el subespacio discreto correspondiente a un paso de
tiempo estara contenido en el subespacio discreto del paso de tiempo siguiente, es decir,
Vit C V" De esta manera, la sucesién de subespacios de dimensién finita finalmente
generada por la adaptatividad son anidados.

4.2. Operadores de interpolacién

En los textos clasicos de Elementos Finitos la interpolacién proporciona una herra-
mienta muy util para obtener resultados tedricos de aproximacion.
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En nuestro caso y con el mismo objetivo, analizaremos qué operadores de interpolacién
usuales seran mas ventajosos de usar de acuerdo a las caracteristicas de nuestro problema.

Previamente introduciremos la siguiente notacién. Para cada nivel Q x I, y para
un subconjunto S C €, denotaremos con N7(S) al conjunto de todos los nodos de
la triangulacién contenidos en S y andlogamente con &}'(S) al conjunto de los lados
contenidos en S. Todos los tridngulos 7' € 7T," y lados E € £7(€)) son conjuntos cerrados.
Denotamos con h7. al didmetro del elemento 7"y con h%, a la longitud del lado £ .

Para un nodo z y un lado E, definimos a los conjuntos w, y wg como la uniéon de
todos los tridngulos que tienen a x o a E respectivamente.

Al valor del parametro k(x) sobre cada tridngulo 7" lo simbolizamos con kr, definimos
kg = ZTCwE kr vy denotamos con T al tridngulo de wg con el maximo k7.

Escribiremos a < b cuando existe una constante ¢ independiente del tamano de la
malla, paso de tiempo, coeficiente k y salto de discontinuidad de k, tal que a < cb e
indicaremos con a ~ b cuando a < by b =< a.

La hipétesis de regularidad en cada malla (Definicién A.20), hace que existan cons-
tantes que sélo dependen del angulo minimo de la triangulacién tales que, para cada
n=1...,N:

Area(T) =~ (W), VT € T," v T by, YE € E(T).

En una familia uniforme de triangulaciones, todos los tridngulos pertenecientes a una
particion tienen el mismo o aproximadamente el mismo tamano, dependiendo del modo
de particionar cada triangulo. Este tipo de mallas se utilizan en las estimaciones a priori
del error (lo vimos en el capitulo anterior), en donde la cota depende de h, entre otros. En
cambio, la condicion de regularidad en una malla permite particiones en el dominio con
triangulos de muy diferentes tamanos. Esto serd de gran utilidad en mallas originadas
en procedimientos adaptativos, donde los elementos correspondientes a regiones donde la
solucién no es tan suave, son refinados mientras que otros elementos pueden no haberse
refinado nunca durante el procedimiento.

Por el teorema de inmersién de Sobolev (Teorema A.17), las funciones en H'*" ()
con r > 0 son continuas en ). Para esta clase de funciones, se define el operador de
interpolacién de Lagrange I1, : H'*"(2) — V}, de manera que el valor en los nodos de
Irv coincide con la funcién v en los mismos.

Las estimaciones del error para este operador que estan dadas en el Lema A.29 impli-
can estabilidad en H'*". Sin embargo, el interpolador de Lagrange no es estable en H?!,
dado que en este espacio existen funciones no acotadas.

Para funciones con regularidad H'!, tanto en problemas elipticos como en parabdlicos,
es usual utilizar el operador I : H}(Q) — V}, llamado interpolador de Clément (estable
en H'), cuya construccién se detalla en [6] y [5]. Es bien conocido (ver [6]), que las
estimaciones locales del error de interpolacién usando I estan dadas por:

lv = Ievllr X hrlvlie,, Yo € Hy(Q), (4.2)
v — Icv|ls < h ol ey, Vo € HH(Q),

donde wr y wp denotan la uniéon de triangulos que comparten un nodo con 7' o E
respectivamente. Las constantes intervinientes dependen del dngulo minimo.
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El siguiente lema mostrard que en las estimaciones del error de interpolacién con el
operador de Clément (ahora en términos de la norma energia de v), aparece un factor
que depende de las cotas de k. Més precisamente dependera del cociente entre los valores
extremos de k.

Lema 4.1. Sean § < k(z) < 67! para algin 0 < § <1 yv(t) € Hy(Q),t > 0 fijo. Para
cualquier T € T, y E € &} valen las siguiente cotas:

k' Mlo(8) = Iov()lr < hr 67 [[0(8) a0 (4.3)
4 D)~ Fer(Olle < B 57 o)l (4.4)
donde || . ||a es la norma energia definida en (2.9).

Demostracion. Sea T' € 7,". Llamemos Kpin ¥ kmaz @ los valores minimo y méaximo de k
sobre wr. Entonces:

jo(?)

o
Lor = D Oy < D @

T'Cwp T'Cwr men

— kmaz
= 3 @ < R o) g,

T/ Cirg min min

Si a esta desigualdad obtenida la utilizamos en la estimacion local del error con el inter-
polador de Clément (4.2) y tenemos en cuenta que podemos acotar ’,‘Z’:l—“z < 072, llegamos
a que

lo(t) = Tov(®)llr = hrlo(®)]1er = hrke 57 [o(0) o

con lo que probamos la desigualdad (4.3). De manera similar se puede probar (4.4). O

Observamos, de la demostracién que acabamos de hacer, que con el operador Io se
puede obtener una cota no deseable cuando el cociente kpaz/kmin tiene un valor muy
grande.

Para salvar esta dificultad nos hace falta definir un operador de interpolaciéon apro-
piado I : H}(Q) — V}, cuyas estimaciones sean de la forma:

ko) = Lol = hr [[0(t)]]aors
k2 () — Do)lle = A 1o@®)lar,

donde wr, wr, denoten “ciertos” conjuntos de tridngulos vecinos a 1"y a E respectiva-
mente. La caracteristica fundamental de estas estimaciones es que en las cotas no figuran
factores adicionales que dependan del parametro k. Cuando un interpolador satisface es-
te tipo de cotas se llama robusto. Del lema anterior se desprende que, para el problema
especifico que estudiamos, el interpolador de Clément no es apropiado, puesto que no es
robusto.
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€ ¢

Figura 4.1: La distribucién de coeficientes kr, T € w, es casi mondtona con respecto al
nodo interior z en la grafica de la izquierda y no lo es en la de la derecha. El triangulo T'
esta coloreado gris oscuro y el conjunto wr, gris claro en la grafica de la izquierda.

4.3. La condicién de casi monotonia

Acabamos de ver que con el operador de Clément, no se pueden esperar resultados
de interpolacion robustos para valores arbitrarios de k. Los operadores de interpolacion
robustos se derivan bajo ciertas restricciones en el coeficiente de difusion.

Siguiendo los trabajos [9], [8], introduciremos el operador de casi interpolacion Iy, :
Hi(2) — V;*. La definicién de este operador de interpolacién, requiere de la hipGtesis
de casi monotonia del pardmetro k con respecto a cualquier nodo de la triangulacién 7,".
Cumpliéndose esta condicién sobre k, serd posible obtener estimaciones de interpolacion
robustas.

Definicién 4.2 (Casi monotonia de k(x)). Sea un nodo x € N(Q). Denotemos
con C, a la union de tridngulos T C w, que alcanzan el maximo valor kr en w,. La
distribucion de coeficientes kr es casi mondtona con respecto al nodo x, si para cada
tridngulo T' C w,, existe un conjunto Lipschitz wr, C w, tal que

v stz € NP(Q) entonces TUC, Cwr, ykr < kp VT C W,
v six € NJ(O0Q) entonces T C wr,, |0wr, NOQ| >0 y kr < kp ,VT' C Wry

Diremos que la distribucion de coeficientes kr es casi mondtona si es casi mondtona con
respecto a todos los nodos de N ().

Observemos que la unién de dos tridngulos de 7, que tienen un nodo en comun es
un dominio Lipschitz, si y sélo si tienen un lado en comun (ver Definicién A.15).

Para mayor comprension, ilustramos la condicién de casi monotonia en un nodo in-
terior (Figura 4.1) y en un nodo del borde (Figura 4.2), para el caso en que €2 se divida
en més de dos subdominios. Seleccionamos un triangulo 7" pintado en gris oscuro y en
color gris claro un ejemplo de conjunto wr,, sélo en los casos donde se cumple la casi
monotonia.

La Definicién 4.2 es una adaptacién de la que se encuentra en [8, Sec 3.5.2], para
el problema particular con condiciéon de borde sélo de tipo Dirichlet. Notamos que en
nuestra aplicacién la casi monotonia es siempre verdadera.

Una manera mas intuitiva de formular la definicién de casi monotonia con respecto a
un nodo, es requerir que:
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Figura 4.2: La distribucién de coeficientes kr, T € w, es casi mondtona con respecto al
nodo x € NJ*(2) en la gréfica de la izquierda pero no lo es en la de la derecha. El tridngulo
T estd coloreado gris oscuro y el conjunto wr, gris claro en la grafica de la izquierda.

= para un nodo interior, la traza de k sobre un entorno B de z sélo tenga un maximo
local

= para un nodo del borde, cada maximo local sea adyacente a 0f).

En este contexto, decimos que un maximo local es alcanzado en B N €Q; si k; > k; para
todo subdominio adyacente €2; con nodo x € €Q;.

También de la Definicién 4.2 se desprende que la casi monotonia es independiente de
la triangulacién y se preserva durante refinamientos sucesivos.

4.4. Un operador de interpolacion robusto

En esta seccién definiremos un operador de interpolacion, que teniendo en cuenta la
condicién de casi monotonia, lograra que el cociente entre los valores maximo y minimo de
k no se presente en las cotas del error. Este nuevo operador de interpolacién (robusto) I,
serd necesario para demostrar que los estimadores a posteriori resultan una cota superior
robusta del error (Teorema 4.8).

La definicién que sigue del nuevo operador es una adaptacién de la que se encuentra
en [9] y [8].

Definicién 4.3 (Operador de casi interpolaciéon). Sea la distribucion de coeficientes
kr,T € T," casi mondtona. Definimos al operador de casi interpolacion I, : H} () —
Vit como

dimV,*
¢ 1
Bal@) = 3 oi@lpe con s, = 15 [ ovde vmenz@, (49
i=1 il S Ca;

donde |Cy,| es el drea de Cy,, ¢;(x) son las funciones de base nodal del espacio V' y Cy,
como en la Definicion 4.2.

Por conveniencia, definimos p, = 0 para los nodos = € 0{2, a fin de que, en la definicién
de I, podamos tomar la sumatoria sobre todos los nodos de NJ*(2).
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Los resultados obtenidos para estimar el error de interpolacién con el nuevo operador,
son presentados en el Lema 4.5. La demostracion que exponemos de dicho lema es como
la realizada por M. Petzoltd en [8], pero adaptada el caso de dos dimensiones y con
condiciones de borde sélo Dirichlet. Antes necesitaremos enunciar el siguiente lema, cuyo
resultado no es otra cosa que la desigualdad de trazas escalada.

Lema 4.4. Sea T un elemento de diametro hr perteneciente a una triangulacion T,* y
sea E cualquier lado de OT. Entonces para v € H'(T):

[vll% = Rz l|vll7 + Al VollZ,
donde la constante en la cota depende del angulo minimo de T.

Demostracion. Consideremos el mapeo afin y biyectivo Fr : T — T/ Fr(2) = 20+ ArZ,
definido en la Seccién A.4.2.
Si restringimos F7r sobre cualquier £ C 9T de longitud hg, tenemos:

lllE = he 1015 < he 013, (4.6)

donde o = vo Fp € H{(Tg) y E = F;\(E).
Por otro lado, por el Teorema de trazas [6, Cap 2, Sec 3.1]:

ol = 1917, + IVOllZ,, (4.7)

donde la constante interviniente depende de Tk.
Entonces, de (4.6), (4.7) y utilizando propiedades del mapeo afin (ver Seccién A.4.2):

lvl|% = e 017, + ke |VOI7,,
<y |det A2 o]l2 + hy |det AT1|/ A2 [Vul? dz
T

= hr hy? [vll7 + he hp*h7 || Vul7
= byt ol + b Va7

]

Para una distribucién de coeficientes kr,T" € 7," casi mondtona, utilizaremos el con-
junto wr, mencionado en la Definicién 4.2 para demostrar estimaciones robustas.
Observemos que si definimos para cada tridangulo 7" € 7, el siguiente conjunto:

Wy = U Wz,
zeN](T)

entonces la condicién de casi monotonia, implica que

kr <kp, VI C . (4.8)
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Lema 4.5 (Estimaciones del error de interpolacién). Consideremos cualquier T €
T y E € &' Supongamos se cumple la condicion de casi monotonia con respecto a
cualquier nodo de T y sea I, el operador de casi interpolacion definido en (4.5). Entonces
las siguientes estimaciones valen Yv € H}(Q):

I Tl = [[vller, (4.9)
n hn
v = Iyvllr 2 R [v]1e, = \/Z—T 0|,z (4.10)
hn
lv = Inv||p < = (4.11)

2 ol
Tg
donde las constantes que intervienen sélo dependen del angulo minimo en la triangulacion.

Demostracion. Sea v € Hi (). Elijamos un tridngulo T' € 7;" y consideremos sus tres
nodos z!,i = 1,2,3, que por simplicidad llamaremos ;.

Notemos que por su definicién en (4.5), la constante p,, puede interpretarse como una
funcién de v, es decir P, (v), donde P,, : L*(C,,) — R es la proyeccién L?—ortogonal
sobre las funciones constantes. De acuerdo a propiedades de esta proyeccion, podemos

decir que para cualquier nodo x; € NJ*(T \ 0f2) y para cualquier ¢ € R:

lpe, — el = lIpa, = clle,, = 1Pe.(v) = Pr(e)lle,

(4.12)
= P, (v — ), <

o —cl?,
Sean \;(x),7 = 1,2,3 las funciones de la base nodal de Py(T). Dado que 3.0, \; = 1
y 0 < \; <117, Cap. 4], escribiremos:

3 3
v = Z Aiv y por otro lado IhU‘T = Z NiDz; - (4.13)
i=1

i=1

Entonces, de (4.12) con ¢ = 0:

3 3 3 3
ol = [ (Sohn) < [ (o) <33
i=1 1 i=1 i=1

i=

2
T

3
<> llolg,, < lIvliZ,
=1

y de esta manera probamos (4.9).
Para demostrar (4.10), comenzamos observando que a partir de (4.13) obtenemos:

3 3 3 3
lo = Tnol3 = | DA =3 A7 = D (o = pe )3 <D o = pa,
=1 =1 =1 =1

Si aplicamos la desigualdad (4.12) a cualquier nodo z; € NJ*(T'\ 09), es cierto que
para todo ¢ € R:

.o (4.14)

lv = peI7 = llv = ¢ = pa, + cll7 < 2||v = ell7 + 2llps, — cll7 = |lv —cll7 + v —clc, .
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Por otro lado, recordemos que de la definicién 4.2, T'U C,,, C wr,, C wyr. Entonces,
si sumamos sobre los nodos z; de T que no estdn sobre el borde 02 y aplicamos la
desigualdad de Poincaré sobre el conjunto Lipschitz wr, para cualquier constante ¢ vale:

Yo o= pallp = lo—cz+ Y le—c,

2, €ENTH(T\OQ) 2, €ENTH(T\OQ) (4.15)
<o —cl3, = (W)l =iz, = (B)*vliz,.

Para los nodos de 1" que también estan sobre 02 usaremos el hecho de que p,, =0y
que v se anula sobre 0wy .. N J€). Nuevamente, por la desigualdad de Poincaré:

lv = pa.I7 = 0ll7 < 0I5, = (h7)*vlig,, (4.16)

Si retomamos (4.14) y aplicamos lo obtenido en (4.15) y (4.16) se tiene:

lo—Lolz = Y le=pali+ D llo—pall

T, ENT(T\OQ) T, eENTH(TNONQ)

< i3 (lofia+ Y B ) S (Bl

NP (TNONY)

(4.17)

Asfi llegamos a la primera desigualdad de (4.10).
Para acotar |v[]; usamos (4.8):

1
iz = D k_TH\/kT’V’UH%“’ = = ||U||aT’ < _HUHawT’ (4.18)
T/CLT)T T’CwT

y obtenemos la segunda desigualdad de (4.10).
Por dltimo, para probar la estimacién que nos falta (4.11), nos serd ttil primero
mostrar que
v — Ivlir = |01, (4.19)

Para ello, comenzamos usando las dos igualdades de (4.13):

3
i Z — Pa)

3
lv— Iyl = ’ Z Ai(V = Da,) (4.20)
=1

Mediante la transformacién afin definida en la Seccién A.4.2, se puede ver que || A[|7 g

Ly [V 1oy = (hp)~ 2. Estas propiedades de ); implican que:

P‘l(v - pxi)

L = IV = pao)]lI7 = /T (V) (0 = pa,) + AV (v = pa,)|?

< [ 1980 =pa+ [ V0=

< IVAllZe @y lv = ol + INillLoe (| VoI
= () |lv = pa,

(4.21)

7+ ’Uﬁ,T'
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Si tenemos en cuenta las cotas obtenidas en (4.15) y (4.16) para cualquier nodo de T
que se encuentre sobre J€2 o no, podemos afirmar que

3
Z ||U — Dz,
=1

Luego, combinando (4.20), (4.21) y (4.22) llegamos a la desigualdad que querfamos
(4.19):

T = (hp)*lvlig,. (4.22)

2
1T

3
o= Lwolir 2D (v —pa,)
i=1

2
1,LT)T :

rHvir X

3
< (1)) llv =,
i=1

Ahora, para cualquier E € &, obtenemos del Lema 4.4 y las desigualdades (4.17) y
(4.19) que:

lo = Znoly < hzpllo = Il + hrglo = Tuol? r,

—172 1,2 2 2
j hTEhTE’U‘l,CJTE + hTE‘/U‘].,CJTE j h’TE’U ].,(:JTE :

Después de multiplicar por kr, llegamos a que, como kr, < kp,T" C wr, por la casi
monotonia y ademas hp, ~ hg:

krgllv — Lol < krphrg|vli g, = Py > kvl

T/CL:JTE

= hpllvllag,, = hellvles,,
B B

quedando finalizada la prueba de (4.11).

4.5. Estimadores a posteriori del error

El objetivo ahora es encontrar estimaciones a posteriori del error, que se obtienen a
partir de la sucesion de soluciones del problema débil (3.1)-(3.2) planteado con discreti-
zacion completa.

Dado que de la resolucién de (4.1) se conocen las soluciones Uj'(x) € V" s6lo en un
nimero finito de valores del intervalo de tiempo [0, T'], para medir el error de aproximacién
en el intervalo completo serd necesario introducir un interpolante de la sucesion {U}' },n =
0,..., N, continuo y lineal a trozos en el tiempo. A dicho interpolante lo denotamos con
Ur(x,t) y en cada eslabén Q x [t,_1,t,] lo definimos como:

t—1,— t, —1 _
T Y S e S 1 R Y 1 (4.23)
tn — tnfl tn — tn,1

U[(iL‘, t) =



4.5. ESTIMADORES A POSTERIORI DEL ERROR 55

Es importante notar de la definicion, que:

ou,  up—upt
ot ty, —ty_

, en cada Q X (t,_1,t,).

Definiremos al error de aproximacion como e = u — Uy, donde u es la solucién de
(3.1)-(3.2), con f =0.

Siguiendo el trabajo de S. Berrone [9], lo que haremos en esta seccién es presentar un
estimador a posteriori del error que resulta una cota superior del error. Este estimador
es una suma de distintos términos, pero contiene esencialmente dos partes: una debida a
la discretizacién espacial y otra debida a la discretizacién temporal.

Utilizando con criterio este estimador, desarrollaremos en el proximo capitulo un
método adaptativo para la ecuacién (3.1)—(3.2).

Los indicadores del error producidos por la discretizacién espacial involucran a los
residuos (interior y de borde) del interpolante Uy, con respecto a la ecuacién diferencial
de (2.1). Estos residuos se definen de la siguiente manera en cada subintervalo [, =
(tn_1,tn),n=1,...,N:

» R2.(Ur) denota el residuo interior a cada elemento T de una triangulacién de Q y
se define por:

ouU,
RA(U;) = a_tl — ke AUP(z), z€T.
En particular, ya que U}’ (z) es lineal a trozos sobre la triangulacion, resulta R}.(Uy) =
ou;
ot -

» Sean E € &,(12), T1,T5 los dos tridngulos que forman a wg y ng el vector unitario
normal a £ que apunta de 77 a T,. Denotamos con Jz(Ur) al residuo en el borde
interelemento E, que es el salto de flujo de U}’ a través de la normal ng, definido
por:

our

our aun
k
ong

— ko, —1.
8 2 (971 E
El residuo interior servird para indicar cudn lejos estd la aproximaciéon Uj(x,t) de

satisfacer la ecuacién diferencial y el residuo en el borde para medir el error debido a la
discontinuidad de la derivada normal de U;! sobre el borde de cada elemento.

Jg(UI) = [kT ] = le

Habiendo ya definido los dos residuos R} (Ur) v Jp(Ur), presentamos a continuacién
los estimadores a posteriori locales y globales, que indicaran el error producido por las
discretizaciones de las variables espacio y tiempo.

Definicién 4.6 (Estimadores del error a posteriori). Definimos los siguientes esti-
madores locales en el espacio y locales en el tiempo:

n 2 n ]'
(gr)” = A" | (hy )H\/—RT(UI)HT 5 D H\/—JE<UI)HE :

EcEM(T)NE(Q)

(15,2)* = A" |V ke V(U = Uy )17
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La suma de las contribuciones de los indicadores del error sobre cada T definen los
siguientes estimadores globales en el espacio y locales en el tiempo:

mp)? = > s ()’ =D ()

TeT TeT;

Finalmente, definimos los estimadores globales en el espacio y globales en el tiempo
por:

N N
=Y (M2 nk = ()
n=1 n=1

El estimador 7}, es el indicador del error debido a la discretizacion espacial y entonces
estd relacionado con la calidad de la triangulaciéon 7,", mientras que 7g da informacién
del error debido a la discretizacion temporal.

Para el caso general donde f # 0, en [9] se define ademés el estimador global 77]2@ que
servira para indicar el error debido a la aproximacién en el dato f.

Observacioén 4.7. Supongamos que adicionamos al problema (2.1) una condicion de
borde tipo Neumann de la forma

k(x)%:g en I'y x (0,7),

con n el vector normal unitario exterior a Ty y g € L*(0,T, L*(Tx)).

Aqui estamos considerando que 0S) se puede descomponer como union de partes corres-
pondientes a la condicion de borde tipo Dirichlet y Neumann, es decir, 02 = I'p U Ty,
I'pNT'y =9 y I'p tiene medida positiva.

En [8] pueden verse las definiciones de casi monotonia de k y del operador de inter-
polacion para este caso, de condiciones mixtas en el borde.

En particular, el estimador global en el espacio y local en el tiempo se define por:

(mp)? = At | > A () rR"<U1>||T > hpl FJE<UI>||E ,

TeT EeE(Q)\E}(Ip)
donde auUn
[k;Ta h} st B el
n n
Jp(Ur) = § ounr
9le — /fTanZ siEely

4.6. Cota superior global

A partir de la aproximacion por elementos finitos Uy(x,t) definida en (4.23), vamos a
presentar dos estimaciones a posteriori del error que se determinan a través de dos cotas
superiores: una cota superior local (Teorema 4.8) y una cota superior global del error
(Corolario 4.9).
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Estas dos acotaciones contienen a los estimadores dados en la Definicién 4.6 y son
muy importantes porque dan informaciéon sobre el tamano y la distribucién del error en
cada nivel Q X [t,,_1,t,] (en el caso de la cota local) y en Q x [0, T] (en el caso de la cota

global).

Teorema 4.8 (Cota superior local del error). Sean u la solucion de (3.1)-(3.2) para

f =0y {UrN., la sucesion de soluciones de la formulacion completamente discreta
(4.1) y supongamos que la distribucion de coeficientes k es casi mondtona. Entonces,
para cadan =1,..., N, existe una constante C,, que solo depende del dngulo minimo de

la triangulacion reqular T,", tal que
tn ~
o = U+ [ VRV (= U P < o = U G + (), (424)
tn—1

siendo u™ = u(ty).
Demostracién. Observamos que como e = u — Uy, para cualquier v € Hg(Q):

Oe aU[
YR ) = \Tq, > - U y U)s S In
<8t v) + a(e,v) <8t v) —a(Ur,v)

En particular cuando v = e, si usamos (2.21) y la expresiéon que resulta en (4.1)
después de reemplazar v por Iv € V)" , siendo I, el operador de interpolacién que

definimos en (4.5), se tiene para t € (t,_1,t,):

10 ou

S lelP + el = ~(% ) — a(Ur, o
o (4.25)
=(— ol e —e) +a(Up, Ine — e) + a(Uy — Uy, e).

Llamemos Iy, I e I3 respectivamente, a cada término resultante en la ultima igualdad.
Procederemos a acotar por separado cada integral de [;, + = 1,2, 3.
Para I3, aplicamos la desigualdad (4.10) del Lema 4.5:

Z/aU[ Ine —e) dz < Z

TeT! Te1

\/—HRT WDz lella,or-

El término I se puede acotar usando integracion por partes, la desigualdad (4.11) del
Lema 4.5 y el hecho de que AU}’ se anula sobre cada T' € 7,

L= /kTVUh- (Ine —€) dx

TeTn
ouy
= — E Ihe —e)kr AU} dx + E k:T (Ine —e) ds
anE
TeTn Be&n(
VI
= Y L E N lella,

E€&r(Q) k1
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Para I3, tendremos en cuenta que

t, —t n .
UFTLL —-Ur= —(Uh - Uh 1>7
tn_tn—l

entonces, aplicando la desigualdad de Cauchy- Schwartz:

b= [ ka)V(O; ) RV (U — U] [IVEVel|

Con las estimaciones obtenidas de I, I3 e I3, cuando integramos (4.25) sobre (t,_1,t,),
llegamos a que:

1 n 1 n— tn n n
el = ghe =+ [ erzans [T || eluoya
tn—1 tn— lTeT’n T
VI | T5|| lellor,
/QL]EQE:: kTE 5 T

kV(UR — U |[||[VEVel|dt,

s
tn—1
donde e" = u" — Uy

La constante interviniente en esta desigualdad esta en funcién de las constantes del
Lema 4.5, que sélo dependen del angulo minimo de la triangulacion.

Si ahora aplicamos la desigualdad de Young (2.22) en los integrandos de cada término
del lado derecho y sabiendo que

et =t A"
dt =

se tiene:

tn
le 12 = [l + 2 / lel2 dt

tn—1

tn
<[ ( s S+ 3 el ) d

TeT? Te1

[ (Z Tl S el <)
b1 " Beg,( E€&x(Q) "

tn t, —1t 9 H\/_V<U}TLZ _ U}71171>H2 ,
+/tn1 [( At ) de + ||\/EV6|| e] dt

1

TeT EE&r(9)
1 At,

tn
U= Ui+ / e de
tn—1
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donde las constantes en la cota dependen del d&ngulo minimo.

Luego, eligiendo ¢ apropiadamente concluimos que existira la constante C, = C’n(e)
que solo depende del angulo minimo de la triangulacion, tal que podemos escribir la
ultima desigualdad como:

tn
I + / lell2 dt < [l
+Cu| A (D (M Il—=RelE + Y b EJEHE
F

TeTr EE&L(R)

A Y U - U2
TeT

= [l = TP+ G () + (09)”).

]

La cota superior que acabamos de demostrar, es local en el tiempo pero global en el
espacio. En base a ella, obtendremos una estimacién para el error que resulta global tanto
en el espacio como en el tiempo, que es la que presentamos en el siguiente corolario:

Corolario 4.9 (Cota superior global del error). Bajo las mismas hipdtesis del Teore-
ma 4.8, existe una constante C' que solo depende del dngulo minimo de la familia reqular
de triangulaciones {T,"}, tal que se cumple:

T
méx [u" — Uy|* + / IVEV (u = Up|Pdt <2 u® = URI* + C(ng +0%),  (4.26)
0

1<n<N

siendo C = 2 max,, é’n

Demostracion. Si tomamos las N cotas superiores locales (4.24) obtenidas al considerar
n=1,..., N y luego sumamos todas ellas, es inmediata la expresion de la cota superior
global del error (4.26). O

Gracias a los estimadores a posteriori del error, se hace posible mejorar o controlar
el error de aproximacién. Este hecho es la esencia de los métodos adaptativos, los que a
través de modificaciones en la malla o del tamano del paso de tiempo, permiten reducir
y controlar numéricamente el error.

El capitulo que sigue, se centrard en el desarrollo e implementacion de un algoritmo
adaptativo, que con el estimador n% + 1% y la estimacién obtenida (4.26) calculard una
muy buena aproximacién Uj(x,t) del problema (3.1)—(3.2) a bajo costo computacional.

4.7. Un ejemplo numérico

En esta seccién ilustramos a través de un ejemplo, el comportamiento de los estima-
dores a posteriori del error obtenidos en el Teorema 4.8 y Corolario 4.9.
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Pretendemos comparar los errores exacto y estimado representados por los valores
obtenidos de cada lado de la desigualdad (4.24) en cada paso de tiempo y por los valores
obtenidos de cada lado de la desigualdad (4.26) en todo el intervalo [0,7]. Para ello,
consideramos un problema con solucién conocida, la cual para simplificar dependera de
una variable espacial.

Consideremos un dominio rectangular 2 dividido en dos subdominios €; = (0,1) x
(0,1) y Qo = (1,8) x (0,1), donde 5 > 1 es un pardmetro que depende de los valores
k; > 0 del coeficiente de difusién en cada €2;, i = 1,2, los cuales son conocidos.

Definiendo las constantes:

2
A—\/T_sinoz—FC’ cosa y

2
B = %—cosa—CSina

se puede probar que la funcién

uy (1) = e D Cos(le), x = (z1,29) €y, t>0,
u(z,t) = , 4
ug(x,t) := e " Asin(ax,) + Beos(axy)), == (11,15) € Qa, t >0,

es solucion del problema

( %—IQAU,:O en Qix<07T>7
u(w,t) =0 en {33'1 = B} X (OaT)a
u(z,0) = u’(z) en 2,

uy(z,t) = ug(z,t) en {z; =1} x (0,7,
—k1Vu1 Ny = kQVU/Q Ny €n {.1'1 = 1} X (O,T),
ou

kia_m($’t) =0 en ({z1 =0} U{zy =0} U{xes =1}) x (0,7,

siempre que
1 . B?
0= o arcsin yorwl R
para cualquier 7" > 0. En las pruebas que presentaremos a continuacién tomaremos 7" = 3.
De la definicién, se puede notar que 3 depende de la eleccién que hagamos de los
valores de ky v ko.
Para verificar la robustez de nuestro estimador, realizamos pruebas considerando un

valor fijo para k; y diferentes valores para el coeficiente ky. Asi, tomando k; = 1 (fijo) en
Q1 v ke =4, 25, 49 y 100 en €y, v aplicando el Algoritmo 2 de la Secciéon 5.3, calculamos
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los términos que componen ambos lados de cada acotacién, con el fin de visualizar y
comparar los valores que toma cada miembro que conforma la desigualdad de la cota
superior local del error dada por el Teorema 4.8 y la cota superior global del error dada
por el Corolario 4.9.

Cuando k1 = 1y ky = 4, aproximadamente § = 3,8193. Para este caso, observamos en
la Figura 4.3 una malla inicial del dominio con 182 nodos y una malla final de 350 nodos
generadas por el algoritmo adaptativo. También mostramos los graficos de la solucion
exacta y el error (Ju — U}|) obtenidos por el algoritmo en el dltimo instante de tiempo
t = 3,02.

Malla inicial Malla final

\ ‘,r./\\/\/\\//\ W
s

05~

Solucion exacta Error Exacto ent= 3.0200

T
SN
S
) ST

s

Figura 4.3: Arriba: Malla inicial y final del dominio del problema para el caso en que
ki =1y ky=4 (8 =3,8193). Abajo: Solucién exacta y Error exacto en ¢t = 3,02.

En la Figura 4.4 comparamos, para los distintos valores de ks, el lado izquierdo y
derecho de las desigualdades (4.24) y (4.26). Las constantes (), de las cotas locales (4.24)
no se pueden determinar exactamente. Para los ejemplos que realizamos, hemos utilizado
C,, = 0,3 en cada paso n.

En la Figura 4.5 se muestra el comportamiento del cociente de ambos lados de cada
desigualdad, en un grafico para cada valor de k. Puede percibirse que después de una
etapa inicial de transicién, el cociente entre ambos lados de la desigualdad (4.24) se
aproxima a 1, y el cociente entre ambos lados de la acotacién global (4.26) se mantiene
menor que una constante aproximadamente igual a 3, que no varia fuertemente con el
valor de ky. Esto indica que el estimador es robusto con respecto al cociente ks/k1, que



62

CAPITULO 4. ESTIMACIONES A POSTERIORI DEL ERROR

Cota Superior Local

Cota Superior Global
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Figura 4.4: Comparacion entre el error exacto y estimado. Se muestra en cada gréfico el lado
izquierdo (azul) y derecho (verde) de la cota (4.24) (columna izquierda) y (4.26) (columna
derecha). El resultado corresponde para ejemplos con k1 = 1y ko = 4,25,49,100.
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es lo que se pretendia.

]{32 = 4 k’Q == 25
15 15
10 10
5 5
0 0 L
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3
Tiempo Tiempo
kg - 49 kg - 100
15 15
10 10
5 5
0 I I I I I I 0 I . I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3
Tiempo Tiempo

Figura 4.5: Cocientes entre ambos lados de las acotaciones locales (rojo) y globales (azul)

dados por la desigualdad (4.24) y (4.26) respectivamente, para k; = 1 y distintos valores
de k‘g.
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Capitulo 5

Algoritmo adaptativo

5.1. Introduccion

El problema de construir métodos de elementos finitos adaptativos es de gran impor-
tancia practica. En los ultimos anos, ha sido de interés en numerosas investigaciones, el
desarrollo y el analisis de métodos o algoritmos adaptativos para diversos problemas de
tipo eliptico o parabdlico.

Un algoritmo adaptativo es un procedimiento computacional capaz de construir la
solucién obtenida mediante discretizacion por elementos finitos de un problema dado,
sin requerir de ninguna informacién a priori de la solucion exacta. El objetivo principal
de estos algoritmos es que el error en la aproximaciéon medido en una norma dada, se
encuentre acotado por una tolerancia establecida y el niimero de grados de libertad sea
minimo.

Los estimadores a posteriori del error son el ingrediente esencial en este tipo de pro-
cedimientos. Ellos son cantidades calculables en términos de la solucion discreta y de los
datos del problema, que ofrecen informacién sobre la calidad de la aproximacion y pueden
entonces ser usados para realizar con criterio, modificaciones en la malla o en los tamanos
de pasos de tiempo. El propdsito de estas modificaciones sera equidistribuir el error de
aproximacién y en consecuencia, economizar el esfuerzo computacional.

Es bien conocido que la suavidad de las soluciones de problemas parabdlicos puede
variar considerablemente en la fase inicial donde oscilaciones pronunciadas de la solucion
decaen rapidamente. Por lo tanto, los métodos computacionales eficientes para problemas
parabdlicos, requieren de discretizaciones sobre las dos variables, espacio y tiempo, con
pasos pequenos en la fase inicial y pasos mas grandes cuando la soluciéon se hace mas
suave.

En este capitulo, construiremos un algoritmo adaptativo eficiente para resolver el
problema (3.1)—(3.2). La construccion del algoritmo se apoyard en el trabajo de Z.Chen
y J.Feng [10], el cual se basa en los estimadores a posteriori del error definidos en el
capitulo anterior (Definicién 4.6), que indican los errores debido a las discretizaciones
espacial y temporal.

65
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5.2. Aspectos generales de la implementacion

En base al planteo de la forma completamente discreta de (3.1)-(3.2) desarrollaremos
un algoritmo adaptativo capaz de resolver aproximadamente dicho problema.

Consideremos el intervalo de tiempo [0,7] y una particién en subintervalos I, =
(tn—1,tn),n = 1,...,N. Sea At" = t, — t,—1 el n-ésimo tamano de paso de tiempo,
entonces podemos decir que t, = Y i | At'.

Para cada Q x I,,, sean 7,” una triangulacién admisible, regular sobre Q y que satisface
la condicién del déngulo minimo (Definiciones A.20 y A.21) y V;* C H}(Q) el espacio de
funciones continuas y lineales a trozos sobre la triangulacion.

Consideremos U = Pyu®, donde Py : L?(2) — V}? es el operador proyeccion L?(Q)
sobre el espacio V;? definido en una malla inicial 7,".

Como ya lo mencionamos en la Seccién 3.5, la formulacion completamente discreta de
(3.1)-(3.2) consiste en: para n = 1,2,... encontrar U}’ € V} tal que

ur - Ut

( A ,0) + (VU , V) =0, Yo e V' (5.1)

Estamos considerando aqui f = 0. Si ésto no ocurriera, el lado derecho de (5.1) serfa
igual a (f,,v), donde f, es la aproximacién constante a trozos de f sobre [t,_1,t,] definida
como el valor promedio de f en dicho intervalo.

La interpretacién del esquema (5.1) es la siguiente: calculado U}~ € V"', sus corres-
pondientes malla ’Z;L"_l y tamafio de paso de tiempo At"~! serdn modificados para dar
origen a nuevos 7, y At™ con los que se calculard U}’ € V"

La malla 7, sera obtenida a partir de 771”’1 usando procedimientos de refinamiento,
donde la idea general es refinar aquellos triangulos en los que los estimadores del error
(Mgr)* ¥y (N%r)? sean considerablemente grandes. En esta tesis, no consideraremos el
procedimiento de coarsening o engrosamiento sobre ninguna malla, de manera que los
espacios de elementos finitos serdn anidados (V;*~' C V}*).

Los refinamientos estan basados en el algoritmo de biseccién, que conduce a mallas
consecutivas compatibles cuyos angulos minimos quedan acotados uniformemente lejos
de cero. Diremos que dos mallas son compatibles si una es el refinamiento local de la otra.

Sobre la base de los estimadores a posteriori locales del error que definimos en el
capitulo anterior (Def. 4.6), el algoritmo adaptativo que resuelve nuestro problema, sigue
la siguiente secuencia para cada paso de tiempo n:

Resolver — Estimar — Adaptar

Es en la etapa “Adaptar” donde se incluyen las posibles modificaciones en la malla y
también en el tamano del paso de tiempo.

Para cada n, seguiremos el siguiente algoritmo que es propuesto en [10] y permite el
control adaptativo de un tamano del paso de tiempo At™ y una malla 7,", comenzando
con un tamaiio inicial A#™® y una malla inicial 7" := 7,"

» Refinar el tamafio de paso de tiempo At™Y y la malla ’Z;L"’O, de modo que, dada la
solucién U;' € V,* obtenida de (5.1), que estd definida sobre la malla final 7, y
con tamano final de paso de tiempo At", los indicadores del error asociados a las
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discretizaciones de las variables espacio y tiempo sean ambos menores que ciertas
tolerancias prescriptas.

= En el caso en que el indicador del error de discretizacion temporal sea mucho menor
que alguna tolerancia prescripta, agrandar el tamano de paso de tiempo inicial
A0 para el siguiente paso de tiempo n + 1.

En la siguiente seccion, formalizamos en detalle este algoritmo a través de un pseu-
docddigo, que es el dado en el Algoritmo 2.
Si permitiéramos el engrosamiento de las mallas, seria necesario medir el error de
. . . n n—1 , . 1 n 2
coarsening en la diferencia U} — U;'"" que se presenta en el término ||ﬁRT(U 7 de

la definicién del estimador local espacial (n}%TV y en la definiciéon del estimador local
temporal (7 7)* (Def. 4.6). Para ello, se deberia introducir P, : L*(€2) — V;" el operador
proyeccion L2(§2) y medir el error B,U;~! — U'. Para més detalles, en [10] se puede
encontrar el desarrollo y analisis de un algoritmo completo con ambas estrategias de
refinamiento y coarsening, junto con la propuesta de un indicador del error asociado al
mismo.

5.3. Diseno de un algoritmo adaptativo

Presentamos en esta secciéon un algoritmo adaptativo que se basa en la cota superior
global (4.26), obtenida para estimar el error originado por la discretizacién completa
(5.1). El objetivo del algoritmo serd lograr que la estimacién del error quede por debajo
de una tolerancia dada, reduciendo el tamano del paso de tiempo y refinando la malla
adecuadamente.

Observemos que el lado derecho de dicha cota lo conforman tres términos: uno corres-
pondiente al error de aproximaciéon del dato inicial, y los otros dos correspondientes a
los errores generados por las discretizaciones espacial y temporal. Requeriremos enton-
ces que todo el miembro derecho sea menor o igual que una tolerancia T'OL establecida
previamente y que descomponemos como

TOL = TOLim'le + TOLespacio + TOLtiempo:

siendo T'O Liniciat; TO Lespacio ¥ T'O Lijempo 1as tolerancias correspondientes a cada término
del lado derecho de (4.26). Es decir, el objetivo del método adaptativo es lograr que:

HUO - U}?”z S TOLinicial ) é(nR)z S TOLespacio ) é(nV)z S TOLtiempo'

La primera desigualdad sera el criterio de parada de refinamientos sucesivos a partir
de una malla inicial 7,?. Los tridngulos marcados para refinar en cada malla son aquellos
en donde
TOLim'cial

1y
siendo £7, la cantidad de tridngulos en la malla inicial.

Con respecto a las otras dos desigualdades, los ajustes del tamano del paso de tiempo
y las modificaciones sobre la malla, se realizan en base a la estrategia de equidistribucion.

lu® = U7 >
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Presentaremos primero el Algoritmo 1 que controla el tamafno del paso de tiempo y
luego el Algoritmo 2 que realiza la adaptatividad en las dos variables, es decir controla
los tamanos de los pasos de tiempo y permite modificaciones en la malla.

El ajuste del tamano del paso de tiempo se realiza en base a la estrategia de equidistri-
bucién, de tal manera que el error de discretizacién temporal sea igualmente distribuido
en los intervalos de tiempo (¢,_1,t,),n =1,..., N, donde N es el nimero total de pasos
y es tal que ty > T'. Vale la pena destacar que como el algoritmo adaptativo prevé mo-
dificaciones en los tamanos de pasos de tiempos, no se puede a priori determinar el valor
de N.

Siendo T'O Lyjempo la tolerancia establecida para controlar el error debido a la discre-
tizacion temporal, pediremos que

N N

=Y )=y At”( > k(U - U,;“l)ll%) < TOLticrmpo. (5:2)

n=1 n=1 TeTr

Para que ésto se cumpla, modificaremos el tamano del paso de tiempo At™ de manera
que se satisfaga

n n n— TOL 1empo
m= Y Ik V(U = Ur Il < =,

TeT

Cuando el indicador 7;' sea demasiado pequeno con respecto a la tolerancia, se per-
mitird un aumento en el paso de tiempo At"*! con el objetivo de reducir el esfuerzo
computacional.

A continuacién mostramos el algoritmo que usaremos para el control del tamano del
paso de tiempo en cada instante n:

Algoritmo 1(Controla el tamano del paso de tiempo):
Dado un At” inicial, suponemos que son conocidos: la tolerancia T'O Lyjepmpo y los pardme-
tros 51 € (0, 1), 52 >1 y etiempo € (0, 1)

1. Resolver el problema de discretizacién temporal y estimar el error.

TOLtiempo

T hacer

2. Mientras n; >
At == 0, At"
Resolver el problema de discretizacidén temporal y estimar el error.
fin mientras.

3 TOLtiempo
3. Si 77;1 S etiempo T £

hacer At"T! .= §,At"
sino hacer A"t .= At"

fin si.
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En la practica, una buena eleccién de los parametros en el Algoritmo 1 es tomar
01 = 0,5, 62 = 2y Otiempo = 0,5. Como el algoritmo anterior sélo controla el tamano del
paso de tiempo, aun nos falta combinarlo con otro algoritmo que realice adaptatividad
sobre la malla.

Sea T'OLespacio 1a tolerancia establecida para controlar el error relacionado con la
discretizacion espacial. Entonces, andlogamente a lo requerido en (5.2), en cada paso de
tiempo n, pediremos que se satisfaga el siguiente criterio de parada para los refinamientos
sobre la malla:

1 TOLespacio

e = (P3| =R (U7 + Bl ——=JT5UN %
Z [ \/_ 2 Z @ \/_ ] T

TeT,! EeEp (T)NER (2
(5.3)
De esta manera, al cumplirse esta condicién, se satisface que

N
Mh =Y _ A"} < TOLeqpacio.

Si aplicamos las ideas comentadas en esta seccion, llegamos al siguiente algoritmo
adaptativo, que combina la adaptatividad espacial y temporal, en un determinado paso
de tiempo n:

Algoritmo 2 [10](Algoritmo adaptativo en las variables espacio y tiempo):
Suponemos que disponemos de los siguientes datos: las tolerancias T'O Lyjempo, 1O Lespacio
y los parametros 61 € (0,1), 02 > 1 ¥ Griempo € (0,1). Ademds suponemos que en el paso
de tiempo anterior fue calculada U ,’L‘_l sobre una malla 7;;1-1 y con tamano de paso de
tiempo At" ! v que en dicho paso se decidié un valor tentativo para At".

1. Tr=T"", t,i=t, 1+ At".
Resolver el problema discreto para U] sobre 7," usando el dato U,?_l y
calcular la estimacién del error sobre 7.

. TOLticmpo
2. Mientras 7y > —%"* hacer

At" = ALY, t, =t + AL

Resolver el problema discreto para U] sobre 7," usando el dato U,’l‘_1
y calcular la estimacién del error sobre 7,".

fin mientras

TOL

> S—espacio hacer

3. Mientras 7/ =

refinar la malla 7, generando una malla modificada 7",

resolver el problema discreto para U} sobre 7;" usando el dato U;'
y calcular la estimacién del error sobre 7,".

Mientras n; > M hacer At" := 0, At", t, :=t,_1 + At".

Resolver el problema discreto para U;' sobre 7, usando el dato
UP~! y calcular la estimacién del error sobre 7.
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fin mientras
fin mientras

. TOLtiempo
4. Si 77? < etiempo T £

hacer At"t! .= §,At"
sino hacer A"l .= A",

fin si.

El propésito de los tres primeros pasos del Algoritmo 2 es reducir el tamano de paso de
tiempo y refinar la malla a fin de que los indicadores del error temporal 7 y espacial 7%
sean menores que las respectivas tolerancias. Logramos este propodsito primero reduciendo
el tamano de paso de tiempo (paso 2) para tener la estimacién del error temporal por
debajo de la tolerancia mientras conservamos la malla sin cambiar. En el paso 3, se
refina la malla para asegurar que el error debido a la discretizacién espacial no supere
la tolerancia prescripta, y nuevamente se controla el error temporal. De esta manera, al
finalizar el paso 3, ambos errores (espacial y temporal) estdn debajo de las respectivas
tolerancias. En el tdltimo paso, se decide cudl es el At"*! inicial del ciclo adaptativo.
Cuando el indicador del error temporal es mucho mas pequeno que la tolerancia, el
tamano del paso se agranda en un factor do > 1.

En [10] se demuestra que para cualquier tolerancia dada T'OLespacio ¥ TO Liiempo €l
Algoritmo adaptativo 2 termina en un nimero finito de pasos.

5.4. Implementacion

Para el desarrollo del Algoritmo 2 que presentamos en la seccién anterior y para
su implementacién en ejemplos numéricos, utilizamos el Partial Differential Equation
(PDE) Toolbox de Matlab [14], herramienta poderosa y flexible para el estudio y re-
solucién numérica de ecuaciones en derivadas parciales en dos dimensiones espaciales y
dependientes del tiempo, entre otros.

Comenzamos con la construccion del dominio poligonal €2 dividido en dos subdominios
y con la imposicion de las condiciones de borde utilizando el entorno grafico del PDE
Toolbox.

Luego, realizamos la programacién de los algoritmos. Para ello, invocamos y adap-
tamos a nuestro problema, determinadas funciones ya incorporadas en el PDE Toolbox,
como por ejemplo aquellas para generar o refinar una malla, obtener datos de la geome-
tria, graficar, calcular el flujo interelementos o interpolar datos.

Dada una malla triangular sobre Q y para cualquier tiempo ¢, € [0,T], hemos visto
en la seccién 3.3, que la solucién por elementos finitos U}’ = Uy (x,t,) puede expresarse
en términos de ¢;,7 = 1,...,m, que son las funciones que conforman la base nodal del
espacio V", es decir,

Un(w,t,) = Zf%(tn) bi()
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donde m = dimV}", estd dado por el nimero de nodos interiores de la triangulacién
asociada al eslabén espacio-tiempo € X [t,_1,t,].

De aqui que, como ya lo vimos en la Seccién 3.5, en cada paso de tiempo n la formula-
cién débil completamente discreta cuando f = 0 puede escribirse de manera equivalente
en la forma matricial siguiente:

(M™ 4+ At"K™)€E™ = M1, n=1--.m
{ MO0 — ° (5.4)
donde M™ es la matriz de masa y K™ la matriz de rigidez correspondientes al paso n.

La incégnita £" del sistema es un vector columna cuya longitud coincide con la di-
mension de V;" y cada componente ¢ del vector £" es el valor de U} en el nodo z;, es
decir, &' = Up(x;, t,).

Si x es un punto interior de un tridngulo, el valor de U}’(z) se determina por interpo-
lacién lineal de los valores nodales.

Cada elemento M/} de la matriz M™ contiene integrales en términos de las funciones
¢i y ¢; de la base nodal y cada elemento K de la matriz K™ contiene integrales en
términos de los gradientes de ¢; y ¢;. Concretamente,

M} = /ngi(x)@(x) dr y K= /Qk‘(x)V@--V(bj dz.

Dado que por definicién ¢;(x;) = 0;;, la funcién de base ¢; se anula sobre todos
los triangulos que no contienen al nodo z;. En consecuencia, es suficiente calcular las
integrales que aparecen en M, y K%, solo sobre aquellos tridngulos que tienen por vértices
a los dos nodos x; y x;, ya que en todo otro caso M y K son cero. Asi, las matrices
M™ y K™ son ralas (sparse).

Las integrales de la definicion de M, y K7}, se calculan de manera exacta utilizando
argumentos de escala. Para el calculo de aquellas que intervienen en la norma L? del error
u® — U, usamos cuadratura del punto medio y para el célculo del estimador local ()%,
cuadratura de orden cubico.

Para resolver los sistemas lineales que aparecen, utilizamos el comando “\” de Matlab
que elige automaticamente el método dependiendo de la estructura y el tamano de la
matriz .

La generacién de una nueva malla a través de un refinamiento se realiza mediante una
funcién especifica del PDE Toolbox.

Los triangulos marcados para refinar son aquellos para los cuales

TO Lespaci
n 2 espacio n
> ——"— At
(i) T 477" ’

donde £7," indica el nimero de triangulos sobre la malla. Los tridngulos marcados se refi-
nan utilizando la funcién refinemesh. Para mas detalles sobre el algoritmo de refinamiento
ver [14].
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Capitulo 6

Simulacién adaptativa de liberacién
de droga en dispositivos poliméricos

En la industria agroveterinaria, existen dispositivos de liberacién de droga por difu-
sion, que son utilizados como un medio para el control de insectos en el ganado.

Como dijimos en la introduccion, la motivacion inicial de esta tesis es el estudio del
efecto de la forma de los dispositivos, en el perfil de liberacion de droga hacia el exterior,
y el objetivo a alcanzar es una liberacion de droga casi constante por unidad de tiempo,
de manera de evitar dos problemas fundamentales:

= que la cantidad de droga sea insuficiente para controlar al insecto;
= que la cantidad de droga en el aire sea demasiada y resulte téxica para el animal.

También es deseable que la cantidad de droga que quede almacenada en el dispositivo al
terminar el periodo sea la menor posible.

En general, el parametro que interesa a los disenadores es el flujo por unidad de tiempo
hacia fuera del dispositivo, y existen para este pardmetro un limite superior de toxicidad
y un limite inferior de ineficacia. Si bien es la variable que se pretende controlar, dado que
queremos comprender el efecto de la forma del dispositivo, y de eventuales concavidades
que pueda tener, entendemos que es igualmente (o méas) importante estudiar el flujo de
droga hacia fuera de una regiéon un poco mas grande que el dispositivo. Esta simulard la
region por donde circulardan los insectos y/o donde se encuentra la parte del animal
susceptible a la droga (ojos, nariz, boca, etc.). Por este motivo, y con el objetivo de
comprender mejor el efecto de la forma del dispositivo, estamos estudiando la difusion
simultaneamente en su interior y en parte del medio exterior. Para ello consideramos el
dominio poligonal €2 particionado en dos subdominios también poligonales Q; y €25 que
representan al dispositivo y a parte del ambiente exterior que lo rodea, respectivamente.

En este capitulo, exponemos los resultados numéricos obtenidos de la aplicacién del
Algoritmo 2 que fue presentado en la seccién 5.3, sobre cuatro ejemplos en los que se
varia la forma del dominio y las condiciones en la frontera. Comenzaremos con una forma
sencilla y con condiciones de borde Dirichlet homogéneas en todo el dominio, y de acuerdo
a las curvas de flujo obtenidas que reflejan la cantidad de droga liberada por unidad de
tiempo, iremos haciendo modificaciones en dicho dominio hasta encontrar uno cuyas
curvas de flujo sean lo mas aproximadamente constante.

73
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dispositivo que
amacenaladroga

fronteraimaginaria que
limitalaregion donde
circulan los insectos

medio exterior hacia el
que ladroga es liberade

Figura 6.1: Esquema del dominio €2, subdominios €2; y 25 v la frontera imaginaria

En cada experimento, consideramos como dominio al cuadrado 2 = (—3,3) x (=3, 3)
particionado en dos regiones €2y y €)y. El subdominio €2; representara el dispositivo que
contiene la droga y en todos los casos serd un poligono contenido en el cuadrado [—1, 1] x
[—1,1]. Lo que resta es €, representando al medio exterior que rodea al dispositivo, en
este caso, el aire (Ver Figura 6.1).

En todos los experimentos analizaremos lo que llamamos flujo efectivo de droga hacia
el exterior. Para ello, consideraremos una frontera imaginaria dada por el borde del cua-
drado (—1,5,1,5) x (—1,5,1,5), como se ilustra con linea punteada en la Figura 6.1, sobre
las que se estudiaran las curvas de flujo. Este cuadrado corresponde a la regién donde
supondremos circulan los insectos que se quieren combatir.

En nuestro problema, el coeficiente de difusiéon k(x) tiene valores distintos en cada
subdominio y posiblemente con 6rdenes de magnitud muy diferentes. En esta tesis s6lo
experimentamos con valores ficticios de k y no explicitamos unidades para la variable
tiempo ni para la concentracién wu.

Ya que la difusién en el dispositivo es mas lenta que la del aire, consideramos en cada
ejemplo, un valor fijo para ko (coeficiente de difusion en el aire) y diferentes valores para
k1 (coeficiente de difusién en la matriz). Concretamente experimentamos con ky = 100 y
k, = 0,01, 0,1, 1, 10, 100.

Con respecto a la condicién inicial del problema, suponemos que la funcién u°(x) = 1
en Q1 y u’(z) = 0 en Qy, simulando que inicialmente toda la droga estd concentrada en
el dispositivo.

En cada ejemplo mostramos:

» la malla inicial del dominio (comtn para todos los valores de k1) y una malla final
obtenida del procedimiento adaptativo para un valor de k.

= una secuencia de soluciones aproximadas, para dos valores de k7. Los valores que to-
man las soluciones aproximadas se mostraran por medio de una escala de colores que
va de 0 (azul) hasta 1 (rojo). Por ello, en ¢ = 0 el dispositivo estard completamente
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rojo, indicando que toda la droga esta concentrada alli y el resto completamente
azul, indicando ausencia de droga. En color blanco podra verse la forma del dis-
positivo. A medida que transcurre el tiempo, la distribucién de droga en todo el
dominio se observara a través de la variacion de los colores.

= las curvas de flujo de droga por unidad de tiempo de las cinco elecciones de kq, a
través del dispositivo y de la frontera imaginaria .

En todos los casos tomaremos 7' = 2 y una tolerancia prefijada TOL que descompo-
nemos en T'OL;yiciar = TOL/2 y TOLespacio = TO Ltjempo = TOL/4. Ademés, tomamos
At inicial entre 0,1 y 0,5.

En todos los ejemplos que presentamos a continuacion el refinamiento de la malla
se debid principalmente a la discontinuidad de la condicion inicial. El paso de tiempo
resulté muy pequeno al principio, y fue aumentandose a medida que se alejaba de la fase
inicial.

6.1. Ejemplo 1: Cuadrado

En este primer ejemplo, consideramos el dispositivo (subdominio €2;) de forma cua-
drada, especificamente, el cuadrado (—1,1) x (—1,1).

En todas las pruebas realizadas donde fuimos variando los valores de k1, comenzamos
con una misma particién del dominio, pero al finalizar el proceso adaptativo, se obtuvie-
ron en cada prueba diferentes refinamientos en la malla. Por ejemplo, en la Figura 6.2
mostramos la malla inicial de 210 nodos y la malla final con 6470 nodos obtenida cuando
ki =001y TOL =0,2.

3 3

3 -2 -1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 6.2: Malla inicial y malla final resultante del algoritmo adaptativo cuando el
dispositivo es cuadrado y su coeficiente es k; = 0,01.

En general pudimos observar un gran refinamiento alrededor de la frontera del dispo-
sitivo. Esto se debe a que aqui es donde el gradiente de la solucién (y el coeficiente de
difusién) presenta saltos y pérdida de regularidad.

Los dibujos que presentamos en la Figura 6.3 permiten visualizar y comparar el pro-
ceso de difusion de droga desde el dispositivo hacia afuera para dos valores distintos del
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coeficiente k. Las imdgenes son una seleccién de soluciones aproximadas que se obtuvie-
ron para k; = 0,1 y k; = 10, elegidas de tal manera que los valores de los pasos de tiempo
sean los mas cercanos posibles entre si.

Observamos diferencias muy notorias entre las imédgenes de las dos columnas. En
la primera columna, dado que k; es mucho menor que ky se observa difusién muy lenta.
Entonces, por un lado la poca cantidad de droga que es liberada, rapidamente se expande
en el aire (por eso el color azul para todos los valores de t) y por otro lado, al terminar el
periodo de tiempo queda residuo de droga atn en el dispositivo. En cambio, en la segunda
columna, donde k; es sélo un orden de magnitud menor que ko, la difusién es rapida tanto
en el dispositivo como en el aire. Esto hace que se libere mucha cantidad de droga en
cada t (se observa en los tonos celestes alrededor de la matriz) y que aproximadamente
en la mitad del periodo de tiempo el dispositivo quede practicamente vacio.

Los gréficos en la Figura 6.4 muestran para los cinco valores de kq, el flujo por unidad
de tiempo a través de dos fronteras: la frontera del dispositivo y la frontera imaginaria por
donde circulan los insectos. Vemos que el flujo sobre esta ultima difiere sustancialmente
—al menos al principio— del flujo hacia fuera del dispositivo.

Para esta forma de dispositivo las dos curvas presentan un decaimiento exponencial,
que se acentda al inicio. Para valores mayores de k; el decaimiento es mas pronunciado.
Este comportamiento resulta indeseable desde el punto de vista practico porque indica
que en muy corto plazo de tiempo toda la droga se diluye en el aire. Sin embargo, cuanto
mayor sea ki, menor es el resto de droga que queda dentro del dispositivo al finalizar el
proceso.

La diferencia entre los dos flujos considerados se percibird mejor en los siguientes
ejemplos donde la forma del dispositivo juega un papel mas importante.

6.2. Ejemplo 2: Cuadrado con concavidad

Para comprender el efecto de la forma del dispositivo en el comportamiento de las
curvas de flujo, modificamos la geometria del mismo introduciendo una concavidad.

Analizaremos si la concavidad es capaz de producir un retraso o demora en la salida
inicial de droga hacia el exterior. Este nuevo €); tiene la forma de una letra “C” rotada,
como se observa en la Figura 6.5. También en esta figura, se muestran la malla inicial de
463 nodos y la malla final con 6370 nodos, obtenida cuando k; = 0,01 y TOL = 0,3.

Hemos notado que, en general, hay un mayor esfuerzo computacional en este ejemplo
que en el anterior, en cuanto al nimero de nodos obtenidos en la mallas finales para cada
k1. Esto lo atribuimos a las puntas y esquinas originadas por la concavidad de §2;.

Como lo hicimos en el ejemplo anterior, presentamos en la Figura 6.6 una seleccién
de soluciones aproximadas que se obtuvieron para dos valores de ky : 0,1 y 10, elegidas
de manera que los valores de los pasos de tiempo sean los més cercanos posibles.

Las conclusiones que obtuvimos en el ejemplo anterior cuando describimos y compa-
ramos las imagenes de las dos columnas son similares. Lo tnico que lo diferencia es que
al tener el dispositivo una concavidad, hay mayor perimetro de borde por donde se libera
la droga y en consecuencia, la difusion se acelera méas para todos los valores de k;. Por
ello, para k1 = 0,1 casi no se observa residuo de droga dentro del dispositivo en 7' = 2, o
para k1 = 10 en ¢ = 0,1547, mientras que en el ejemplo anterior ésto no ocurria.
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ki =0,1 ki =10

t= 00035 t= 00030

t= 00595

t= 0%t

t= 12091

t= 20491

]
]
]
]

Figura 6.3: Perfil de la concentracién de droga para dos valores de k; cuando el dispositivo
es cuadrado. La primera columna corresponde a k; = 0,1 y t = 0,0035, t = 0,0595,
t =0,3991, t = 1,2491 y t = 2,0491. La segunda columna corresponde a k; = 10 y
t=0,003, t =0,0219, t = 0,1243 y t = 1,2243. Ambas simulaciones fueron realizadas con
ko = 100.
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Curvas de flujo por la frontera del dispositivo Curvas de flujo por la frontera imaginaria
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Figura 6.4: Curvas de flujo a través del dispositivo (izquierda) y la frontera imaginaria
(derecha) cuando el dispositivo es cuadrado

3 3
2 2
1 1
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Figura 6.5: Malla inicial y malla final resultante del algoritmo adaptativo cuando el
dispositivo es cuadrado con concavidad y coeficiente k; = 0,01.
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ki =0,1 ki =10

t= 00035 t= 00030

t= 00563 t= 00103
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Figura 6.6: Perfil de la concentracién de droga para dos valores de k; cuando el dispositivo
es cuadrado con concavidad. La primera columna corresponde a k; = 0,1 y t = 0,0035,
t = 0,0563, t = 0,2959, t = 0,7959 y t = 1,7459. La segunda columna corresponde a
ki =10y t = 0,003, t = 0,0103 y t = 0,1547. Ambas simulaciones fueron realizadas con
ko = 100.
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Para nuestra sorpresa, las curvas de flujo a través de las dos fronteras, como vemos en
los gréaficos de la Figura 6.7, no presentan diferencias significativas en comparaciéon con
las del ejemplo anterior. Estas siguen mostrando un decaimiento exponencial luego de un
breve periodo donde el flujo es creciente. En este ejemplo se observa una diferencia mayor
entre el flujo hacia fuera del dispositivo y el flujo hacia fuera del cuadrado (—1,5,1,5) x
(—1,5,1,5). Esto se debe a que ahora el dispositivo difiere considerablemente de este
cuadrado imaginario, y se produce, por un breve lapso de tiempo, una acumulacién de
droga en la concavidad.

Curvas de flujo por la frontera del dispositivo Curvas de flujo por la frontera imaginaria
T T T T T T T T T T T T T

———
— k1=0.01
k1=0.1
— ki1=1 Il
k1=10
— k1=100

Flujo de droga por unidad de tiempo

I I I I I I I | | . I I . I I . I I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Tiempo Tiempo

Figura 6.7: Curvas de flujo a través del dispositivo (izquierda) y la frontera imaginaria
(derecha) cuando el dispositivo es cuadrado con concavidad

6.3. Ejemplo 3: Cuadrado con parte del borde aislada

Viendo, a partir de los dos ejemplos anteriores, que s6lo cambiando la forma del dis-
positivo no se logra una diferencia sustancial en el perfil de liberacién de droga, decidimos
realizar cambios de otra naturaleza: aislar parte del dispositivo considerando la difusion
solo a través de una region pequena del borde. En este caso, dicha regién es un segmento
contenido en el lado superior del cuadrado €2; del ejemplo 1. Para la implementacion,
hemos introducido una delgada banda alrededor de la parte aislada del borde del do-
minio hacia donde no fluye droga, que representa una regiéon de material aislante. Esto
significa que en el problema imponemos nuevas condiciones en el borde: sobre esta region
se consideran condiciones de tipo Neumann homogéneas.

En la Figura 6.8 mostramos la malla inicial de 244 nodos y la malla final con 1144
nodos, obtenida cuando k; = 0,1 y TOL = 0,05. Notemos la diferencia con el ejemplo 1
en cuanto a la reduccién del nimero de nodos, atin cuando la tolerancia en este caso es
menor.

Puede observarse que el refinamiento adaptativo se ha producido principalmente alre-
dedor de la parte del borde del dispositivo a través de la cual la difusién esta permitida, y
en los vértices de la banda aislante. Esto es razonable dado que alli es donde ocurren los
saltos importantes del gradiente, y donde la solucién es, por lo tanto, poco regular. Cabe
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Figura 6.8: Malla inicial y malla final resultante del algoritmo adaptativo cuando el
dispositivo es cuadrado y tiene parte aislada en el borde

observar que los vértices de la banda aislante representan concavidades importantes para
el dominio computacional, y es sabido que son, en general, responsables de pérdidas de
regularidad significativas.

En la Figura 6.9 se observa el resultado de esta nueva simulacién y vemos una gran
diferencia con los graficos de la figura 6.3 del ejemplo 1 y los gréaficos de la Figura 6.6
del ejemplo 2 . Se evidencia para los dos valores de k; (y también para los otros k;) una
demora en la difusion.

Las graficas de la Figura 6.10 muestran las curvas de flujo para los cinco valores del
parametro de difusién. Encontramos ahora diferencias muy significativas respecto de los
ejemplos anteriores. Se ve en las mismas que después de una etapa inicial en que ocurre
una gran difusion hacia fuera del dispositivo, las curvas presentan un comportamiento
aproximadamente constante. Sin embargo, estas curvas no son del todo satisfactorias.
Puede observarse que aquella correspondiente al flujo efectivo, presenta un pico antes
del tiempo t = 0,005 que es indeseable pues puede sobrepasar los niveles de toxicidad
permitidos.

6.4. Ejemplo 4: Cuadrado con concavidad y parte del
borde aislada

Anélogamente al ejemplo anterior, consideramos el dispositivo del ejemplo 2 con forma
de letra “C”, en donde, aislamos los bordes exteriores de €2y, imponiendo condiciones de
borde de tipo Neumann homogéneas, y permitimos el proceso de difusion de droga sobre
la parte concava de €2;.

Observemos en la Figura 6.11 la malla final de 2830 nodos al usar TOL = 0,2, resulta-
do de sucesivos refinamientos adaptativos de la malla inicial de 531 nodos. Analogamente
al ejemplo anterior, puede observarse que el refinamiento adaptativo se produce princi-
palmente alrededor de la parte del borde del dispositivo a través de la cual la difusion
estd permitida, y en los vértices de la banda aislante. Notemos también la diferencia con
el ejemplo 2 en cuanto a la reduccion del nimero de nodos, ain cuando la tolerancia sea
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Figura 6.9: Perfil de la concentraciéon de droga para dos valores de k; cuando el dispositivo
es cuadrado y tiene parte del borde aislado. La primera columna corresponde a k; = 0,1
y t = 0,0246, t = 0,8059 y t = 2,0059. La segunda columna corresponde a k; = 10 y
t =0,0220, t = 0,2284 y t = 1,0058. Ambas simulaciones fueron realizadas con ks = 100.
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Curvas de flujo por la frontera del dispositivo Curvas de flujo por la frontera imaginaria
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Figura 6.10: Curvas de flujo a través del dispositivo (izquierda) y la frontera imaginaria
(derecha) cuando el dispositivo es cuadrado con parte del borde aislado

menor en este caso.
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Figura 6.11: Malla inicial y malla final resultante del algoritmo adaptativo cuando el
dispositivo es cuadrado, con concavidad y tiene parte aislada en el borde

El resultado de la simulacion de liberacién de droga para esta nueva forma de dispo-
sitivo se observa en la Figura 6.12. Comparando las graficas del ejemplo 2 en la Figura
6.6 y las del ejemplo 3 en la Figura 6.9, se observa un notorio retraso en la difusién por
efecto de la combinacion de dos cosas: el hecho de no permitir el paso de droga en casi
todo el borde exterior del dispositivo y el hecho de que la difusién sélo se produzca en la
concavidad de la matriz provocando que la droga quede retenida por més tiempo.

Encontramos ahora en las curvas de flujo de la Figura 6.13 diferencias muy signifi-
cativas respecto de los ejemplos anteriores, sobre todo de los dos primeros. Se ve en las
mismas que después de una etapa inicial en que ocurre una gran difusién hacia fuera del
dispositivo las curvas presentan un comportamiento aproximadamente constante. Puede
observarse que la correspondiente al flujo hacia fuera del cuadrado imaginario, que con-
sideramos el flujo efectivo, y que resulta la mas importante desde el punto de vista de la
aplicacion, presenta un comportamiento altamente deseable, dado que es casi constante
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Figura 6.12: Perfil de la concentraciéon de droga para dos valores de k; cuando el dispo-
sitivo es cuadrado con concavidad y tiene parte aislada en el borde. La primera columna
corresponde a k; = 0,1 y t = 0,0005 , t = 0,1711, t = 0,8711 y ¢t = 2,0211. La segunda
columna corresponde a k; = 10 y t = 0,0005, t = 0,0066, t = 0,1746 y t = 0,8752. Ambas
simulaciones fueron realizadas con kg = 100.
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luego de un periodo breve de tiempo, y ademas no presenta picos que puedan sobrepasar
los niveles de toxicidad permitidos.

Curvas de flujo por la frontera del dispositivo Curvas de flujo por la frontera imaginaria
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Figura 6.13: Curvas de flujo a través del dispositivo (izquierda) y la frontera imaginaria
(derecha) cuando el dispositivo es cuadrado con concavidad y con parte aislada en el
borde
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Conclusiones

En esta tesis hemos presentado un método de elementos finitos adaptativo para re-
solver una ecuacion de difusién con coeficiente discontinuo.

Esta ecuacion surge de una aplicacién concreta: el diseno de dispositivos de liberacién
de droga por difusién. El objetivo de tal diseno es lograr una liberacion casi constante
de droga por unidad de tiempo. Para lograr una mejor comprensién del fenémeno hemos
considerado como dominio computacional al dispositivo junto a parte del medio exterior
que lo rodea. De alli resulta una ecuacion con coeficiente de difusion discontinuo: un valor
para el dispositivo, y otro para el medio exterior.

La adaptatividad se basa en estimadores a posteriori robustos, donde la constante que
aparece en la cota superior del error no depende del salto entre el minimo y el maximo
valor del coeficiente de difusion.

El algoritmo fue implementado y utilizado para analizar el efecto de algunos cambios
en la forma del dispositivo, sobre el perfil de liberacién de droga.

Hemos detallado ejemplos, con diferentes formas de dispositivos y distintas condiciones
de borde. A partir de los mismos concluimos que no basta con cambiar la forma del
dispositivo, sino que hace falta aislar parte del borde del mismo, de manera que la droga
fluya solo a través de una regién. Mas atn, a fin de evitar picos indeseables en las curvas
de flujo por unidad de tiempo, es conveniente que la parte del borde del dispositivo
por donde fluye la droga presente una concavidad. Esta hace que la cantidad de droga
que se libera por unidad de tiempo sea casi constante, y que ademas no presente picos
pronunciados, objetivo altamente deseado desde el punto de vista tecnologico.
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Apéndice A
Apéndice

En este capitulo incluimos por completitud definiciones, comentarios, teoremas y de-
mostraciones que consideramos relevantes para el lector de este trabajo y que fueron
citadas en los capitulos precedentes.

A.1. Los espacios L”

Sea 2 un dominio de R? abierto y acotado. Denotamos con LP(Q),1 < p < oo al
espacio de las funciones u : {2 — R medibles Lebesgue para las cuales

1/
e / (@) ) < oo

En el caso especial p = 2, denotaremos con ||.|| a la norma L?(Q2) y con ||.||s a la norma
L*(S), siendo S C Q medible.

Para p = 0o, L*(2) denota al espacio de las funciones medibles esencialmente acota-
das en {2 y la norma se define por

ol e ey 1= sup es ()]
z€Q
En particular, Lj,.(Q)

={u: Q — R/u € L'(K),V compacto K C Q}. Para
1 <p < oo, se cumple LP(Q2) C L

L () ([1, Cor. 2.9]).

A.2. Distribuciones y derivada débil

Sea r € RY. Para un multiindice a = (v, o, . .., ag) con componentes a; enteras no
. . o
negativas, definimos D = MW donde |a| = a1 + ... + ag.

Sea (2 un abierto y acotado de Rd Denotaremos con CSO(Q) al espacio de las funciones
infinitamente diferenciales con soporte compacto en Q y con D(€2) al espacio C§°(£2) donde
la convergencia de sucesiones se define de la sgte. manera:

Una sucesién {¢;} converge a ¢ en D(Q2) si sop(¢;) v sop(¢) estan contenidos en un
compacto fijo K C € y para todo multiindice o, D%¢; — D%¢ uniformemente en R,

Las funciones en D(2) son conocidas como funciones de prueba.
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Definicién A.1 (El dual D'(2) de D(Q?) ). [1, Cap.1] El espacio D'(Y), dual de D(2),

es el conjunto de funcionales lineales y continuos T : D(Q) — R. A cada funcional de
D'(2), lo llamaremos distribucion en §).

En D(Q) la continuidad se define en términos de sucesiones. Es decir, diremos que un
funcional lineal T" es una distribucién, cuando

T(¢j) — 0 si ¢; — 0 en D(Q).
Lema A.2 (Una distribucién particular). [1, Sec. 1.53] Toda funcién f € L},.(Q)

loc

tiene asociada una distribucion Ty € D'(Q) definida para toda ¢ € D(Q) por Tr(¢) =
Jo f(@)p(x)da.

Lema A.3. [1, Sec. 3.26] Siv e L, () y [qv ¢ de =0, V¢ € D(Q) entonces v =10
en cast todo punto de ).

Definicién A.4 (Convergencia débil ). [2] Sea X un espacio de Banach. Decimos
que una sucesion {u™} converge débilmente a u € X si

F(u") — F(u), VF € X' (dual de X).
Definicién A.5 (Derivada débil). [1] Sea u € L} .(Q) y sea o un multiindice.

loc
St existe una funcién g € L}, (Q) que satisface

[ ute) D6(w) do = (<1 [ g o(a) dn, v € D),
Q Q

entonces g se llama derivada débil de orden o de u y lo denotaremos por Du = g.

Lema A.6 (Derivada de una distribucién). [1, Cap. 1] Sea o un multiindice. La
derivada D*T de una distribucion T € D'(2) se define por

D°T(¢) = (-1)* T(D*¢), V¢ € D(Q).

Como ¢ € D(2) entonces D*¢ € D(Q2) y DT es un funcional sobre D(£2). Ademés
es lineal y continuo ( [1, Sec. 1.55]). Asi D*T € D'(Q).

A.3. Los espacios de Sobolev H*

Por el momento supongamos que ) es un abierto arbitrario de R?. Sea s un nimero
real que podemos descomponer como s = m + o, donde m € Z es su parte entera y
0 < o < 1 su parte fraccionaria.

Definicién A.7 (El espacio H*(Q2), con s€ Zy s >0). [1, Cap. 3]
Sea s un entero no negativo (aqui o = 0). Definimos el espacio H*(2) al conjunto de
funciones u : 2 — R tales que, para o multiindice

Du € L*(Q), la] <s.

Siu € H*(Q), la seminorma y norma se definen respectivamente

|U|s — ( Z ||Dau||2)1/2, HUHS — ( Z ||Dau||2)1/2.

lar|=s la|<s
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En particular cuando s = 0, H%(Q2) = L*(Q). Cuando s = 1, HY(Q) = {v : v €
L*(Q2),Vv e L2 (Q)} y

|v|f=/Q|Vvl2dw, lwllE = llvll* + [vly.

Definicién A.8 (El espacio H*(2), con s >0y s ¢ N ). [4, Sec. 1.2], [1, Sec. 7.48]
Sea s un mimero positivo y no entero (aqui o # 0) y sean x,y € R%. El espacio H*()
es el conjunto de todas las funciones uw € H™(Q) tal que la seminorma

_ | Du(x) — Du(y)|* 1/2
luls = < Z /Q/Q T dx dy) < 0.
|a)=m

La norma correspondiente a este espacio estd dada por

1/2
lulls = (llellm + ul2) "

Si U es un subconjunto medible de €, denotaremos con ||. |5, a la norma H*(U) con
s > 0.

Definicién A.9 (El espacio Hj(f2)). [4, Sec. 1.2]

Sea s € R. Definimos al espacio H3(Q2) como la clausura de C§°(S2) con la norma de
H*(2). Por lo tanto, Cg°(Q2) es denso en HE(SY) (todo elemento de HS(SY) es limite de
una sucesion de funciones en C§°(§2)).

Definicién A.10 (El espacio H*(2)). [4, Sec. 1.2] Sea s > 0. Denotamos con H*(2)

al espacio dual de H§(Q2), es decir (H5(S2)), cuya norma se define por:

|F(p)]
[ F|l-s = sup [F(p)| =
PeH (), o]l s=1 etz (@) lellsz0 1#lls

para todo F : HS(Q2) — R lineal y acotado.

Lema A.11. Sea s > 0. Si T es una distribucion en Q) tal que para alguna constante
positiva C' se cumple
T(9)] < C[|¢lls, Vo€ D) (A.1)

entonces T se puede extender a H{(2) de manera continua y diremos que T € H*(Q2)
(haciendo abuso de notacion y llamando T a la extension).

Demostracion. Consideremos v € H(€2). Por densidad, elijamos una sucesion {¢,} C
Cse(2) tal que ¢, — v en H{(€2). Entonces por linealidad de Ty por hipdtesis:
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Pero dado que {¢,} es de Cauchy en H§(£2), tenemos que {T(¢,)} es de Cauchy en R,
que es completo. Esto implica que {T'(¢,)} es convergente.

Definiremos T'(v) := lim, o T(¢,). Veamos que esta definicién de T'(v) no depende
de ninguna eleccién particular de sucesion aproximante.

En efecto, si ¢y, y 1, son dos sucesiones de C§°(2) que convergen a v € Hi(£2), se tiene
que ¢, — ¢, — 0 en H{(2). Entonces T (¢, — 10,) — 0 por (A.1) y asi lim,, oo T(¢y,) =
lim,, 00 T'(¢n), con lo que la extension de T' a H(2) estd bien definida.

Ademés, sigue valiendo la acotacién (A.1) para todo v € H§(Q2), puesto que

T(v)| = lm |T(¢n)| < Clim ||y ls = Cllv]s.
Luego, T" es un funcional lineal y acotado de H§(£2), es decir T € (HS(2))'. O

Observacién A.12. Sean f € L*(Q) y Ty la distribucion asociada a f segin el Lema
A.2. Como C§°(Q2) C H§(R2) para cualquier s > 0, se cumple

Tr( )l < AN ol < A1 Holls

para toda ¢ € D(Q). De acuerdo al Lema A.11, esta cota vale también Yo € HF(S2) lo
que implica que Ty € H*(Q2). Ademds

Tr(O)] < [|lls 1 T7-s < llolls I1£]l, Vo € D(Q).

Muchas propiedades de los espacios de Sobolev definidas en un dominio €2, en particu-
lar las propiedades de inmersion de estos espacios (imbedding), dependen de propiedades
de regularidad de (2. Tal regularidad normalmente se expresa en términos de condicio-
nes geométricas que puede o no satisfacer el dominio. A continuacién nombramos dos
importantes llamadas condicion de cono y condicion Lipschitz en la frontera .

Definicién A.13 (Condicién de cono interior). [1, Sec. 4.5/, [6, Cap. 2,Sec. 1.9]
Diremos que un dominio 2 C R satisface la condicion de cono, si cada punto = de §) es
el vértice de algun cono finito C, contenido en €.

En el caso de dominios poligonales, esta definicién es equivalente a la siguiente:

Definicién A.14 (Condicién de cono interior). Diremos que un dominio 0 C R?
satisface la condicion de cono, si los dngulos interiores a cada vértice de §2 son positivos
y ast un cono no trivial se puede posicionar en €2 con su punta en el vértice.

Por lo tanto, todo dominio poligonal satisface la condicién de cono interior.

Definicién A.15 (Dominio Lipschitz). [6, Cap. 2, Sec. 1.9] Un dominio acotado
Q C R? se llama dominio Lipschitz si cumple que Yx € 9S), existe un entorno U, tal que
QN U, es el grifico de una funcion continua Lipschitz.

En otros libros la definicién de dominio Lipschitz es diferente, pero es equivalente a
la dada cuando consideramos solamente dominios poligonales.

En la Figura A.1 ilustramos dos ejemplos de dominios poligonales no Lipschitz que
satisfacen la condiciéon de cono.

En esta tesis, dado que pediremos que el dominio 2 sea acotado, poligonal y Lipschitz,
siempre cumplird la condiciéon de cono.
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Figura A.1: Dominios no Lipschitz: estos dominios no son Lipschitz, pero si satisfacen la
condicién de cono interior.

Definicién A.16 (Inmersién continua y compacta). [I, Sec. 1.24] Sean X C Y
dos espacios normados, con normas respectivamente ||.||x y ||.|ly. Diremos que X estd in-
merso de manera continua en Y y lo stmbolizamos X — Y si:

AM tal que ||u|ly < M||u|lx, Vue X.
Diremos que X estd inmerso de manera compacta en'Y y lo escribimos X CCY si
i) X =Y

i1) toda sucesion acotada en X tiene una subsucesion que converge en'Y .

En el siguiente teorema sélo enunciamos las inmersiones mas relevantes para esta tesis,
que fueron resumidas de [4, Sec. 1.2], [6, Sec. 1.9] y [1, Teo. 6.2].

Teorema A.17 (Teorema de inmersiéon de Sobolev). Sea Q un subconjunto abierto
de RY. Entonces valen las siquientes inmersiones siempre que se cumplan las respectivas
restricciones en €2:

1. Para todo Q: H(Q) — H*(Q) — L*(Q), con s > 0.

2. Si Q) es acotado y Lipschitz:
H*(Q) — C*(), para cualquier entero no negativo k < s — 4.

3. Si Q) es Lipschitz y satisface la condicion de cono:
H*(Q) cc HY(Q) para s >t > 0.

4. 51§} es acotado y Lipschitz:
HIT#(Q) cC C¥(Q) para j € Ng y s € R, s > £.
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A.4. Sobre Elementos Finitos

Teorema A.18 (Integracién por partes o Férmula de Green). Consideremos )
y k(x) con las hipdtesis descriptas en la primera seccion del Capitulo 2. Entonces para
todo u,v € HY(Q), por integracién por partes en cada ;i = 1,2 se tiene:

/ div(k(z)Vu)v dz = —/ k(x)Vu.Vv dz +/ k(m)v% do,
o8 Qi 09Q; In;

donde gs = Vu - n; denota la derivada de u en la direccion n; unitaria normal exterior
1

a 8QZ

Teorema A.19 (Unicidad de solucién en Sistemas de EDO.). [3] Sean yo € R"
yh:[0,T] x R* — R™. Supongamos que h es Lipschitz continua en la variable x y que
para cada R > 0 existe una funcion mg(t) € L'(0,T) tal que

|h(t,z)| < mpg(t), V|z| < R.
Entonces existe una unica funcion absolutamente continua y : [0,T] — R™ que satisface

y'(t) = h(t,y(t)), en casitodo0 <t <T
y(0) = yo.

A.4.1. Triangulaciones del dominio

Este apartado es una recopilacién de [11, Cap. 3|, [6, Cap. 5] y [7, Cap. 4,7].

Sea 2 un dominio poligonal de R? y consideremos una particién admisible T de Q
en tridngulos 7' que llamaremos elementos. Admisible indica que Q = Urer Ty que la
interseccion entre dos triangulos de 7 es vacia, o bien un vértice comin o un lado comun.

Definimos para cada elemento T € 7:

hy = diam(T) = max{|x — y|, z,y € T} y

pr = didametro de la mayor circunferencia contenida en 7.

A partir de ahora, denotaremos con 7, a la triangulacién o particién cuyo valor maxi-
mo entre todos los diametros de los elementos es h, esto es, h = maxye7, hr.

Es trivial que pr < hp < h.

Definicién A.20 (Particién regular y Familia regular de particiones). Una par-
ticion T, en §) se dice regular si existe una constante k > 0 tal que
. hr
max — < K.
TeT, PT
Diremos que una familia {7} de particiones es regular, si el maxrer, Z—; estd uniforme-
mente acotado para cada particion de la familia, es decir:

h
méx méx — < k. (A.2)

The{Th} T€Tn pr

En la literatura del método de Elementos Finitos, esta propiedad se menciona frecuen-
temente como shape regularity de una familia de particiones.
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Definicién A.21 (Condicién del dngulo minimo). Sea {7,} una familia de triangu-
laciones de ). Diremos que {7} satisface la condicién del dngulo minimo si existe una
constante 0y > 0 tal que

: . >
1%f min Or > 6y (A.3)

donde 01 es el minimo dngulo interior de T'.

Se puede probar que la condicién (A.2) es equivalente a la condicién (A.3) y que la
constante 6y depende de la constante de regularidad  y viceversa.

Definicién A.22 (Familia uniforme de particiones). Una sucesion de particiones
{7y} se llama uniforme, si existe una constante o > 0 tal que
h
— <o, VI'e Ty VT, € {T,}. (A4)
Pr

De las definiciones se desprende que una familia de particiones uniforme es también
regular pero no viceversa, es decir la condicién de uniformidad es més fuerte que la de
regularidad.

La condicién anterior (A.4) asegura que todos los tridngulos T' involucrados en la par-
ticién 7j, tienen su didmetro hr del orden de h y en consecuencia su érea (que denotamos
con |T'|) del orden de h?. Esto se debe a que es posible encontrar constantes o y /3 para
las que ah? < |T| < Sh?, VT € T, y VT, ademés de cumplirse la condicién del dngulo
minimo.

A.4.2. Un mapeo afin y algunas propiedades

Sea Q) C R? y consideremos una particién 7, de Q de elementos triangulares. Definimos
el subespacio de elementos finitos V}, lineales a trozos asociado con la particién 7, por:

Vi={veCQ)NH}Q) :v|r € P(T), VT € Tp,}.

En la implementacion y el analisis del método de Elementos Finitos juega un papel
importante el uso del elemento de referencia, que denotaremos con Tg y se define por el
triangulo

Tr={2=(2,9)/0<2<1,0<9<1—7}.

Cualquier triangulo 7' de la particién con nodos z; = (z;,¥;),7 = 0, 1,2 puede pensarse
como la imagen del triangulo de referencia bajo la transformacién Fr : Tg — T afin y
biyectiva dada por

FT(,Q) =29+ AT,Q =z

donde A7 es la matriz invertible cuyas columnas son z; — zg,7 = 1,2 y 2y es el nodo de T'
trasladado del (0,0) a través de Fr.

Propiedades

Los mapeos Fr y Fi»! son utilizados como una herramienta estdndar en los llamados
argumentos de escala, en los que se tienen en cuenta ciertas propiedades. Mencionare-
mos so6lo aquellas propiedades que necesitaremos en algin momento y que se deducen
simplemente de la definicién o se demuestran en [6, Cap. 6]:



96 APENDICE A. APENDICE
» Fr(Z;) = z;, con Z; nodo de Tk.

= Sea S C Ny S = F;4S). Para cualquier v € H'(S), definimos ¢ : S — R por
0(2) = (vo Fr)(2) = v(z + Ar2) = v(2). Luego 0 € H'(S).

o |T| =|det Ay| - |Tg| = | det Ar|/2
» det J(Fr) = det Ar, donde J(Fr) es el Jacobiano de Fr

 [|Ar| < phTZ y ||AZY < hp%, donde ||.|| es una norma matricial

= Vi=ApVuy Vil < || Az|| [Vl

» Si {75} es una familia regular de particiones, existe una constante ¢; = ¢;(k) tal
que
, -1 <
mix [|Az|| Az || < e, VT

A.5. El problema eliptico con coeficiente discontinuo

El interés de esta seccion es presentar las estimaciones a priori del error por Elementos
Finitos correspondientes al problema (2.1) en estado estacionario, es decir no dependiente
del tiempo. Estas estimaciones se utilizan para establecer las estimaciones del error para
las soluciones por Elementos Finitos del problema parabdlico (2.1). Para ello, conside-
ramos necesario hacer una breve sintesis de lemas y teoremas (donde muchos de ellos
demostraremos) que van a ir conduciendo al Teorema principal A.31 que demuestra las
acotaciones del error que nos interesan, en distintas normas.

A.5.1. Forma continua y débil

Supongamos que valen las mismas hipotesis que en la seccién 2.1 acerca del dominio
Q y el coeficiente de difusién k(z) y consideremos f(x) € L?(Q).

El problema (2.1) independiente del tiempo (eliptico), con condiciones de Dirichlet
tiene la forma

—div(k(z)Vu) = f(x) en Q; UQy,
u(z) =0 en 01,
U] = Us en I’

- k1Vu1 Ny = kQVU/Q ‘N9 €1 I.

Sea V = H}(Q). La formulacién débil de este problema consiste en encontrar u € V
tal que

/k(a:)Vu(x)Vv(x) dx = / flx)v(z) de, YveV.
Q Q

o equivalentemente

a(u,v) = (f,v), Yvey, (A.5)

donde a es la forma bilineal definida en (2.6) y (.,.) es el producto usual en L?*(§2), ambos
independientes del tiempo.
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A.5.2. Lema de Céa

Sea V}, el subespacio finito de V' que consiste en el conjunto de funciones continuas
lineales a trozos sobre una triangulacién 7; del dominio y que se anulan en 0f2, es decir,

Vii={veCQ)NHHQ) :v|lp € P (T), VYT € Tp,}.

Propiedad de ortogonalidad de Galerkin
Consideremos u € V solucién de (A.5) y up € V}, solucién del andlogo discreto cuya
forma es

up € Vi o alup,v) = (f,v), Yv € V. (A.6)

Es fécil probar la siguiente propiedad (conocida como de ortogonalidad de Galerkin):
a(u —up,v) =0, YveV,, (A.7)
que indica que el error u — uy es ortogonal a V), con respecto al producto escalar energia.

El Lema de Céa es de gran importancia para establecer las cotas para el error por
Elementos Finitos en problemas elipticos. La desigualdad del lema estd expresada en
norma energia y su demostracién es muy similar a la que se encuentra en [6, Cap. 2,Sec.

4].
Lema A.23 (Lema de Céa). Sean u € V solucion de (A.5) y up € V3, solucion de
(A.6). Entonces

lu = unlla < 2 int = vl
o v EVY

donde (B y a son las constantes de continuidad y coercividad respectivamente de la forma
bilineal a(. ,.) que induce la norma ||.||, . (ver (2.7) a (2.9)).

A.5.3. Regularidad y Estabilidad

El Teorema A.24 es el principal resultado de la tesis doctoral de M. Petzoldt [8]
donde se demuestra que la regularidad de la solucién del problema débil eliptico (A.5)
solo depende de las cotas del coeficiente k.

Teorema A.24. Supongamos que 6 < k(z) < 6~ 1,Vz € Q y para un nimero 0 < § < 1.
Entonces la solucion del problema (A.5) independiente del tiempo tiene reqularidad

= H1+5/(27T) (Q) )

Demostracion. Se puede encontrar en [8, Sec. 2.6.2]. O

Diremos que la solucién de (A.5) es estable en el sentido que se cumple la desigualdad
del siguiente lema:
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Lema A.25 (Estabilidad). Supongamos que § < k(z) < 6~ para todo x € Q y para
algiin 0 < § <1 y sea uw € HY(Q) la solucion del problema (A.5), con f € L*().

Entonces uw € H'Y(Q) para r = £ y ademds existe una constante C = C(k,r),
independiente de f y de u, tal que

[ullier < C A

A la demostracion del lema de estabilidad la desarrollaremos al final de este apartado,
dado que antes necesitamos de tres resultados intermedios (lemas A.26, A.27 y A.28) que
presentamos a continuacién.

Lema A.26. [/, Teo. 1.2.17] Sea Q una abierto Lipschitz y acotado de R¢ y sea s >0y

s #1/2. Entonces 5>, i =1,...,d es un operador lineal continuo de H*(2) en H*~'(1).
En otras palabras, siu € H*({2) con s > 0y s # 1/2 entonces (%_Tu =To € H* Q)

y ademds existe una constante C', independiente de u, tal que | 2T ls—1 < C|uls.

Lema A.27. Sean 0 <r < 1/2 yu € Hy™ (). Definimos T : D(Q) — R como
T(6) = / Vu.Veé dr, Yo e D(Q).
Q

Entonces T se puede extender a todo el espacio Hy"(Q) y asi T € (Hy "(Q)) =
H=147(Q). También ||T|-q-r) < Cllullir, Yu € HyT(2), donde C es una constante
proveniente del Lema A.26.

Demostracion. Consideremos u € Hy ™ (£2). Mostraremos primero que 7T satisface la cota
T(¢) < C |gllh-r, Vo€ D) (A-8)

para una cierta constante C' > 0 y luego aplicaremos el Lema A.11.
En efecto, para cualquier ¢ € D(2) haciendo integracién por partes

T(6) = /Q Vu.Vo dr /Q W(=A) dr = F_ay(u). (A.9)

Estamos interpretando aqui F_ag : Hy ™" () — R como un mapeo lineal y acotado de
Hy '™ () puesto que [F_ag(u)| < || = Ad||[lull < || = Al [[ullir-

Por definicién de ||.]|- 14
[F_np(u)] < llullisr [[F-agll-4n)- (A.10)
Por otro lado, usando dos veces el Lema A.26

IF-soll-crry < Clll (A11)

Combinando (A.9), (A.10) y (A.11) llegamos a la cota (A.8) que queriamos probar
con C' = C|lul|1-

Como consecuencia del Lema A.11, T se puede extender de manera continua a H&_T(Q),
lo que implica que la cota (A.8) vale para toda ¢ € H; "(Q)) y por consiguiente T' €
(HI7(Q)). )

Ademdés, de la cota (A.8), [|T']|-q—r < Cllul|14r, con lo que el lema queda demostrado.

O
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Lema A.28. Sean |r| < 1/2 y F un funcional en el dual de Hy""(R), es decir F €
H='7(Q). Entonces existe una inica u € Hy™"(Q) que es solucion del problema

/ Vu.Vu dx = F(v), Yvée D(Q) (A.12)

y que para alguna constante C,., independiente de F' y de u, pero dependiente de r, satisface
[ullidr < CHl[F|l--

Demostracion. Se puede encontrar en [13]. O

Demostracion. Del Lema de Estabilidad A.25

La regularidad global u € H;™ () se cumple para r = % < 1/2, por el Teorema
A.24.

Para probar la desigualdad, consideremos la distribucién T definida para cualquier
¢ € D(Q2) como T(p) = [, Vu.V¢ dx, donde u es la solucién de la forma débil (A.5).

Por el Lema A.27, notemos que T € (H;"(€2))". Entonces, u coincide con la solucién
de (A.12) como consecuencia del Lema A.28, y satisface

[ullisr < CollT] -2 r)- (A.13)

Para acotar ||T'||—1—y), tomamos una ¢ € D(£2) y vemos que
1
/Vu Vo de < ——— /k;(x)Vu.qu dx
min k(z) Jq

=y L0 e € s A1 1

La tltima desigualdad es debido a que H) "(Q) — L3(Q).
De aqui que

ITl-0- < g M1 (A.14)

Finalmente, de (A.13) y (A.14) llegamos a la cota final del lema de estabilidad. O

A.5.4. Estimacion del error

Como sabemos Q C R? es acotado y Lipschitz, entonces debido a resultados de in-
mersién de Sobolev (Teorema A.17), una funcién v € H™(Q) con r > 0 es continua en
Q. De esta manera, podemos definir el operador de interpolacién I : H'*"(Q) — V}, de
manera que [u sea lineal a trozos sobre una triangulacién 7;, de 2 y cuyo valor coincide
con u sobre los nodos, es decir, Tu(z;) = u(z;), siendo z; un vértice de T' € 7p,.

La acotacién dada en el siguiente lema, representa la estimacion del error de interpo-
lacién mediante polinomios lineales y sera de utilidad para aplicarlo en el Teorema A.30
sobre el triangulo de referencia. La demostracion de este lema es una adaptacion de la
que se encuentra en [6, Lema 6.2].
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Lema A.29. Sea T € T;, y sea u € H(T) con r > 0. Entonces existe una constante
Cr, independiente de u pero que solo depende de T, tal que

lu = Tullierr < Cr |lulligr
Aqui, Tu es lineal por ser la restriccion del operador I sobre un tridngulo T

Demostracién. Definiremos una nueva norma en H'*"(Q2) dada para cada v € H'" ()
por

2
olll = ol + ) lo(0)l-
i=0

Al final probaremos que esta nueva normay || . |14, son equivalentes. Si esta equivalencia
fuera cierta, entonces para alguna constante C:

2
lu = Tully ez < Calllu— Tull] = Cy(Ju = Tulyrr + D 1w — Tu)(2)])
i=0
= 01|U - IU|1+r,T = Cl|u|1+r,T7

debido a que [u coincide con u en los nodos z; de T'y ademas |[u|;4,r = 0 puesto que
Tu|r € P;. Entonces la desigualdad del lema queda probada con Cp = Cf.
Nos resta mostrar la equivalencia de las normas. Ya que H™"(T) — C(T),

u(z;)| < méx |u(z)] < Cllullirr
zeT

y por definicién de || . |14, tenemos |u|i4, 1 < |Jull14r 7. De aqui que

2

[ulll = [ulerr + D lu(z)] < Collulliprr

=0

con Cy, =1+ 3C.

Para demostrar que existe una constante C; tal que |||ul|| > Ci||u|[14r7 lo haremos
por el absurdo. Supongamos entonces que para todo n € N existe {u,} C H(T) con
[tnli4rr =1y [luall] < 5.

Como {u,} es acotada en H'*"(T'), por el Teorema A.17 existe una subsucesion {u,, }
convergente en H'(T).

Por otro lado,

||unk - unz”%—i—r,T = ||unk - unz”%,T + |unk - uwﬁ—o—r,T

2
< ||unk - UWH%,T + (lunk|1+T7T + |unz|1+7’,T)

< i, — 2+ (- + )
’ NE Ny
Cuando k,/ — oo los dos términos de la ultima desigualdad tienden a cero, con lo
que {uy,, } es de Cauchy en H'™". Debido a la completitud de este espacio, la sucesiéon
converge necesariamente a u* € H*™(T). Luego, |u*|i1rr = 1.
Pero por otro lado, ||[u*]|| = 0 lo que implica que u* = 0 y ésto es absurdo. O
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Cuando las funciones se aproximan por polinomios a trozos sobre una malla uniforme
de tamano h, la cota del error involucra a una potencia positiva de h. Dicha potencia
depende de la regularidad de la solucion y del grado del polinomio con que se aproxima.

Un resultado muy conocido es que si la solucién u de (A.5) pertenece a H?(Q) (es el
caso cuando k(x) es suave y 2 es suave o poligonal convexo) e [u es su interpolante lineal
a trozos, entonces existe C' que depende del dngulo minimo tal que

|lu — Tul| < C h? |uls.

Esta cota no es cierta si u tiene regularidad menor, es decir cuando u € H; ™" () para
algiin 0 < r < 1/2. En este caso, el resultado central estd dado por el Teorema A.30, en
donde se observa que la potencia de h decrece en uno al aplicar una derivada al error.
Este teorema sera la herramienta tedrica fundamental para obtener las estimaciones
del error por elementos finitos del problema eliptico. La demostracion utiliza permanente-
mente argumentos de escala, que recordamos, se basan en el uso de un mapeo que permite

trabajar sobre un tridngulo mas sencillo (ver mapeo afin y sus propiedades en seccién
A4.2).

Teorema A.30 (Estimacién del error del interpolacién). Sean Q@ un dominio aco-
tado y Lipschitz de R? con borde poligonal y {7} una familia uniforme de particiones
de Q. Siu € H'™(Q) para algin 0 < r < 1/2 es solucién del problema (A.5), entonces
existe una constante C; = Cy(), 0), independiente de u, tal que:

i) llu— Tul) < Cr WYy,
ii) 1V (u— Tw)| < Cy Blulysr
La constante o es la correspondiente a la Definicion (A.4).

Demostracion. En [12] se puede encontrar la demostracién completa de la acotacién (i).
Sacaremos de ella algunas ideas para demostrar (ii).

A través del mapeo biyectivo Frr : TR — T que involucra a la matriz invertible Ap
y usando el Lema A.29 para 4 = Fi.'(u) € H*"(Tg), se tiene:

V(u—ITu)||5 = V(u Iu2da:< detA A1 V(i — Tu
IV =1l = [ 1900~ TP de < faetar] A PING Tl
< |detAr| || A7 IPCrylil? 1 -

Trataremos de acotar |12 +r1y Usando argumentos de escala y algunas propiedades del
mapeo Fr (seccién A.4.2):

Va(#) - Va(g)?
dzdy
|u|1+T'TR \/TR TR |,I'— |2+27,, xr y

t 2 — 2+2r
y\ o Az (z = y)|

2 _ 2
T

 |detAr|? Il“ —
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Al retomar (A.15) obtenemos:

A2 ) Vu(z) — Vu(y)[?
19 = Tl < Cr () (el a1 sl [ [ =20 oy,

Como se mencioné en la seccién A.4.2, ||Ar|*" < (#)2’” y debido a que la sucesién
R

de particiones es uniforme, podemos decir que, ||Ar| ||[A7!]| < ei(0) y como m < 202,

| Ar|?
entonces 175 < ca(o).

Con lo que acabamos de decir, podemos acotar de la siguiente forma:

h27" VU 2
IV 1l < Cryer ¢ T [ [ = ey = €3 1 bl

e c 1/2
denotando Cr = (Cry, T;TTR 1)

Con las contribuciones de ||V (u— Iu)|| sobre cada T podremos acotar la misma norma
sobre todo el dominio y asi culminamos la demostracién. En efecto, llamando ¢(z,y) al
integrando de |ul},,:

IV(u—Tw)? =Y IV(u—Tu)|f < C7 R Y Julf,r

TeT), Te€T,

_OZhQTZ//qsxy dxdy<02h2’”2//¢xy dady

TeT), TeT,

—C’Ih%/ /gzﬁxy dxdy—C’IhQ"//gbxy dxdy
QreT,

- C? hQT |u|1+r‘

Teorema principal

El Teorema A.31 establece las cotas para el error por el método de Elementos Finitos,
medido en seminorma H! y en norma L?. En la tltima, la demostracién requiere de un
argumento de dualidad muy conocido como el truco de Aubin-Nitsche.

Este teorema es de fundamental importancia para poder obtener las estimaciones a
priori del error en las semidiscretizaciones del problema parabdlico que estamos estudian-
do en esta tesis (capitulo 3).

Teorema A.31 (Estimacion del error por Elementos Finitos). Supongamos valen
las mismas hipotesis que en la seccion 2.1 acerca del dominio S y el coeficiente de difusion
k(z) y supongamos § < k < 6! para algin 0 < 6 < 1. Para f(z) € L*(Q2), sea u € H ()
la solucion del problema (A.5) y up, € V3, la solucion discreta de (A.6) asociada a una
triangulacion uniforme de tamano h.

Entonces existen constantes C7 y Cy independientes de u, que solo dependen de k, €2
y la constante o, tales que:

i) Ju—uply < Cy W uliy,
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i) Jlu—unll < Co [t 14

Demostracion. Observemos primero que por el Teorema A.24 y el Lema A.25, u €
HY(Q) y |uligr < C IS, conr = 3

— o
Para probar (i), usamos la definicién y propiedades de la norma energfa (seccién 2.2.2),

el Lema de Céa A.23 y la desigualdad (ii) del Teorema A.30. En efecto,

1 1 16}
\/ml'nk:z-H d vmin k; o

1 B/e v 1 . 1/2
S—ma<;kz|U—]U|fgl> m@(ZkhQ Cr, |u|1+,,9>
2
<o (X))

i=1

lu —upl <

IN

siendo C] = ,/ﬁ?ﬁ}j B méx,_y 2+/Cr, v B, a constantes de continuidad y coercividad de
a.

Utilizaremos a continuacién un argumento de dualidad para la prueba de (ii). Sea w
la solucion del problema débil dual, que consiste en encontrar

we Hy(Q) tal que a(w,v) = (u—up,v) Yve Hi(Q).
Nuevamente, por Teorema A.24 y Lema A.25,

we  HTQ) v |why, <C |lu—ul. (A.16)

Tomando v = u—uy, en el problema débil dual e introduciendo el interpolador fw € V},,
tenemos
(u—up,u—up) = alw,u —up) = alw — Tw,u—uy),

como consecuencia de la propiedad (A.7).

De aqui, vamos a acotar (u—up, u—uyp) haciendo uso de la estimacién (ii) del Teorema
A.30, la estimacién (i) que acabamos de probar correspondiente a este teorema y la
desigualdad (A.16):

Ju —wp|* < Bllw = Twlly lu—uplls < B (c()*+1) |w—Tw| |u—us
< B (e(Q)P+1) Cr b |w|ie C1 B Julyy,
< Cy h?" |lu— up||uf14r,

donde Cy = B(c(Q)*+1)C;CCY, siendo Cr, C, C, las constantes respectivas de los teoremas
aplicados y ¢(2) la constante de Poincaré.

Por 1ltimo, dividiendo por ||u — uyl| llegamos a la estimacién que queriamos probar.
]
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