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Resumen

El trabajo de tesis se centra en obtener resultados analiticos y geométricos en contextos

continuos (espacios de tipo homogéneo generales) a partir de situaciones discretas y atn finitas.

En el espacio euclideo, un método de discretizacién para el estudio del tipo débil (1,1) de
operadores maximales fue introducido por de Guzmaéan y Carrillo, y consiste en caracterizar el
tipo débil del maximal de operadores de convolucién con respecto a la medida de Lebesgue, en
términos de su acotacién sobre masas puntuales. Nuestro resultado bésico en esta direccién es la
extension de este método para ser aplicado al maximal de operadores integrales con ntcleos de
dos variables actuando en ciertos espacios métricos de medida. Esta discretizacion del problema
se basa en la aproximacién de funciones por otras de estructura mas simple. Otra técnica de
discretizacién desarrollada en este trabajo consiste en sustituir el espacio fisico por otro, discre-
to, que lo aproxima. En relacién al problema mencionado probamos que el tipo débil (1,1) del
operador maximal puede garantizarse mediante la validez en forma uniforme de dicha propiedad

sobre subconjuntos discretos que aproximan al espacio original.

Para aproximar el espacio por discretizaciones del mismo se introduce una estructura topo-
légica sobre los espacios casi-métricos compactos probabilisticos que contempla la convergencia
de Hausdorff de conjuntos y la convergencia débil de medidas. En esta estructura se obtiene
una estabilidad en la convergencia de familias que poseen una cota fija para la constante de du-
plicacién. Ademds se obtienen aproximaciones mediante redes finitas que permanecen de modo
uniforme en clases de espacios de tipo homogéneo. Esto implica que probar que un operador
maximal es de tipo débil (1, 1) en un contexto continuo, se reduce a probar que un operador aso-

ciado es uniformemente de tipo débil (1, 1) sobre contextos finitos uniformemente homogéneos.

Esta estrategia nos condujo a estudiar los andlogos de operadores cldsicos en contextos fini-
tos. En particular probamos el tipo débil de los operadores maximales de Hardy-Littlewood y

de Hilbert definidos sobre conjuntos discretos.

Los fractales construidos por la técnica de iteracion de Hutchinson son en general espacios
de tipo homogéneo. La herramienta fundamental en el trabajo de Hutchinson es el teorema del
punto fijo de Banach. La aplicacién de dicho teorema a contracciones actuando sobre el espacio

métrico de Hausdorff se basa en la completitud de este espacio. Para los problemas analiticos de
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este trabajo exploramos diferentes subconjuntos cerrados D, tales que cada elemento de D sea un
espacio de tipo homogéneo. En particular probamos la completitud de clases de duplicacién, de
normalidad y de Muckenhoupt. Ademds se encuentran algunas condiciones en sistemas iterados
de funciones de modo que la teoria del punto fijo de Banach puede aplicarse a la transformacién

inducida por dichos sistemas.

Finalmente se estudia la permanencia de érbitas dentro de clases de duplicacién, de nor-
malidad y de pesos de Muckenhoupt. Se muestra que en general las propiedades de duplicacién
ocurren en el limite pero no necesariamente en los aproximantes. Sin embargo bajo ciertas
hipétesis los elementos de la 6rbita poseen una propiedad que se acerca cada vez mas, en un
sentido preciso, a la de ser espacios de tipo homogéneo mientras el paso de la iteracion crece.
También consideramos las érbitas generadas a partir de una masa puntual y probamos la nor-
malidad uniforme de la érbita para ciertos sistemas iterados de similitudes contractivas, lo que
implica la normalidad y duplicacién del espacio limite. Se muestra ademés que la permanencia
de oOrbitas en las clases de Muckenhoupt no tiene sélo que ver con los factores de contrac-
cién contenidos en el sistema iterado de funciones, sino también con otras propiedades como la

orientacién.



Introduccion

Idea central de la tesis

En los modos clasicos de uso técnico de analisis numérico para aproximar soluciones a
problemas continuos, la aproximacion de funciones o de dominios se obtiene simplificando las
estructuras de aquellas o de éstos. Pero generalmente no se sustituye el espacio fisico por otro,
discreto, que lo aproxima. Puesto que en el sentido de Hausdorff todo espacio compacto es limite
de espacios finitos y que este limite puede tomarse preservando en forma “uniforme” una de las
propiedades fundamentales de la estructura: la duplicacién, es de esperar que la resolucién de
problemas discretos o aun finitos de un modo uniforme, induzca la resolucién (automdtica) de

los correspondientes problemas continuos en el espacio limite.

En el contexto euclideo n-dimensional, Miguel de Guzman y Marfa Teresa Carrillo (ver [17]
y [10]) caracterizan el tipo débil de un maximal de operadores de convolucién con respecto a la
medida de Lebesgue, en términos de su acotacién sobre masas puntuales. Uno de los problemas
analiticos abordados en nuestro trabajo consiste en generalizar este resultado a ciertos espacios

métricos de medida que incluyen medidas no duplicantes.

Por otro lado, tomando como punto de partida la técnica introducida por J. Hutchinson
([24]) para construir conjuntos autosimilares y el método de J. M. Wu ([37]) para construir
medidas duplicantes en espacios métricos compactos con dimensién de Assouad finita, hemos
construido una estructura métrica en la familia de los subespacios homogéneos probabilisticos
con constante de duplicacion fija dentro de un espacio métrico compacto, de modo que las
e-redes finitas son buenas aproximaciones del espacio total. Se obtiene una estabilidad de la
propiedad de duplicaciéon para la convergencia en esa estructura métrica. Esta estabilidad geo-
métrica también tiene un correlato analitico en el estudio de la acotacién de operadores, ya que
permite la resolucién de problemas continuos a partir de una resolucién estable en contextos

discretos.

El primer problema que abordamos en este trabajo es determinar el tipo débil del operador
maximal asociado a una sucesiéon de nicleos definidos sobre espacios métricos de medida. re-
duciendo el estudio de la accién de dicho operador a un conjunto finito. Como ya mencionamos,
un método de discretizacién para el estudio del tipo débil (1,1) de operadores maximales en

el espacio euclideo fue introducido por de Guzmén y Carrillo. Ellos probaron que un operador
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maximal de convolucién es de tipo débil (1,1) si y sélo si es de tipo débil (1,1) sobre sumas
finitas de deltas de Dirac concentradas en puntos diferentes de R™ (ver [17] y [10]). Nuestro
resultado bésico en esta direccion, que es usado frecuentemente en el resto del trabajo, consiste
en la extension de este método de discretizacién para que pueda ser aplicado al operador max-
imal de operadores integrales definidos mediante ntcleos de dos variables actuando en espacios

de tipo homogéneo con respecto a medidas no necesariamente duplicantes.

Otro problema central a nuestro objetivo general es probar que el tipo débil (1,1) de un
operador maximal puede garantizarse mediante la validez en forma uniforme de dicha propiedad
sobre subconjuntos discretos que aproximan al espacio original. Para proceder a aproximar el es-
pacio por discretizaciones del mismo, resulta fundamental contar con una estructura topoldgica
(métrica) bésica sobre el conjunto I x P de todos los pares (Y, i) tales que Y es un subespacio
cerrado de un espacio casi-métrico compacto, y p es una medida de probabilidad Borel regu-
lar. Hemos introducido una topologia que involucra la convergencia de Hausdorff de conjuntos
compactos y la convergencia débil estrella de Kantorovich para las medidas de probabilidad.
En esta estructura se obtiene una estabilidad para la propiedad de duplicacién en la convergen-
cia de familias que poseen una cota fija para la constante de duplicaciéon. Ademaés se obtienen
aproximaciones mediante redes finitas que permanecen de modo uniforme en clases de espacios
de tipo homogéneo. Esto implica que probar que un operador maximal es de tipo débil (1,1) en
un contexto continuo, se reduce a probar que un operador asociado es uniformemente de tipo

débil (1,1) sobre contextos discretos uniformemente homogéneos.

Teniendo presente el programa general del trabajo, consistente en obtener resultados analiti-
cos en contextos continuos muy generales a partir de contextos discretos sencillos, y basados en
los resultados obtenidos que mencionamos, probamos algunos teoremas béasicos de lo que podria
llamarse “analisis arménico finito”, que consiste en el estudio de los andlogos de operadores

clasicos del andlisis armonico en contextos finitos.

Los resultados probados por Mosco en [32] muestran que los fractales construidos por la
técnica de iteracién introducida por Hutchinson en [24], son en general espacios de tipo ho-
mogéneo. La herramienta fundamental en el trabajo de Hutchinson es el teorema del punto
fijo de Banach. La aplicaciéon de dicho teorema a familias de contracciones actuando sobre
el espacio métrico de Hausdorff se basa en la completitud de este espacio. Para los problemas
analiticos de este trabajo estamos especialmente interesados en el subconjunto de aquellos pares
en K x P que son espacios de tipo homogéneo, el cual no resulta completo y por lo tanto el
teorema del punto fijo no puede ser aplicado. Con tal fin exploramos diferentes subconjuntos
cerrados D del espacio métrico completo I x P tales que cada elemento de D sea un espacio
de tipo homogéneo. En particular probamos la completitud de clases de duplicacién, de nor-

malidad y de Muckenhupt. Luego se encuentran algunas condiciones suficientes de separacién



IX

en sistemas iterados de funciones de modo que la teoria de punto fijo de Banach puede aplicarse.

Finalmente exploramos la permanencia de érbitas dentro de clases de duplicacién, de nor-
malidad y de pesos de Muckenhoupt en algunas situaciones particulares que ponen en evidencia
que, en general, las propiedades de duplicacién ocurren en el limite, aunque no necesariamente
en los aproximantes. Es decir, puede ocurrir para ciertos puntos iniciales que ningtin punto de
la Orbita generada por un sistema iterado de funciones sea un espacio de tipo homogéneo, ain
cuando el espacio limite si lo sea. Con estos ejemplos en mente probamos, bajo ciertas hipotesis,
que los elementos de la orbita satisfacen una propiedad que se parece cada vez mas a la de
duplicaciéon a medida que el paso de la iteracion crece, en un sentido preciso. También conside-
ramos las drbitas generadas a partir de una masa puntual y probamos la normalidad uniforme
de la érbita, y en consecuencia, la normalidad y duplicacién del espacio limite, para ciertos
sistemas iterados de similitudes contractivas. Adema&s estudiamos casos particulares en los que

los términos aproximantes permanecen uniformemente dentro de una clase de Muckenhoupt.

Distribucién del material

El niimero de capitulos responde a una estrategia de organizacién de esta tesis en la que los
problemas analiticos y geométricos, ambos en sentido amplio, se presentan al principio en forma
alternada y luego, en los capitulos finales, en modo conjunto. Los temas estan distribuidos en

los capitulos siguiendo el esquema basico que aparece a continuacion.

Generalidades de anélisis y geometria (Capitulo 1)

l

Anidlisis (Capitulo 2)

l

Geometria (Capitulo 3)

|

Anélisis discreto (Capitulo 4)

l

Analisis (Capitulo 5)

l

Geometria - Anélisis (Capitulo 6)

l

Geometria (Capitulo 7)

l

Geometria - Anélisis (Capitulo 8)




X Introduccién

Ma4s precisamente, en el Capitulo 1 introducimos definiciones, notacién y resultados pre-
liminares necesarios para el desarrollo y comprensién de la tesis. Las Secciones 1 a 6 comprenden
conceptos bésicos de la teoria de la medida, mientras que las Secciones 7 a 11 contienen resul-

tados mas especificos relacionados con espacios de tipo homogéneo.

El objetivo del Capitulo 2 es probar la extensiéon mencionada del teorema de M. de Guzmaéan
y M. T. Carrillo a espacios de tipo homogéneo y a contextos no duplicantes construidos sobre

aquellos.

En el Capitulo 3 se introduce la estructura topoldgica sobre los espacios casi-métricos
probabilisticos que involucra la convergencia de Hausdorff de conjuntos y la convergencia débil
estrella de medidas. Se prueba la estabilidad de la propiedad de duplicacién en esta estructura
y se obtienen aproximaciones de espacios de tipo homogéneo por espacios finitos que poseen

cota fija para la constante de duplicacién.

El Capitulo 4 provee resultados sobre el tipo débil para dos andlogos en contextos finitos

de operadores clasicos, como lo son el de Hardy-Littlewood y el de Hilbert.

El Capitulo 5 esta dedicado a dar condiciones necesarias y suficientes en los nicleos y en el
espacio en el que estan definidos, de modo que sea posible obtener desigualdades de tipo débil
sobre contextos continuos a partir de resultados similares sobre contextos discretos, y recipro-

camente.

En el Capitulo 6 se estudian propiedades de completitud de las clases duplicantes, nor-

males y de pesos de Muckenhoupt.

Utilizando los resultados del Capitulo 6, en el Capitulo 7 se demuestra que una generali-
zacién a espacios casi-métricos del teorema del punto fijo de Banach puede probarse y usarse
para aquellas clases de duplicacién. También se obtienen condiciones suficientes para que los
espacios de duplicacion mencionados sean invariantes bajo la transformacién inducida por un

sistema iterado de funciones.

Finalmente, en el Capitulo 8 se muestran los resultados de la investigacion del compor-
tamiento de las Orbitas de la tranformacién inducida por un sistema iterado de funciones en
términos de sus propiedades de duplicacién y normalidad. Se muestra también en este capitulo
que la permanencia de orbitas en las clases de Muckenhoupt no tiene sélo que ver con los factores
de contraccién contenidos en el sistema iterado de funciones, sino también con propiedades mas

finas como la orientacion.



CAPIiTULO 1

Preliminares

En este capitulo definiremos los conceptos basicos requeridos para la comprensién de esta
tesis, y enunciaremos los resultados previos y clasicos que se utilizardn en el desarrollo de la
misma.

El propésito de las Secciones 1 a 6 es recordar, y en algunas ocasiones aclarar, qué enten-
demos por ciertos conceptos relacionados con teoria abstracta de medidas. Si bien no incluiremos
aqui las demostraciones de los resultados que mencionaremos, citaremos datos bibliograficos
donde las mismas pueden encontrarse.

Las Secciones 7 a 11 contienen resultados y construcciones més especificos sobre espacios de

tipo homogéneo.

1. Espacios métricos y casi-métricos

Definicién. Sea X un conjunto. Una casi-métrica (o casi-distancia) sobre X es una funcién
no negativa p definida sobre X x X tal que

1. p(z,y) =0siysélosixz=y;

2. p(z,y) = p(y,z) para todo z,y € X;

3. existe una constante A > 1 tal que p(z,y) < A (p(z, 2) + p(z,y)) para todo x,y,z € X.

Decimos que el par (X, p) es un espacio casi-métrico si p es una casi-métrica sobre X. Lla-
maremos a A la constante triangular para p, y cuando A = 1 decimos que p es una métrica

(o distancia) sobre X y que el par (X, p) es un espacio métrico.

Dado un espacio métrico (X, p), si z € X y r > 0, la bola (abierta) de centro x y radio r

con respecto a la métrica p es

By(z,r) ={y € X : p(z,y) <7}

Cuando no haya posibilidad de confusion sobre la métrica que estamos utilizando para definir la
bola, escribiremos simplemente B(z,7). Un subconjunto E de X es abierto si para todo z € E
existe r > 0 tal que B,(x,r) C E, y es cerrado si su complemento £ = X — E es abierto. Un
conjunto F es llamado entorno de un punto x € X si existe alguna bola B de centro x que
esté contenida en E. Si F C X, la unién de todos los subconjuntos abiertos de E es llamado el

interior de F, y lo denotaremos por E°. Ademas llamaremos clausura de E, y denotaremos
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E, a la interseccién de todos los conjuntos cerrados que contienen a E. La frontera OF de un
conjunto E se define como OF = E — E°. Si E y A son dos subconjuntos de X, se dice que
E es denso en A si E = A. Dado € > 0 decimos que un subconjunto E de X es e-denso en
un conjunto A C X si para cada z € A existe y € F tal que p(z,y) < ¢, y decimos que F
es e-disperso si p(x,y) > ¢ para todo z,y € E con = # y. Una e-red en X es un conjunto
e-disperso maximal. Notar que si E es una e-red en X, entonces E es e-denso. Dados 0 < &/ < e

y una e-red E en X, puede verse que es posible construir una &’-red £’ en X tal que E C F’.

Decimos que una sucesién {x, } en un espacio métrico (X, p) converge a x € X (simbdlica-
mente: x,, — z o limz,, = z) si lim, . p(x,, ) = 0. Es sencillo ver que si E es un subconjunto
de X y v € X, entonces x € E si y s6lo si existe una sucesién {r,} en E que converge a . Una
sucesion {zy,} es de Cauchy si p(zp,zm) — 0 cuando n,m — oco. Un subconjunto E de X es
llamado completo si toda sucesién de Cauchy en E es convergente y su limite es un elemento
de E. El siguiente resultado relaciona este concepto con el de cerrado, y su demostracién puede

encontrarse por ejemplo en [20].

PROPOSICION 1. Sea (X, p) un espacio métrico. Entonces todo subconjunto completo de X

es cerrado, y si X es completo entonces todo subconjunto cerrado de X es completo.

En un espacio métrico (X, p) podemos definir la distancia de un punto a un conjunto y la

distancia entre dos conjuntos. Si x € X y A, F son dos subconjuntos de X, se definen
p(z, E) = inf{p(z,y) : y € E},

p(AE) = inf{p(z,y) :x € A,y € E} = inf{p(z,E) : x € A}.

Luego p(x, B) = 0 si y sélo si € B. También definimos didmetro de un subconjunto E de X

como
diamFE = sup{p(z,y) : z,y € E}.

Decimos que F es acotado si diamFE < oo.

Si EC X y {Va}aca es una familia de subconjuntos de X tales que E C |J ¢ 4 Va, entonces
{Va}taca es llamado un cubrimiento de E, y se dice que E estéd cubierto por los conjuntos
V. Si el conjunto de indices A es finito, decimos que es un cubrimiento finito de F, y si cada
V. es abierto, decimos que la familia es un cubrimiento abierto. E es llamado totalmente
acotado si para todo € > 0 existe un cubrimiento finito de F formado por bolas de radio
e, es decir, si para todo £ > 0 existe un conjunto finito {z1,22...,2,} de puntos de X tal
que E C |Ji_, B(xy, ). Es sencillo ver que todo conjunto totalmente acotado es acotado, sin
embargo el reciproco no es cierto en general. Ademas puede probarse que un subconjunto E de
un espacio métrico X es totalmente acotado siy sélo si para todo € > 0 existe una e-red maximal

finita en E. Un conjunto que tiene la propiedad de que de todo cubrimiento abierto se puede
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seleccionar un subcubrimiento finito se llama conjunto compacto. El siguiente resultado es

muy conocido y su prueba puede verse por ejemplo en [7].

PROPOSICION 2. Sea (X, p) un espacio métrico. Si E es un subconjunto compacto de X,

entonces E es cerrado y acotado.

El reciproco de la proposicién anterior es falso en general, aunque es cierto en R": todo
subconjunto cerrado y acotado de R™ es compacto. Sin embargo puede probarse (ver [7]) que
si (X, p) un espacio métrico completo y E C X es totalmente acotado, entonces E, la clausura
de E, es compacto. Luego todo conjunto cerrado y totalmente acotado en un espacio métrico

completo, es compacto.

Enunciaremos ahora un teorema que serd una herramienta fundamental en el desarrollo de
este trabajo. Para ello recordemos que una funciéon f : X — X se dice que es una aplicacién
contractiva si existe un nimero positivo a < 1 tal que p(f(x), f(y)) < ap(x,y) para todo

x,y € X. Si ocurre que p(f(z), f(y)) = ap(z,y) para todo z,y € X, decimos que f es una

similitud contractiva.

TEOREMA 3 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea (X, p) un espacio métrico completo.
Si f : X — X es una aplicacion contractiva, entonces f tiene un unico punto fijo en X, es

decir, existe un unico punto T € X tal que f(Z) = .

Si bien no incluimos la demostracion de los resultados de este capitulo, es importante men-
cionar que en la prueba del teorema anterior se exhibe la forma de hallar el punto fijo Z. Para
hacerlo se fija un punto xy en X y se construye la sucesién z,, = f(z,—1) = f"(x¢) paran > 1,
y se prueba que T es el limite de esta sucesién. Notar que el punto de partida xy puede ser

cualquier punto en X.

Diremos que un espacio métrico (X, p) tiene la propiedad de homogeneidad débil
(PHD) si existe un nimero natural N tal que cada bola B(x,2r) contiene a lo sumo N pun-
tos de cualquier conjunto A que sea r-disperso en X. El siguiente resultado fue probado por

Coifman y Weiss en [15].

LEMA 4. Sea (X, p) un espacio métrico que posee la PHD con constante N. Si E es cualquier

subconjunto r-disperso de X, entonces para todo x € X, r >0 ym € N, se tiene que
card (EN B (z,2™Mr)) < N™.

También puede probarse (ver [1]) que si un espacio métrico (X, p) tiene la PHD y E C X
es acotado, entonces E es totalmente acotado. Luego si (X, p) es completo y tiene la PHD,
entonces vale la propiedad de Heine-Borel: un subconjunto £ de X es compacto si y sélo si es

cerrado y acotado.
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Si (X1,p1) v (Xa,p2) son dos espacios métricos, una funcién f : X; — X5 es llamada
continua en un punto x € X si para todo € > 0 existe § > 0 tal que po(f(x), f(y)) < €
siempre que p1(x,y) < 6, o en otras palabras, tal que B(z,d) C f~1(B(f(x),¢)). Decimos que
f es continua si es continua es cada x € X1, y que es uniformemente continua si el § que
aparece en la definicidon de continuidad puede ser elegido sin depender del punto x, es decir, si
existe un valor de § que sirva para todo z € X;. Es facil ver que f : X; — X5 es continua si y

s6lo si f~1(U) es abierto en X; para todo subconjunto abierto U de Xo.

Si (X, p) es un espacio métrico, una funcién f : X — (—o0, 00| es llamada semicontinua
inferiormente si el conjunto {x : f(x) > a} es abierto para cada a € R. Andlogamente, una fun-
cién f : X — [—o00,00) es llamada semicontinua superiormente si el conjunto {z : f(z) < a}

es abierto para cada a € R.

Dadas dos casi-métricas p y p’ definidas sobre un espacio X decimos que son equivalentes

si existen constantes positivas ¢; y ¢ tales que

ap(z,y) < p'(z,y) < copla,y)

para todo z,y € X. Es facil verificar que métricas equivalentes definen los mismos conjuntos
abiertos, cerrados y compactos, que si una sucesién es convergente o de Cauchy con respecto
a una de las métricas, entonces lo es con respecto a la otra, y que las funciones continuas y
uniformemente continuas son las mismas. Luego, muchos resultados relacionados con espacios
métricos no dependen de la métrica en particular sino de la clase de equivalencia a la cual
pertenece. Existe un resultado muy conocido de Macias y Segovia (ver [27]) que establece que
si p es una casi-métrica sobre X entonces existen una métrica d sobre X y un ntmero real £ > 1

tal que p es equivalente a la casi-métrica p’ definida como p = d¢. Més precisamente

TEOREMA 5 (Teorema de Macias-Segovia). Sea p una casi-métrica sobre un conjunto X .

Entonces existen una métrica d sobre X y constantes £ > 1, ¢1 y co tales que las desigualdades

(1.1) cip(x,y) < d(z,y) < caple,y)
valen para todo =,y € X.

A lo largo de este trabajo, dado un espacio casi-métrico (X, p) con d siempre denotaremos
una distancia tal que existen constantes &, c¢; y ¢y para las cuales (1.1) vale. La topologia
que definimos sobre X es la inducida por la métrica d. Por lo tanto todos los conceptos
topoldgicos referidos a un espacio casi-métrico (X, p) deben ser entendidos como conceptos
métricos asociados a d. La nocién de completitud significa la d-convergencia de las sucesiones

de Cauchy con respecto a d.
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2. Sistemas iterados de funciones

Siguiendo la terminologia introducida por Hutchinson en [24], presentaremos en esta seccién
el concepto de sistema iterado de funciones actuando sobre un espacio casi-métrico. Ademas in-
troduciremos la notacién que serd utilizada en los 1ltimos capitulos de esta tesis, y probaremos
algunos resultados sencillos y conocidos, con el fin de hacer autocontenida la exposicién de los

temas.

Un sistema iterado de funciones (SIF) consiste en una familia de contracciones ® =
{¢1,...,¢n} sobre un espacio casi-métrico (X, p), donde M > 2. Esto significa que para cada

i=1,...,M se tiene que ¢; : X — X y existe una constante a; > 1 tal que

p(¢i(x), di(y)) < aiip(sv,y)

para todo z,y € X. Denotamos amin = minj<;<s a;.

Dado un sistema iterado de funciones ® = {¢1,...,¢n} v i = (i1,d0,...,0) € {1,..., M}*,

denotaremos con ¢; a la composicién ¢;, 0 ¢;, , 0---0¢;, 0@y, . Luego, en el sentido conjuntista,

tendremos
®i(E) = (b3, © Py, 0+ 0 ¢iy © ¢4y ) (E),
y
@' (8) = (o1 (0! (- (o, (01 @)
Decimos que un SIF ® = {¢q,...,¢n} satisface la condicién de conjunto abierto, que

denotaremos OSC por sus siglas en inglés “Open Set Condition”, si existe un conjunto no vacio

abierto y acotado U en X tal que

y ¢:(U) N ¢;(U) =0 sii# j. Diremos que tal U es un conjunto para la OSC de &.

Como mencionamos, probaremos a continuacion algunos resultados que utilizaremos en las

secciones siguientes.

LEMA 6. Sea ® = {¢1,...,¢p} un SIF con la OSC. Sii = (ig,2’) y U es un conjunto para
la OSC de @, entonces

@;(U) C ¢y (U).
DEMOSTRACION. Sea @’ = (i1, i2,...,1). Ya que ¢;,(U) C U, tenemos que

®;(U) = (i, 0+ © ¢iy )(9ig (U)) € (i, 0+ 0 93y )(U) = ¢ (U).
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LEMA 7. Sea ® = {¢1,...,0m} un SIF con la OSC y tal que cada ¢; es inyectiva. Si
i,7 € {1,2,... ,M}k, t# 3 y U es un conjunto para la OSC de ®, entonces

¢;(U) N ¢;(U) = 0.

DEMOSTRACION. Sean ¢ = (i1,42,...,%) y J = (j1,J2,---,Jk) tales que © # j. Sea £ el

méximo indice tal que j; # iy. Luego j,, = i, para todo m > ¢, y por lo tanto
$ilU) = (906,00 61,)(U),
¢;(U) = (podj, 0---00;)(U),

siendo ¢ = ¢, 0--- 0, = ¢j, 0 0¢;,. . Por la OSC sabemos que

(Gipy 0 00)U)CSU y  (dj,, 0 08;)(U)CU.
Luego
¢i(U) C »(ei,(U)),
#;(U) C ¢(¢;,(U)).
Ya que ¢;,(U) N ¢;,(U) = 0y ¢ es inyectiva, tenemos que ¢(¢;,(U)) N ¢(¢;,(U)) = 0, lo que

implica el resultado. O

LEMA 8. Sea ® = {¢1,...,6nm} un SIF con la OSC y tal que cada ¢; es inyectiva. Si
i # (ig,t") y U es un conjunto para la OSC de ®, entonces

o;(U)N gy (U) = 0.

DEMOSTRACION. Sean © = (ig,%1,...,ik), ¢’ = (j1,72,---,Jk) tales que ¢’ # (i1,19,...,1x).
Ya que
@;(U) = (¢i, 00 ¢i; 0 ¢io)(U) C (¢i, 00 ¢3,)(U),
por el Lema 7 se tiene que ¢;(U) N ¢y (U) = 0. O

LEMA 9. Sea ® = {¢1,...,0n} un SIF con la OSC y tal que cada ¢; es inyectiva. Sea U

un conjunto para la OSC de ® y fijemos un punto xg € U. Para cada natural n, sea

Xn = {pj(x0) :j€{1,2,...,M}"}.
Entonces
card (¢, (U) N X)) = M"7F,
para todo k <n y €€ {1,2,..., M}*.

DEMOSTRACION. Sean n y k nimeros naturales tales que k < n,y sea £ = ({1,0s,...,l;) €
{1,2,...,M}*. Si z € ¢p(U) N X,, el Lema 8 implica que z = ¢;(x¢) para algin i =
(i1,49, ..., in_g, £). Luego card (¢p,(U) N X,,) < M™*. Por otra parte, el Lema 6 nos dice que si
J es cualquier n-upla de la forma (ji,jo, ... ,jn—k,£), entonces @;(zo) € ¢;(U) N X,,. Ademas
se tiene que @;(x0) # @;(zo) para todo ¢ = (i/,4), j = (§°,€), con #’, 5’ € {1,2,..., M}"*,
i’ # j'. Luego card (¢,(U) N X,,) > M"* 1o que prueba el resultado. O
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LEMA 10. Sea ® = {¢1,...,¢n} un SIF con la OSC. Sii € {1,2,...,M}" y U es un

conjunto para la OSC de ®, entonces

diam(¢;(U)) < a, diam(U).

man
DEMOSTRACION. Sean x,y € ¢;(U), y sea & = (i1,...,i,). Existen zg,yo € U tales que
x = ¢;(x0), y = ¢;(yo). Luego

1
plx,y) < mp($07y0)§a_np(x07y0)'

3. Espacios de medida

En esta seccién introduciremos algunos conceptos, terminologia y resultados generales sobre
teoria de la medida. Un desarrollo méas detallado del tema puede encontrarse por ejemplo en
[20]. Comenzamos definiendo las familias de conjuntos que luego utilizaremos como dominios

de medidas.

Definicién. Sea X un conjunto no vacio. Una o-algebra de conjuntos de X es una coleccion

no vacia 7 de subconjuntos de X que satisface las siguientes propiedades:

1. si E € &/, entonces su complemento E¢ € o
2. si {E;}32, C &, entonces |Jj2, E; € o7

De la definicién anterior se deduce facilmente que si &/ es una o-dlgebra en X, entonces
X € &, € o y o es cerrada bajo intersecciones numerables. También es trivial ver que
P(X)={FE:E C X}y {X,0} son o-dlgebras, y que la interseccién de cualquier familia de

o-algebras en X es una o-adlgebra en X.

Si € es cualquier subconjunto de P(X) existe una tinica menor o-dlgebra .# () contenida
en £ (que es la interseccién de todas las o-algebras contenidas en £). Llamamos a . (&) la

o-algebra generada por £.

En toda la tesis las medidas que consideraremos estaran relacionadas de diversas maneras
con una topologia en X. En general esta topologia serd la inducida por una casi-métrica, o
equivalentemente (Teorema 5) por una métrica. Por lo tanto en todos los conceptos que siguen
en los que se requiera una relacién entre la estructura medible y topoldgica supondremos, sin

aclararlo expresamente, que ésta es un topologia métrica.

Si X es cualquier espacio métrico, la o-dlgebra generada por la familia de los conjuntos
abiertos de X (o equivalentemente por la familia de los conjuntos cerrados de X), es llamada

o-algebra de Borel en X y es denotada por #x. Sus miembros son llamados borelianos o
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conjuntos de Borel.

Sean X7 y X9 dos conjuntos no vacios. Si .#; es una o-dlgebra sobre X;, i = 1,2, entonces
la o-dlgebra producto sobre X; x X5 es la o-dlgebra generada por {Ey x Ey : By € #1,Es €
M5}, y se denota por 4y ® M. Lo anterior se extiende a una cantidad numerable de conjuntos

y o-algebras.

Veamos ahora qué entenderemos por el término “medida”. Una medida para nosotros
sera una funcion de conjuntos no negativa, mondétona, numerablemente aditiva y que se anula

para el conjunto vacio. Mds precisamente.

Definicién. Sea X un conjunto equipado con una o-dlgebra .#. Una medida sobre (X, .#)
(o simplemente sobre X cuando .# se sobrentienda) es una funcién p : .# — [0, 00| tal que

L p(0) =0,

2. Si{E; }]O‘;l es una sucesion de conjuntos disjuntos en .#, entonces se tiene que

[e.9]

plUE | =D uE).
j=1

Jj=1

Es inmediato de la condicién 2 que toda medida p es no decreciente, es decir, si E C E' y
E,E" € A, entonces u(E) < u(E'). Si p es una medida sobre (X, .#) decimos que (X, ., 1)
es un espacio de medida, y los conjuntos en .# son llamados conjuntos medibles (o u-
medibles).

TEOREMA 11 (Continuidad de la medida). Sea p una medida sobre (X, #).

1. Si By C Ey C ... es una sucesion creciente de conjuntos en . , entonces
o0
p | UEs| = lim u(E).
j=1
2. Si Fy DO Fy DO ... es una sucesion decreciente de conjuntos en A y pu(Fy) < oo,
entonces
o
p| N E | = M u(F).
j=1

Diremos que p es una medida de Borel cuando su dominio sea la o-algebra de Borel en
X, es decir, cuando A4 = ABx. Si pu(X) < oo decimos que p es finita, y si u(E) < oo para
todo conjunto acotado E, entonces p es llamada localmente finita. Si X = U;’il E;, donde
E; € 4 y u(E;) < oo para todo j, entonces decimos que i es o-finita, o que el conjunto X es

o-finito. Una medida p sobre X tal que p(X) =1 es llamada medida de probabilidad.
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Sea p una medida de Borel sobre X y sea E un subconjunto de Borel de X. Decimos que p

es regular por afuera sobre F si
p(E) =inf{u(U) : E C U, U abierto},
v que es regular por adentro sobre FE si
w(E) =sup{u(K): K C E, K compacto}.

Si p es regular por adentro y por afuera sobre todos los conjuntos de Borel, entonces p es lla-
mada regular. Una medida de Radon sobre X es una medida de Borel que es finita sobre
compactos, regular por afuera sobre todos los conjuntos de Borel, y regular por adentro sobre

todos los conjuntos abiertos.

Un conjunto E € .# tal que u(E) = 0 es llamado conjunto nulo. Si una propiedad acerca
de puntos z € X es cierta excepto quizas para x en algin conjunto nulo, se dice que vale para

casi todo punto (abreviada c.t.p.), o para casi todo x.

El soporte de una medida de Borel u, denotado sopu, es el complemento del mayor abierto
G en X tal que [¢dp = 0 para toda ¢ € C(X) con sopp C G, siendo sopy la clausura del
conjunto {¢ # 0}. Puede verse que si p es una medida de Radon entonces p(E) = 0 para todo

conjunto medible E C (sopu)©.

Si oy v son medidas sobre (X,.#), decimos que v es absolutamente continua con res-

pecto a p, y lo denotamos v < p, si v(E) = 0 para todo E € . tal que u(E) = 0.

Daremos ahora una lista con algunos ejemplos basicos de medidas:

1. Sea X un conjunto no vacio. Para cada £ C X, sea u(E) el nimero de puntos en E
(que puede ser infinito). En este caso p es llamada medida que cuenta puntos.

2. Sea X un conjunto no vacio y sea a € X. Para cada E C X, sea u(E) =0sia ¢ Ey
u(E) =1sia € E. Entonces p es una medida cuyo soporte es {a} y nos referimos a p
como la delta de Dirac concentrada en el punto a. En este caso suele denotarse a p
como 9.

3. Las medidas de Lebesgue y de Hausdorff sobre R".

FEn los capitulos siguientes presentaremos ademds otras medidas no estandares.

Sean (X, .#,u) e (Y, 4 ,v) dos espacios de medida. Ya hemos hablado sobre la o-dlgebra
producto .# @ .4 sobre X x Y. Construiremos ahora la medida producto p X v sobre A4 @ A".
Sea A la coleccién de todas las uniones finitas disjuntas de rectdngulos, donde un rectangulo
en X XY es un conjunto de la forma A x B, donde A € . # y Be 4. Si E € A es la unién



10 Preliminares

disjunta de los rectangulos A; X By, As X By,..., A, X By, ysi C € X x Y, definimos

n(E) =) n(Aj)v(B))
j=1

ux v(C) = inf Zﬂ(Ej):EjGA,CQ E;
j=1 j=1

8

Entonces p X v es una medida sobre .# ® .4 cuya restriccién a A es 7. Mdas aun, si p y v son
o-finitas, entonces p X v es la inica medida sobre .# @ A" tal que u X V(A x B) = u(A)u(B)

para todos los recténgulos A x B (ver [20]). Llamamos a p x v medida producto de u y v.

4. Integracion

La integracion de una funcién f con respecto a una medida u sobre el espacio de medida
(X, p) se define mediante los pasos usuales, los que pueden encontrarse en detalle en [20]. Una

funcién simple f: X — R es una funcién de la forma

k
f(l‘) = ZaiXEi(x)v
=1

donde ay, ..., ar son numeros reales, Fy, ..., E} son conjuntos p-medibles, y Xr denota la fun-
cién caracteristica del conjunto E. Definimos la integral de una funcién simple f con respecto

a (4L como

k
[ Fan=3" ().
=1

La integracion de funciones mas generales se define mediante la aproximacién por funciones
simples. Decimos que f : X — R es una funcién medible si para todo ¢ € R se tiene que
el conjunto {x € X : f(z) < ¢} es un conjunto medible. Notar que, en particular, si p es una
medida de Borel entonces todas las funciones continuas son medibles. Definimos la integral de

una funcién medible no negativa como

/fd,u:sup{/gdu:gessimpley()gggf}.

El valor anterior puede ser infinito. Finalmente, para una funcién medible f : X — R, definimos
su parte positiva f1(z) = max{f(z),0}}, y su parte negativa f~(z) = max{—f(z),0}}.

Luego la integral de f se define como

/fduz/ﬁdu—/f‘du,

siempre que ambos valores [ ftdu y [ f~ du no sean simultdneamente infinito. Decimos que
una funcién f es p-integrable (o simplemente integrable) si [ |f|dp = [ fTdp+ [ f~dp < oo,
y denotamos el espacio de tales funciones como L'(X, i) (o L' cuando el espacio y la medida

se sobrentiendan). Si E es un subconjunto medible de X, definimos la integral de f sobre E
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como [ fdu= [ fXgdpu.

Todas las propiedades usuales sobre la integral siguen valiendo, por ejemplo

/(f+g)du=/fdu+/gdu, y /(af)dMZa/fdu

para todo numero real a.

También valen los siguientes teoremas de convergencia.

TEOREMA 12 (Lema de Fatou). Si{f,} es una sucesion de funciones medibles no negativas,

entonces

/(h’m inf f,,) dp < h'minf/fn dp.

TEOREMA 13 (Teorema de la convergencia monétona de Beppo-Levi). Si {f,} es una suce-

sion de funciones medibles no negativas tal que f; < fj41 para todo j, y f = lim,_.oo fr,

/fd,u: lim /fnd,u.

TEOREMA 14 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea {f,} es una suce-

entonces

sion de funciones en L' tal que

i. fn— f enctp.,
ii. existe una funcion no negativa g € L' tal que |f,| < g en c.t.p. para todo n.

/fd,u: lim /fnd,u.

En el Capitulo 3 haremos uso de la siguiente version del teorema de Fubini-Tonelli que nos

Entonces f € L' y

permite en ciertos casos intercambiar el orden de integracion en una integral doble.

TEOREMA 15 (Fubini-Tonelli). Sean (X, .#,pn) e (Y, A ,v) dos espacios de medida o-finitos.

Entonces

1. (TonELLI) Si f es una funcz’o’n medible no negativa sobre X XY, entonces las funciones
= [fz,y)dv(y) y h(z) = [ f(z,y)du(z) son funciones medibles en X eV

respectivamente, y

12) [ - /Ufwydv )}dn /[/fxydu] v(y).

2. (FusiNi) Si f € L' (u x v), entonces f(z,-) € L'(v) para ctp x € X, f(hy) €
LY(u) para c.t.p. y € Y, las funciones definidas en c.t.p. g(z) = [ f(z,y)dv(y) y

= [ f(z,y)du(z) estin en L'(n) y L'(v) respectivamente, y valen las igualdades
de (1.2).
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Decimos que una funcién medible f : X — R es localmente integrable con respecto a una

medida de Borel y si [ i |fldp < oo para todo compacto K C X. Denotamos el espacio de tales

1
loc

funciones constantes estan en L

funciones como L; (X, u), o simplemente Llloc. Notar que si p es localmente finita entonces las

1
loc*

Si p es una medida y f es una funcién p-integrable no negativa, la medida v definida por
v(E) = fE f du es absolutamente continua con respecto a u, y es finita si y sélo si f € L' (u).
Cuando una medida v estd definida de esta forma, llamamos a f la funcién densidad de la
medida v y escribimos

dv = fdpu.

En caso que p y v sean dos medidas o-finitas sobre un espacio medible (X, .#) tales que v < p,
entonces dv = fdu para alguna f. Este resultado es conocido como el Teorema de Radon-
Nikodym.

5. Teoremas de Arzela-Ascoli y de Stone-Weierstrass

Esta seccién contiene dos teoremas muy clésicos del anédlisis que serdn usados en un capitu-
lo siguiente. El primero de ellos nos provee condiciones suficientes bajo las cuales una sucesién
de funciones posee una subsucesiéon uniformemente convergente, mientras que el segundo nos
brinda informacién precisa acerca de la aproximacién por funciones en un algebra de funciones
continuas. Enunciamos aqui sus versiones en espacios métricos generales, cuyas demostraciones

pueden hallarse por ejemplo en [35].

Antes de enunciar el primer teorema, recordemos las siguientes definiciones referidas a una
familia de funciones. Sea (X, p) un espacio métrico y E C X. Se dice que una familia . de
funciones de E en R es equicontinua si dado € > 0 existe 6 = d(g) > 0 tal que si x,y € E son
tales que p(x,y) <, entonces |f(x) — f(y)| < &, para toda f € Z. Decimos que la .# es una
familia uniformemente acotada si existe una constante M > 0 tal que |f(z)| < M para todo
x € E, para toda f € .Z. Se dice que una sucesién {f,} C % converge uniformemente en
E a una funcién f, si para todo € > 0 existe un nimero natural N tal que |f,(z) — f(x)] < e

para todo z € E'y todon > N.

TEOREMA 16 (Teorema de Arzela-Ascoli). Sea (X, p) un espacio métrico compacto. Si F
es una familia de funciones de X en R que es equicontinua y uniformemente acotada, entonces

toda sucesion {f,} C F tiene una subsucesion uniformemente convergente.

Para el segundo teorema necesitaremos las siguientes definiciones. Dado un espacio métrico
compacto (X, p), denotemos por C(X) al conjunto de todas las funciones continuas sobre X con
valores reales. Un subconjunto &7 de C(X) es un dlgebra si es un espacio vectorial de funciones
en C(X) tal que el producto de dos elementos cualesquiera de A es también un elemento de \A.

Es decir que &7 es un algebra si para cualesquiera dos funciones f y g en o/ y para todo par
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de nimeros reales a y b se tiene que af +bg € &/ y fg € o/. Se dice que &/ separa puntos

de X si dados dos puntos distintos z,y € X podemos encontrar una funcién f en & tal que

f(x) # f(y).

TEOREMA 17 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sean (X, p) un espacio métrico compacto
y o/ un dalgebra en C(X) que separa puntos de X y que contiene a las funciones constantes.
Entonces dados € > 0 y ¢ € C(X), existe una funcion f € of tal que |p(x) — f(x)| < & para
todo x € X. En otras palabras, o/ es denso en C(X).

6. Los espacios LP. Tipo de un operador

Los espacios LP son espacios de Banach de funciones, en los que la norma esta definida en
términos de integrales. En esta seccién trabajaremos con un espacio de medida (X, .#, 1) fijo.

Si f es una funcién medible en X y 1 < p < oo, definimos

1/p
1l = ( / Iflpdu> ,

IP(X, M, ) ={f: X = R: fesmedibley || f||, < co}.

Abreviaremos LP(X, ., 1), mediante LP(u), LP(X), o simplemente LP cuando no haya posibi-

lidad de confusién. Para el caso p = oo definimos
[flloc = mf{a >0 p({z : [f(x)] > a}) = 0},
con la convencién que inf () = oco. Luego definimos
L® =L®(X, #,u) ={f: X > R: fesmedible y ||f]lco < o0}

Consideramos que dos funciones definen el mismo elemento en LP si son iguales en casi todo

punto.

Enunciaremos ahora algunos resultados y desigualdades clésicas de la teoria de espacios LP.

1

Para ello dado 1 < p < oo, el niimero ¢ = p/(p — 1), el cual satisface p~ +¢~! = 1, es llamado

exponente conjugado de Holder de p. Si p = 1 su exponente conjugado ¢ se define como

q = 00, y viceversa.

TEOREMA 18 (Desigualdad de Hoélder). Si 1 < p < oo y q es su exponente conjugado,

entonces

1£glle < [1£1Ipllgllg,

para toda [ y g funciones medibles sobre X.
TEOREMA 19 (Desigualdad de Minkowski). Si 1 <p <oo y f,g € LP, entonces

1+ gllp < 171l + llgllp-



14 Preliminares

Esto prueba que || - ||, es una norma en LP cuando p > 1. Mas atn, puede verse que en tal

caso LP es un espacio completo para todo p > 1.

TEOREMA 20 (Desigualdad de Chebyshev). Si f € LP, 1 < p < o0, entonces para cada

a > 0 se tiene que
: I£1l )"
plle: [f@)] >a}) < | =7 ) -

Entre los resultados méas conocidos de la teoria de espacios LP, tenemos el siguiente resultado
de densidad

PROPOSICION 21. Para 1 < p < oo, el conjunto de las funciones simples f = 7 a;Xg;
donde p(E;) < oo para todo j, es denso en LP.

Si f es una funcién medible sobre (X,.#, 11), definimos la funcién de distribucién A; :
(0,00) — [0, 00] como
Ar(a) = p({z : [f(z)] > a}).

Una variante de los espacios LP es la siguiente. Si f es una funciéon medible en X y 1 < p < o0,

definimos

[ﬂpz(wpwuﬂm)”ﬁ

a>0
y llamamos espacio LP débil al conjunto formado por todas las funciones f que satisfacen

[f]lp < oo. Puede verse que [], no es una norma, ya que la desigualdad triangular falla. La

relacion entre LP y LP débil es la siguiente
LP ¢ débil LP y 1o < £ 1lp-

Introduciremos ahora la definicién de tipo fuerte y tipo débil de un operador. Sean (X, .#, 1)
e (Y, 4 ,v) dos espacios de medida y sea Z un espacio vectorial de funciones medibles en
(X, A, 1). Sea T un mapeo de Z en el espacio de todas las funciones medibles en (Y, 4", v).

Decimos que T es sublineal si

T(f +9)l <[Tf]+ [Tyl

T (cf) < lel|ITF],
para todo f,g € 2 y ¢ € R. Un operador sublineal T es de tipo fuerte (p,q) (1 < p,q < )
si LP(p) € 2, T mapea LP(u) dentro de L4(v), y existe una constante C' > 0 tal que |1 f||; <
C| f|l, para toda f € LP(p). En otras palabras, T' es de tipo fuerte (p, ¢) si es acotado de LP(X, )
en LY(Y,v). Se dice que T es de tipo débil (p,q) (1 <p<oo,1<qg<o0)si LP(u) C P, T
mapea LP(u) dentro de L9(v) débil, y existe una constante C' > 0 tal que [T'f], < C|f||, para
toda f € LP(u), es decir

(07

(13) MweYrﬁﬂW>aD§<gMby,
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para todo a > 0. Para el caso ¢ = 0o, decimos que T es de tipo débil (p,c0) si es un operador
acotado de LP(X, u) en L (Y, ), es decir, si es de tipo fuerte (p, 00). Del Teorema 20 se deduce

que el tipo fuerte de un operador implica el tipo débil del mismo.

Cuando la desigualdad (1.3) del tipo débil (p, q) vale para toda f en la clase de las funciones
caracteristicas de conjuntos medibles con medida finita, decimos que el operador es de tipo

débil restringido (p, q).

El siguiente teorema muestra que en muchos casos es suficiente obtener el tipo de un operador
maximal 7™ actuando sobre funciones con una estructura mas simple, para entonces obtenerlo
sobre un dominio mas amplio de funciones. Este resultado serd una herramienta importante
en el desarrollo de este trabajo. Su demostracién puede encontrarse en [17]. En el enunciado
siguiente (X, ., 1) es un espacio de medida, MM(X) es el conjunto de las funciones con valores
reales (o complejos) medibles sobre X, B es un espacio normado de funciones en M(X), S es
un subespacio denso de B, y {T};}72, una sucesién de operadores sublineales de B en M(X).

Supondremos que cada uno de los operadores T} es continuo en medida, es decir

si fn % f, entonces p({x € X : |Tifn(x) — T f(x)] > }) —— 0

n—oo

para todo € > 0.

TEOREMA 22 (Reduccién a un subespacio denso). En la situacion descripta arriba, sea T*
el operador maximal de la sucesion {Ty}, es decir, T*(x) = supy, |Tx.f(x)|. Para XA > 0, sean
bs(N) = sup pu({w € X : T"g(x) > A})

llgll<1
ges

¢(A) = sup p({z € X :T"f(z) > A}) .
5
Entonces

1. ¢(X) = ¢s(N), para todo \ > 0;

2. en particular, si B = LP(X,u) para algin 1 < p < oo, el tipo débil (p,p) de T* es
equivalente al tipo débil (p,p) sobre S;

3. s51B = LP(X,u) para algin 1 < p < oo, el tipo fuerte (p,p) de T™ es equivalente al
tipo fuerte (p,p) sobre S.

7. Espacios de tipo homogéneo

Sea X un conjunto no vacio, p una casi-métrica sobre X, y p una medida de Borel sobre
X. Decimos que p satisface la propiedad de duplicacién con respecto a p si las p-bolas son

conjuntos medibles y existe una constante A > 1 tal que valen las siguientes desigualdades

0 < p(By(x,2r)) < Au(B,(a,r)) < 0
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para todo z € X y r > 0. El papel de la constante 2 como dilatacién del radio no es esencial, en
el sentido que cualquier nimero @ > 1 podria sustituir al 2 si estamos dispuestos a admitir una
constante A diferente. Pero, como veremos en el desarrollo de este trabajo, nos interesara cuan-
tificar la cualidad de ser duplicante de un sistema métrica-medida. Por eso generalizaremos la
definicién para permitir constantes distintas de 2 como factor de dilatacién del radio. Seguire-
mos diciendo que p satisface la propiedad de duplicacién con respecto a p si existen constantes

a>1y A>1 tales que
0 < pu(By(z,ar)) < Au(By(z,r)) < 00

para todo x € X y r > 0. Llamaremos a las constantes A y o constantes de duplicacién.
Puede probarse que si p duplica sobre X entonces (X, p) tiene la PHD (ver [15]). M4s aun, la
constante N para la PHD sélo depende de las constantes geométricas del espacio (X, p, i1), es
decir, de la constante A correspondiente a la desigualdad triangular para p, y de las constantes
de duplicaciéon A y . Aunque en varias de las situaciones consideradas en los capitulos siguientes
las hipétesis garantizaran la propiedad de regularidad de la medida p, con el objeto de disponer
del teorema de diferenciacién de Lebesgue, en todo este trabajo diremos que (X, p,u) es un
espacio de tipo homogéneo (abreviado e.t.h.) si p es una medida regular que satisface la
propiedad de duplicacion sobre X. Si bien en muchos textos no se pide la regularidad de la
medida cuando se habla de espacios de tipo homogéneo, como ya mencionamos esta propiedad
de la medida estd garantizada en muchas situaciones. Es sabido (ver por ejemplo [8]) que
toda medida de Borel finita en un espacio métrico es regular, en el sentido de la aproximacién
exterior por abiertos e interior por cerrados. En nuestra definicién, en cambio, la regularidad
interior estd definida, y nos conviene que sea, sobre compactos. Si el espacio métrico o casi-
métrico equipado con una medida duplicante finita es completo, entonces todo conjunto cerrado
y acotado serd compacto (ver [1]), y tendremos la regularidad tal como la entendemos en este

trabajo.

8. La funciéon maximal de Hardy-Littlewood y el teorema de diferenciacion

Comencemos recordando el caso especial (X,.#) = (R", %Brn) y p = m la medida de
Lebesgue. Dados f € L}, € R" y r > 0, la funcién valor promedio de f sobre B(z,r) =
{y : |z —y| < r} se define como

1

Arf(x) = m(B) /B(w’r)f(y) dy .

1

locs €ntonces A, f(x) es continua en r para

1
loc

Puede probarse (ver por ejemplo [20]) que si f € L
cada x, y continua en x para cada r. Luego si para una funcién f € L; dada definimos su

funcién maximal de Hardy-Littlewood

M f(x) = sup Ay |f|(z) = sup

1
>0 B /BW) FW)ldy.
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tenemos que M f es una funcién medible. Mds ain, es de tipo débil (1,1), es decir que existe

una constante C' > 0 tal que para toda f € L' y todo niimero real o > 0 se tiene que
C
m({o:Mf > a)) <o [17@)]do,

Lo anterior junto a la densidad de las funciones continuas e integrables en L'(R™, m) permiten

1
loc?

probar que si f € L;  entonces lim,_g A, f(x) = f(x) para casi todo punto x € R", es decir

1

lim m (Blz.r) /B(m) [f(z) = f(y)ldy=0 ctp.z

Mas atin, si definimos el conjunto de Lebesgue L de f como

. 1 _
Lf: {ZE.}%m/B(w,ﬂU(gj)_f(y)|dy_0} s

entonces se tiene que m((Lf)¢) = 0 para toda f € L},.. Este resultado es conocido como el
Teorema de diferenciacién de Lebesgue en R". En esta secciéon enunciaremos resultados
de este tipo sobre espacios métricos de medida, los cuales fueron probados en [1]. Para ello
comenzamos definiendo la funcién maximal de Hardy-Littlewood en este caso. Sea (X, p) un
espacio casi-métrico, y fijemos d una distancia y & un ntumero real positivo tales que p es
equivalente a p' = d¢ (ver Teorema 5). Sea .# una o-algebra sobre X que contiene a las d-
bolas, y sea p una medida sobre .# tal que cada d-bola tiene medida positiva y finita. Dada
una funcién f que sea integrable sobre cada d-bola, presentaremos diferentes versiones de la
funcién maximal de Hardy-Littlewood de f. La funcién maximal de Hardy-Littlewood no

centrada de una tal funcién f se define como

M (w) = Mx (@) = sup ﬁ /B P duy),

donde el supremo se toma sobre la familia de todas las d-bolas en X que contienen a z. Notar que
M f es una funcién semicontinua inferiormente. La funcién maximal de Hardy-Littlewood

centrada esta dada por

1
M. f(z) = sup w(Balz.1)) /Bd(m) [f (W) du(y) -

Si las p-bolas pertenecen a .#, obtenemos versiones similares M? y M de estos operadores
tomando p-bolas en lugar de d-bolas. Se tiene claramente que M. f(z) < M f(z) para toda x y

toda f. En este contexto, en [1] se prueba que valen los resultados siguientes.

LEMA 23. Si (X, p, 1) es un espacio de tipo homogéneo, entonces

1. las funciones mazximales M y M, son equivalentes;
2. MP y M?f son equivalentes a M y M,;

3. la funcion maximal M f(x) es medible para cada f localmente integrable.

El siguiente resultado establece el tipo débil (1,1) de la funcién maximal de Hardy-Little-

wood.
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TEOREMA 24. Sea (X, p, ) un espacio de tipo homogéneo tal que las p-bolas son conjuntos

abiertos. Entonces existe una constante geométrica C tal que la desigualdad

plf - MP7 () > a)) < )7

vale para toda funcidn integrable f y todo o > 0.

Sea f una funcién localmente integrable sobre un espacio de tipo homogéneo (X, p,u).
Diremos que z es un punto de Lebesgue de f si existe un nimero real ¢(x) y una casi-métrica
p' equivalente a p tal que las p’-bolas son medibles y

e [ 1) @)l duty) 0

By (7)) JB (2
cuando r — 0. Un punto clave en la prueba del teorema de diferenciacién en el contexto
euclideo es que dicho teorema es cierto sobre un subconjunto denso del espacio de Lebesgue.
Recordemos que si g es una medida de Radon sobre un espacio casi métrico X, entonces las
funciones continuas de soporte compacto son densas en LP para 1 < p < oo. De la definicién de
medida duplicante tenemos que si (X, p, 1) es un espacio de tipo homogéneo, entonces p es una
medida de Radon. Luego en este caso las funciones continuas con soporte compacto son densas

en L', lo que permite obtener la siguiente generalizacién del teorema de diferenciacién.

TEOREMA 25. Sea (X, p, ) un espacio de tipo homogéneo. Sea f una funcién localmente
integrable definida en X . Entonces casi todo punto x € X es un punto de Lebesque para f. Mds
ain, c(x) = f(x) para casi todo punto x, y

1
B ) ooy 0 = 1)

cuando r — 0 en casi todo punto, para toda p' equivalente a p tal que las p'-bolas sean medibles.

9. Particiones de Christ

Introduciremos la construccién y propiedades de conjuntos de tipo diddico sobre un espacio
casi-métrico (X, p) que tiene la PHD, dada por M. Christ y G. David (ver [12] y [16]). Para
comenzar con la construccién de estos conjuntos, fijemos un ntimero § con 0 < § < 1, y para
cada n € Z sea N, = {x, 1 : k € K(n)} un conjunto ¢"-disperso maximal en X, donde K(n)
denota un subconjunto de N, el cual podria ser todo N. Sea A = {(n,k) : n € Z, k € K(n)}.
Para la construccion de las particiones de Christ, comenzamos introduciendo una estructura de
arbol sobre A.

LEMA 26 ([12], Lema 13). Existe un orden parcial < sobre A satisfaciendo las siguientes
propiedades de drbol:
1. (n1,k1) < (ne2, ke) implica ny < ny;
2. para todo (ny,k1) € A y todo ny < ny, existe un unico ko € K(ng) tal que (ny, k1) <
(n2, k2);
3. Si (n,k) = (n—1,4), entonces p(xy g, Tn-1,) < " L;
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n—1

4. Si p(xp kg, Tn—1,) < 57, entonces (n,k) = (n —1,14).

A partir de este orden, para (n, k) € A definimos
Q= U Bp(a:g,i,adé) )
(£,1)=(n.k)

donde a es una constante positiva. Eligiendo a y ¢ en forma apropiada, la familia {Q} : k €
K (n)} satisface propiedades de tipo diddicas (ver [12] y [2]).

TEOREMA 27 (Teorema de Christ). Sea (X, p, 1) un espacio de tipo homogéneo. Entonces
exvisten a > 0 yc > 0y 0 < d < 1, tales que los conjuntos Q. satisfacen las siguientes

propiedades:

—_

. QF es un conjunto abierto para todo (n,k) € A;

By(xp i, ad™) C QF para todo (n,k) € A;

Qp C By(xnk,cd™) para todo (n,k) € A;

para todo n € Z, Q} N QT # O implica k = i;

para todo (n,k) € Ay todo £ < n existe un tnico i € K(n) tal que Q} C Qt;

sin > L, entonces o bien Q} C Qf, o Qr N Qf =0, para todo k € K(n), i € K(£);
1 (X\ UkeK(n) QZ) =0, para todo n € Z;

pn(0Qy) = 0, para todo (n, k) € A, donde 0Q} denota la frontera de Q}..

(@) = Zi:QfCQZ w(QF), para todon € Z, £ > n+ 1 fijo, k € K(n).

. X es acotado si y solo si existe (n, k) € A tal que X = QJ.

© X N N

—_
=]

Denotaremos por D a la coleccion de todos estos “cubos diddicos”, es decir,
D= |J{Qr ke K(n)}
nel
Como ya mencionamos, en un espacio de tipo homogéneo las funciones continuas con soporte

compacto es denso en L'. A partir de este hecho puede probarse el siguiente resultado, el cual

serd una herramienta fundamental en el préximo capitulo.

TEOREMA 28. En un espacio de tipo homogéneo, las combinaciones lineales de funciones

caracteristicas de cubos diddicos son densas en L'(X).

En el Capitulo 6 haremos uso de la siguiente propiedad de cubrimiento de abiertos por los
conjuntos de Christ. Mencionamos que la propiedad bésica en la medida p que permite probar
la propiedad 8 en el Teorema 27 es la duplicacién, y que por lo tanto, con cualquier medida
duplicante tendremos que los cubos de Christ proveen cubrimientos exactos, salvo medida nula,

de abiertos. El resultado siguiente puede encontrarse en [4].

LEMA 29. Todo conjunto abierto acotado G de X puede escribirse salvo un conjunto de

medida nula como union disjunta de “cubos” de Christ.
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10. Familias de Wu

Sea (X, p) un espacio métrico compacto con la PHD. En [37] se prueba que todo espacio
métrico compacto que posea la PHD se puede equipar con una medida duplicante no trivial.
Para probar este resultado, se construyen “familias” que nosotros utilizaremos para definir
un orden que satisface las mismas propiedades de arbol que el orden de Christ, y que por lo
tanto podremos utilizar para definir cubos diddicos. Comenzaremos definiendo las familias de
la forma que lo hizo Wu en [37]. Supongamos por simplicidad y sin pérdida de generalidad que
diam(X) < 1. Fijado un nimeroreal 0 < § < 1, para cadan € Ny, sea S, = {z,, 1 : 1 <k < K, }

una 0"-red en X, satisfaciendo
SoCS5C--C85 CS1C---

Observar que debido a que diam(X) < 1, la red Sy tiene un tnico punto zgi, y que K, =

card(S,) < oo para todo n, donde card(A) denota la cantidad de elementos del conjunto A.

Para cada n € Ny, sea P, = {T},, : 1 < k < K, } una particiéon de S, 1 que satisface
(1.4) Sn+1 N Bp(xn,k,5"/2) - ka - Sn—i—l N Bp(xmk,é").

Llamaremos a los elementos de T}, ; puntos ramificados de z, 1, =, se llamard punto
viejo de la ramificacidn, y al resto les diremos puntos nuevos. Con otra terminologia, po-
driamos pensar en 7}, , como la familia de z,, ; en la generacién n + 1 (o en S,,11), en la que
xp,, cumple el rol de padre, y el resto de los puntos serfan los hijos de z,; (en la genera-

cién n+1). Observar que en cada familia de S;, 11 existe un tinico padre, el cual es un punto de S,,.

Para ¢/ > n + 1, sea Tf;k la familia formada por todos los descendientes de x, ) hasta la
generacion /. Tf;’k podria definirse en palabras como la gran familia formada por la unién de:
la familia de z,,  en S, las familias de los hijos de z,, 1, mirados estos como padres de familias
en S,11, v asf sucesivamente hasta llegar a las familias en la generacién ¢, inclusive. Podemos
visualizar Té ;. imagindndonos el “drbol familiar”de x,, ;, y queddndonos con el cono con vértice

en este punto y truncado en la generaciéon £. Notar que:

n+1 __
Tn,k - Tn,k )
14 l+1
Tn,k < Tn,k ’

{Tf;k :1<k<K,} es una particién de Sy .
Ademsds
Th i € SeN By(app, 0" /(1 —6)).
En efecto, tomemos z € Tf;k. Siguiendo a través de sus ancestros hasta llegar a x,, 1, tenemos
p(xn,ky .Z') S p(x7 xf—l,il) + p(xf—l,i17xf—2,i2) +-+ p(xn-i-l,’ig,n,l ) xn,k)

< MR gm
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=0t

1=
611

< 1-5"

Observamos a continuacién que siempre es posible construir particiones de tipo P, que
satisfacen (1.4). En efecto, fijado un nimero real 0 < § < 1, definamos las particiones P, =
{Thr:1<k<K,} de S,y de la siguiente forma

Ky
Tn,l = Sn—i—l N Bp(a:n,l, (5”) — U Bp(xn7k,5"/2),
k=2
/—1 Ky
Tn,f = Sn—i—l N Bp(xn,h(sn) - U Tn,h - U Bp(xn,lman/z)y
h=1 k=0+1

para2 </ < K,,y
Kp—1
Tn,Kn = Pn+l N Bp(xn,Kna 6n) - U Tn,h-
h=1

11. Particiones de Christ y familias de Wu en un contexto compacto

En esta breve seccién queremos observar que en un contexto compacto toda familia de Wu
tiene asociada un particién de Christ, y reciprocamente. Utilizaremos Ny para denotar el con-

junto de los enteros no negativos, es decir, Ng = NU {0}.

Sea (X, p) un espacio métrico compacto con la PHD, y fijemos un nimero real § tal que
0 < d < 1. Para cada n € Ny, sea S;, = {z,, : 1 <k < K,,} una ¢"-red en X tal que la sucesién
{Sn} satisface S, C Sp41, y sea P, = {T,, 1, : 1 < k < K,,} una particién de S,41 que cumple

(1.4). Definimos sobre el conjunto
A={(n,k):neNy1<k<K,}

un orden parcial < mediante las siguientes reglas:

1. (n,k) 2 (n,k) para todo (n,k) € A,y (n, k) no esta relacionado con ningin otro (n, i),
i=1,2,... , Kn, i#k

2. (n+1,q9) 2 (n,k) siysolosi xni1,9 € Tnp;

3. extensién por transitividad de 2: (¢,7) < (n,k) si y sbélo si £ > n + 1 y existen
01,92, - yig—n—1 tales que (£,1) < ({—1,41) X ({—2,i2) < -+ 2 (n+1,ip—pn-1) < (n, k).

Notar que este orden satisface las propiedades de arbol del Lema 26 y que las “familias” Tfi’k

pueden describirse mediante este orden de la siguiente manera

T{k ={zg;: (L,7) 2 (n,k)}.

n
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Con este orden definimos los conjuntos ()} de la siguiente forma:
Qr = U By(x,67).
(£,1)=(n,k)
Estos conjuntos son los cubos diddicos de Christ pero definidos mediante el orden heredado de
la familia P, y satisfacen todas las propiedades del Teorema 27, con a = ¢ en la propiedad 2 y

c=(1—26)"! en la propiedad 3.

Reciprocamente, ya que X es compacto para cada n € Ny podemos construir una 0"™-red
Np ={zpr: k€ K(n)} en X tal que

NO gnggNngNn-‘rlga

donde K(n) ={1,2,...,K,} es un subconjunto finito de Ny, ya que puede probarse que cada
una de estas redes es finita si y sélo si X es acotado. Luego si (X, p, 1) es un espacio de tipo
homogéneo compacto podemos construir los “cubos” Q) que satisfacen las propiedades del

Teorema 27, pero partiendo de redes N, finitas y anidadas. A partir de esto, si definimos
Sn - Nna Tn,k = QZ N Sn-‘,—l:

podemos obtener familias que satisfacen las propiedades de las que aparecen en el trabajo de
Wu (ver Seccién 10).



CAP{TULO 2

Tipo débil (1,1) de operadores maximales I:

discretizacién de L'(X,v)

Estamos interesados en facilitar la tarea de determinar el tipo débil del operador maximal
asociado a una sucesién de nucleos, reduciendo a un conjunto mas pequenio de funciones el
estudio de la accién de tal operador. Un resultado previo en esta direccion es el establecido por
Moon en [31], donde se prueba que el operador maximal asociado a una sucesién de operadores
de convolucién en L'(R™) es de tipo débil (1,q), ¢ > 1, si y sélo si es de tipo débil restringido
(1,q). Esto significa que para garantizar el tipo débil (1,q) de dicho operador es suficiente con
chequear su accion sobre la clase de las funciones caracteristicas de conjuntos medibles en R™ con
medida finita, y ver que vale una desigualdad del tipo débil (1, ). En un contexto discreto este
resultado no es vélido: en [5] se exhibe una familia de operadores de convolucién en ¢!(Z), donde
Z denota el espacio de los enteros equipado con la medida que cuenta puntos, cuyo operador
maximal asociado es de tipo débil restringido (1,1) pero no de tipo débil (1,1), dejando en
claro que en el resultado de Moon se usa fuertemente la estructura no atémica de la medida de
Lebesgue. Este resultado tampoco vale en el caso continuo cuando el operador no es el maximal
de una sucesién de operadores de convolucion, ya que puede construirse un operador sublineal
e invariante por translaciones que es de tipo débil restringido (1,1) pero no de tipo débil (1,1)
(ver [23]).

Otra técnica consiste en discretizar el problema, es decir, formular el problema en for-
ma equivalente al problema continuo pero en base a un conjunto de puntos. Los métodos de
discretizacién para el estudio del tipo débil (1,1) de operadores maximales representan una
herramienta muy poderosa para tal fin, y fueron introducidos por Miguel de Guzmén en [17],
y refinados luego junto a Maria Teresa Carrillo en [10]. Dicho método consiste en reemplazar
funciones por sumas finitas de deltas de Dirac en el estudio del operador. M&s precisamente,
probaron que un operador maximal de convolucién es de tipo débil (1,1) siy sélo si es de tipo
débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac concentradas en puntos diferentes de R™. Una
de las principales aplicaciones de este resultado ha estado relacionada con la funcién maximal de
Hardy-Littlewood, como por ejemplo probar su tipo débil (1,1) de una forma bastante sencilla
e ingeniosa (ver [9]).

Este método ha sido extendido a lo largo del tiempo a situaciones mas amplias. Una de
las primeras generalizaciones puede encontrarse en [11], donde se demuestra que si el operador
maximal de convolucién asociado a una sucesién de niicleos en L'(R™) es de tipo débil (1,q),

1 < ¢ < oo, sobre un subconjunto N de M (el espacio de todas la medidas de Borel positivas y
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finitas sobre R"™, equipado con la topologia débil), entonces es de tipo débil (1, q) sobre el cono
cerrado en M generado por . Como caso particular se obtiene el resultado de M. de Guzman.
En este mismo trabajo puede verse que las técnicas desarrolladas por de Guzman y Carrillo no
son vélidas para el tipo débil (p,p) con p > 1, ya que se prueba que en este caso la condicién
suficiente dada por ellos se satisface sélo si todos los niicleos son cero.

Pueden encontrarse también varios trabajos de T. Menérguez y F. Soria referidos al teorema
de M. de Guzmén. En [30] modifican dicho teorema para obtener un resultado que permite
estudiar el valor exacto de las constantes que aparecen en las desigualdades de tipo débil (1,1)
para operadores maximales de convoluciéon mediante métodos discretos. La aplicacion de este
resultado conduce a encontrar la mejor constante en la desigualdad de tipo débil (1,1) para el
operador maximal centrado de Hardy-Littlewood (ver [28]). Luego Mendrguez se ocupa en [29]
de desarrollar técnicas para probar un teorema como el mencionado para operadores o espacios
de medida més generales en los que éste no puede ser aplicado. En [36] halla una caracterizacién
del tipo débil (1,q), ¢ > 1, para el operador maximal de una sucesién de operadores integrales
sobre R™ con respecto a un par de pesos, mediante el correspondiente operador actuando sobre
deltas de Dirac.

En un trabajo reciente, Aldaz y Varona complementan el teorema de de Guzman probando
que en el estudio de ciertos operadores de convolucion se pueden considerar medidas arbitrarias
en lugar de medidas discretas finitas, y el resultado sigue valiendo sin cambiar el tamano de las
constantes que aparecen en las desigualdades de tipo débil (1,1) (ver [6]).

Nuestro objetivo en este capitulo es extender el método de discretizacién de M. de Guzmaéan
para que pueda ser aplicado al operador maximal de una sucesién de operadores integrales
definidos mediante nucleos de dos variables actuando en espacios de tipo homogéneo. Una de
las herramientas fundamentales que utilizaremos para tal fin sera las particiéon de tipo diddico

de Christ del espacio (ver Seccién 9, Capitulo 1).

1. Extension del teorema de M. de Guzman a espacios métricos con medida

Sea (X, p, ) un espacio casi-métrico de medida, siendo p una medida de Borel o-finita sobre
X. Consideremos una sucesién de nicleos {k¢}, donde ky : X x X — R son funciones medibles
tales que ky(-,y) € LY(X, u) uniformemente en y € X, es decir, para cada ¢ existe Cy < oo tal

que

kel (x,u) < Cr, para todo y € X,
Para f € L'(X) definimos
Kof (@) = [ k.9)f(w) duty),

X
K*f(x) = Sl;p\Kef(x)\-

Notar que por el teorema de Fubini-Tonelli, K,f(z) € R para casi todo punto z € X, y en

consecuencia K*f es una funcién medible definida en casi todo punto de X.
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Sik:X xX — R es continua, x1,xa,...,xyg € X son puntos diferentes y € > 0, tomando

H

B XBp(mi,e)(:E)
fe(gj) - ; m

tenemos que

1
Kf(x)=>) w(B,(.9) /BP(%e) k(z,y) dp(y).

i=1
Por ser k continua tenemos que K f.(z) converge a 2211 k(x,z;) cuando ¢ tiende a cero. Por
otra parte, en sentido débil, f. — f = 2211 d; cuando ¢ tiende a cero, donde 9; denota la
delta de Dirac concentrada en x;. En este sentido entendemos que la accién del operador K se
extiende a este tipo de medidas f y que

H

Kf(z)=> k(z,z;).

i=1
Diremos que K es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac (en

(X, p)) siexiste C' > 0 tal que para cada A > 0y cada f = Zfil d; tenemos
H
p({IKf1>A) <C .

Notemos que H es la variacion total de la medida f.
Diremos que el operador maximal K* es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de

Dirac si existe C' > 0 tal que para cada A > 0 y cada f = Zfi 1 0; tenemos
N H

Notemos que ambas definiciones pueden escribirse sin mencionar explicitamente la accién
de los operadores sobre las deltas de Dirac. En particular, para el caso del operador maximal
K* la condicién ,u({K*f > /\}) < C’% para toda f = Zfil d; y todo A > 0, es equivalente a

decir que
u H
pwlqre X sup Zk:g(:n,:ni) > A <C—
t iz A
para toda coleccién de puntos distintos x1, x2,...,xy en X, para todo H € N y para todo A > 0.

Observemos que si las funciones ky : X x X — R son continuas de soporte compacto, por el
teorema de Fubini-Tonelli tenemos que K, f(z) estd bien definida para todo punto x € X para
toda f € L'(X, i), y es una funcién integrable. Mas atin, K, f es acotada y tiene soporte com-

pacto. Luego K* f es una funcién medible definida en todo punto de X siempre que f € L'(X, ).

El siguiente resultado extiende el teorema de discretizacion de Miguel de Guzmén a ope-
radores maximales definidos sobre ciertos espacios casi-métricos con medida no necesariamente

duplicantes.
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TEOREMA 30. Sea (X, p,v) un espacio casi-métrico sin puntos aislados, con una medida v
tal que dv = gdu, donde g € L}, (X, p, ) y (X, p, 1) es un espacio de tipo homogéneo. Sea {k¢}
una sucesion de nicleos continuos y con soportes compactos en X x X. Entonces K* es de tipo
débil (1,1) si y solo si K* es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac. En otras
palabras, K* es de tipo débil (1,1) si y sdlo si existe C > 0 tal que para cada X > 0 y cada
conjunto finito x1,xo,...,xg € X de puntos distintos,

4 H
v <{a:€X:51;p Zkg(x,aci) > A}) < CX'

i=1
DEMOSTRACION. Comenzaremos probando en cuatro pasos que si K* es de tipo débil (1,1)

sobre sumas finitas de deltas de Dirac, entonces K* es de tipo débil (1,1).

Paso 1. Sabemos que existe C' > 0 tal que para cada conjunto finito de puntos distintos

T1,T9,..., oy € X y para todo A > 0, tenemos
u H
v|{<xe X :sup Ee(z,z)| >Ap | <C—.
Probaremos ahora que para todo conjunto finito de puntos z1,xo,...,xy € X distintos y para

todo A >0, f = Zfil ¢;0; con ¢; € N, entonces

y({azGX:sup
)4

H
< C iz .

)

Si para un nimero natural fijo N llamamos Ky f(z) = méaxi<y<n | K¢ f(x)|, es claro que

H
Z Cik€($7 ;L'Z)

i=1

v({xe X : K" f(z) > \})

U{lze X Kif(x) > A ={z e X : K*f(z) > A},

y que Ky < Ky, por lo que es suficiente probar que para cada N fijo

H
. * Zz 1 Ci
v({re X:Kxyf(x) > \}) <C=—— T
Tomemos entonces un N fijo. Ya que por hipdtesis X no tiene puntos aislados, para cada x; € X
podemos elegir ¢; puntos diferentes bl , bl, .., 0" en X suficientemente cerca a x; como se desee,
y de tal forma que {b] : 1 <i < H, 1 <r < ¢;} también resulte una coleccién de puntos todos

diferentes entre si. Para cada ¢ fijo escribimos

H
Kif(z) = Z cike(w, ;)

H ¢
= ZZ[kZ(a:,x,-) (x,0])] —i—ZZk‘g (x,0]).

i=1 r=1 i=1 r=1
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)

Luego para cada « tal que 0 < o < A, tenemos que

H ¢
v{zxe X : Kyf(z)>A}) < v <{a: € X : max ZZ[kZ(a:,x,-) — ke(z,0])]| >

1<l<N |4
i=1 r=1
> A — a})

+ 1/<{3:€X:11Sn£é§v ZZkga: b;)

i=1 r=1

= L+ L.

Sabemos que
H
12 < C ZZ 1 Ci

A—a’
y para probar el Paso 1, veremos que dado € > 0 y a tal que 0 < ao < A, podemos elegir los b}
tales que I; < e. Sea

H ¢
= Z Z[k‘g(ﬂj‘,ﬂfz) — ky(z,07)] .

i=1r=1
Luego

11:1/<{336X mix [A(x |>a}> iv:ly<{:n€X:|A£(:E)|>a}>.

Para cada ¢ fijo, de la desigualdad de Chebyshev tenemos

v({rex:a@)>a}) < ézz/mml = ey, b)) ()

i=1 r=1

_ ézz/ (1) — o, b7)] dv(a),

i=1 r=1
donde F} es la proyeccion en la primera variable del soporte de kg, y por lo tanto es un conjunto
acotado y de medida finita. Ya que cada k; es una funcién continua de soporte compacto, dado
e > 0 existe 0 = §(¢,e) > 0 tal que |ko(z,y) — ke(z, 2)| < € siempre que p(y, z) < d, para todo
x € X. Por estar trabajando con una cantidad finita de nicleos, podemos hacer I; < € mediante

una adecuada eleccién de los b}. Por lo tanto
H .
L+L<C 2i=1Gi ,
A—«

y haciendo o — 0 se prueba el Paso 1.

Paso 2. Utilizando el paso anterior probaremos que si f = ZZH: 1 ¢id; con ¢; € R, entonces
para todo A > 0 tenemos que

H
D i1 Ci

v{ze X K*'f(x) >\}) <C 3

Si ¢; € QT, escribimos ¢; = n;/m;, con n;,m; € N, y

H
Zcik‘g(w,xi) = Zc,kg (x, ;)
i=1

jlm]21
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con ¢; = n; Hszl m; € N. Luego, si f = Zfil ¢;0;, tenemos que
J#i

v{zeX :K'f(z)>A}) = v|{zeX: K[ >)\Hmj

H ~ H
dim1 G —C dim1 G ‘

A Hszl m; A

Tomemos ahora ¢; € RT y escribamos ¢; = d; + 15, con d; € QT y r; > 0 tan chico como se

desee. Entonces podemos tomar f = Zlel d;6;, y para todo 0 < a < Ay N fijo tenemos
v({z e X KNf(z)>A}) < v({zeX :Kyf(z)>X—a})
+ V({ﬂ:EX:K}i,(f—f)(:E)>0z})

A —«

+ I/({:EEX: max >a}>
1<6<N
ZZH1CZ 1
C’/\i—l- E E r2/|kg:n:nl|dy()

=1 i=1
CZZ lcz

1 H N
S Y ezl

=1 /=1

IN

H

Z Tiké(:Ev :Ez)

i=

IA
Q

Como los r; pueden elegirse arbitrariamente chicos, tenemos que

v({ze X : K5f(a )>A})<czjlofl

para todo 0 < a < A. Haciendo @ — 0 se obtiene la desigualdad deseada.

Paso 3. Probaremos ahora que K* es de tipo débil (1,1) sobre combinaciones lineales
positivas de funciones caracteristicas de cubos diddicos de Christ (ver Capitulo 1), disjuntos dos
a dos. Sea h = 2211 c;Xg,, donde Q; € Dy ¢; > 0. Queremos probar que para todo A > 0y

para cualquier funcién h de esta forma,

v({z e X : K*h(z) > \}) <C Hh)\Hl :C'ZZ lil (QZ).

Como antes, serd suficiente probar que para N fijo,

u({:nGX:K}'{,h(a:)>/\})§C@.

Observamos primero que si h = 2211 c;Xg, es la funcién simple dada, y si 7 es un nimero
real positivo dado, entonces también podemos escribir, salvo en un conjunto de v-medida nula,
h = zjj‘il de@j’ donde diam(@j) < n para todo j = 1,2,..., M, los @j también son cubos
de Christ disjuntos dos a dos, y los d; son positivos (propiedades 3, 4, 6 y 8 del Teorema 27).

Por lo tanto seguimos escribiendo h = ) ;7 ¢; X, y cuando sea necesario supondremos que el
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didmetro de cada Q; es tan chico como haga falta.

Sea f = Zfi 1 ¢iv(Q;)0; , donde d; es la delta de Dirac concentrada en z;, el “centro” de @;

(ver propiedades 2 y 3 de los cubos de Christ, Teorema 27). Para N fijoy 0 < o < A escribimos

v{z e X : Kyh(z) >A}) < v({ze X:Kyf(z)>A—a})
+ v({ze X: Ky(h - f)(z) > a})
<

”f”l +y({336X Ky(h— f)(z) > a})

+rv({xe X :Ky(h—f)(z)>a}).

Entonces sélo debemos probar que el segundo término en el iltimo miembro puede hacerse

H ||1
C)\—a

arbitrariamente chico mediante una apropiada eleccién del tamano de los @;. Ya que

Ki(h— ()] = ZcZ/ el y) dv(y Zcz Ve, 37)

H
_ ;[ b, ) dvly) = | Koo )|
H
< Zcz Ik‘e z,y) — ke(z, ;)| dv(y)
i=1
tenemos
N N 1
V(I - DI > a)) <3~ [ Kih =~ )] dv(o)
=1 = 4IX
N 1 H
S;a/x <;Cz Ql\ke(x Y) — kz(%xi)!dV(y)) dv(z)
1 N H
— a;;ci/i < . |ke(z,y) — kg(x,aci)]dy(a:)> dv(y) .

Pero sabemos que @Q; C B,(x;,7;), donde supusimos que r; es tan chico como quisiéramos. Por

la continuidad de los nicleos k;, queda probado el Paso 3.
Paso 4. Aplicar los Teoremas 22 y 28 del Capitulo 1 para obtener el resultado.

Supongamos ahora que K* es de tipo débil (1,1), y probemos que esto implica que lo es
sobre sumas finitas de deltas de Dirac. Para ello sean x1,xo,. ..,z puntos distintos en X, y
sea f =S §;. Si definimos

B =min{p(z;,zp): 1 <i,h < H,i#h},
se tiene que p(z;, ) > B > 0 siempre que i # h. Sea n tal que A3cé™ < (3/4, donde A es la
constante para la desigualdad triangular de p. Para cada i = 1,2,..., H, existe Q?(i) € D tal
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que x; € Q;L Notar que si i # h entonces Q ﬂ Q" Ty = = (). En efecto, supongamos que existe
T € Q;‘(i) N Q](h C B(wpj(s),c6™) N B(wy jn ),05 ). Entonces
p(xiyen) < A [p(xisan ) + p(n i) @) + (&, T jny) + P20 j(h)s )]
< 4APcs”
< B,

lo cual es absurdo si i # h. Definamos la funcién f como

()
Fijados N, A > 0y «a tales que 0 < a < A, escribimos
v({KNf> M) < v({ENf>A—a}) +v({EN(f — f) > a})
= N
I S 1T - 1)1 > o)

(=1

Fy) = ; ﬁﬁf@y@ (y)-

IN

>

= C v({[Eo(f = £)l > o),

+

>~

T
Q
WE

~
Il

1

donde, como antes, K,(f — f)(z) se entiende como

H

Ko~ D) = Zﬁ | o)~ hfa dvty).
@) ) Qi

i=1V

Por lo tanto
N

H
V(K= D> a) €Y ———

=1 P az/ ;V:/ </ |ke(,y) — k€($v$i)|dV(y)> dv(x)
N
iy S h

3(@)

<3t

ou/
=1 J(

</ |ke(z,y) — kg(x,mi)]dy(y)> dv(z).

Al igual que antes dado € > 0 podemos hacer
N

v{IE(f = fll > a}) <e

=1
mediante una adecuada eleccién del tamano de los cubos diddicos, ya que los nicleos k; son

continuos y estamos trabajando con una cantidad finita de ellos. Hemos probado entonces que
. H
V({KNf > )‘}) < CX?
como se deseaba. (]

Observando la demostracién del Teorema 30 podemos ver que la hipdtesis que el espacio
no posea puntos aislados se utiliza s6lo en el Paso 1, lo que condujo a preguntarnos si ésta era

realmente necesaria para el resultado del teorema o si surgia a causa de la forma de probarlo. La
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respuesta a este planteo la encontramos en un trabajo de Ackoglu, Baxter, Bellow y Jones. En
[5] ellos exhiben un contraejemplo que muestra que el resultado no es cierto si eliminamos dicha
hipétesis aun en el caso de operadores de convoluciéon. Como mencionamos antes, K. H. Moon
prueba en [31] que el operador maximal asociado a una sucesién de operadores de convolucién
en L'(R") es de tipo débil (1,q), ¢ > 1, si y sélo si es de tipo débil restringido (1,q), es decir, si
la desigualdad del tipo débil vale para funciones caracteristicas de conjuntos de medida finita.
Buscando la validez de [31] para el caso discreto, en [5] se estudia la relacién entre el tipo débil
restringido (1,1) y el tipo débil (1,1) para operadores de convolucién en Z. En ese trabajo se
considera ¢!(Z), donde Z denota el espacio de los niimeros enteros equipado con la medida que
cuenta puntos, y se construye un ejemplo que prueba que un resultado andlogo al de Moon
para el caso discreto es falso. Més precisamente, exhiben una sucesién {k,} C ¢}(Z) de nticleos
de convolucién no negativos, con la propiedad adicional de que cada uno tiene integral uno
con respecto a la medida que cuenta, y tal que el operador maximal asociado K* es de tipo

débil restringido (1, 1) pero no de tipo débil (1,1). Sea E un subconjunto finito arbitrario de Z,

digamos E = {x1,x2,...,xp}, siendo x1, 22 ..., xy enteros diferentes. Ya que en este caso
H
K*Xg(x) = sup Zkrn(:n—j)XE(j) = sup kn(z —x;)|,
neN jez neN i—1

el hecho que el operador K* sea de tipo débil restringido (1, 1), equivale a ser de tipo débil (1,1)
sobre sumas finitas de deltas de Dirac. Si fuera posible eliminar la hipétesis de que el espacio
del Teorema 30 no tenga puntos aislados, tendriamos finalmente que si K* es de tipo débil
restringido (1,1), entonces es de tipo débil (1,1), lo cual es imposible si pensamos que K* es el
expuesto en [5]. Por lo tanto no podemos quitar esta condicién. Pero si estamos interesados en
obtener un resultado similar para un espacio que si posee puntos aislados, bastaria con poner
una hipétesis que nos permita evitar el Paso 1 de la demostracién y comenzar directamente en el
Paso 2. Para esto debemos pedir que que K* sea de tipo débil (1, 1) sobre una clase mds grande
que la clase de las sumas finitas de deltas de Dirac, que es la de las combinaciones lineales de
deltas de Dirac con coeficientes en N. Esto se logra permitiendo que mas de una delta esté con-
centrada en un mismo punto, es decir, admitiendo que entre los puntos z1,zs..., Ty ocurran
repeticiones en lugar de exigir que sean todos diferentes entre si. De esta forma obtenemos el

siguiente resultado.

TEOREMA 31. Sea (X, p,v) un espacio casi-métrico con una medida v tal que dv = gdp,
donde g € L}, (X,p,p) y (X, p,p) es un espacio de tipo homogéneo. Sea {k;} una sucesion de
niicleos continuos y con soportes compactos en X x X. Entonces K* es de tipo débil (1,1) si y

solo si existe C' > 0 tal que para cada A > 0 y cada conjunto finito x1,xs,...,xg € X de puntos

H
<C=.
>A}>_0)\

no necesariamente distintos,

y({azGX:sup
)4

H

Z ko(x, x;)

1=1
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En otra direccién, observemos que en el Teorema 30 pedimos que los nicleos ky sean con-
tinuos y con soporte compacto. Esta hipdtesis la usamos, en principio, para la buena definicién
de K;f vy K*f para f € L'(X), y luego dentro de la demostracién del teorema. Lo primero lo
podriamos garantizar también si pedimos, por ejemplo, que cada k, sea una funcién medible en
X x X que satisface k¢(-,y) € L'(X,v) uniformemente en y € X, es decir, para cada ¢ existe

Cy < oo tal que
ke )1 (x,0) < Co,  paratodo y € X.

Por otra parte, si observamos la demostracion del teorema, podemos ver que es suficiente con

pedir que
[ hla) = ka2 ) = 0

cuando p(y, z) — 0, para cada ¢. De esta forma tenemos la siguiente extensién del Teorema 30.

TEOREMA 32. Sea (X, p,v) un espacio casi-métrico sin puntos aislados, con una medida v
tal que dv = gdu, donde g € L}, (X, p, ) y (X, p, 1) es un espacio de tipo homogéneo. Sea {k¢}
una sucesion de nicleos tal que cada ks : X x X — R es una funcion medible que satisface

1. k(- y) € LY(X,v) uniformemente eny € X,

2. [y |ke(x,y) — ke(z, 2)| dv(z) — 0 cuando p(y, z) — 0.
Entonces K* es de tipo débil (1,1) si y sdlo si K* es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de
deltas de Dirac. En otras palabras, K* es de tipo débil (1,1) si y sdlo si existe C > 0 tal que

para cada A > 0 y cada conjunto finito x1,xo,...,xg € X de puntos distintos,

V({xGX:sup >/\}>§C£.
¢ |4 A

H
Z ]{7[(117, ;EZ)
=1
Es claro que también puede demostrarse una extensién del Teorema 31 andloga al teorema

anterior.

Queremos observar finalmente que es posible obtener un resultado méas “fino” que los prece-
dentes para espacios que no son discretos ni son continuos puramente. Por ejemplo, para el
conjunto

X=Je@n2n+1)uJ{2n+3/2} = X1 U X,
nez nez
equipado con la distancia usual de R y la medida que cuenta puntos sobre X5 y que sobre X
mide longitudes, es un espacio de tipo homogéneo (ver casos mds generales en [34]).

Miés atin, Macias y Segovia prueban en [27] que el conjunto de puntos que miden positivo

(A&tomos) es numerable y coincide con el conjunto de los puntos aislados. Con esta caracteri-

zacién de los dtomos tendremos que K* serd de tipo débil (1, 1) siy sélo si existe una constante
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C tal que para cada conjunto finito {z1,x2,...,zx} de puntos distintos en X y para cada

eleccién de nimeros naturales ni,na,...,ng que satisfaga n; = 1 cuando v({x;}) = 0, vale que

H .
y({azGXzsup >)\}>§C@
V4

2. Aplicacién a la maximal de Hardy-Littlewood en un e.t.h.

H

Z nik6($> 332)

i=1

para todo A > 0.

Sea (X, p,v) un espacio de tipo homogéneo, y fijemos una métrica d y un nimero real £
tales que que d¢ es equivalente a p (ver teorema de Macias-Segovia). Denotemos por M f a la

funcién maximal centrada de Hardy-Littlewood definida con respecto a d, es decir

1
M (@) = stp s /B )y

Es sabido que M resulta equivalente a M?, el operador maximal definido con respecto a p (ver
Lema 23 del Capitulo 1). Notar que el operador M es el maximal de una familia de operadores
k, indexados por el conjunto no numerable {r € R : r > 0}. Si bien tenemos caracterizado el
tipo débil (1,1) del operador maximal de una sucesién ordinaria de nicleos mediante su tipo
débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac, no es posible obtener el mismo resultado
cuando los indices de los niicleos pertenecen a una familia A no numerable. Un ejemplo de que
esta caracterizacién falla en dicho caso puede encontrarse en [17]. Alli también se muestra que
si los nucleos tienen determinadas propiedades, entonces se puede recuperar el mismo tipo de
caracterizacion. Dichas propiedades deben ser las suficientes como para poder obtener que existe
una constante C' tal que para toda f € L' vale la desigualdad

sup |K, f(z)| < Csup |K, f(z)],
recA reN

donde N es un subconjunto numerable de A. Este es el caso del operador maximal de Hardy-
Littlewood, la transformada de Hilbert, o mas generalmente operadores maximales de Calderén-
Zygmund, entre otros. Por ejemplo, estudiar el tipo débil de la maximal con radios “continuos”

M es equivalente a estudiar el tipo débil de la maximal con radios “diadicos” M definida como

1
MI@) = sp o [ Wl

— swp /X koo, y)| £ ()] dv(y),

LeZ

donde

ke(z,y) = mxm(z,zf)@)-

La afirmacion anterior se deduce facilmente del hecho que dado r > 0 existe un dnico entero ¢

tal que 27¢ < r < 271, Ahora M es el maximal de una sucesién ordinaria de operadores.



34 Tipo débil (1,1) de operadores maximales I

Por otra parte, los niicleos k; para la maximal M no son continuos ni siquiera en R!. Si
agregamos una hipédtesis adicional a la medida es posible obtener la validez de las hipdtesis del

Teorema 32. En efecto, si queremos chequear que para cada ¢ se tiene que

/Mﬂ%w—m@wHWQMHO

cuando d(y, z) — 0, obtenemos

[ hate) — k(e ) vt =/V 5 [ ¥butea 0 8) = X, gaz 0 (2)] dvi@)

1
B / O ABa(z,2-0) V(Ba(z,27)) dv ()

m (Bd(% Z)ABd(Za2_£)),

donde AA B denota la diferencia simétrica entre los conjuntos Ay B, es decir, AAB = (A—B)U
(B — A). La constante C' que aparece arriba proviene de la propiedad de duplicacién de v, ya
que By(y, 2_5) C By(z, 2A2_£) para todo x en el dominio de integracién. Luego, para que valgan

las hipétesis del Teorema 32, sera suficiente con pedir que

v (Bd(y, 274 — By(z, 2_£)> —0

siempre que d(y, z) — 0, para cada £. Si bien esta condicién vale en muchos casos, existen ejemp-
los de espacios métricos de tipo homogéneo sin puntos aislados en los que la misma no se cumple.
Por ejemplo, consideremos R? equipado con la distancia del maximo d((z1,y1), (z2,v2)) =

méax{|z2 — z1],|y2 — y1|}. Sea X el subconjunto definido como
X = {(z,y) € R? : d((z,y),(0,0)) =2} U {(x,0) : =1 <z < 1}

(ver Figura 1) con la medida longitud de arco A.

,.
N

Figura 1: X = {(x,y) € R? : d((z,9),(0,0)) =2} U {(2,0) : =1 < 2 < 1}
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Puede probarse que (X, d,\) es un espacio de tipo homogéneo (en [34] se consideran varias
situaciones més generales). Tomemos la sucesién {z,} en X definida como z, = (1/n,0). Esta

sucesién converge al punto z = (0,0), y para cada n (ver Figura 2), tenemos

Bj(zn,2) — Bj(2,2) = {(2,y) : =2 <y < 2}.

o e ——— s —— — — —

| Balz,2) = Ba(2,2)]|

m
e
— S N}

Figura 2: Bj(zp,2) — B3(2,2) ={(2,y) : —2 <y < 2}

Luego A(Bj(zn,2) — Bj(2,2)) = AM{(2,y) : =2 < y < 2}) = 4 para todo n, por lo que

A(Bj(zn,2) — Bj(2,2)) no tiende a cero cuando n tiende a infinito.

En lugar de pedirle esta hipdtesis adicional a la medida, lo que haremos es considerar los

nucleos continuos
~ o (2d(z,y))
k =
) = T B, 2) o)

donde ¢ es la funcién continua definida sobre los reales no negativos como ¢(t) = 1 para todo ¢

en el intervalo [0,1], p(t) = 0sit > 2, y lineal en [1, 2] (ver Figura 3). Para ver que estos nicleos

_ - ===
[\)
~

Figura 3: Funcion ¢

son continuos, notar que d lo es por ser una métrica, por lo que ¢ (2£d(x,y)) es una funcién
continua para cada ¢. Ademds el denominador ¢(z) de %g nunca se anula por ser v duplicante,
por lo que para obtener la continuidad de %g s6lo resta chequear la continuidad de 1y(z). En

efecto, sean z,w € X. Podemos suponer que d(z,w) < 27¢. Usando el hecho que el soporte de



36 Tipo débil (1,1) de operadores maximales I

¢ es el intervalo [0, 2] obtenemos

|e(x) — e(w)] = ‘/(p (25d(gg,z)> dv(z) — /(p <2€d(w,z)> dv(z)

S \/
Bd(x72il+2)

< 2éd(a:,w)/ dv(z),
Bd(x72fl+2)

ya que |p(s) = @(t)] < [s —t]. Luego [ye(z) — te(w)] < 2°d(z, w)v(Ba(z,277?)) — 0 cuando

d(xz,w) — 0 para todo ¢, con lo que probamos que cada nicleo %g es continuo.

© (2Zd(a:, z)) — (2éd(w, z)) ‘ dv(z)

Veamos ahora que el operador maximal M asociado a los nicleos k; es equivalente al
operador maximal M asociado a los nticleos Eg. En efecto, notar que para cada r > 0 se tienen
las siguientes desigualdades

d(z,y)
XBd(:c,r) (y) < <T < XBd(xQT’)(y)a

por lo que

T

v (By(z,r)) < /90 (d(x’y)> dv(y) < v (Ba(z,2r)).

Luego para cada entero £ se tiene que

XBd(x,rl)(y)
v (Bg(x,27t1))

XB,(z,2-0+1)(Y)
v(Bg(z,27%))

Pero ya que v duplica, existe una constante A > 1 tal que v(By(x,271)) < Av(By(z,27%))

< ky(z,y) <

para todo x € X y todo entero £. Esto implica que
1 ~
Zkf(xay) < kg(ﬂf,y) < Ak@—l(x7y)'

Por lo tanto podemos concluir que estudiar el tipo débil de M es equivalente a estudiar el tipo

débil de M, como queriamos ver.

De las observaciones anteriores obtenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 33. Sea (X, p,v) un espacio de tipo homogéneo. Entonces una condicion nece-
saria y suficiente para el tipo débil (1,1) del operador mazimal de Hardy-Littlewood es que ezista
una constante C' > 0 tal que para cada A > 0 y cada conjunto finito x1,xo,...,xg € X de puntos

no necesariamente distintos,

H
v ({x GX:suka;g(a:,a;,-) > A}) < C%.

0z



CAPiTULO 3

Convergencia de espacios casi-métricos de probabilidad

En este capitulo estamos interesados en problemas relacionados con la convergencia de
espacios de tipo homogéneo. Con tal fin comenzamos introduciendo una estructura casi-métrica
sobre el conjunto de todos los pares (Y, 1) tales que Y es un subespacio cerrado de (X, p) y p es
una medida de probabilidad Borel regular sobre X. Una vez definido este espacio casi-métrico,
centraremos nuestra atencién en el subespacio formado por los espacios de tipo homogéneo
(Y, ) con cota superior uniforme para la constante de duplicacién. Como es de esperar esta
topologia involucra la convergencia de Hausdorff de conjuntos compactos y la convergencia débil
estrella de Kantorovich para las medidas de probabilidad.

En el Capitulo 5, como aplicacién de los resultados del Capitulo 2, presentaremos un teorema
que nos provee el tipo débil (1, 1) del operador maximal de una sucesién de ntcleos en términos
de su tipo débil (1,1) sobre subconjuntos discretos que aproximan al espacio original. Entre
los resultados de este capitulo se obtienen aproximaciones discretas que permanecen de modo
uniforme en clases de espacios de tipo homogéneo. Ademads los resultados de este capitulo
constituyen un contexto adecuado para considerar los esquemas iterativos de Hutchinson en el
analisis que desarrollaremos en los Capitulos 6 y 8 sobre las diversas propiedades de duplicacién

de las orbitas.

1. Distancia de Hausdorff

Sea (X, p) un espacio casi-métrico. Si £ C X y ¢ > 0, el e-engordado de F, denotado por
[E]e, se define por

[E]: = U By(z,e) ={x € X : p(z,E) < ¢}.
el

Consideremos el conjunto definido como
K={K CX:K#,K compacto}.

La métrica de Hausdorff compara elementos de KC teniendo en cuenta tanto la “distancia” entre
ellos como su “forma”. La siguiente definicién es una generalizacion de la cldsica al contexto

casi-métrico.

Definicion. Sean A, B € K. La casi-distancia de Hausdorff entre A y B es

on(A,B) =inf{e >0: AC [B]. ANB C [A]:}.
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Veremos luego que 0y es una casi-métrica sobre K. Si {E,} es una sucesién de conjuntos en K

. 1
y E € K son tales que 6y (E,, E) — 0 cuando n — oo, entonces escribiremos E,, — E.

Sea d una métrica tal que existen constantes £ > 1, ¢ y ¢y satisfaciendo

Clp($,y) S d£($7y) é C2p($7y)7

para todo z,y € X. Dado € > 0, el e-engordado de un conjunto E con respecto a d se define
por

[E]e,d = U Bd(ﬂl‘,f‘:) = {‘7: €X: d(ﬂ?,E) < E}?
zeE
y la distancia de Hausdorff entre A y B es

dy(A,B) = if{e >0: AC [Bl.y A B C [Al.q},

para A, B € K. Es sabido que si (X, d) es un espacio métrico completo entonces (K, dgr) también

es un espacio métrico completo (ver [19]). Usando esto obtenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 34. Si (X, p) es un espacio casi-métrico completo, entonces (K,dp) también es

un espacio casi-métrico completo.

DEMOSTRACION. Ya que para cada € > 0 tenemos que

(Al e 4 C [AL: € 4]

(c1€) = (cze)l/f,d

entonces

og(A,B) = inf{e>0:AC[B] e, v BC[A], e 4}

(c2¢)

17, ) 3
= {00 AC Bl ey BE A )]

1
- adH(AvB)y

para todo A y B in K. Anédlogamente se prueba que dg(A, B) < d%(A,B)/cl. Por lo tanto
O ~ d%, con las mismas constantes c¢; y ¢z. Luego dp es una casi-métrica sobre K y (K, ) es
un espacio casi-métrico completo. O
2. Convergencia débil de medidas
Sea (X, p) un espacio casi-métrico compacto. Denotamos

P(X) = {p: p es una medida de Borel sobre X y u(X) = 1}.

Puede probarse que toda medida p en P(X) es regular (ver [8]). Sea C(X) el espacio de las
funciones continuas sobre X. Decimos que una sucesién {p;} C P(X) converge débilmente

(o en la topologia débil estrella) a una medida p, y lo denotamos por 25, s

/ fduy —— / fdu, paratoda f € C(X).
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Notar que la convergencia débil estrella depende sélo de la topologia de X, y no de la métrica

o casi-métrica especifica que la genere.

El siguiente resultado, que se conoce como teorema de Prohorov (ver por ejemplo [8]), nos
asegura que P(X) es secuencialmente compacto. Esto significa que para toda sucesién { i, }
en P(X) existe una subsucesién {,,} y una medida pu € P(X) tal que i, — u. Esto implica
que P(X) es completo con la topologia débil estrella.

TEOREMA 35 (Teorema de Prohorov). Si X es compacto entonces P(X) es secuencialmente

compacto.
En realidad lo que se conoce como teorema de Prohorov es un enunciado més general donde

la hipétesis de compacidad del dominio puede debilitarse.

En capitulos siguientes haremos uso de las siguientes desigualdades basicas cuya demos-

tracién puede verse por ejemplo en [8]: si {u,} y p son medidas en P(X) tal que j, — p,

entonces
(3.1) p(F) > limsup pn(F),
(3.2) §(G) < liminf 11, (G),

para todo F' C X cerrado y todo G C X abierto. Serd util destacar que ninguna de las desigual-

dades precedentes requiere la compacidad de X (ver teorema de Portmanteau, [8], pdg. 11).

3. Distancia de Kantorovich-Hutchinson

Sea (X, p) un espacio casi-métrico compacto. Es posible definir una métrica sobre P(X)
tal que la convergencia de una sucesiéon con respecto a dicha métrica resulte equivalente a la
convergencia débil estrella al mismo limite. Para ello denotemos por Lip; al espacio de todas
las funciones d-Lipschitz definidas sobre X con constante de Lipschitz igual a uno, es decir
f € Lipy si y solo si |f(z) — f(y)| < d(x,y) para todo z,y € X (p ~ d°). La distancia de

Kantorovich-Hutchinson sobre P(X) se define como

5K(N7V):SUP{‘/fdﬂ_/de

Puede verse que dx es una métrica sobre P(X), y ademds que resulta una métrica adecuada

:fELipl}.

para la convergencia débil estrella.

PROPOSICION 36. Sean puy, pig ... y i medidas en P(X). Entonces i, — pu siy solo si

Ok (fn, ) — 0 cuando n — oo.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que fi, — j Pero que Ok (tn, ) - 0. Luego de
renombrar, existe £ > 0 y funciones f, € Lip; tales que | [ f,, dun — [ fn dp| > € para todo n.

Fijemos g € X y sea g, la funcién definida sobre X como g, (z) = fn(z) — fn(xo). Entonces
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| [ gndpn — [ gndp| > € para todo n, y |gn(z)] = |gn(x) — gn(z0)| < d(z,20) < diam(X). Por
el teorema de Arzela-Ascoli (Teorema 16) existe una subsucesién de {g,}, a la cual podemos
renombrar y suponer que es toda la sucesion, tal que g, — ¢ uniformemente, para alguna

funcién g € C(X). Escribimos

oo = (Jose ) (o [
(o o)

Ya que g, — g uniformemente, el primer y tercer términos de esta suma tienden a cero cuando
n — 00,y el valor absoluto del término del medio esta acotado por abajo por ¢, lo cual contradice
que fip > fi.

Para el reciproco supongamos que dx (pn, ) — 0. Ya que X es compacto, la clase o/ =
Ueso Lipe, donde Lipe = {f : X — R : |f(z) — f(y)| < cd(z,y)}, es un algebra en C(X), es
decir, &7 es un espacio vectorial de funciones en C(X) tal que si f,g € </ entonces fg € <.
Ademds o7 separa puntos; es decir, dados dos puntos distintos x e y en X, podemos encontrar
una funcién f en & tal que f(z) # f(y). En efecto, dados z,y € X con = # y, es suficiente
con tomar f(z) = d(x,z) para z € X. Ya que ademds es claro que 7 contiene a las funciones
constantes, por el teorema de Stone-Weierstrass para espacios métricos compactos (Teorema 17)
tenemos que o7 es denso en C(X). Luego dada ¢ € C(X) y € > 0, existe f € Lip, para algin
¢ > 0 tal que |¢p(z) — f(z)| < /3 para todo x € X. Sea ng = ng(e) tal que si n > ng entonces
Ok (fin, ) < €/(3c). Luego si n > ng tenemos que

‘/‘Pdﬂn_ sodu‘ < /!cp—f!dunJr‘/fdun—/fdu‘Jr/\so—f!du

< 2e/3+ O (pin, 1) < €.

Por lo tanto f, — . O
COROLARIO 37. El espacio métrico (P(X),dk) es completo.

4. Casi-métrica de Hausdorff-Kantorovich

Definiremos ahora un espacio casi-métrico cuya estructura y propiedades de convergencia
serdn de nuestro interés para los objetivos del siguiente capitulo. Sea (X, p) un espacio casi-
métrico compacto, y sea 2 el conjunto formado por todos los pares (Y, u) tales que Y es un
subconjunto cerrado de X, y por lo tanto compacto, y u es una medida de Borel de probabilidad
sobre X. Es decir, 2" = K x P. Dados dos elementos (Y;, ;) en 2, i = 1,2, definimos la casi-

métrica de Hausdorff-Kantorovich como

6 (Y1, 1), (Yo, p2)) = 0 (Y1, Y2) + 6k (1, p12)

por lo que (£,0) es un espacio casi-métrico completo. Consideremos el siguiente subconjunto

de &
E={Y,n) € Z :sop(n) CY}.
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Para este conjunto tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 38. El conjunto £ es cerrado en (Z,0). Por lo tanto (€,9) es un subespacio

casi-métrico completo de (Z,9).

DEMOSTRACION. Sea {(Yy, fin) : n € N} una sucesién en € tal que (Yy,, ) LN (Y, ). Ya que
(Z,0) es completo, sélo debemos probar que sop(u) C Y. Para ello veremos que f gdu = 0 para
toda g € C(X) con sop(g) NY = (. Fijemos € = p(sop(g),Y) > 0. Notar que sop(g) N [Y]. = 0.
Pero ya que Y, LLEN Y, para este valor de € debe existir N = N(e) tal que Y,, C [Y]. siempre
que n > N. Luego sop(g) NY,, = () para todo n > N, y en consecuencia

/gd,u: lim /gd,un:0.

Por lo tanto £ es cerrado. O

5. Subespacios de &: la propiedad de duplicacion

En esta seccién definiremos y estudiaremos propiedades de ciertos subconjuntos de £ que
serdn de nuestro interés. Sea (X, p) un espacio casi-métrico compacto tal que las p-bolas son
conjuntos de Borel. En lo que sigue supondremos que A y « son constantes tales que A > 1y

a > 1. Sea D(a, A, p) el conjunto de todos los pares (Y, ) € € tales que las desigualdades

0 < u(By(y,ar)) < Au(By(y, 7))

valen para todo y € Y y r > 0. Sea d una métrica sobre X tal que existen constantes &, ¢1 y 3

satisfaciendo (1.1) en el teorema de Macias-Segovia. Ya que
By(y,r*/c2) C Ba(y,r) C Bp(y,r*/c1),
para todo y € Y y r > 0, se tiene que si (Y, u) € D(a, A, p) entonces
w(Baly,ar)) < u(Byly, (ar)*/e1)
< A"u(By(y,1¢/e))
A" u(Ba(y, 7)),

siendo n un entero positivo grande tal que a"~¢ > c¢a/c;. Reciprocamente, si (Y, ) es un

IN

elemento en £ tal que para ciertas constantes A > 1 y « > 1 se satisface

(3.3) 0 < p(Ba(y,ar)) < Au(Ba(y,r))

para todo y € Y y r > 0, entonces

w(By(y, ar)) 1(Ba(y, (c2ar)/*))
Alu(Ba(y, (r/c1)"*))
< A'u(By(y,7)),

donde ¢ es un nimero natural tal que a9~! > cyeq. Luego por simplicidad definiremos y traba-

IN

IN

jaremos con el conjunto D(«, A) formado por todos aquellos pares (Y, 1) € € para los que (3.3)
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vale para todo y € Y y todo r > 0. Si (Y,u) € D(«, A) para algin A > 1y a > 1 decimos
que (Y, i) es un espacio de tipo homogéneo (e.t.h.), o que p es una medida duplicante sobre Y.
El término “duplicante” se debe a que en varios textos se toma o = 2 en la definicién de e.t.h.

Notar que para cada A > 1, si a > 2 tenemos que
D(a, A) C D(2, A) C D(a, A¥),

si k es un entero tal que 2¥ > a. Si @ < 2 y m es un entero tal que /™ > 2, entonces
D(a, A™) C D(2,A) C D(av, A).

Vemos asi que el papel del factor o de dilatacién del radio no es esencial, si admitimos una

constante A posiblemente diferente.

Observar ademads que si (Y, ) € £ es un espacio de tipo homogéneo, entonces sop(u) =Y.
En efecto, de la definicién de &, tenemos que sop(p) C Y. Para la otra inclusién, si y ¢ sop(u)
entonces existe un abierto G' que contiene a y con u(G) = 0. Luego existe una bola B en Y para

la cual u(B) = 0, lo cual es imposible.

El siguiente resultado establece que el limite de espacios “uniformemente” de tipo homogéneo
conserva la misma propiedad, donde por uniformemente nos referimos a que existe una constante

A que vale como constante de duplicacién para cada elemento de la sucesién. Mas precisamente:

PROPOSICION 39. Sea {(Y,, in)} una sucesion en & tal que (Yy, y) — LN (Y ). Si (Yo, pn) €
D(a, A) para todo n, entonces existe una constante A’ tal que (Y,u) € D(a, A').

DEMOSTRACION. Por la observacién hecha luego de la definicién de e.t.h., podemos suponer
a = 2. Sea ¢ la funcién continua definida sobre RJ como ¢ =1 en [0,1], ¢ =0 en [2,00), y que
es lineal en el intervalo [1,2]. Fijemos y € Y y r > 0. Ya que Y, LN Y, podemos tomar y, € Y,

tal que d(yn,y) — 0 cuando n — oo. Entonces tenemos que

1(Ba(y,2r)) < /90< . )> @)
= Jm ( 2 >
< hmmf,un( a (Y,
< llmlnfun( 4 (Yn ))
< hm 1an pin (B (Yn, 57/16))
< At hmlnf,un( a(y,7/2))
< A4nlingo < ) fin ()
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=t [o(2122) uie)

< A'u(Baly,r)).

6. Aproximacion uniforme por espacios finitos

Dado un espacio casi-métrico compacto (X, p), una métrica d tal que dé es equivalente a p
para algin numero real &, y un par (Y, u) € D(«a, A), el objetivo en esta seccién es construir
una sucesion (Sy, p,) de espacios uniformemente de tipo homogéneo que converja a (Y, u) y tal

que cada conjunto S,, sea finito. En efecto, denotando
Fla,A) ={(Y,p) € D(a, A) : card(Y) < oo},
tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 40. Dadas constantes A > 1 y « > 1, existe A’ > 1 tal que F(«a, A’) es denso en
D(a, A).

DEMOSTRACION. Notar primero que es suficiente probar que existe A’ tal que F(2, A’) es
denso en D(2, A). Sea entonces A > 1 dada y fijemos (Y, 1) € D(2, A). Supongamos primero que
diam(Y') = sup{d(x,y) : z,y € Y} < 1. Como u duplica, (Y, u) tiene la PHD. Para cada entero
no negativo n, sea S, = {zp; : 1 <k < K,} una 107"-red en Y con respecto a la métrica d,

tal que la sucesién {S,} satisface
Sp €5 C---CS, CS41C- -

Sean P, = {T,,;, : 1 < k < K, } la particién de S,11 y = el orden parcial sobre A = {(n,k) :
n € No,1 < k < K, } definidos como en la Seccién 11 del Capitulo 1 con respecto a la métrica

d y tomando 6 = 10!, Allf también definimos las familias
Trl;,k = {33‘@72' : (£72) = (’I’L, k)}
para £ > n+ 1, y los cubos diddicos

QZ = U Bd(l’g’i, 10_6_1).

(£,1)3(n,k)

En este caso tenemos las siguientes inclusiones

(3.4) Sn+1 N By(zpn 1,107 /2) C T, ) € Spy1 N Bg(zpk, 1077),
y
(3.5) Qp CTL . € Sp N By(zpy, 1071/9),

por lo que la propiedad 3 de los cubos diddicos (Teorema 27) vale con ¢ = 10/9.
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Construiremos medidas de probabilidad u, sobre Y con masa total soportada sobre S,.

Para cada entero no negativo n y cada 1 < k < K,,, definimos

pn({znk}) = n(Qk)-

Notar que de la propiedad 7 de los cubos diddicos podemos concluir que p,(S,) = 1 para todo
n. Para ver que /i, — y, tomemos una funcién ¢ continua sobre Y, y sea ¢ > 0 dado. Por ser
Y compacto, ¢ es uniformemente continua, por lo que existe n > 0 tal que |p(z) — p(y)| < ¢,
para todo z,y € Y tales que d(z,y) < n. Por un lado

Knp

/Yso dpn = @(@np)(QR),

k=1

y por el otro
Ky

cdeZZ/ @ dp.
/Y k=1" %

Luego, por la propiedad 3 de los cubos,

/Y@dﬂn—/ywdu‘ < g/%‘@(x””“)_@(x)‘ du(z) <e,

eligiendo n suficientemente grande tal que 107"+1/9 < .

Por otro lado, es claro que dg(S,,Y) < 10™", por lo que S, 4, Y. Esto junto a lo anterior

implica que (Sy, jn) % (Y, p1).

Sélo resta ver entonces que existe A’ > 1 tal que (Sy, uy) € D(2, A") para todo n € Np, es
decir, que {(Sp,tn) : n € Ngo} es una familia uniforme de espacios de tipo homogéneo. Esto

serd una consecuencia del siguiente lema.

LEMA 41. Sean (X,p), d, (Y,u) y {Sn :n=0,1,2,...} como antes. Supongamos que para
cada n estd dada una medida de probabilidad ., sobre los borelianos de Y, con soporte S,. Si
la sucesion {(Sp, pun) :n=0,1,2,...} satisface

1. e (Tf;k> = un({nk}), para todo entero no negativon, 1 <k < K, yl>n+1;
2. existe una constante Cy tal que para cada x,, € Sy y Tpi1 tal que (n+1,0) < (n, k),
vale que pin({Znk}) < Crins1({Tng1,e});
3. existe una constante Cy tal que si Tpk Y Tni SON puntos en S, con d(azn,k,xnvi) <
107"+3, entonces pn({zn i)} < Copn({zni}),
entonces existe una constante A que depende sélo de C1, Cy y A, tal que (Sp,un) € D(2,A)

para cada entero no negativo n.

DEM. LEMA 41. Notar que para n = 0, Sp se reduce al unico punto g ;. Luego, ya que
fo tiene soporte en Sp, necesariamente se tiene que pg (Bg(zo1,2r)) = po (Ba(zoa,7)) =

po({xo,1}) = 1 para todo r > 0. Entonces i es trivialmente duplicante con cualquier A>1.
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Paran > 1, z € S, digamos x = x,,;, para algin k = 1,2,...,K,, y r > 0, debemos estimar
tn(Bg(z,2r)) en términos de p,(Bg(x,r)). Observemos que ya que diamX < 1 sélo tenemos
que considerar el caso 0 < r < 1. Dividiremos el analisis en tres casos, de acuerdo con la relacion
entre r y n:

L 0<r<107"/2;

ii. 107"/2 <r < 31077+,

iii. > 3107+,
Caso i: 0 < r < 107"/2.  Ya que S, es 10 "-disperso, tenemos que By(z,2r) N S, =
By(x,7) N S, = {a}, y cualquier A > 1 funciona.

Caso ii: 107"/2 <r <3 107"tL.  Sea Q el conjunto de indices definido como
Q={q: xp_14 € Bq(x,22r)}.

Notar que si N = N(A) es la constante provista por el Lema 4, tenemos

card(Q) = card(S,—1N By(x,22r))

< card (Sp—1 N By(z,66 10‘"“))
(3.6) < card (Sp_1 N By(z,27107"1))
< N".
Ahora probaremos que
(3.7) Sn N Ba(x,2r) € | Tno1g.
qeQ
Tomemos z,; € By(x,2r), y sea ¢ el tnico indice en {1,2,...,K,} tal que x,; € Th_14.

Debemos ver que g € Q. En efecto, de (3.4)

d(@n-14,2) < d(@p_14 Tni)+ d(Tn;,x)
< 107" 4 2r
< 20r +2r
= 227,

lo que prueba (3.7). Sea p tal que x € T),_1 . Si g € Q, entonces

d(Tpn-1,gTn-1p) < d(Tp_1,4,7)+d(@,THn1p)

< 22r + 107"t
< 66107t 107!
< 10773,

y podemos aplicar el Lema 3 para obtener

Hn—1 ({xn—l,q}) < C2ﬂn—1 ({$n—1,p}) s para todo q e Q.
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Por lo tanto, usando (3.7), (1), la desigualdad de arriba, (3.6) y (2) en ese orden, obtenemos la
desigualdad deseada ya que

in(Ba(@,2)) < 3 i (Tuvy)

q€Q
= > pn-1({Tn-14})
q€Q
< ZQCQ,Mn—l({!En—l,p})
< N702Mn—1({33n—1,p})
< NTCyCrpn({z})
< N'CyCipin(Ba(z, ).

Caso iii: » > 31071, Ya que r < 1, este caso s6lo es posible sin > 2. Sea 0 < £ <n —1
tal que 107¢ < r/3 < 107!, y definamos el conjunto

J ={j:x¢; € S¢N Bg(x,3r)}.

Veremos que
Sy, N Ba(z,2r) C U 175 .
JjeT
En efecto, tomemos x,,; € By(x,2r) y ¢ ; tales que x,,; € Té”j. Aplicando (3.5), obtenemos

d(zej,x) < d(wgj,ong)+ d(xng, x)

10—€+1
< 2
9 + 2r
10
o7 T+ 2r
< 3,
y asi j € J. Por lo tanto, de (1) tenemos
(3.5) pn(Ba(e.20)) < 37 o (175) = 3 el }) = pu(Ba(a. 3r)).
isvA isvA

Por otro lado,

U 17 € Sn N Ba(z,7).
xf,ieBd(xvr/2)

En efecto, si x¢; € Bq(x,7/2) y np € T}, entonces aplicando (3.5) nuevamente

d(l’, xn,p) < d((L’, xf,i) + d(xf,h xn,p)

r 10761
< —

2+ 9

r+10

2 To7"
< T
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De la inclusién de arriba obtenemos

pin(Ba(z,7)) > oo (1)

xg;€Bg(x,7/2)

(3.9) = S me{ze})

x¢ €Bg(x,r/2)
= u(Ba(v,7/2)).
Luego, de (3.8) y (3.9) el resultado se obtiene con A = C1CoN® si probamos que
(3.10) pe(Ba(w,3r)) < C1C2N°puy(Ba(w,7/2)).

Notar que la situacién actual es similar a la considerada en el Caso ii, pero ahora el centro x de

la bola no necesariamente pertenece a la red Sy.

DEM. DE (3.10). Si definimos
Q={q:244€ By(z,Tr)},
J={j w1 € Ba(z,7r)},

tenemos
card(Q) < card (S Ba(a,2110°41))
< card <Sg N By(z, 2810_[))
< N8
Notar que

Sy N Bd(a:, 37‘) - U Tg_l’j.
JjeTJ
Para probar esta inclusién, tomemos x,; € Bg(x,3r) y x¢—1; tal que x¢; € Ty—1 ;. Chequear
que j € J es equivalente a ver que zy_1; € Bq(x,7r). En efecto
d(xe—1j,2) < d(ze_1y,me,) + d(xe, )

< 1077 43¢

< Tr.
Por otra parte, ya que x = x,, € Sy, existe un tnico p € {1,...,K;} tal que = € 17, Con el
fin de usar (3) para comparar la medida p, de los conjuntos {x,} ¥ {z¢q} para todo ¢ € Q,

debemos chequear que d(x¢p,z/4) < 10~3. En efecto, para ¢ € Q tenemos

d($é,P’xf7q) < d($é,p,x)+d($a$é,q)

10—3—1—1
< 9 + Tr
1 —/+1
< 0 g 21 10—+

< 10743,
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Luego, de (3) obtenemos

pwe{zeq}) < Cope({ze,}), para todo ¢ € Q.

De las consideraciones anteriores, de (1) y de (2), tenemos

pe(Ba(w,3r)) < Y pe(Tiy)
JjeTJ
= Zuz—l({we—m})
jeT
C1 Y m{weg})

qeQ

< C1Cy Z pe({zep})

qeQ

C1Ca card(Q)pe({wep})
CLCoN®pe({zep}).

IN

IN

Finalmente, ya que

9 27 2
tenemos pe({xep}) < pro (Ba(x,7/2)), lo que finaliza la demostracién de (3.10) y con ello la de

lema. O

Resta probar que (S, d, it,,) es una familia uniforme de espacios de tipo homogéneo. Para
ello sélo necesitamos chequear que p, satisface las condiciones del Lema 41. En efecto, de la

propiedad 8 de los cubos diddicos tenemos

nelTop) = Y mlzed) = Y wl@) = m{zar)):

iiwl,iETf;’k Z(Zvl)j(nvk)
para todon, 1 <k < K, y{>n-+1,y entonces (1) vale.
Para chequear (2), notar que para z,; € Sp ¥ Zpt1¢ con (n + 1,0) = (n,k) se tiene

d(Tp ks Tnt1,e) < 107" Entonces la propiedad 3 de los cubos de Christ implica que Q} C
By(%nt1,6,107"" /4). Luego

ptn({znkt) = w(Qf)

< (Ba(@na1,6,1077/4))
< APu(Bg(zpi10,107"72)
< APu(Q)

= Atpi1({@nt1e}),

y (2) vale con C; = AS.
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Finalmente, si z, % y Z,; son puntos en S, tales que d(xyk,Tn;:) < 10~"*3, entonces
Q7 C By(z,4,101107+1), por lo que

pn{znk}) < p(Ba(n,i, 101,107
< AYMu(By(zn, 107771
< AMu@p)
= A% ({zna}),

y obtenemos (3) tomando Cy = A4

Hemos probado entonces que existe una constante A’ > 1 tal que para todo n vale
Mn(Bd(.Z', 2T)) S A, ,Ltn(Bd(.Z', T))7

siempre que r > 0 y z € S,. Por lo tanto {(Sy, u,) : n € No} C F(2,4’), lo que termina de
probar el resultado cuando diam(Y) < 1. Si diam(Y’) > 1, definimos d = ﬁm(y)v y aplicamos

el razonamiento anterior al espacio (Y, d, ). O






CAPiTULO 4

Analisis armoénico en conjuntos finitos

En el capitulo anterior obtuvimos una forma de aproximarnos a un espacio de tipo ho-
mogéneo compacto dado, mediante una sucesién de espacios de tipo homogéneo con constante
de duplicacién uniforme. Més aiin, cada elemento de la sucesién aproximante es un espacio fini-
to. En este capitulo centraremos nuestra atencion en espacios de este tipo, estudiando problemas
clasicos inducidos por el andlisis arménico y real. En particular, consideraremos dos operadores
bésicos: el de Hardy-Littlewood y el de Hilbert. Con los resultados que obtenemos en este
capitulo y los del préximo, como aplicacién deduciremos las estimaciones conocidas para esos
operadores en contextos continuos. Para el caso de la maximal de Hardy-Littlewood discreta,
veremos que la técnica usual de cubrimiento se simplifica dado que los procesos de seleccién
involucrados son ahora finitos. Para la transformada de Hilbert usaremos una discretizacion de

un conocido lema de Loomis.

1. Lema de Wiener y la maximal de H-L en conjuntos finitos

Dado H € N, denotaremos [1, H] al intervalo de los enteros comprendidos entre 1 y H inclu-
sive, es decir, [1, H] = {1,2,..., H}. Sea p una casi-métrica en [1, H| con constante triangular
A. Como siempre denotaremos con B,(i,r) a la p-bola con centro i € [1, H] y radio r > 0, es

decir
By(i,7) ={j € [1,H] : p(i,j) <r}.

Probaremos el siguiente lema de tipo Wiener en este contexto.

LEMA 42 (Lema de Wiener en ({1,...,H},p)). Sea E un subconjunto de [1,H], y sea
r: E — RY una funcion real positiva en E dada. Entonces existe un subconjunto F de E tal
que
1. B,(i,7(2)) N By(4,7(5)) = 0 para todo i,j € F con i # j.
2. B CUcr Bpli, 2A7(i)).

DEMOSTRACION. Definamos F1 = E, 11 = méx;cp, r(i), y sea i1 un punto en el que este
maximo se alcanza. Definamos ahora Ey = E1\B), (i1, 2A7(i1)). Si Es # 0, sea 1y = max;ep, r(1)
y fijemos un punto is en el que este maximo se alcanza. Notar que ro < ry. De esta forma
construimos inductivamente conjuntos Ey = Eji_1\B,(ix_1,2Ar(ix_1)), y si Ex # 0 elegimos
un punto iy € Ej tal que r(iy) = 1, = méx;ep, 7(¢). Notar que r; < 7 si k < j. El proceso es
finito pues F es un conjunto finito. Luego existe un niimero natural m tal que E,, 1 = (). Pero
por definicién Ep, 41 = E\ Uy, B,(ix, 2Ar;), por lo que se tiene que E C | J;- | By(ix, 2Ary).
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Entonces definiendo F' = {i;,42,...,%mn}, s6lo resta probar que para cada eleccién iy,i; € F
tales que iy # ij, se tiene que B, (ig, %) N By(ij,7;) = . En efecto, supongamos que existe un

punto z € B, (i, ;) N By(ij,75), y que k es menor que j. Luego
plik,ij) < Aplix, 2) + p(z,i5)) < 2Ary.
Pero entonces i; € B, (i, 2Ar), lo cual es absurdo por la definicién de Ej. O

Este lema nos permite demostrar una versién discreta del Teorema de Hardy-Littlewood
para cualquier medida finita v definida en las partes de [1, H] para la cual cada punto i € [1, H]
tenga medida v({i}) = v; > 0. Notemos primero que toda v de este tipo es duplicante con

respecto a las p-bolas en [1, H]. En efecto, trivialmente

)  v(By(i,2r)) .
v(By(i,2r)) = WV(B/)(%T))
v([L, H])

min{v; : j € [1,H]}

IA

v(By(i,r))
Asi, hemos probado que el conjunto
A={A:v(B,(i,2r)) < Av(B,(i,r)) para todo r > 0 y todo i € [1, H]}
es no vacio.
Sea f : [1, H] — R una funcién (sucesién) cualquiera. Denotamos f(i) como f; para cada i €

[1, H], y definimos la funcién (sucesién) maximal de Hardy-Littlewood de f como la aplicacién
Mf:[LH] =R, Mf = ((Mf)1,(Mf)2...,(Mf)r) dada por

Z{i' (3,5)<r} | filvi
(Mf); = Mf(j) = max == :
>0 Y tip(ig)<r} Vi

Notar que hemos escrito un maximo en la definicién anterior ya que el supremo es realmente un
maximo, pues la funcién de r definida para cada j fijo como el cociente, toma un nimero finito
de valores reales no negativos ya que el conjunto de las partes de [1, H], y por consiguiente el

de las p-bolas, es finito.

TEOREMA 43 (Hardy-Littlewood en ({1,...,H}, p,v)). Para cada A € A se tiene que la
desigualdad de tipo débil (1,1)

A£+1 H

Z vj < \ Z‘f:"/z
i=1

{5:(Mf);>A}

vale con { tal que 2° > A, para toda f : [1, H] — R y para todo X > 0.

DEMOSTRACION. Fijemos A € A, f:[1,H] — Ry A > 0. Sea E), el subconjunto de [1, H]

definido como

By ={j € [LH: (Mf); > \}.
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Notar que a cada j € E) le podemos asignar un valor r; = r;(f) > 0 tal que
1
2 omsx o2 i
{i:p(G,0)<rj} {i:p(4,i)<rs}
Por el Lema 42 existe un subconjunto {ji,...,jm} de E\ tal que las bolas B,(ji,7;,) son

disjuntas dos a dos, para k = 1,...,m, y Ex C U, B,(jk,2Arj,). Por lo tanto, si £ es un

entero positivo tal que 2t > A, tenemos

v(E)) < Z Z v;

k=1 {’i:p(jk,’i)<2ATjk}

Aé-l-l zm: Z Vi

<
k=1 {izp(jr,i)<rj,, }
Aé—i-l m
<Ay Y im
k=1 {Zp(]kvl)</r]k}
A£+1 H
< 3 | filvi.
=1

2. El lema de Loomis y la transformada de Hilbert en Z

Sea f:Z — R y denotemos el valor de f en i € Z por f;. Si f; = 0 salvo un ntmero finito

de indices i € Z, definimos la transformada de Hilbert de f sobre Z como
. fi
(M) = HiG) = 3 .
. J 1
i#]
En particular, si £/ es un subconjunto finito de Z tendremos que
1
(HXE); ZZ —
1ER
i#j

El siguiente resultado establece el tipo débil restringido de H en Z equipado con la medida que

cuenta puntos, o equivalentemente, muestra que H es de tipo débil sobre sumas finitas de deltas

de Dirac.

LEMA 44. La transformada de Hilbert sobre Z es de tipo débil (1,1) restringido con respecto

a la medida que cuenta puntos. En otras palabras, existe una constante C' > 0 tal que para cada

conjunto finito de enteros E = {ky,ko ..., ky} se tiene que
1 H
d €7 : E — >\ <C—
car ] € Pk > < h\
kelE
(=

para todo \ > 0.
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Para demostrar el resultado anterior haremos uso del lema de Loomis ([25]) cuya de-

mostracién puede hallarse también en [22].

LEMA 45 (Lema de Loomis). Sean my,ma,...,mg constantes positivas y x1 < x9 < ... <

x g numeros reales dados. Fxiste una constante C' tal que para todo A > 0 la funcion

i=1
satisface
ol
R: < — 2
m{z € R: |g(x)] > A} < Z:;m

donde m denota la medida de Lebesque.

DEM. DEL LEMA 44. Dado un conjunto finito de enteros E = {ky, ko ..., kg}, sea f:7Z —
{0,1} definida como f(j) = Xr(j). Supondremos k; < ka < ... < kg. Dado A > 0 llamamos
E} al conjunto {j € Z : (Hf); > A} y E% al conjunto {j € Z : (Hf); < —A}. Por razones de
simetria basta probar que

card (E)l\) <C %

Por definicién de Hf tenemos que H f (k1) = ZZHZZ ﬁ < 0, por lo que si j € E} debe ocurrir

que j > ki. Notemos ademas que si j € Ei entonces el intervalo (j — 1,7) estd contenido en el

conjunto {z € R : g(z) > A}, donde g(z) = 327 m_lkl Esta conclusion se sigue de la monotonia
de g en cada intervalo (k;, ki+1), que es también la propiedad fundamental para la prueba del
Lema 45, y del hecho que (5 — 1, ) esta contenido en algun intervalo de la forma (k;, k;11). Por

consiguiente, aplicando el lema de Loomis obtenemos

card(BY) =m | J G-1.9) | SmizeRg) >N} < SH.
JjEE]

O

Para f : Z — R que se anula salvo en una cantidad finita de puntos, consideremos ahora la

funcion maximal de Hilbert truncada definida en Z como

fi

(PG = (1) = sup L.

0<a<b<oo

a<|j—il<b
En el Capitulo 5 haremos uso del siguiente resultado, el cual establece el tipo débil (1,1) de H*

sobre sumas finitas de deltas de Dirac en Z con respecto a la medida que cuenta puntos.

TEOREMA 46. FExiste una constante C' > 0 tal que para todo conjunto finito de enteros

distintos ki, ko, ..., kg y todo A > 0 se tiene que

Xp(i)

H
A <C=
> _C)\,

card JEZ: sup
0<a<b<oo |, oy J

donde E = {k1,ka,..., ky}.
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Antes de probar este resultado, enunciaremos un lema de cubrimiento cuya demostracién

puede hallarse en el libro de Garsia [22].

LEMA 47. Dada cualquier familia finita 7 de intervalos en R, siempre es posible seleccionar

una subfamilia 11,15 ..., I, de intervalos disjuntos tales que

1 <U I) <2 u(ly),
=1

led

para toda medida p sobre R.

Utilizaremos el lema anterior para demostrar el Teorema 46, siguiendo la idea de la prueba

del Teorema 4.3.1 del libro de Garsia mencionado.

DEM. TEOREMA 46. Notar que es suficiente probar que el resultado vale para la maximal
de Hilbert no truncada en el infinito ﬁ*, definida en Z como
YN fi
(H () =sup| > ==/,

a>0 J—1

l7—i|>a

pues para cada entero j se tiene que

i

H = - — ; ;
DG = s 1D 75 2 55
li—i|>a lj—i|>b

sup Z .fi. + sup Z .fi.

<
a>0 li—i[>a J—1 b>0 1S J—1
= 2(H"f)()-
Sean E = {ky,ko,...,ky} un conjunto finito de nimeros enteros y A > 0 dados. Debemos ver

que existe una constante C' que no depende de E ni de A tal que

Yol
card j €Z :sup Z 5(0) > A <C

H
a>0 ‘ A

—1
|[j—i|>a J

Notar que podemos suponer que el supremo se toma sobre todos los niimeros naturales. Defini-

mos
Xnli
Et={j€Z:sup .E(Z,)>/\
aeN ; J—1
lj—i|>a
Xl
E-=<Jj€Z:sup E(Z) -\
aeN | .7 J—1
|l7—i|>a

Afirmamos que ambos conjuntos son acotados. En efecto, denotemos por ki al elemento mini-
mo de E y por kmsx al maximo. Entonces kg es una cota inferior para E', y todo elemento

de ET debe ser menor que kpax + % Analogamente E~ estd contenido en (k:mfn — %, kméx).
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Para cada j € ET existe a = a(j) € N tal que

> Q?E(Z,) >\

—1
l7—i|>a J

Luego & = {I,jy = [j —a(j),j +a(j)] : j € ET} es un cubrimiento finito de E* por intervalos.

Por el Lema 47 existe una sublista {I = Loy B =1,2,... ,n} de intervalos disjuntos tales
que
(4.1) card U Ly | < 2anrd(lk),

jeET k=1

y ademas satisfacen

ZM>A7

£ ji — i
iely,
donde ji es el centro del intervalo I. Definamos sobre Z las funciones
. Xp(i) , Xg(i)
Q(J)ZZTV gk(]):Zjv
icz J ict, J
i#] i#]

para k =1,2,...,n. La funcién

90) — ge(j) = 37 220

iere 1 ¢
es decreciente en cada I, y es mayor que A en j = ji. Por lo tanto es también mayor que A en

I = [jx — a(Jx), ji], la mitad izquierda del intervalo Ij. Luego

I C{jel:g() > A2 U{j € I : gr(j) < —A/2},

para cada k =1,2,...,n,y por lo tanto

anrd ) <card({j € Z:g(5) > \/2}) +anrd {j€Z:gr(j) <—N/2}).
k=1

Aplicando el Lema 44 obtenemos
anrd <2C +—anrd EﬁIk)<4C'—
pues los intervalos Ij son disjuntos. Combinado esta desigualdad con (4.1) obtenemos

H
card(ET) < 2anrd I) < 4anrd )< 160X
k=1 k=1

De forma andloga obtenemos que
H
card(E™) < 160;,
y el resultado se obtiene del hecho que card(F) < card(E™) + card(E ™). O



CAP{TULO 5

Tipo débil (1,1) de operadores maximales II:

discretizacion del espacio

Con el objeto de plantear precisamente el problema considerado en este capitulo y de des-
cribir los resultados obtenidos, comencemos estudiando un ejemplo concreto en el que a la
discretizacion de M. de Guzmén se agrega una discretizacién del espacio. Dicho en forma no
rigurosa, este proceso de aproximacién del espacio consiste en tomar las combinaciones lineales
de deltas de Dirac dentro de redes fijas anidadas y crecientes a todo el espacio X. Consideremos
el espacio (R, |- |,m), donde | - | representa la distancia usual y m la medida de Lebesgue, y las
redes S; = 2777 para j € Ny. Tomemos 1y como la medida que cuenta puntos en Sy y para
j>1y ECSj, seav;(E)=2"7y(2E). Sea ¢ la funcién continua que vale constantemente 1
en el intervalo [—1, 1], se anula fuera de [—2,2] y se completa en forma lineal en los intervalos

[—2,—1] y [1,2]. Para cada ¢ € Z y para (z,y) € R x R, definimos
Relw,y) =20 (22— v) .

Estos nucleos son continuos pero no tienen soporte compacto. Sin embargo satisfacen las

hipStesis del Teorema 32. Ademés para f € L' tenemos que

K*f(z) = sup
LeET

[ s dy‘

= sup
LeL

< Sup?f/ |f(y)| dy
ez JB@2-t+)

< CMf(x),

[ e (2 -) 1

siendo M f la maximal de Hardy-Littlewood de f. Para la dltima desigualdad hemos usado que
la maximal de H-L es comparable a la maximal obtenida tomando sélo los radios diddicos. Ya
que M es de tipo débil (1,1), se tiene que K* también lo es. Sin embargo, veremos que K7 * no
es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac en (S;,r;) para ningtin j, donde

K7 denota la restriccién de K* a (S4,v5). Més precisamente

(K7 f)()n) = sup

/S (@50 9) £ () v ()

i
Comencemos probando que K% no es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac

en (Sp, 1), es decir, debemos ver que no puede existir una constante C' tal que para todo A > 0,
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todo nimero natural H y todo conjunto A(}{ C Sy de cardinal H, se cumpla que

card | ¢ n € Z: sup Z ke(n,m) > A <C

0
meAYy

E

Fijemos AY%. Ya que
kf(na m) > 2ZX[—2*Z72*Z} (TL - m)?

es suficiente con estudiar

card({n € Z : g(n) > A}),

siendo

g(n) =sup2" Z X[_o-t9-0(n —m).
¢ 0
meAY,
Notar que si n € A} entonces ZmGA(}{ X9t 9-1j(n —m) > 1 para todo ¢. Luego g(n) = oo

para todo n € A(I]{ y no puede existir una constante C' tal que
H
card({n € Z : g(n) > A\}) < C x

para todo A > 0, pues si una tal C existiera bastaria tomar A > 2C para obtener una contradic-

cién.

El hecho que K7 no es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac en (S;,v;)
para ningin j se obtiene de la homogeneidad de los nicleos k¢, como lo establece el siguiente

resultado.

AFIRMACION 1. Dado j > 0, K7* es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de
Dirac en (Sj,v;j) siy sélo si KO es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac

en (So, ).

DEMOSTRACION. Notar que z € S; si y sélo si existe un tnico n € Sy tal que z = 27In.

Luego, si AI}{ denota un subconjunto de Sj de cardinal H, para x € S; tenemos que

sup > kelw,y) = sup > ke(277n,277m)

4
meA(}{

= 2sup Z ke—j(n,m)

¢
mEA(}I

= 2sup Z ke—j(n,m)
=i meAY,

= 2 sup Z ke(n,m).

l
mEA(}I

J
yeAy
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Luego
vj x €S :sup Z ko(x,y) > A =277y, n € Sp : sup Z ke(z,y) > A
‘ ye Al ¢ yeAl,
=279y, n € Sy : sup Z k¢(n,m) > 277\ ,
¢ meA(}{
de lo que se deduce la afirmacion. O

El problema en la discretizacién precedente que impide la validez del tipo débil del operador
maximal discreto, esta precisamente en que la diagonal n = m mide positivo en el contexto
discreto, mientras que esto no ocurre en el contexto continuo al que pretendemos aproximarnos.

Esto nos lleva a pensar qué ocurre con la funciéon i definida para n € Z como

h(n) = sup 2¢ Z X[_gfe+1727e+1}(n —m).
¢ meAY,

m#n
Nos preguntamos si existird una constante C' tal que para todo natural H, A(I]{ y A > 0 tengamos

card({n € Z : h(n) > A}) < C% .

En efecto, para n fijo observar que

Z X[_27£+1727£+1](n_m) = Z X[n—2*l+1,n+2*l+1](m)

meAY, meAY,
= card((Aé{ {n})N [ 40 “1])

Entonces fijado A?H definimos para cada A > 0
E\ = {n € Z:sup 2anrd<(A51 {n})N [ 42 ZH} > > )\} .
4
Ya que [-271 2741 € [~1/2,1/2] cuando £ > 2, tenemos que en tal caso

Z X[_g—z+172—z+1] (n—m)=0.

meA(}{
m#n
Esto nos permite escribir
Ey = {nEZ:sup%card(( —{n})nN [ 427 “1} > >)\}.
<1

Luego para cada n € E) existe un entero ¢(n) <1 tal que

2card ((Aff — {n}) N |n = 2710 p 4 27 ) 5
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La familia {[n — 27+ iy o=t H) Ly € EA} es claramente un cubrimiento del conjunto

FE), y ademaés es finito pues E) lo es. Esto se deduce del hecho que

Sglgllf Qécard((Aéq —{n}h)n [n _o 2—é+1] )

tiende a cero cuando |n| — oo. Entonces por el Lema 47 existe una subfamilia {I,, : j € J} de

intervalos disjuntos tal que

card U [n — 97+ 4 2‘“””“} <2 Z card(I;).
nek) jeJ

Luego

card(E))

A
I\
o
I
=
S
o~

IA
[\
[a—
+
[\
=
3
¥
[\

[va que ¢ < 1]

IN
—_
[\
[\]

&
3
<

IN

1—)\2 anrd((A(}{ —{n})n Ij)
jeJ

12

— card( A% N I;

A ]ZG;] ( = J)

H

Xu

que prueba lo que queriamos con C' = 12. Notar ahora que

IN

< 12

k’g(n, m) < QZX[_24+1724+1](71 — m),

por lo que para todo n € Z

sup2’ 57 ky(n,m) < h(n),
¢ mEA(}I

m#n
y por lo tanto para todo H finito y todo A > 0 se tiene que

H
card | ¢ n € Z: sup Z ke(n,m) > A §12X,

0
meAy,
m#n

siendo A{! cualquier subconjunto de Z con cardinal H. De la Afirmacién 1 se deduce que si K7 *

se define sobre S; como

(K" f) () = sup

[ Hemniwdse)
Sj—{z}

entonces K7 es de tipo débil (1, 1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac en (S}, ;) uniforme-

mente j. En la Seccién 1 nos preguntamos si ésto es suficiente para afirmar que K* es de tipo
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débil (1,1) sobre (X, v), mientras que es la Seccién 2 nos ocupamos de las condiciones necesarias
para el tipo débil (1,1) de K* cuando las medidas aproximantes v; estan relacionadas con la

medida limite v como en la Seccién 6 del Capitulo 3.

1. Condicién suficiente para el tipo débil (1,1)

Sea (X, p,v) es un espacio de medida como en el Teorema 30, es decir, un espacio casi-métrico
sin puntos aislados con una medida v tal que dv = gdu, donde g € L}OC(X, o)y (X, p,p) es
un espacio de tipo homogéneo. Dado a > 1 fijo, para cada j € Ny, sea S; = {z;, : n € I;} una

aJ-red en X, tal que sucesién {S;} satisface
SpCS5C--CS5CSi1 S,

donde I; = {1,2,...,4;} denota un intervalo inicial de N, el cual podria ser todo N. Sea {v;}jen,
una sucesiéon de medidas de Borel regulares sobre X tales que sop(v;) C S; y v; % v. Para
cada j, consideremos ahora a (S}, p, ;) como un espacio casi-métrico con medida, denotemos

por k:g a la restriccién de kg a S; x S, y definamos

K f(n;) = / K (m 0) F(4) dy ()

(Kj*f)(ﬂfj,n) = Slép ‘Kgf(ﬂfng)‘ = Sl;p

/ K (250, 9) £ (y) dv; (y)

Si {k¢} una sucesién de nucleos continuos y con soporte compacto en X x X, entonces

tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 48. K* es de tipo débil (1,1) en (X,v) si K7* es de tipo débil (1,1) sobre sumas
finitas de deltas de Dirac en (Sj,vj) uniformemente en j. En otras palabras, K* es de tipo

débil (1,1) en (X,v) si existe C > 0 tal que para cada conjunto finito de puntos distintos
TjnisTing, -+ Tjngy € Sj Y para todo X > 0, tenemos
i H
vj ({x]n €S :sup Zkg(xjm,xjm) > A}) < CX’
£eN

i=1
DEMOSTRACION. Por el Teorema 30 del Capitulo 2, basta probar que para todo conjunto

para todo j.

finito de puntos distintos x1,zs,...,xg € X y para todo A > 0, si f = 2211 d;, entonces
H
v{ze X K*'f(x) >A}) = v <{x € X :sup Zk‘g(aj,xi) > A})
¢eN |
H
< C—.
- A

Si para un nimero natural fijo N llamamos, como en el Capitulo 2, K, f(x) = maxi<i<n |Kof ()],

es suficiente probar que para cada N se tiene que

)

v{ze X Kyf(x) > A}) <C

>| =
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donde C no depende de N. Tomemos entonces un N fijo. Ya que X no posee puntos aislados,
para cada x; € X podemos elegir b; en U;’;l S; tan cercano a x; como se desee, y de tal forma
que B = {by,ba,...,by} resulte una coleccién de puntos todos diferentes entre si. Para cada ¢

fijo escribimos

H
Kof(z) = Zke(:v,wi)

z;l "
= > ke, ) — kol, b)) + > ke, by).
i=1 1=1

Luego para cada « tal que 0 < a < A, tenemos que

H
v{ze X : Kyf(zx)>\}) < v <{:L" € X : méx Z[k‘g(x,aji) — ky(z,b;)]

1<¢<N |4

>}>

H
X : A k b;
+ V({a:e 1I§n€agv ZZ: o(z,b;)

= L+ L.

Veamos primero que
H

I <
2_0)\—057

para lo que definimos los siguientes conjuntos:

H

Z k‘g(l’, bz)

E:{ZEEX: max
i=1

1<¢<N

>/\—a},
>)\—a}.

Lo que debemos ver entonces es que v(F) < C % En efecto, si jo es tal que b; € S, para

H

> k(g bi)

=1

Ej :EﬂSj = {xﬁk S Sj : 12??5\/

todo i =1,2,..., H, por hipdtesis tenemos que
vj (Ej) < C%, sij > jo.
Por otra parte, por ser E abierto, dado ¢ > 0 existe j; = ji(¢) tal que
V(E) <vi(E)+e=vj(Ej)+e, sij>g.

Luego, eligiendo j suficientemente grande tenemos que

H
v(E) < C 3 + 2,

-«
v haciendo € — 0 se obtiene la desigualdad deseada. Finalmente, probaremos que dado € > 0 y
a tal que 0 < a < A, podemos elegir los b; tales que I1 < €. Sea

H

Alw) = [ke(x, ;) — ke(x, b))

i=1
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Luego

I8 :1/({3:6X mix |A(z)] >a}> gij({xexw(m >a}> :

Para cada ¢ fijo, tenemos

v({rex:a@)>a}) < 1 i/x Uog (2, 5) — o, bi) | ()

= é Z/ \ke(z, 25) — ko(z,b;)| dv(z),

donde como antes Fy es la proyeccién en la primera variable del soporte de ky, y por lo tanto
es un conjunto acotado y de medida finita. Por la continuidad de los nucleos kg y por estar
trabajando con una cantidad finita de ellos, podemos hacer Iy < & mediante una adecuada

eleccion de los b;. Por lo tanto

Il+[2<c
Of

y haciendo a — 0 se prueba que K* es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac

n (X, v). Aplicando el Teorema 30 se obtiene el resultado.
O

En el ejemplo de la introduccién del capitulo vemos precisamente que la hipétesis del Teo-
rema 48: K7* es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac en (S;,v;) uniforme-
mente en j no es valida ni siquiera para una sucesion de ntcleos tan sencilla como la alli presen-
tada, aunque el operador continuo asociado K* es de tipo débil (1,1). Como ya mencionamos,
este hecho se debe a que en la estructura discreta la medida estd mucho mas concentrada en
la diagonal que en la estructura continua. Si en cambio tomamos nicleos de convolucién con
soporte disjunto del origen, o ntcleos de dos variables no necesariamente de convolucién con
soporte fuera de la diagonal, entonces tendremos ejemplos donde la hipétesis del Teorema 48
es posible. Mas aun, el maximal K* asociado a la familia ky de la introduccién estd dominado
por el maximal correspondiente a la nueva familia generada de la misma manera por kok (ver
Figura 1). Por consiguiente el Teorema 48 aplicado a estos nicleos puede usarse para obtener,
a posteriori, el tipo débil de K*.

Otra alternativa para evitar agregar hipdtesis de anulacién sobre la diagonal de los nticleos
ke es redefinir la discretizaciéon como lo hicimos en la introduccién del capitulo, de modo que en

los contextos discretos nunca se evalien los nicleos sobre la diagonal. Para ello definimos

(K" f)(@jn) = sup

/ K (5.0, 9) £ () dv; (y)
Sj—{xjn}

El siguiente resultado prueba que este modo de discretizar no implica, en el caso no atémico,

ninguna pérdida de informacién sobre el operador K*.
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k(t) k(t)

1 1t 1 1 t
2 2

(a) Ee(z,y) = 2%(2%z — y)) (b) ke(z,y) = 2°k(2x — y])

Figura 1

TEOREMA 49. Sea (X, p,v) un espacio casi-métrico sin puntos aislados, con una medida
v tal que dv = gdu, donde g € LllOC(X,p,M) y (X, p,p) es un espacio de tipo homogéneo. Sea
{k¢} una sucesion de nicleos continuos y con soportes compactos en X x X. Entonces K* es
de tipo débil (1,1) en (X,v) si K?* es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac
en (S5,v;) uniformemente en j. En otras palabras, K* es de tipo débil (1,1) en (X,v) si existe
C > 0 tal que para cada conjunto finito de puntos distintos xjn,,Tjny,---+Tjny € S5 Y para
todo A > 0, tenemos
H
A

vj Tjn €S :sup Z ko(xjm, @jn,)| > A <C
LeN |, 1 H

)

para todo j.

DEMOSTRACION. Argumentando como en la prueba del Teorema 48, slo tenemos que tratar
de un modo diferente la estimacién para I>. Para cada j, sea EJB el conjunto que contiene los
puntos de E; que sean ademads elementos de B = {b1,ba,...,bu}, y EJBC el que contiene los que
no estan en B, es decir

B B¢
EF =E;nB, EF =E;nB"

Si jo es tal que b; € S, para todo i =1,2,..., H, por hipétesis tenemos que

c H
vi (Bf) <Cy—— sij>jo.

Por otra parte, por ser E abierto, dado ¢ > 0 existe j; = ji(¢) tal que
I/(E) <I/j(E)—|-€:l/j(Ej)—|-€, sij > g1.

Ya que vj(E;) < Vj(E;B) + Vj(E;BC) para todo j, se tiene que

H
I/(E) < Vj (E]B) + CE + ¢, si ] > méx{j07j1}'

Ademsds por ser B compacto existe jo = ja(¢) tal que

l/j(B) < I/(B) + ¢, sij > jo.
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Luego
H
vi (Bf) <vi(B)<v(B)+e=Y v({bi})+e=¢ sij>jo,
i=1

ya que X no posee atomos. Resumiendo, eligiendo j suficientemente grande tenemos que

v(E) < C + 2¢,

A—

y haciendo € — 0 se obtiene la desigualdad deseada. O

El Teorema 48 fue enunciado bajo la hipotesis que X sea un espacio sin puntos aislados. Sin
embargo, al igual que en el Capitulo 2, es posible obtener una version del teorema precedente
para espacios que posean puntos aislados pidiendo el tipo débil (1, 1) uniformemente en j sobre
una clase méas amplia, que es la de las combinaciones lineales de deltas de Dirac con coeficientes
naturales, lo que es equivalente a permitir la repeticién de los puntos en los que se concentran

las deltas.

TEOREMA 50. Sea (X, p,v) un espacio casi-métrico con una medida v tal que dv = gdp,
donde g € L}, (X,p, 1) y (X, p,p) es un espacio de tipo homogéneo. Sea {k;} una sucesion de
nicleos continuos y con soportes compactos en X x X. K* es de tipo débil (1,1) en (X,v) si
K7* es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac en (Sj,v;) uniformemente
en j. En otras palabras, K* es de tipo débil (1,1) en (X,v) si existe C > 0 tal que para cada

conjunto finito de puntos no necesariamente distintos Tjpn,,Tjnys--->Tjing € S5 Y para todo
H
> A <C—,

Una consecuencia directa del Teorema 50 es el siguiente resultado.

A > 0, tenemos

H
> ke(@jn, Tin)

¢eN |

(5.1) vj ({x]n €S :sup

para todo j.

COROLARIO 51. Sea (X, p,v) un espacio casi-métrico con una medida v tal que dv = gdu,
donde g € L}, (X,p, 1) y (X, p, ) es un espacio de tipo homogéneo. Sea {k;} una sucesion de
nicleos continuos y con soportes compactos en X x X. Si KI° es de tipo débil (1,1) en (S;,v;)

uniformemente en j, entonces K* es de tipo débil (1,1) en (X,v).

Para probar el tipo débil (1,1) de K7* en forma uniforme en j resultard ttil que los espacios
aproximantes (S;,v;) sean espacios de tipo homogéneo con constante de duplicaciéon uniforme
en j. En el caso que el espacio X sea compacto (en muchas ocasiones sera suficiente con que
sea localmente compacto), el Teorema 40 del Capitulo 3 nos provee una aproximacién con dicha

propiedad.
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OBSERVACION 1. Si en los Teoremas 48 o 50 los ntcleos k, fueran sélo funciones de L' en
lugar de continuas, el significado de (5.1) no estaria claro, ya que estamos evaluando dichos
nicleos en puntos especificos. En el caso que ky(x,y) esté definido para todo z,y € X y para
todo /¢, el teorema anterior también podria haberse obtenido, al igual que el Teorema 32 del
Capitulo 2, debilitando la hipétesis de continuidad sobre los nucleos ky pidiendo en su lugar

que, para cada £, ky : X x X — R sea una funcién medible que satisface

1. ke(-,y) € L' (X, v) uniformemente en y € X,
2. [y |ke(z,y) — ke(z, 2)| dv(z) — 0 cuando p(y, z) — 0.

2. Condicién necesaria para el tipo débil (1,1)

Obtendremos el reciproco del Teorema 48 con una relacién mas fuerte entre las medidas
aproximantes v; y la medida limite v. Mds precisamente, dadas las redes S; en X, construimos

una particién de tipo diddica D (ver Seccién 9, Capitulo 1) y definimos
vi({zjn}) = v(Q3)

para 2, € S;. Entonces sop(;) C S; y v; — v.

Notar que las medidas v; que aparecen en el ejemplo considerado al comienzo de este capitu-
lo satisfacen la relacién deseada con la medida limite, de manera que, en general, no vale que si
K* es de tipo débil (1,1) sobre (X, ), entonces K7" lo es sobre sumas finitas de deltas de Dirac
en (S}, v;) uniformemente en j. En otras palabras, aunque las medidas aproximantes se definan

de esta forma, el reciproco del Teorema 48 no vale sin condiciones adicionales sobre los nicleos.

TEOREMA 52. Sea (X, p,v) un espacio casi-métrico sin puntos aislados, con una medida
v tal que dv = gdu, donde g € L}OC(X,p,,u) y (X, p, ) es un espacio de tipo homogéneo. Sea
vj definida sobre las redes Sj por vi({xjn}) = v(QL) (@) € D). Sea {k¢} una sucesion de
nicleos continuos y con soportes compactos en X X X tales que existen constantes M > c ym

satisfaciendo

(5.2) sup |ke(y, z) — ke(x, 2)| dv(z) < m,

/{x:p(x,y)<Mp(y,Z)} £eN

para todo y, z € X, siendo c la constante que aparece en la propiedad 3 del Teorema 27 (Christ).
Entonces si K* es de tipo débil (1,1), se tiene que K" es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas

de deltas de Dirac en (Sj,v;j) uniformemente en j.

DEMOSTRACION. Supongamos que K* es de tipo débil (1,1) en (X, v). Fijemos A > 0, j € N

Y Tjni>Ljngs---»Ljny, Puntos distintos en S;. Si definimos
H
Ey=Jx€ X :sup Zk‘e(%x]’,m) > A,
¢eN |
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el Teorema 30 nos dice que v(E)) < C % Luego

vj ({ﬂfgn sup >>\}> = > vi{@n )X, (@50)

nEIj

H

Z ke(Tjn: Tjn,)

=1

= Z V(Q%)XE,\ (‘Tj,n)

nEIj

= > v (Q% N Eg) Xp, (Tjn)
nEIj
+ > v (Q% a Ei) X, (T)n)
TLGI]‘ 2
H

20 =
C/\

IN

+ Z v (Q% N Ec%) XEA(xj,n)'

nEIj

<{a:€Q] sup SA/2}> )
LeN

cuando xj ,, el “centro” de @, es un elemento de E). En este caso, escribimos

Estudiemos entonces

Zkzz (,%jn,)

=1

sup ke(z,zjn,)| > sup ko(xjn, Tjm,
1 ST )
- SUPZU‘?Z x]nyﬂjjm) ké($v$j,”i)|
LeN
> _SUPZ ’kf Tjn, T3, m) kﬁ(xﬂxj,ni)"
teN

Entonces si z;, € E)

€ Q) :sup
leN

)

Zk:g T, T n,)

< <{a:€Q] supZ]kg Tjn, Tjn;) — k;g(a:,a;j,ni)]>)\/2}>
teN i

< g/ supZ\k;a: Tin;) — ke(x, 25, dv(z)

= QJ ZeNZl Z 7,ns Lg,mn; I\Ly Ljn,;
o H

= - sup |ke(z n, Tjn, ke(z, 25 n,;)| dv(z
AZZ;/WENMJ o) — el 530, ()
5 M

< = / sup |ke(xjn, Tjn,;) — ke(z,25,)| dv(x)
Azz: {z:p(z,25,n)<cd} LEN ! ! !
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IA
T

/ SUp k(s Tjom,) — ke (2, 25| ()
i—1 7 {zp(z,2),n)<cp(®jn; xjn)} LEN

IA

o >N
3 4
>

O

Observemos que la familia de nicleos ke(x,y) = 2°p(2¢(z — y)) introducidas al inicio de
este capitulo no puede satisfacer la hip6tesis (5.2). Sin embargo, si se tiene una familia finita
{ke: ¢ =1,2...,L} de niicleos de convolucién en L'(R) tales que |k¢(x)| < C|z|~!, entonces

(5.2) si se satisface. En efecto

L
sup |ke(u) — ke(z +u)| < Z |ko(u) — ke(x + u)|
=1

1<¢<L
I L
< C=+ |k(z+u)|.
[ul
Entonces
L
/ sup [ko(u) — ko(z +w)| de < 2MLC+ 3 (el 1.

|| < M|u| 1<0<L pt

Notemos finalmente que si todos los nicleos involucrados son no negativos, entonces bajo

la misma hipétesis (5.2) la reciproca del Teorema 49 también vale.

3. Dos ejemplos clasicos

Como aplicacién de los resultados obtenidos en este capitulo y en el Capitulo 3, podemos
concluir que probar que un operador maximal en un contexto continuo es de tipo débil (1,1) se
reduce a probar que un operador asociado es uniformemente de tipo débil (1, 1) sobre contextos
discretos uniformemente homogéneos. Teniendo esto en mente y los resultados del Capitulo 4,
presentaremos en esta seccién otra forma de probar el tipo débil (1,1) de dos operadores maxi-
males clasicos: la funcién maximal de Hardy-Littlewood y el operador maximal asociado a la

transformada de Hilbert.

Operador maximal de Hardy-Littlewood. Probaremos el tipo débil (1,1) de este o-
perador en un espacio de tipo homogéneo completo. Comenzaremos por enunciar y probar un

lema que nos permite reducir el problema al caso de un espacio métrico compacto.

Sea (X, p) un espacio casi-métrico y v una medida que duplica sobre X. Como en la Seccién 2
del Capitulo 2, denotemos por M a la funcién maximal centrada de Hardy-Littlewood definida

con respecto a d, es decir

1
Mf(z) = f};lgm /Bd(:c,r) |f ()] dv(y),
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donde d es una métrica tal que d¢ es equivalente a p, para algin real positivo £&. Como ya

mencionamos, los operadores M y M? son equivalentes. Ademas tenemos el siguiente resultado.

LEMA 53. Sea X, una sucesion creciente de conjuntos medibles cuya union es X. Supon-

gamos que existe una constante C, independiente de m, tal que
C
v({z € Xim : M(fXx,)(@) > A}) < +[f ¥, 1,

para toda f € L'(X), A > 0 y todo m. Entonces M es de tipo débil (1,1) con respecto a v sobre

X con constante C'.

DEMOSTRACION. Dada una funcién f definida sobre X, para cada entero no negativo m sea
fm la funcién definida sobre X como f,,(z) = |f(z)|Xx,, (z). Luego fin < frn+1 ¥ imy—oo fin =

| f]. El Teorema 13 de la convergencia monétona nos permite afirmar que

. 1i = .
(5.3) [ isa /X £l dv

m—0o0

Dado un nimero real A > 0, denotamos
Ex={zeX : Mf(x)>A} y E\={zeX,:Mfn(x)>A}
Notar que EY' C E;\”H, asi que por el Teorema 11 tenemos que
oo
v (mL:JI Eg\”) = rr%l—H»loo v(EY).

Por otra parte, para cada x € F) existe r > 0 tal que

1
S o, T > A

Entonces debe existir un mg tal que

v
v(By(z,r))

siempre que m > mg. Ademds, ya que x € X, existe m; tal que x € X,, para todo m > mj.

/ X, |f ()] dvly) > A,
Bg(z,r)

e e}

Luego x € EY* para todo m > mdx{mg,m1}. En otras palabras, £y C |J,._; EY". Ya que
ademds es claro que EY' C E) para todo m, se tiene que E\ = J,-_; E{* y por lo tanto
(5.4) v(Ey) = lim v(EY).

m—0o0

Por hipétesis existe una constante C' tal que
C
WER) <5 [ Il

para toda f € L'(X), A > 0y m € N, tomando limite cuando m tiende a infinito y usando
(5.3) y (5.4) tenemos que

W) = v ({r € X : Mf() > A) < S /X \Fldv,

par toda f € LY(X) y A > 0. Luego M es de tipo débil (1,1) en (X,v). O
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Notar que si probamos que el operador maximal de Hardy-Littlewood M, sobre (X,,,d,v)

es de tipo débil (1,1) uniformemente en m, entonces puesto que

et
s |
v (Bd(ﬂj‘, 7")) By(z,r)NXm | | v (Bd(x> 7") N Xm) By (z,r)NXm

para todo = € X,, y todo r > 0, tenemos que la hipotesis del Lema 53 se verifica.

|f|dv

OBSERVACION 2. Si (X, p) es un espacio de tipo homogéneo completo y tomamos X,, =
m con zg € X fijo y m € N, obtenemos una sucesién como la requerida en el lema
anterior. Mas ain, ya que X,, es un subconjunto cerrado y totalmente acotado de un espacio
completo, tenemos que X, es compacto para todo m. Sin embargo, si quisiéramos aplicar los
resultados de aproximaciéon del Capitulo 3, necesitariamos ademas que cada X, sea un espacio
de tipo homogéneo, lo cual no es en general cierto aunque X lo sea. En [26] Macias y Segovia
construyen en cualquier espacio de tipo homogéneo una casi-métrica equivalente a la original de
modo que las bolas en la nueva casi-métrica son subespacios de tipo homogéneo con constantes
uniformes (independientes del centro y del radio). También los cubos diddicos de Christ son
una familia uniforme de subespacios de tipo homogéneo del espacio original. Puesto que por la
propiedad 8 del Teorema 27 las fronteras de estos cubos diddicos tienen medida nula, lo mismo
vale para (Q_Z, p,v). Por consiguiente en todo espacio de tipo homogéneo existe una sucesién
X, de compactos crecientes tales que {(X,,, p,7)} es una sucesién uniforme de espacios de tipo

homogéneo.
Para el caso de un espacio compacto tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 54. Sea (X, p,v) un espacio de tipo homogéneo compacto. Entonces el operador
maximal de Hardy-Littlewood es de tipo débil (1,1). Mds ain, la constante C' para el tipo débil

depende sélo de las constantes geométricas de (X, p,v).

DEMOSTRACION. Sean A una constante para la desigualdad triangular de p, y A la constante
de duplicacién para v. Podemos suponer que v(X) = 1, pues de lo contrario trabajamos con
la medida v/ = v/v(X), la cual posee la misma constante de duplicacién A. Por el Teorema 40
del Capitulo 3 sabemos que existe una sucesién {(S;,v;)} de espacios uniformemente de tipo
homogéneo, digamos con constante de duplicacion A= Z(A, A), tal que S; LN Y Vj 2.
Ademsds por construccién los conjuntos aproximantes S; son aJ-redes finitas anidadas con
a > 1, y cada medida v; tiene soporte S;. Dado un entero no negativo j, sea J = card(S;).
Para aplicar el Teorema 43 de Hardy-Littlewood en contextos finitos, tomemos en [1, J] x [1, J]

la funcion p definida por
p(k1, k) = p(2j ks Tjiky)-

Es facil ver que p es una casi-métrica con constante triangular A sobre [1,.J]. Sea v({k}) =
vi({z; }) para cada k € [1,J]. Notar que v (Bj(k,r)) = v; (By(z;,7)), por lo que A, la

constante uniforme de duplicaciéon para todas las v;, pertenece al conjunto A que definimos
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antes del enunciado del Teorema 43 asociados a la medida v. M&s precisamente, A pertenece al

conjunto
A={A:7(Bs(k,2r)) < Av (B;(k,r)), paratodor >0, k€ [1,J]}.

Aplicando entonces dicho teorema tenemos que el operador maximal de Hardy-Littlewood en
(S, p,vj) es de tipo débil (1,1) uniformemente en j con constante C' = g“l, siendo ¢ tal que
2¢ > A. Por el Corolario 51 tenemos que el operador maximal de Hardy-Littlewood en (X, p,v)
es de tipo débil (1,1), con constante para la desigualdad del tipo débil que depende sélo de A
y de A. O

Estamos ahora en condiciones de presentar una prueba del tipo débil (1,1) del operador

maximal de Hardy-Littlewood basada en los resultados previos.

TEOREMA 55. Sea (X, p,v) un espacio de tipo homogéneo completo. Entonces el operador
mazimal de Hardy-Littlewood es de tipo débil (1,1).

DEMOSTRACION. Sea {X,,} una sucesién creciente de compactos cuya unién es X, y tal que
{(Xim,p,v)} es una familia uniforme de espacios de tipo homogéneo. Por el Teorema 54 se tiene
que el operador maximal de Hardy-Littlewood es de tipo débil (1,1) sobre cada {(X,,p,v)}

con constante independiente de m. El Lema 53 termina la demostracién del teorema. O

Operador maximal de Hilbert. El segundo ejemplo que consideraremos es el del operador
maximal asociado a la transformada de Hilbert en R!'. Para cada par de ntmeros racionales
positivos a y b con 0 < a < b < oo definimos la truncaciéon kg, : R x R — R del nicleo de

Hilbert por
1

ka,b(x>y) = :E—_yX(a,b]ﬂiE —yl),
que estd en L'(R) en la variable z uniformemente en y, y que verifica la propiedad (2) de
“continuidad integral” del Teorema 32 (ver Observacién 1 en este capitulo). En efecto, en este

caso tenemos que

1
/'ka’b(x’y)_kavb("’%zﬂdiﬂ < /kwb(ﬂ?,y)——X(a,b](l:U—zl) dx
® R r—vy
1
X - _
b [ e =) — bt )|
= I+1I.

Si denotamos Cy (%) a la corona en R con centro en z y radios mayor y menor b y a respecti-

vamente, es decir Cy4(2) = (2 — b,z +b) — [z — a, 2z + al, entonces

1
I:/ dx,
Cab(2)ACq b (y) |z —y|

Il = /
Ca,b(z)

1 1
rT—y xT—=z
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La primera integral tiende a cero cuando y — z porque la medida del conjunto de integracién
tiende a cero y la singularidad esta lejos de dicho conjunto. La segunda, en cambio, tiende a cero

cuando y — z porque el integrando tiende uniformemente a cero en un conjunto de medida finita.

Si |- | representa la distancia usual y m la medida de Lebesgue, las aproximaciones discretas
de (R,|-|,m) que mejor se adaptan a estos nucleos son redes escaladas de Z. Mds precisamente,
tomaremos S; = 2777 para j € Z. Sea v la medida que cuenta puntos en Sy = Z, y para cada

Jj sea v; la medida que cuenta puntos en S; multiplicada por la escala, mas precisamente:
vi(E) =2 card(E N Sj).
La discretizacién k;ZL p de kqp al nivel S; estd dada por

2J
— mX(2ja,2J‘b}(|n —ml).

K (279,279 m) = k(279,27 m) =

En el Teorema 46 del capitulo anterior probamos que K°* es de tipo débil (1,1) sobre sumas
finitas de deltas de Dirac en (Sp, 1), es decir, existe una constante C' tal que para todo natural

H todo conjunto A?H C Z de cardinal H y todo A > 0, vale que

card | < n € Z: sup Z k‘gb(n,m) > A <C
a,b

E

0
meAY

El siguiente resultado es valido para estos ntcleos k,j y nos permite concluir que K- 7" es de

tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac en (S5}, v;) para todo j.

AFIRMACION 2. Dado j > 0, K7* es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de
Dirac en (Sj,v;j) siy sélo si KO es de tipo débil (1,1) sobre sumas finitas de deltas de Dirac

en (So, ).

DEMOSTRACION. Sean j > 0 y A]I'{ dados, donde A]I'{ denota un subconjunto de S; con

cardinal H. Ya que x € S} si y sélo si existe un tinico n € Sp tal que x = 27Jn, tenemos que

sug) Z k;ib(x,y) = sup Z k‘ib(2_jn,2_jm)
a

. a,b
yeA}, 7 meAY

= 2sup Z kgja’yb(n,m)

a,b 0
meAy,

= 2 sup Z kgja’yb(n,m)

2Ja,21b meA(I){

= 2sup k9, (n,m)|.
b Z a,b( )

0
meAy,
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Por lo tanto

vi | Sx€Sj:sup Z kap(z,y)| > A
a,b

J
yeAy

= 277 card x €S :sup Z kap(z,y)| > A
b yeAzf

= 27 Jcard n € Sy : sup Z kgb(n,m) > 277\ )
Z b

0
meAYy

de lo que se deduce la afirmacion. O

Lo anterior junto al Teorema 48 y la Observacion 1 implican directamente el siguiente

resultado, el cual establece el tipo débil (1,1) de la funcién maximal de Hilbert truncada en R.

TEOREMA 56. La funcidn definida para cada f € L}, (R) como

/ f(y) dy
e<lz—y|<R T — Y

Observemos, finalmente, que puesto que estamos en un contexto no atémico la reciproca

H'f(z)= sup

0<e<R<0o0

es de tipo débil (1,1) en R.

en el Teorema 32 del Capitulo 2 nos permite concluir del tipo débil de H* que el mismo es de
tipo débil (1,1) sobre combinaciones lineales con coeficientes naturales de deltas de Dirac. En
particular el lema de Loomis (Lema 45) es una consecuencia de esto. Junto con Lema 44 esta
observacién prueba la equivalencia entre las conclusiones del lema de Loomis y de su versién

discreta en el Lema 44.






CAPiTULO 6

Completitud en la métrica de Hausdorff-Kantorovich

de familias de espacios de tipo homogéneo

En el trabajo de Hutchinson (ver [24]), la aplicacién del teorema del punto fijo de Banach
a contracciones actuando sobre el espacio métrico de Hausdorff (I, dp ), formado por los sub-
conjuntos compactos de un espacio métrico fijo y equipado con la distancia de Hausdorff, se
basa fuertemente en la completitud de este espacio. En el Capitulo 3 vimos dos maneras de
extenderlo: la primera es utilizando una casi-métrica en lugar de una métrica en la definicién
del espacio, y la segunda considerando el conjunto X x P, donde P es el conjunto de las medidas
de probabilidad sobre X con la distancia de Kantorovich para la convergencia débil estrella.
Para los problemas analiticos considerados en este trabajo estamos interesados en subconjuntos
de K x P cuyos elementos sean todos espacios de tipo homogéneo. Como veremos luego, la
clase de todos los espacios de tipo homogéneo en K x P es incompleta con la casi-distancia de
Hausdorff-Kantorovich. En este capitulo exploraremos diferentes subconjuntos cerrados D de

KC x P tales que cada elemento de D sea un espacio de tipo homogéneo.

1. Subespacios de &: clases de duplicaciéon

Introduciremos ahora la propiedad de duplicacion de una medida sobre un espacio casi-
métrico (X, p) de varias formas, con el fin de disponer de una relacién cuantitativa entre la
métrica y la medida. Recordemos que decimos que p satisface la propiedad de duplicacion
sobre Y C X con respecto a p si las p-bolas son conjuntos medibles y existen constantes a > 1

y A > 1 tales que
(6.1) 0 < pu(Bp(y,ar)) < Au(By(y,r)) < o

paratodoy € Y y r > 0.

Notar que la propiedad de duplicacién para una medida sobre un espacio casi-métrico no
implica que la frontera de las bolas sean conjuntos de medida nula. Por ejemplo, sea Y = [—2, 2]

equipado con p(z,y) = ¢(|z — y|), siendo ¢ la funcién definida sobre R* U {0} como

t si0<t<1lot>2,

1 sil<t<3/2

1 si3/2<t<2yteR-Q,

1/2 si3/2<t<2yteQ. (Ver Figura 1)
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[N
I
|
|
|
|
|
|

.
.
NpF———— - — — — —

Figura 1: Funcién ¢(t)

En este caso tenemos que

B,(0,1) = (-1, 1) u{teQ:|t| € (3/2,2)},

B,(0,1) = [-1,1] U [~2,-3/2] U [3/2,2],

B,(0,1) = (-2,2),
donde B,(z,r) denota la clausura topolégica de la bola B,(z,7), y B,(x,r) es la bola “cerrada”
{yeY :p(z,y) <r}. Yaquet/d < ¢(t) <tparat >0, p(x,y) ~ |x—y|, y por lo tanto p es una
casi-métrica sobre Y que genera la topologia usual en Y. Asi que (Y, p, m) es un espacio de tipo

homogéneo, siendo m la medida unidimiensional de Lebesgue. Sin embargo m(B,(0,1)) = 2,

m(B,(0,1)) =3y m(B,(0,1)) =4.

Basados en el ejemplo anterior, podemos dar dos definiciones equivalentes de la propiedad
de duplicacién sustituyendo u(B,(y,r)) por u(B,(y,7)) vy u(B,y(y,r)) en el lado derecho de la
definicién de la propiedad de duplicacién. Para nuestros propdsitos consideraremos especial-

mente la tltima opcidn.

Sea (X, p) un espacio casi-métrico compacto. En X tenemos al menos tres “distancias”:
p1 = p la casi-métrica dada, ps := d una métrica dada por el teorema de Macias y Segovia,
y ps3, una potencia de d que es equivalente p. Con esta notacion definiremos, para constantes

A > 1y a>1fijas, las familias con las que trabajaremos luego.

Di(a, A, p;) || Decimos que el par (Y, u) € Di(a, A, pi) si (Y,pu) €€y

0 < pu(Bi(y, ar)) < Au(Bi(y,))
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para todo y € Y y r > 0, donde B; denota la p;-bola, i = 1,2,3. Notar que la condicién que

define a Dy (a, A, p;) puede reescribirse como
0 < u(Bi(y,ar)) < Au(Bi(y,r +¢))

para todo y € Y, r >0y & > 0. Definimos D1(pi) = Ug>1,4>1 P1(a; 4, pi).

Ya que la convergencia débil estrella de medidas debe ser testeada mediante funciones con-

tinuas, nos serd de gran utilidad la siguiente variante de D1 (v, A, p;).

Dy(a, A, @, p;) | Decimos que el par (Y, u) € € pertenece a Da(a, A, ¢, p;) si para todo

y €Y y todo r > 0 tenemos que

0< [ Ginor(@) du@) < A [ g10(e) du(o)

donde @;, 5(2) = ¢ (@) para cada s > 0, y ¢ es una funcién continua fija no negativa

definida sobre RT U{0} tal que ¢(0) > 0. Muchas veces usaremos funciones continuas especiales
para aproximar funciones caracteristicas de bolas. Dichas funciones son del siguiente tipo: dado
un ndmero real v > 1, ¢7 es la funcién continua definida sobre Rt U {0} tal que ¢7 = 1

en [0,1], ¢7 = 0 fuera de [0,7) y ¢ es lineal en el segmento [1,7] (ver Figura 2). Definimos
D2(pi) = UQ’A’<P D2(aa A, o, pi)-

_ -
2
~

Figura 2: Funcion ¢”

En el espacio euclideo la propiedad de duplicacién puede ser detectada mediante el compor-
tamiento de la medida en bolas del mismo radio y con centros a distancias controladas por el

radio. Generalizando esta idea definimos una nueva clase de duplicacién.

Ds3(a, A, p;) | Diremos que (Y,pu) € Ds(a, A, p;) si (Y,u) € € y para toda eleccién de

y1,y2 € Y y r > 0 satisfaciendo p;(y1,y2) < ar, tenemos que

w(Bi(y1,7)) < Au(Bi(yz, ).

Denotamos D3(pi) = Uqy, 4 P3(a; A, pi).

Los siguientes resultados implican que cada uno de los espacios D;(p;) pueden ser pensados

como formas diferentes de definir un espacio de tipo homogéneo cuando (X, p) tiene la PHD
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(ver definicién en pag. 3), que es una manera de expresar la finitud de la dimensién métrica
de X.

TEOREMA 57.
(a) D1(p;) = Da(p;) para todo j =1,2,3, i =1,2,3;
(b) D1(p;) € Ds(pi) para todo j =1,2,3, i =1,2,3.

Notar que X = [0,1]™ con la estructura euclidea y la medida de Lebesgue usuales pertenece
aD1(2,2",|-])ND3(2,1,]-|). En otras palabras, ain cuando la constante de duplicacién A para
D3 permanece acotada cuando n crece, la correspondiente constante para D crece exponen-
cialmente con la dimensién. Para obtener la inclusién reciproca de (b) vamos a requerir que el
espacio tenga la propiedad de homogeneidad débil. Por lo tanto, bajo tal hipdtesis tenemos que

todos los espacios D; son equivalentes.
COROLARIO 58. Si (X, p) tiene la PHD, entonces todas las familias D;(p;) coinciden.

DEM. TEOREMA 57. Comencemos tomando j = ¢ = 1. Supongamos que p satisface (6.1)
paratodo y € Y y r > 0, para ciertas constantes & > 1y A > 1. Por la monotonia de la medida
es claro que (Y, 1) € Di(a, A, p1). Ademds tenemos que @15 > Xpye) ¥ Plys/a < XB(y,s)

para toda eleccién de y € Y y s > 0. Luego si u satisface (6.1), para todoy € Y y r > 0 tenemos

/ 1y () du(x) < p(Bly,a?r)) < A2u(B(y,r)) < A2 / o1 () du(z).

Entonces (Y, i) € Da(a, A%, 0%, p1). Por otro lado, si (Y,u) € Da(a, C, 9%, p1) para ciertas

constantes & > 1y C' > 1 entonces

4 (B(y,ar)) < / 1y (1) dp(z) < C? / 1y jal@) du(z) < CPu(B(y,r),

para todo y € Y and r > 0. Luego p satisface (6.1) sobre Y con A = C2.
Supongamos ahora que (Y,u) € Di(a,C,p1) y fijemos y € Y yr > 0.Si1 <60 < o es un

numero fijo, entonces

u(B(y,ar)) < Cu(B(y,r)) < Cu(B(y,0r)),
0 equivalentemente
w(B(y,ar/0)) < Cu(B(y,r)).

Luego si p es un entero positivo tal que p — 1 > 1 + log a/(log a — log ), tenemos

w(B(y,ar)) < CPu(B(y,r)).

Por lo tanto p satisface (6.1) sobre Y con constantes o y A = CP.

Hemos probado que si p duplica sobre Y con respecto a p;, entonces (Y, ) pertenece a
Di(p1)NDa(p1), y quesi (Y, u) € Di(p1)UD2(p1) entonces p es duplicante sobre Y con respecto
a p1. Esto prueba que Dy(p1) = D2(p1), v queda probado (a) cuando j = i = 1. De la misma
forma podemos probar que D1(p2) = D2(p2) y D1(p3) = D2(p3)-
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Sigamos suponiendo j = 1 y probemos (b) en este caso, para i = 1,2, 3. Sea (Y, 1) € D1(p1).
Entonces existen constantes « > 1y A > 1 tales que p satisface (6.1) para todoy € YV y
r > 0. Sea A la constante para la desigualdad triangular para p. Entonces si y1,y2 € Y y r > 0

satisfacen p(y1,y2) < ar, para todo entero positivo n > log, (A + aA) tenemos

w(Byr,r)) < p(Blyz, Ala+1)r)) < A"u(B(yz,7)).

Por lo tanto (Y, u) € D3(a, A™, p1). Ademds, ya que

Bi(y,s/c2) C Bs(y,s) € Bi(y,s/c1),

tomando m tal que coA(a+ 1/¢1) < o™, tenemos que

n(Bs(y1,7)) < w(Bi(yi,r/c1))
< wu(Bi(y2, AMa+1/c)r))
< A"u(Bi(y2,7/c2))
< A"u(Bs(yz, ).

Entonces (Y, u) € D3(acy, A", p3). Por otra parte, ya que

(62) B2(y78) = B3(y7 86)7

es claro que D3(8, B, p2) = Ds(8Y/¢, B, p3) para todo 3> 1y B > 1. Luego Ds3(p2) = Ds(ps),
con lo probamos (b) cuando j =1, para i = 1,2, 3.

Completaremos la prueba de las partes (a) y (b) demostrando que

Di(p1) = Di(p2) = D1(ps)-

En efecto, de (6.2) es claro que Di(p2) = Di(p3). Tomemos ahora (Y, u) € Di(p1). Entonces
existen constantes o > 1y A > 1 tales que (Y, u) € D1(a, A,p1). Sil <60 < a, paratodoy € Y

y r > 0 tenemos
1(Bi(y, ar)) < Ap(Bi(y,r)) < Au(B(y,0r)) .

Entonces

u(Bs(y, ar))

IN

w(Bi(y, ar/c1))
A" (By (y,@mr/clam_l))
A" (B3 (y,CQHmr/clam_l)) )

IN

IN

Eligiendo m tal que (g)m_l < o5 tenemos que (Y, 1) € Di(p3). De la misma forma podemos
probar que Di(p3) € Di(p1). U

DEM. COROLARIO 58. Dado i = 1,2,3, supongamos que (Y,u) € Ds(a, A, p;). Fijados
y €Y yr >0, definimos

Ci(y,r) = Bi(y,ar) — Bi(y,r) .
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Sea E; un subconjunto fijo de C;(y,r) que sea r-disperso maximal con respecto a p;. Por tener
X la PHD, existe un nimero natural Ny que no depende de y, i ni r tal que N = card(E;) < Ny,
digamos E; = {y1, 92, ...,yn}. Afirmamos que

N
Cz(yv T) c U Bi(yb 7") :
/=1

Si esta inclusién no fuera cierta deberfa existir un punto z € C;(y,r) tal que p;(z,ys) > r para
todo £ = 1,2...,N. Pero esto no es posible ya que E; es un conjunto r-disperso maximal.
Ya que para cada ¢ = 1,2,...,N tenemos p;(y,ys) < ar, entonces para todo € > 0 vale
w(Bi(ye,r)) < Ap(Bi(y,r + €)). Luego

w(Bi(y,ar)) < p(Bi(y,r)) + ) wu(Bi(ye,7))

WE

/=1
S (1+AN0)M(BZ yar+g))7

para todo € > 0. Entonces (Y, ) € Di1(p;). Este hecho y el Teorema 57 implican que D3 (pg) =
D;(p;) para todo i, j,k = 1,2,3, lo que prueba el corolario. O

El resultado anterior muestra que cada D;(p;) es una forma diferente de decir que (Y, p;, i)
es un espacio de tipo homogéneo en X. Sin embargo el uso de ps 0 p3 tiene ciertas ventajas. La
primera es que las funciones ¢, y ¢34, son continuas, y la segunda, como veremos luego en

este capitulo, es que D;(p;) son subconjuntos cerrados de € si j =1,2,3, i = 2,3.

Notemos también que, por simplicidad en los enunciados, hemos escrito las equivalencias
como igualdad de uniones de clases, pero que de las demostraciones siempre podemos estimar
los pardmetros asociados a una métrica p; y a un modo D; de duplicacién, en términos de los

correspondientes a otra métrica p; y a otro modo D;

2. Subespacios de &: clases de normalidad

Muchas veces, como en el caso de los espacios euclideanos, la medida de una bola se comporta
como una potencia fija del radio. En [27], Macias y Segovia prueban que, hasta donde es posible,
éste es siempre el caso en un espacio de tipo homogéneo si estamos dispuestos a cambiar la casi-
métrica. Mds precisamente, se demuestra que si (Y, p, 1) es un espacio de tipo homogéneo, existe
una casi-métrica p que genera en Y la misma topologia que p de modo que el espacio (Y, p, u)
satisface que p(Bj(y,r)) ~ r siempre que pu({y}) <r < p(Y). En [27] se le llama normalidad a
esta propiedad de un espacio de tipo homogéneo.

Por otra parte, algunos fractales autosimilares (ver [32] y el Capitulo 7 siguiente) satisfacen,
sin cambio de métrica, una propiedad de normalidad dada por un comportamiento potencial de
la medida de un bola como funcién del radio, para radios chicos.

Como nosotros estamos interesados en describir contextos que pueden ser discretos o con-

tinuos, introducimos la siguiente definicion que se adapta a ambos casos. Dado un espacio
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casi-métrico (Y, p), una medida p sobre Y tal que las p-bolas son medibles y una constante
B > 0, se dice que el espacio (Y, p, 1) es B-normal si existen dos constantes Ay y As positivas
y finitas, y constantes 0 < K1 < 1 < Ky < oo tales que si Kyu({y}) < r® < Kou(Y), entonces
AP < u(By(y, 7)) < Agr.

Como ya hemos visto en el Teorema 57 de la seccién precedente, propiedades de duplicacion
dadas en términos de medidas de bolas pueden reescribirse en términos de integrales de fun-
ciones suaves. Con el objeto de obtener clases cerradas en £ serd, también aqui, conveniente
escribir la S-normalidad en términos del comportamiento de ciertas integrales de funciones con-

tinuas y al mismo tiempo explicitar todos los parametros que definiran una clase de normalidad.

N(B,C,K,p;) | Sean > 0, C = (C1,C) y K = (K1,Ky) con 0 < C; < Cy < 00y
0 < K1 <1< Ky < oo dados. Decimos que (Y, u) € N (G, é,ﬁ,pi) si (Y,u) € € y para cada
y €Y yr>0tales que Kju({y}) < r? < Ky, se tiene que

C'174'6 < /‘pi,y,r(‘r) d,u(x) < CZT'B7

donde ;4 4(2) = ¢ (M> para s > 0, y ¢ es la funcién ¢? con v = 2 (ver Figura 3).

S

Denotamos N(8, pi) = Ug g N (8; C,K, p:).

—_ - — — =
[\
~

Figura 3: Funcién ¢7 con v =2

Es facil ver que la normalidad definida a través de la integracién de funciones suaves coincide

con la clasica, y que N(8, p;) = N (5, p;), para todo ,j = 1,2, 3.

La siguiente proposicién muestra que la normalidad implica la duplicaciéon. Los resultados

de la seccién siguiente nos mostraran que la reciproca no es cierta en general.
PROPOSICION 59. N (3, p;) C Dy(pi) para todo 4,5,k =1,2,3 y 5> 0.

DEMOSTRACION. Debido al Teorema 57 es suficiente ver que N(8, pj) € Da(p;) para todo
8 >0y j =123 Supongamos que (Y,u) € N(ﬁ,é,lz,pj), y tomemos y € Y y r > 0.
Probaremos que (Y, ) € Da(A, pj) para alguna constante A > 1. Consideraremos tres casos de

acuerdo con la relacion entre el radio y la medida del punto. Para ello denotemos

ro=r(y) = Kin(yh]Y?,  r=Ky)2
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Supondremos que r; < 79, puesto que en caso contrario u({y}) > Le: y entonces

= 20K,
2° K,
Piyar(@)du(z) <1< Pjy.r(T) dp(z)
para todo r > 0, con lo que la desigualdad que buscamos se cumplird con cualquier A > Ag =
28K
Koy -

Caso 1. 0 < r < r1/2. Notar que para cada ¢ > 0 suficientemente chico se tiene que

/‘pj,y,%(:n) d,u(a:) < /@j,y,n (33) dﬂ(‘f) < /‘;Dj,y,r1+€($) d,u(a:) < C’2(7'1 + €)ﬁ
Por consiguiente
[ i) duta) < Corl = Cokoun(iyh) < s [ i) (o)

con cualquier A; > Co K.

Caso 2. 71 /2 < r < ra. En este caso pueden ocurrir dos posibilidades
r1 < r < 7re. Aqui estamos suponiendo que tanto P como (27’)ﬁ
estdn en el intervalo (Kju({y}), K2), por lo que

[ i@ @) < 2 [ 0i00(0) duto),
siempre que Ay > Cg—?ﬁ.
r < ry;. En otras palabras, estamos suponiendo que
Kip({y}) < @)’ <Ky vy 7 <Kiu({y}).
La ultima desigualdad implica que 7% < K w(Bj(y,r)). Luego
[ Giarta) dute) < 02250 < 44 [ 0300 duo)

con Ag > CgQﬁKl.

Caso 3. r > ra.  Debemos considerar dentro de este caso dos posibilidades
r < 2ry.  Porlotanto Kyu({y}) <r® < Ky < (2r)%, y

2618
[ eivar@dn) <12 25 < 44 [ oi0 @) duto),
28
tomando Ay > YT

r > 2re. Para todo € > 0 suficientemente chico tenemos que

/@mﬂwmw»z/%%mrwm@mmwzcmm—a

Por consiguiente

[ i@ duta) > ik
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Ya que por otra parte

K
/Sﬁj,y,zr(az) du(r) <1< F?,
1

la desigualdad deseada se cumple en este caso con As > ﬁ

Por lo tanto (Y, 1) € Da(A, pj) tomando A = max{A; :i=0,1,2,3,4}. O

Notar que hemos probado que si (Y, u) € N (8, C,K, p;j), entonces p duplica sobre Y con
constante de duplicacién A que depende sélo de (3, c y K.

3. Pesos de Muckenhoupt en espacios de tipo homogéneo

Sea (Y, p, ) un espacio de tipo homogéneo. Llamamos peso a toda funcién w no negativa,
no trivial (w # 0) y localmente integrable definida sobre Y. Dado 1 < p < oo, decimos que un
peso w satisface la condicién A, = A,(Y, p, ) de Muckenhoupt si existe una constante

C tal que la desigualdad

([wa) ([ wsn du>p_1§0(u(3))p

vale para toda p-bola B en Y. Una referencia que ya es cldsica en el tema en el contexto euclideo
es el libro de José Garcia Cuerva y José Luis Rubio de Francia (ver [21]). Notemos que siw € 4,

_1 ., )
entonces w r—1 también es localmente integrable.

La relacién basica entre la condiciéon de Muckenhoupt y la propiedad de duplicacién estd da-

da en el siguiente resultado.

PROPOSICION 60. Si w es un peso de A, en el espacio de tipo homogéneo (Y, p, 1) y v es
la medida sobre Y definida como dv = wdu, entonces (Y, p,v) también es un espacio de tipo

homogéneo.

DEMOSTRACION. Fijemos y € Y, r > 0. Sean o > 1y A > 1 las constantes de duplicacién
para u, y C una constante para la condicién de Muckenhoupt de w. De la desigualdad de Holder

v la condicién de Muckenhoupt tenemos

1 1

W(By(y,r)) = / whw b dy
BP(yvr)

1 p—1
P 1 P
< / wd,u) </ w p1 du)
< BP(yvr) BP(yvar)
1
1 C P
< w(By(y, 1) (—d> p(By(y,ar))
I8, (y.ar) @ dH

LA

V(B,(y.1)) »
(Cu<Bp<y,ar>>> #By(y: ).
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Entonces
v(Byly.r) _ 1 ( u(By(y.7)) ) _1
v(By(y,ar)) — C \pu(By(y,ar)) CAr’
y por lo tanto v es una medida duplicante sobre Y con constante C AP. O

El principal resultado sobre las clases A, es un teorema de caracterizacién debido a Muck-
enhoupt ([33]) que nos dard un punto de vista para la condicién A, que, aunque mas abstracto,
sera mas util a la hora de probar la completitud, ya que se adapta mejor a la convergencia
débil estrella de medidas. Escribimos este resultado en dos teoremas separadamente. El primero
de ellos se prueba de un modo enteramente similar al caso euclideo (ver por ejemplo [14]).
El segundo, el cual establece la validez del reciproco del primero, fue probado por Aimar y
Macias en [3], extendiendo a espacios de tipo homogéneo generales un resultado de Christ y
Fefferman ([13]).

TEOREMA 61. Sea (Y, p, ) un espacio de tipo homogéneo. Sean 1 < p < 0o y w un peso en

Y tal que el operador mazimal de Hardy-Littlewood satisface
[aspwdn<c [irod
para alguna constante C' y para toda funcion f € Llloc. Entonces w € Ap(Y, p, ).

TEOREMA 62. Sea (Y, p, ) un espacio de tipo homogéneo y sea w € Ay, para algin p, con

1 < p < co. Entonces el operador mazimal de Hardy-Littlewood es acotado en LP(w), es decir

[aspwdp<c [irwd,

1
loc?

para toda funcion f € L donde C' depende sélo de las constantes geométricas, de p y de la

constante para la desigualdad de Muckenhoupt de w.

En los dos teoremas anteriores M f denota la maximal con respecto a p asociada a la medida
duplicante p en el espacio (Y, p, ). Mencionamos que el Teorema 61 tiene una formulacién ain

mas fuerte que enunciamos y probamos a continuacién.

TEOREMA 63. Sea (Y, p,u) un espacio de tipo homogéneo y sea v una medida de Radon
positiva y finita sobre las p-bolas. Si existe una constante C' y un 1 < p < oo de modo que la

desigualdad
(63) [aspav<c [irpa

vale para toda f € Llloc(Y, P, 1), entonces v duplica sobre Y y v < u. Por consiguiente w =
d
ﬁ € Ap(Y, p, ).

DEMOSTRACION. Sea B una p-bola en Y y sea E un boreliano contenido en B. Notar que

H(E)
MXg(y) > (D)
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para todo y € B. Luego tomando f = Xg en (6.3) podemos concluir que
P

(45) e < cuie)
o lo que es lo mismo

@ < olr <@>Up.

w(B) ~ v(B)
Observar que la ultima desigualdad implica en particular la duplicacion de la medida v. La
desigualdad anterior implica también una similar cambiando bolas por “cubos de Christ”. En
efecto, dados un cubo de Christ ) y un subconjunto medible F de (), denotando por By B a
las bolas provistas por el teorema de Christ (Teorema 27 del Capitulo 1) tales que B C @ C B ,

tenemos
wE) _ p(B)
w@) —  w(B)
< 4 HME)
- w(B)

A\

I

Q

Z

=
7 N
= XX
ERCIE
~
—
~
=

IN

1/p ﬂ)l/p
a¢ <v<@> ’

donde la constante A proviene de la propiedad de duplicacién de p. Luego, si v(E)/v(Q) < «
para algin 0 < a < 1, entonces tendremos que u(E)/u(Q) < A(Ca)'/?. Si ahora escribimos en

lugar de E su complemento relativo al cubo @), tendremos que

uE)_vQ@-B) _
S} R (o)
implicara
CWE)_w@-B) _
BT(e) B (e B
En definitiva
) - a)l/P v(E) —a
(6.4) M(Q)Sl A(Ca) :V(Q)Sl .

Fijando 0 < o < min{1,1/(CAP)} se tiene que § = 1 — A(Ca)'/? también satisface 0 < 3 < 1.
Utilizaremos la implicacién (6.4) para ver que v es absolutamente continua con respecto a . En
efecto, supongamos que existe un boreliano E tal que u(E) =0y v(E) > 0. Por la regularidad
de la medida v existe un abierto G que contiene a E tal que v(G) < v(E)/(1 — «). Por el
Lema 29 del Capitulo 1, y puesto que tanto p como v duplican, tenemos que G es una unién
disjunta de cubos de Christ, digamos G = Uj Q;, salvo conjuntos p y v despreciables. Es decir
que v(G) = >, v(Q;). Ya que para cada j se tiene 0 = pu(E'N Q) < Bu(Q;), debe ocurrir que
v(ENQj) < (1 —a)r(Q;). Sumando en j tenemos que v(F) < (1 — a)v(G), lo que contradice

la eleccion de G.
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Finalmente el teorema de Radon-Nikodym implica que existe una funcién w € Llloc(Y, 0 1)

tal que dv = wdp, y el Teorema 61 nos permite concluir que w € A, (Y, p, p). O

En la demostracion de la completitud de las clases de Muckenhoupt en la Seccién 5, serd im-

portante la siguiente observacion elemental.

OBSERVACION 3. La desigualdad (6.3) en la hip6tesis del Teorema 63, puede sustituirse por

1 P )
(6.5) / (m /B p(x’r)lf(y)ldu(y)> dv(z) < C / PP dv(y)

para todo r > 0.

Como siempre, cuando estemos interesados en probar completitud, serd conveniente disponer
de una versién “suave” de la definicién de la clase A,. Sea (Y, p, 1) un espacio de tipo homogéneo
y d una distancia en Y tal que d® ~ p para algiin & > 1. Usaremos la expresion f € Lip(Y)
para decir que |f(z) — f(y)| < cd(z,y) para todo z,y € Y, es decir Lip(Y) = (J,-( Lipc. Dado
1 < p < oo decimos que w € A, = A,(Y, p, ) si w es una funcién no negativa localmente

integrable en Y, y existe una constante C' > 1 tal que la desigualdad

/ (W/ Flar ) dut)) wie)dute) <€ [ 17)P0t0) duty)

p(z.y)

vale para toda funcién f € Lip(Y') y para todo r > 0. Aqui ¢, ,(y) = ¢ ( > parar >0,y

¢ es la funcién @7 con v = 2 (ver Figura 4).

—_ - - — =
[\
~

Figura 4: Funcién ¢7 con v = 2

El siguiente resultado establece que esta definicién coincide con la clasica.

PROPOSICION 64. Sea (Y, p,u) un espacio de tipo homogéneo y 1 < p < oo. Entonces
Ap(Y7p7N) = Ap(Y7p7N)

DEMOSTRACION. Comencemos suponiendo que w € A,(Y, p,p). Paracadaz € Y, r >0y
f € Lip(Y) dados, se tiene que

1 1
o ] MOl @e) < s [ 1))
1
< A | )
< AMf(),
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donde A proviene de la constante de duplicaciéon para u. Por otra parte, el Teorema 62 nos

permite asegurar que
[1aspwdn<c [ifrud

para alguna constante C'. Luego

/<m/\f(y)\%m(y) du(y)>pw(a:) du(z) gAP(J/\f\Pde_

Reciprocamente, supongamos que w € A,(Y, p, 1v). Para ver que esto implica que w pertenece
A, (Y, p, 1), sea B = By(z,s) una p-bola en Y. Si A denota la constante para la desigualdad
triangular de p entonces B C B,(x,2As) para todo € B. Por la propiedad de duplicacién de

1, existe una constante A > 1 tal que

/ rons(y) duy) < u(B,(x, 4As)) < Au(B),

para todo x € B. Luego

1
5 Wl < A [ @lenana) duty)

para toda f € Ll .. ¥ todo x € B. De lo anterior y de la hipdtesis se deduce que

</deu> <ﬁ/3\f\du>p = A(ﬁ/}gmd@pwdﬂ

(6.6) e / P,

para toda f € Lip(Y'). En particular tenemos que la desigualdad anterior vale para toda funcién
g € Lip(Y) que tenga soporte dentro de B. Por otra parte, la funcién wy definida como

w Si’wZ%,
W = 1

: 1
% Sl’lU<E
1

s , T h—1 4 .
también es un peso para cada nimero natural k. Pero ahora w, "~ estd acotado superiormente

y por lo tanto pertenece tanto a L (B,du) como a LP(B,wdy). También es claro que wy4q < wy,

y que w, = crece a w P 1 cuando k tiende a infinito. Afirmamos que el conjunto de las to-
das las funciones en Lip(Y) con soporte contenido en B es denso en LP(B,wdu) N L' (B, du).
Suponiendo que esta afirmacién es cierta, para cada k fijo podemos conseguir una sucesién {g, }

de funciones en Lip(B) que converge en las normas de L'(B,du) y de LP(B,wdy) simultdnea-

mente a [z w, T duy [ wk "L dy respectivamente. Aplicando (6.6) a esa sucesion {g,}

</BW> < /Bgn dﬂ)p < A7C (u(B)Y / ghw dp,

para todo n. Por la convergencia en las dos normas mencionadas se tiene que

(o) ([ a) < et [ e,

para cada k. Luego la condicién A, para el peso w se deduce haciendo k — oo.

tenemos
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Para que el teorema quede demostrado sélo resta probar la afirmacién, es decir, probaremos
ahora que el conjunto {g € Lip(Y) : sopg C B} es denso en LP(B,wdu) N L'(B,du). Para
ello seguiremos la idea de construccién expuesta en [1]. Comencemos usando un esquema que
es habitual en teoria de integracién que permite reducir el problema a aproximar funciones
caracteristicas de conjuntos borelianos dentro de la bola B dada. Dado un boreliano £ C B
y € > 0, por la regularidad de la medida p existen un abierto Gy un compacto K tales que
K CECGyu(G—K) < e. Por otra parte, si d es una métrica tal que d¢ es equivalente a p para
algin nimero real £ y v = d(K, B¢)/2, entonces d ([K], 4, B¢) > v > 0. Sea G = [K]%,d NG.
Entonces G es un abierto con clausura contenida en B, por lo que la funcién g definida como

d(z, G°)
d(z,G%) + d(z, K)

tiene soporte en B. Ademaés es Lipschitz por ser el producto de funciones Lipschitz y acotadas

g(z) =

(notar que la funcién d(z, C~¥C) +d(x, K) es positiva, pues si se anulara tendriamos GNK # 0, lo
cual es absurdo ya que K C G). Finalmente observemos que g(z) = Xp(z) para todo 2 € GCUK,

por lo que

/ lg — Xg|dp < 2u(G — K) < 2,
B

/ g — XplPwdp < 2p/ w dj.
B G—-K

Estas dos desigualdades junto a la absoluta continuidad de la integral con respecto a pu, implican

que g estd cerca de X'p simultdneamente en la normas de L' (B, du) y de LP(B,wdp). O

4. Subespacios de &: clases de Muckenhoupt

Sea (X, p) un espacio casi métrico compacto con la PHD, y sea d una distancia en X tal que
d¢ ~ p para algiin & > 1. Denotamos como antes p; = p, po = d y p3 = d¢. Para cada i = 1,2, 3,

y para 1 < p < oo definimos la siguiente clase en £.

Ap(piy b, C) | Dado (Y, p) € € con p duplicante sobre Y, decimos que (Y, v) € A, (pi, p, C)
si (Y,v) € £y dv =wdpu para algin peso w en Y tal que la desigualdad

/ <f %,x,r(ly) du(y) / [f W)l @ier(y) du(y)>pw(:c) du(z) < C / | fPw dp

vale para toda funcién f € Lip(X) y para todo r > 0, donde ¢; , »(y) = ¢ (M) con ¢ como

en la seccién anterior. Denotamos Ap(pi, ) = Uo>q1 Ap(pis 1, C).

Notemos, en primer lugar, que la validez de la desigualdad precendente para toda f € Lip(X)
con respecto a ps = d no es mas restrictiva que la necesaria para la definicién que dimos de
A, en la seccién precedente: f € Lip(Y'). En efecto, en [1] se prueba un teorema en espacios
casi-métricos de orden « que tiene como caso particular el siguiente resultado que se obtiene

del método de extension de Whitney.
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TEOREMA 65. Sea (X,d) un espacio métrico compacto que posee la PHD. Sea Y un sub-
conjunto cerrado propio de X. Entonces existe un operador de extension lineal y continuo de
Lip(Y') en Lip(X).

Los ejemplos més clasicos de pesos A, en la recta son las potencias del médulo: w(z) = |z|“.
Si —1 < a < p— 1 entonces w esta en la clase A,. Por la Proposicién 60 tenemos que |z|*dx
duplica en R para estos valores de a.

Notemos, de paso, que salvo en el caso a = 0 la medida |z|*dx no define en R una estructura
de espacio -normal para ningin 3. Luego, como observdbamos en la Seccién 2, existen espacios

de tipo homogéneo que no son normales.

La Proposicién 60 prueba que A,(p;i, i, C) € Di(a, CAP, p;), siendo a y A las constantes
de duplicacién de p sobre Y. Como consecuencia del Teorema 57 las clases .4, son subclases
de cualesquiera de las D;. También es cierto, a partir de la Proposicién 64, que Ap(p;, n) =

Ay (pj, 1), para todo ,j = 1,2, 3.

5. Completitud de la duplicacién, de la normalidad y de A,

Dado un espacio casi-métrico (X, p), en esta seccién estamos interesados en el subespacio
de £ formado por aquellos (Y, ) € € que son espacios de tipo homogéneo. En general este
subespacio de £ no es cerrado y por lo tanto no nos permite la aplicacién del teorema del
punto fijo de Banach. En efecto, el conjunto Di(a, 00, p) := [Js5; D1, 4, p) no es cerrado en
E. Por ejemplo, consideremos X = [0,1] con p la distancia usual. Tomemos Y,, = [0,1] para
cada n y p, la medida con densidad f,(t) = n — 1+ 1/n sobre [0,1/n] y fn(t) = 1/n sobre
(1/n,1], es decir, du, = fndz. Es facil ver que py, o 00, y que cada (Y, un) € D1(2, A, p), con
Ay, =2n(n—14+1/n) como una posible constante de duplicacién. En realidad es posible ver que
A,, no puede ser acotada por arriba, pues tomando las bolas B(x,r) = B(2/n,1/n) vemos que
A, > %. Ya que en cada espacio de tipo homogéneo los dtomos (un dtomo es un punto
con medida positiva) son aislados (ver [27]), el espacio ([0,1],] - |,dp) no puede ser un espacio

de tipo homogéneo.

Al resolver problemas de andlisis real en espacios de tipo homogéneo es usual cambiar de
una p; a otra segun la conveniencia. Este no es el caso para los resultados de esta seccién, por
lo que trabajaremos con una fija: la métrica d. Por lo tanto escribiremos D;(c, A) para denotar
el conjunto Dj(c, A,d) para j = 1,3, y Da(a, A, ) := Da(a, A, p,d). También omitiremos
mencionar la métrica d al referirnos a las clases Ny A,. Ademds usaremos la notacién B, en

lugar de By para las d-bolas, y ¢y, := @24,

TEOREMA 66. Sean A > 1, a>1,>0,0<(C;1 <(Cr <0 yl< K1 <1< Ky <

constantes dadas, y sea ¢ una funcién continua no negativa definida sobre R™ U {0} tal que
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©(0) > 0. Entonces D1(«, A), Da(a, A, @), D3(a, A) y N (B, c, K) son subconjuntos cerrados de
(Z,6).

DEMOSTRACION. Debido al Teorema 38, para probar que D;(a, A) es cerrado sélo debemos
probar que dada una sucesion {(Yy,un) : n € N} en Dy(a, A) tal que (Y, pn) LN (Y, ), se
cumple que

1(Baly, ar)) < Ap(Ba(y,r + ¢€)),
para todoy € Y, r > 0y e > 0. En efecto, para cada nimero natural m sea @™ la funcién
continua definida sobre R* U {0} tal que ¢ = 1 sobre [0,1], ¢™ = 0 fuera [0,1 + 1/m) y ©™

es lineal en [1,1+ 1/m] (es decir, la funcién ¢ con v = 1+ 1/m, ver Figura 5). Entonces para

|

|

|

|

|

|

1 1+ t
Figura 5: Funcién ¢™

cada s > 0 tenemos que ¢™ (d(y,z)/s) = 1 para todo x € By(y,s), y que el conjunto donde
©™ (d(y,-)/s) es distinto de cero esta contenido en By(y, s + s/m). Ademds, dado n > 0 existe
N, tal que para cada n > N,, podemos elegir y, €Y, satisfaciendo d(y, y,) < . Entonces para
todo s > 0y todo n > N, tenemos que Bg(yn,s) € Ba(y,s + 1) y Ba(y,s) € Bi(yn,s + ).

Luego para cada m > 1 se tiene que

uBatnar)) < [ (ML) dua)
— dim [ om <M> ()

n— oo ar

IN

lim inf 1, (Bd(y, ar(l+ 1/m)))

IN

hmmf fn (Bd(yn, ar(l+1/m)+ 77))

1 -1
Aliminf p, (Bd <yn, < >+g+aa 7]>>

= Ahmmf,un(Bd Yn, (1 +1/m) +77))
(

IN

m in (
(

Ahmlnf,un Bgly,r 1—|—1/m +277)>

IN

IN

Ah’minf
n—0o0 1—|—1/m +2n

- A/Q"m< (1+1/;n))+277> 4(z)

) ()
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< Au(Baly, L+ 1/m)lr(L+1/m) +2n]) )

> 37‘+4 1
- £

y el resultado se obtiene tomando m yn=i.

Para probar que Dy (A, a, ¢) es cerrado, tomemos una sucesion { (Y, u,)} en Do(A, o, ¢) tal

que (Y, jin) = (Y, 1) y veamos que

/ Dy (@) dia(x) < A / by (x) dp(a),

para todo y € Y y r > 0. Comencemos observando que si {g,} es una sucesién de funciones

continuas sobre X que converge uniformemente a una funcién continua g, entonces

(6.7) /[gn — gldpn —— 0.

En efecto, sea € > 0 dado. De la convergencia uniforme de g, a g tenemos que existe N, tal que
la desigualdad
gn(z) —g(2)| <e

vale para todo x € X y todo n > N.. Entonces si n > N, se tiene que

'/[Qn = gl dp

pues un,(X) =1 para todo n. Luego (6.7) vale.

é/lgn—gldun<€,

Ya que cada (Y, pn) € D2(A, a, @), para z € Y, y r > 0, tenemos
[ ber din < 4 [ 6 din

.. . é . .,
Fijemos 3 € Y. Debido a que Y,, =2 Y, existe una sucesién {y,} de puntos tal que y, € Y, y
Yn — Y. Ya que |d(yn,z) —d(y, x)| < d(yn,y) ¥ ¢ es uniformemente continua, tenemos que ¢y, ¢

converge a ¢, ; cuando n — oo uniformemente en X, para cada ¢t > 0 fijo. Este hecho y (6.7)

implican
(63) R R
n—oo
Por otra parte, por la convergencia débil estrella de u,, a p, tomando ¢,; como funcién test
tenemos
(6.9) [ v din > [ oysdn
n—oo

Finalmente, para todo r > 0 tenemos

/(Zsy,on“ d///n < /[¢y,ar - ¢yn,ar] d,un + A/(byn,r d,un
= / [¢y,ar - ¢yn,ar] dpin + A/ [ﬁbyn,r - ¢y,r] dp, + A / ¢y,r djin,

y el resultado se sigue de (6.8) y (6.9), tomando limite cuando n — oo.
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Veamos ahora que D3(a, A) es cerrado. Tomemos {(Y,, 1) : n € N} en D3(ar, A) tal que
(Yo, tin) LN (Y, ). Para probar que (Y,u) € Ds(a, A), fijemos y,z € Y y r > 0 tales que
d(y,z) < ary e > 0. Debemos ver que

w(Ba(y, 7)) < Au(Ba(z,r +€)).

En efecto, sea n > 0 fijo y para cada nimero natural m sea ¢ la funcién definida al comienzo
de la prueba (ver Figura 5). Sea ¢ = min{%(y’z),n} > 0. YaqueY, om, Y, existe N = N(eo)
tal que Y C [Y,]c,.a sin > N, y por la compacidad para cada n > N podemos elegir y,, z, € Yy,
tal que d(yn,y) < €0y d(zn,2) < e9. Entonces d(yn,zn,) < ar para cada n > N. Ademés
tenemos que d(yn,y) < 1y d(zn,2) < n para todo n > N, por lo que By(yn,s) C Bq(y,s +n),
Bi(y,s) € By(yn,s +n), Ba(zn,s) € Ba(z,s+ 1)y Ba(z,8) C By(zn,s + 1), para todo s > 0.

Luego, para m > 1,

1t (Ba(y,r)) < / o (@) dp(x)
= i [ () dunte
< liminf g, <Bd(y,r(1 + 1/m)))
< liminf g, (Bd(yn,r(l +1/m) + 77))
< Aliminfp, (Bd(zn,r(l +1/m) + 2?7))
< Aliminf u, (Bd(z,r(l +1/m) + 377))
<

Alim inf / o <r q fi”;;j)) +377> dpin (1)

m d(z,z)
= A/“’ <r(1+1/m)+3n> du(z)
< A,u(Bd(z,(l+1/m)[r(1+1/m)+37}])).

n—oo

La desigualdad deseada se obtiene tomando m > 3

(r+3) _
=~ and n =

L.
m

Finalmente probemos que N (3, C,K ) es cerrado. Sea {(Y,,u,) : n € N} una sucesién en
N(B, C, I?) tal que (Ya, tin) LN (Y, ). Fijemos y € Y y r > 0 tales que Kiu({y}) < r < Ko.
Ya que Y, ’y Y, existe una sucesiéon {y,} de puntos tales que y, € Y, y y, — y. Puesto que
(Yo, in) € N (B, C, K’), tenemos para cada n € N que

(6.10) C1s° < /gpyms(x) dpin () < Cos”,

para todo s > 0 tal que Kiun({yn}) < s < Ka. Afirmamos que el r elegido satisface estas
desigualdades para todo n suficientemente grande. En efecto, ya que esto es trivial cuando
w({y}) = 0, vamos a suponer u({y}) > 0. Notar que debido a la Proposicién 59 y la completitud

de la propiedad de duplicacién que acabamos de probar, tenemos que (Y, i) es un espacio de
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tipo homogéneo. Luego el punto y debe ser aislado (ver [27]). Entonces existe n > 0 tal que
KNY = {y}, siendo K = B(y,n). Ya que K es un compacto en X y p tiene soporte en Y,

tenemos que
n({y}) = p(K) > limsup p, (K)

(ver desigualdad (3.1), pag. 39). Puesto que partimos del supuesto u({y}) < r/Kj, existe Ny
tal que si n > Ny entonces u,(K) < r/Kj. Pero ya que y, — y, sabemos que existe N; tal que
si m > Nj entonces y,, € K,y por lo tanto p,({yn}) < pn(K). Luego u,({yn}) < r/K;y para

todo n > méax{ Ny, N1}, lo que prueba la afirmacién. Escribimos

/‘Py,r(x) dﬂn(x) = /[‘Py,r(x) _Spyn,r(x)] d,un(x)
T / Gy (@) dpin ().

Entonces para n suficientemente grande, de (6.10) tenemos que

Clrﬁ + / [(Py,r - ‘pynﬂ“] dpp < /(Py,r dpp < / [‘Py,r - (Pyn,r] dpiy + C2T67
y el resultado se obtiene de (6.8) y (6.9), haciendo tender n a infinito. O

A continuacién probaremos una propiedad que en cierto sentido puede interpretarse como
la completitud de las clases de Muckenhoupt. Recordemos que en la definicién de A, estamos

fijando ahora la métrica d, es decir, con A,(u, C') estamos denotando al conjunto Ay (d, p, C).

TEOREMA 67. Sea (X, p) un espacio casi-métrico compacto con la PHD y sean {Yy,}, {pn}

y {wy} sucesiones de subespacios, de medidas y de pesos tales que

(a) {( n,,un)} es una familia uniforme de e.t.h. en &;

)
(b) (Yo, 1tn) > (Y, 0);
(¢) (Yo, wndpn) € Ap(pin, C) para todo n;
(d) (Yo, wndp) > (Y, dv).

Entonces (Y,v) € A,(n, C).

DEMOSTRACION. Para abreviar la escritura usaremos, sélo dentro de esta demostracién, la

notacion i = p. Dados f € Lip(X) y r > 0 fijos, para cada n € NU{oo} definimos para x € X

1
A 07) = My S(2.1) = s [ 170 nn () i),

siempre que el denominador no se anule, y en caso contrario tomaremos .4, f (x,r) = 0. Comen-
zamos probando que, para cada r > 0 fijo, .4, f(-,7) converge uniformemente a .#Z,f(-,7) en
[Y],/4 cuando n — oo, donde [Y7], /4 denota el r/4-engordado de Y con respecto a d. Notemos
primero que por la convergencia débil estrella de p,, hacia p, para todo n > 0 existe un niimero

natural N1 = Ni(r,n) tal que

/sox,r(y) dpin (y) > poo(Balx, 7)) — 1,
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siempre que n > Nj. Veremos ahora que fio(Bg(x, 7)) estd acotada inferiormente como funcién
de x por una constante positiva que puede depender de r, para = € [Y], 4. En efecto, como X
tiene la PHD y es acotado, entonces [Y], /4 es totalmente acotado y por consiguiente puede ser
cubierto por un nimero finito de bolas centradas en [Y], 4 y de radio r/2. Es decir [Y],,, C
UZ, Ba(xi,7/2), con z1, 29, ..., x5 € [Y],/4- Luego dado z € [Y], 4 existe i € {1,2,..., H} tal
que By(z;,7/2) C By(z,r). Entonces

foo(Ba(z,7)) > i:%}"l}'vHMoo(Bd(xﬂ/Q)) =

Basta ver que ¢, > 0. En efecto, para cada i = 1,2,..., H fijo, ya que d(z;,Y) < r/4 tendremos
que By(y;,r/4) C By(z;,r/2) para algin y; € Y. Por consiguiente

¢, > min H,uoo(Bd(yi,T/‘l)) >0

i=12,..,
pues [ duplica sobre Y. Eligiendo n = ¢, /2 tendremos que existe Ny = Ni(r) tal que para
todo = € [Y], 4 vale que

(6.11) / () din(y) > /2 > 0,

para todo natural n > N7 y para n = co. Con esta estimacién estamos en condiciones de probar

la convergencia uniforme de ., f(-,r) hacia .# f(-,r) sobre [Y], 4. Para ello escribimos

1
[ @.7) = o 0.7 < s | [ ) i) = [ 15l ) i)

)

‘ 1 - 1
S Caer@) dpn(y) [ Par(y) diso(y)
= I, (z) + I1,(z).

' / |f ()] (y) ditoo(y)

)

Estimemos el numerador de I,(x) usando la métrica de Kantorovich. Ya que f € Lip¢(X
para algin ¢ > 0y ¢, € Lip;/(X), se tiene que la funcién g definida sobre X como g(y) =

|f(y)|¢zr(y) pertenece a Lips(X), con ¢ = %HfHoo +cy [[fllo = supyex |f(y)|- Notar que ¢ es
finito por ser X compacto. Luego

‘/\f\som diin —/!f!cpx,rduoo‘ = ‘/gdun - /gduoo‘ < Cd g (fns fhoo)-

Ya que fi, — fioo, la dltima desigualdad y (6.11) implican que I,,(x) converge uniformemente

a cero en [Y], 4. Por otra parte, si x € [Y],/4 y n > Ni(r) se tiene que
4
IT,(z) < @HfHLl(X,Mw)dK(MmMoo),
T

lo que prueba que I, (x) también converge uniformemente a cero en [Y], 4.

Notemos de paso que (6.11) implica que .#,, f(z,7) = M f(x,7) es continua en [Y], , como

funcién de z, pues es cociente de funciones continuas y el denominador nunca se anula alli.
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Con las observaciones anteriores, veamos que (Y,v) € Ay(u,C). Para cada n fijo, por la

hipétesis (c) sabemos que

/ (M f (20, 1)) () djin () < C / )P () dpin (1),

donde C no depende de f, de r ni de n. Por (d), el lado derecho de la desigualdad anterior

tiende a

c / F@P duly).

§ . .
Por otra parte, ya que Y, —- Y se tiene que Y, C [Y], /4 para todo n suficientemente grande.
Puesto que para cada r > 0 se tiene que .4, f(x,r) converge uniformemente en [Y], /4
My f(x,r) cuando n — oo, entonces dado € > 0 existe N = N(e,r, f) tal que para todo

n > N se tiene que
/ (M f (2,7) w0 () dpin(z) < / (M (,7) — (Mo f 1)) | w0 () i ()
+ / (M (2.7)) wa() dyan ()

< e4C / PP du(y).

Como ., f(z,r) es continua como funcién de x en [Y], 4, por el teorema de extension de
Tietze-Urysohn es posible definir una funcién ¢ € C(X) tal que ¢(x) = A, f(x,r) para todo

z € Y], /8- Luego, para todo n suficientemente grande como para que Y;, C Y], /8 se tiene que

/ (Mo f (2,7 wn(2) diin(z) = / (&) wn () dpin ).
Luego
/ (6(2)) wn () djan () < £+ C / F@)P duly).

Haciendo tender n a infinito en el lado izquierdo de la desigualdad anterior y luego ¢ a cero,
teniendo en cuenta que v tiene soporte en Yy que sobre Y las funciones ¢ y ., f (-, ) coinciden,

obtenemos
(6.12) / (f @) @) <€ [ £ vl

De la ultima desigualdad podemos concluir que existe una constante C tal que

1 P - ,
/(m /Bd(w)\f(y)\du(y)> dv(z) < C/\f(y)\ dv(y)

para todo r > 0. Notar ademéas que v es una medida de Radon, por ser de probabilidad en un
espacio compacto con la PHD. Esto junto a la Observacién 3 implica que dv = wdp para algin

peso w. Reemplazando en (6.12) se tiene que (Y,v) € A,(u, C). O

Notar que en el teorema anterior la condicién (Y, w,du,) € &, contenida en la hipétesis
(c), es necesaria. Por ejemplo, tomemos X = [0,1] con la distancia usual y con la medida

de Lebesgue, es decir du = dx. Para cada n sea Y,, = X, du,, = dr y w, = 1/n. Entonces
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(Yo, wndpy) € Ap(pn; 1) para todo ny todo 1 < p < oo, y converge débilmente estrella a la

medida nula sobre el espacio limite.

El siguiente resultado es una consecuencia directa del teorema anterior, tomando (Y,,, ) =

(X, 1) para todo n.

COROLARIO 68. Sea (X, p,p) un espacio de tipo homogéneo probabilistico compacto. Sea

{vn} una sucesion de medidas sobre X tal que

(a) (X,v) € Ay(p, C) para todo n, y
(b) vy 2.

Entonces (X,v) € Ay(, C).

Haciendo un abuso de notacién justificado por el Teorema 63, denotaremos Ap(X, u, C) al
conjunto de todas las medidas v € P(X) tales que dv = wdp para algin w € A,(X,d, p) (ver
definicién en pégina 86) con constante de Muckenhoupt menor o igual que C'. Observamos que
el resultado anterior puede interpretarse como la completitud de Ay,(X,p,C) en (P(X),dk),
para cada p € P(X) duplicante y cada constante C' > 1 fijas.



CAPiTULO 7

Duplicacion del limite de iteraciones de aplicaciones

contractivas

Muchos objetos que aparecen en la naturaleza son autosemejantes, en el sentido que su
estructura geométrica basica se repite en escalas distintas, por lo que el objeto total puede ser
visto como una unién finita de copias de si mismo en diferentes escalas. Mandelbrot propuso
el término “fractal” para describir este tipo de objetos. Una de las formas més conocidas para
generar fractales es a través de un sistema iterado de funciones (SIF), que consiste en una
familia de contracciones {¢1, @9, ..., ¢pr} sobre un espacio métrico (X, d), siendo M > 2. Si X
es completo, la propiedad fundamental de un SIF es que determina un tnico conjunto compacto
no vacio K que satisface K = Uf‘i 1 ¢i(K), porlo que K es llamado atractor o conjunto invariante
por el SIF. Mas atn, el atractor K puede obtenerse como limite en la métrica de Hausdorff dy
de la sucesién F™(Y'), donde Y es un conjunto cualquiera en K y F™ denota la composicién n

veces consigo misma de la funcién F' definida sobre K como

M
PY) =&y,
i=1

Esto fue probado por Hutchinson en [24] basado en el teorema del punto fijo y la completitud
del espacio (KC,dp), ya que la aplicacién F' asi definida resulta contractiva. Una versién de
este resultado en el contexto de R™ puede encontrarse también en el libro de Falconer [18],
Teorema 2.6.

A un SIF {¢1,62,...,6n} dado y a una sucesién de probabilidades {p;}}4, (esto significa
que 0 < p; < 1 para todo ¢ y Zf‘il p; = 1) puede asociarse una nocién de medida invariante
soportada en el atractor del sistema. Hutchinson probé que dado un SIF con probabilidades
asociadas {p;} sobre un espacio métrico compacto (X, d), existe una tinica medida de Borel de

probabilidad p soportada en el atractor del SIF que satisface

M
w(B) = me(ﬁbi_l(B N ¢i(X))),
i=1

para todo boreliano B en X. Esta medida es llamada medida invariante para el SIF probabi-
listico. También puede encontrarse una versién en R™ de este resultado en [18], Teorema 2.8.
Uno de los objetivos de este capitulo es extender los resultados anteriores a espacios casi-
métricos y a la vez unificarlos en el contexto de (&, 9).
Mientras que las propiedades que definen la clase £ de espacios de medida son en algin

sentido cualitativas, las clases de duplicacion en cualquiera de sus formas tienen una descripcion
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cuantitativa que refiere a la estructura interna del par (Y, ), en cuanto a la forma en que la
masa p se distribuye en Y. Esta diferencia es la razén por la cual, como veremos en la Seccién 1
del Capitulo 8, es facil construir ejemplos de transformaciones contractivas en £ que no mapean
subespacios de duplicacién de £ en si mismos. Ni siquiera se logra en general que un espacio de
Muckenhoupt permanezca duplicante después de la aplicacién de una transformacién (afin) en
el intervalo [0, 1].

Por otra parte, la duplicacién y atin normalidad del limite de iteraciones de SIF especiales son
resultados conocidos (ver [32] y [38]). Esto se debe a que en el limite la medida se distribuye con
mayor “uniformidad geométrica” que en cualquiera de las aproximaciones. Otro de los objetivos
de este capitulo sera buscar condiciones suficientes en una aplicacién contractiva inducida por
un SIF para que ciertas clases de duplicaciéon permanezcan invariantes, con lo cual el teorema
del punto fijo podra aplicarse dada la completitud de esas clases de duplicacién probada en el

capitulo anterior.

1. Teorema del punto fijo para espacios casi-métricos

Como ya mencionamos, la herramienta béasica en el método de Hutchinson para la con-
struccién de fractales autosimilares es el teorema del punto fijo de Banach (ver Teorema 3,
Capitulo 1). Sea (X, p) un espacio casi-métrico completo con constante triangular A > 1. Sea
f X — X una p-contraccién con factor de contraccién A € (0,1), es decir, p(f(z), f(y)) <
Ap(x,y) para todo x,y € X. Notemos que si se intenta extender directamente la demostracién
del teorema del punto fijo de Banach al caso casi-métrico, tenemos inmediatamente la dificultad
que en la prueba de la propiedad de Cauchy para la sucesién de iteraciones f™(xg) de un punto
o € X, la desigualdad triangular para la casi-métrica p produce potencias de A que restringen
los posibles valores del factor de contraccion A. Algo similar ocurre si pretendemos que una
p-contraccion sea también una d-contraccién para aplicar directamente el teorema clasico con
alguna métrica d en X. Pero si el teorema de Macias-Segovia se aplica en el proceso iterativo,

entonces el teorema del punto fijo admite la siguiente extensién.

TEOREMA 69 (Teorema del punto fijo para espacios casi-métricos). Sea (X, p) un espacio
casi-métrico completo, y sea f : X — X wuna aplicacion contractiva. Entonces f admite un

unico punto fijo en X. En otras palabras, existe un unico punto oo € X tal que f(Too) = Too-
DEMOSTRACION. Comencemos fijando un punto cualquiera zg € X, y definamos recursiva-
mente la siguiente sucesién
Ty = f(Tn-1)
para n > 1, o equivalentemente
rp = f"(20),

donde f™ denota la composicién de f consigo misma n veces. La tunica dificultad en relacién

con el caso métrico es probar que {f(z,)} es una sucesién de Cauchy en X con respecto a d, o
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equivalentemente a p. Ya que f es una aplicacién contractiva, para cada n > 1 tenemos

p (f(@ni1), f(wn)) < Ap(@ng1,zn) = Ap (f(20), f(2n-1)) <o < AN'p(21, 20).
Luego, aplicando el Teorema 5 de Macias y Segovia, tenemos que
Co 1/¢
A (@), £ () < (Aﬂ—) A1, 70).

Tomemos m > n > 1, digamos m = n + k para algin k£ > 1. Por la desigualdad triangular de

la métrica d tenemos que

k—1

d(f(xn), f(xm)) < ) d(f(@nta), f(@nrit1))
i=0

o\ V5 kol

< <)\n§> d(xl,xo)Z)\Z/f

1=0

1/¢
eyt _1 n/€
: [(q) 1— \L/E d(xl’%)] AT

Ya que 0 < \ < 1, se tiene que limy,_,oo A/¢ =0 y por lo tanto

lim d(f(zy), f(xm)) =0.

n,Mm—00

Ya que X es completo, existe o, € X tal que lim,,_. x, = To. Por otra parte, ya que toda

contraccién es una funcién continua, tenemos

f(2oo) = lim f(z,) = m Tpi1 = Too.
n—aoo n—oo

Para probar la unicidad del punto fijo, supongamos que zo, ¥y T son dos puntos fijos. Entonces

P(To0, T) = p(f(Too), f(T)) < Ap(Too, T),
y ya que 0 < X < 1 podemos concluir que p(z~,Z) = 0. Por lo tanto zo, = 7. O

Observar ademds que podemos obtener el punto fijo z,, como el limite de la sucesion

{f™(z0)} cuando n tiende a infinito, siendo zy un punto arbitrario en X.

2. Contracciones en (&,0)

En el Capitulo 3, a partir de un espacio casi-métrico compacto (X, p) dado, definimos el

conjunto
E=A{(Y,p) € Z :sop(u) CY},

donde 2~ = K x P. Probamos en el Teorema 38 que £ es cerrado en el espacio casi-métrico
completo (Z7,6), y en consecuencia (£,0) es un subespacio casi-métrico completo de (27,9). A
continuacion enunciamos un resultado que se obtiene como una consecuencia directa del teorema

del punto fijo en espacios casi-métricos.
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PROPOSICION 70. SiT : €& — & es un mapeo contractivo y (Yo, po) € €, entonces (Yoo, floo) =

lim,,— oo T"((Y0, 110)) pertenece a £, y es el unico elemento de € que satisface T((Yoo, fioo))
(Yoo,,uoo)

Un mapeo contractivo puede estar inducido por sistemas iterados de funciones. Un sistema

iterado de funciones (SIF) consiste en una familia ® = {¢1,..., ¢y} de contracciones sobre
un espacio casi-métrico (X, p), donde M > 2. Es decir que para cada i = 1,..., M tenemos que
¢; : X — X satisface

1
(7.1) p(9i(2), 4i(y)) < —p(z,y)

i
para todo z,y € X y todo 1 <7 < M, donde a; > 1. Denotamos amin = mini<;<ps a;. Existen
clases especiales de SIF, por ejemplo si en (7.1) se da la igualdad para todo i, se dice que el
SIF estd compuesto por similitudes contractivas. Como en el caso métrico, la nociéon de SIF
puede ser extendida para definir medidas invariantes por el sistema. Mds precisamente, un SIF
® = {¢1,...,¢0p} sobre X, junto con una coleccién de nimeros reales py,pa,...,py tales que
0<p; <1y zlj‘il p; = 1, es llamado SIF probabilistico. También se dice que ® es un SIF con
probabilidades asociadas {p;}. Dado un SIF probabilistico, definimos la aplicaciéon T': 2~ — 2
como T(Y, ) = (1Y, Top) = (Y, 1), siendo

M M
Y =JeouV)= UV,
i=1 i=1

M
W (B)=> pip (67 (BNY))),
=1

donde B es un subconjunto de Borel de Y’. Llamamos a la transformacién T asi definida la
aplicacion inducida por el SIF ¢ asociada a las probabilidades p;. Si no hacemos refe-
rencia a dichas probabilidades, supondremos que p; = 1/M para todo i. El siguiente resultado

establece que la aplicacion inducida por un SIF probabilistico es una contraccién en &.

PROPOSICION 71. Dado un SIF ® = {¢1,...,dn} en un espacio casi-métrico compacto
(X,p), la aplicacion T inducida por ® asociada a cualquier eleccion de probabilidades {p;},

mapea € en si mismo y es una contraccion de razon 1/amiy,.

DEMOSTRACION. Es facil ver que i/ es una medida de Borel sobre Y’. Por otra parte
f(Y") =M piu(Y) = w(Y) = 1y también Y’ es compacto ya que Y lo es. Més aiin, si
sopp C Y entonces soppu’ CY'. Luego T : £ — £. Probaremos ahora que T es una aplicacién

contractiva con factor de contracciéon A = 1/amyi,, es decir

5(T((Y, 1), T((Z,v))) <

6 ((Y,p), (Z,v)),

Gmin

para todo (Y, u), (Z,v) € Z . En efecto, por definicién tenemos que

(7.2) S(T((Y,w), T((Z,v)) =0u(Y',Z')+ k(W V).
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Para el primer término del miembro derecho de (7.2), notar quesiY C [Z]. y Z C [Y]., entonces

Y! €1 Zeja; ¥y Zi € [Y{]¢/a, Para cadai=1,..., M. Luego
M M [ M ]
U }/i/ - U[Zz{]e/ai - U Zz{ ’
i=1 i=1 =1 Je/amn
y
M M M ]
U ZZ/ - U[}/z/]e/al - U Y;/ )
i—1 =1 Li=1 Je/amin

y por lo tanto

M M
su(Y',Z") = by (U v, | Z{)
=1 =1
1

< 5u(Y, Z).

Gmin
Miremos ahora el segundo término del miembro derecho de (7.2). Para probar que la segunda
componente de T' es también una contraccién con el mismo factor 1/ap,, procederemos como

en la demostracion del Teorema 2.8 en el libro de Falconer [18]. Por definicién

5K(u',l/)ZSUP{‘/Y,fdM'—/Y/de'

Comencemos suponiendo que f es la funcién caracteristica de un subconjunto E de Y’. Si

:fGLipl}.

b =pi(po¢;t) parai=1,2,..., M, tenemos que

| e di(z) = pi (o] NENY)))

= 0 [ Ay () du(e)
= /Y Xp (61(2) du(z).
Entonces

M
[ 16 =3 [ 70 aute)

si f = Xg. Luego podemos obtener la misma igualdad si f es una funcién simple, y por densidad
el resultado se extiende a cualquier funcién integrable f.

Por otra parte, si f € Lip; entonces

| (¢i(2)) — [ (6i(y)) | < pl(gi(x), di(y)) <

para todo z,y € X, i=1,2,..., M. Por lo tanto f; = amin(f 0 ¢;) € Lipy parai=1,2,..., M,

y
‘/Ylfd,u'—/wfdy'

M
< Zpi
i=1

/ £ (61(a)) du(z) / £ (6i(x)) dv(x)
Y Y




102 Duplicacién del limite de iteraciones de aplicaciones contractivas

/fz ) da(z /fz ) dv(z
<

>~ 5]((,&, )

Amin

amm i—1

Tomando el supremo sobre f € Lip; obtenemos
1

OV} < o dre ().
Podemos entonces concluir que
5 (V) (2) £ ——5 (Vip). (Z0)
para todo (Y, u), (Z,v) € Z . O

En el caso que p sea una métrica, las dos ultimas proposiciones unifican en el contexto
del espacio (£,9) los dos resultados de Hutchinson mencionados en la introduccién. Més pre-
cisamente, por un lado obtenemos un punto fijo Y, para T, el cual es el unico subconjunto

compacto de X que satisface

M
=1

Por otra parte se tiene un punto fijo ps para 15 el cual es la unica medida probabilistica de

Borel soportada en Y, tal que

szﬂoo ;7 (BNgi(Y))),

para todo conjunto de Borel B.

Como en el caso métrico, llamaremos a Y., atractor (o conjunto invariante) del SIF, y a
oo medida invariante por el SIF. Cuando las contracciones que conforman el SIF son todas
similitudes, el atractor Y, resultante es llamado conjunto autosimilar, y . es llamada me-

dida autosimilar.

Los ejemplos clasicos de SIF en ambientes euclideanos, y de sus correspondientes conjuntos
y medidas invariantes, estan dados por las similitudes contractivas de las cuales describimos
brevemente su subfamilia més cldsica y elemental: la de ciertos conjuntos de Cantor, porque
serd usada para ilustrar situaciones posteriores. En este caso X = [0, 1] con la distancia usual
d(z,y) = |z — y|. Dado k > 1 fijo, sean
(73) @)=z, o) =t L
El mapeo T, inducido por este SIF sobre 2" asigna a cada (Y,u) € 2 el par (Y, i) en 2

dado por
= gbl(Y) U ¢Q(Y) =: Yll ) Yé/,
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y
(W (B) = pip (71 (BOYY)) + popt (63 (B NY3)) = ph(B) + ph(B)

donde 0 < p; < 1, p1 +p2 = 1 y B es un subconjunto de Borel de Y. El conjunto cldsico de

Cantor C es obtenido cuando k = 3 en (7.3) y p1 = p2 = 1/2. En tal caso es sabido que Yo, = C

log 2

Y Moo €8 la restriccion a C' de la medida de Hausdorff s-dimensional H?®, con s = 3

3. Contracciones sobre clases de e.t.h.

Del Teorema 66 de completitud de las clases duplicantes y de normalidad del capitulo

anterior, obtenemos en forma directa el siguiente resultado.

PROPOSICION 72. Sea T : £ — £ un mapeo contractivo. Entonces

1. siT:Dj(a, A) — Dj(a, A) para ciertos a« > 1, A> 1y j=1,3, existe un unico punto
figo (Y, ) para T en Dj(a, A);

2. si T : Dy, A, ) — Do, A, ) para ciertos o> 1, A > 1y ¢, existe un inico punto
fijo (Y, ) para T en Do(a, A, @);

3. siT:N(3,C,K) — N(B,C,K) para ciertos 3 >0, C y K, existe un tinico punto fijo
(Y, ) para T en N (3,C, K).

En cuanto a las clases de Muckenhoupt, el ultimo parrafo del capitulo anterior nos permite
obtener un resultado parcial relativo a la segunda componente de una contracciéon 1" sobre clases

de Muckenhoupt con respecto a una medida fija en un espacio fijo. Mas precisamente.

PROPOSICION 73. Sea (X, p) un espacio casi-métrico compacto y sea Ty : (P(X),d0x) —
(P(X),dK) un mapeo contractivo. Si Ty : Ay(X, pu, C) — Ap(X, 1, C) para cierta p € P(X) que

duplica y cierta constante C > 1, entonces existe un unico punto fijo para To en Ap(X, pu,C).

Si bien las proposiciones anteriores son elementales una vez que estan probadas las pro-
piedades de completitud y extendido el teorema del punto fijo, lo que es realmente dificil y,
como veremos en el préximo capitulo, a veces imposible, es que una aplicaciéon contractiva en
£ deje invariantes espacios de duplicacién. Sin embargo, hipétesis de separacion adicionales a
las usuales en un SIF (OSC y separacién fuerte, ver [18]) producen contracciones que dejan
invariantes clases de duplicacién. Presentamos a continuacién un resultado en este sentido,

relativo a la invariancia de las clases D3(2, A).

PROPOSICION T4. Sea (X,d) un espacio métrico compacto con diam(X) < 1. Sea & =

{b1,...,0m} una familia finita de similitudes contractivas sobre X :

(2

4(6:(2),6i(y) = —d(z,)
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para todo x,y € X y todo 1 < i < M, donde a; > 1 para i = 1,...,M. Sea T el mapeo
contractivo sobre X inducido por ®, es decir T(Y,u) = (Y', 1), con

M
Y =[] ¢i(Y),
=1

M
p(B)=M"> (67 (Bnei(Y)),
=1

para todo subconjunto de Borel B de Y'. Si

-1._ p -1 - ; ) ) _.
(7.4) o= max o < min {d(6i(X),¢;(X))} = D,
i]

entonces T : D3(2, A) — D3(2, A) para todo A > M.

DEMOSTRACION. Como probamos en la Proposicién 71, T es una contraccién en 2  con
A = 1/a, y ademds & es invariante bajo T. Sean Y/ = ¢;(Y) y pl(B) = u(o; (BN Y!))/M
para ¢ = 1,2,..., M. Probaremos primero que, para A > M y para todo i = 1,2,..., M,
el espacio (Y/,d,p}) € D3(2,A) si (Y,d, ) € D3(2,A). En efecto, para (Y,d,pn) € D3(2,A),
fijemos y,z € Y/ y r > 0 tales que d(y,z) < 2r. Ya que cada ¢; es inyectiva tenemos que
d(9;7 (Y), 071 (2)) = aid(y, 2) < 2a;r, v que ¢; *(Ba(x,7)NY/) = Ba(¢; ' (2),a;r) NY para todo

x € X. Luego, para € > 0,
My; (Ba(y,r)) = p(é;" (Baly,r)NYY))
= 1 (Ba(¢; '(y), air))
< Ap(Ba(¢; ' (2), air + aie))
= Au(¢;" (Balzr+2)nYY))
= MAu, (By(z,7+¢)).

Para probar que (Y’ d,y') pertenece a D3(2,A), tomemos ahora y,z € Y y r > 0 tales

d(y,z) < 2r,y fijemos € > 0. Vamos a considerar dos casos:
1) y y = pertenecen al mismo Y};

2) yeY/yzeY/coni#j.

Caso 1: Si By(y,r) y Bg(z,r + €) no intersecan a ningin otro Yj’ con j # i, podemos usar el
hecho que (Y/,d, u;) € D3(2,A) para obtener la estimacién deseada. En otro caso, si By(y,r)
0 By(z,7 + €) intersecan a Yj’ para algiun j # 7, necesariamente r + ¢ > D. Ya que estamos
suponiendo que diam(X) < 1, tenemos que diam(Y) < ai_l < D, asique Y/ C By(z,r+¢)y
W (Bg(z,m+¢€)) > 1/M. Por lo tanto

W (Ba(y,r)) <1< Mp'(Ba(z,7 +¢)) < A (Ba(z,7 + €)),

la cual es la desigualdad deseada.
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Caso 2: Podemos suponer a; < a;. Ya que D < d(y,z) < 2r, se tiene r > D/2. Sir+¢e > D

obtenemos facilmente

W (Baly, 1)) <1 = Mp/(Y]) < Mp/(Ba(z,7 + 2)).
Si por el contrario r 4+ & < D, entonces tenemos

1 (Ba(y,r)) = 1i(Ba(y,r)) = u(Bale; ' (y), air)) /M,
W (Ba(z, 7 +€)) = pj(Ba(z,7 + €)) = u(Ba(¢j ' (2), a;(r + €))) /M.

Luego, ya que d(y,z) <1< 2r/D < 2aq;r,

W (Baly,r)) = p(Ba(¢; ' (y),air))/M
Ap(Ba(¢; ' (2), ai(r + €))) /M
Au(Ba(9; ' (2), a;(r + €))) /M
Ap'(By(z,7r +€)).

IN A

O

Notar que la hip6tesis diam(X) < 1 no es restrictiva en el sentido que el resultado vale si
pedimos D > diam(X)/a; para todoi=1,..., M.

Observar que el SIF de tipo Cantor introducido en la seccion anterior satisface las hipotesis
de la Proposicién 74 para todo k > 3 cuando p; = ps = 1/2. Para el caso del conjunto clésico

de Cantor tenemos
1 2
¢1(gj):§x> ¢2($):_$+§7

y la aplicacién T, : € — € queda definida como T.(Y, u) = (Y, u'), siendo

V=6V )Ub(Y),  W(B)=su (o (BYD) + gu (o7 (BAY).

La proposicién anterior implica que el espacio limite (C, H®) es un espacio de tipo homogéneo, y

W =

que la sucesion {(Sp, pn) := T ({0}, dp) } es una familia uniforme de espacios de tipo homogéneo,

es decir, existe una A > 1 tal que u, duplica sobre S, con constante A para todo n.

So ¢ : : |

0 1
S1 ————¢—
So — oo o
S3 *o—oo—¢o—o9

Notar que p,({z}) = 27" para todo = € Sy, por lo que pu, es la medida que cuenta puntos
sobre S,, normalizada a una probabilidad, pues card(S,) = 2". De esta forma obtenemos una
aproximacién del espacio de tipo homogéneo (C,H?®), s = log2/log 3, mediante redes finitas

anidadas S, y por medidas de probabilidad u, soportadas en S, que convergen débilmente
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estrella a la medida H®. Esta aproximacién es quizds mas “regular” que la construida en el
Capitulo 3, y también posee la propiedad que {(Sy, pi,)} es una familia uniforme de espacios de

tipo homogéneo.

Para dar un ejemplo de aplicacién de la Proposicién 74 en dimensiones mayores, recordemos

las familias de contracciones de tipo Sierpinski. Para cada k > 1, sean

on(ay) = (5.7)

alan) = nten) + (0.1 7).

¢3(z,y) = ¢1(w,y) + <1 — %,O) .

Sea X el tridngulo en R? con vértices en (0,0), (1,0) y (0,1). Tomando

d((z1,91), (z2,y2)) = max{|z1 — 22, [y1 — y2[}
como la distancia en X, definimos T sobre 2" como T(Y,u) = (Y, /) con

Y = ¢ (Y)Ugo(Y)Us(Y) =Y/ UYyUYS,

W(B) = 5 (1 (97" (BOYD) + (03 (B YD) + (65 (BN YD)
para todo subconjunto de Borel B de Y’. Luego por la Proposicién 74, para k > 3y A > 3
tenemos que Ty : D3(2,A) — D3(2, A). Por lo tanto la 6rbita completa {T2(Yp, o) : n € N}
es una sucesién uniforme de espacios de tipo homogéneo para cualquier (Yp, o) € D3(2, A).
Podemos tomar por ejemplo Yy = X y pg dos veces la medida de Lebesgue sobre X. Por

supuesto también el limite (Yoo, f1o0) €s un espacio de tipo homogéneo, ya que (Y, po) pertenece
a D3(2, 8)



CAPiTULO 8

Orbitas de contracciones en familias de espacios de tipo

homogéneo

Teniendo en cuenta que para muchos de los fractales clasicos producidos por el método de
iteracién de Hutchinson, sabemos (ver [32]) que el espacio limite es un espacio de tipo homogéneo
aun cuando el espacio inicial no lo es, en este capitulo exploraremos posibles espacios iniciales
sencillos y condiciones sobre las contracciones bajo las cuales la 6rbita entera se encuentra dentro
de algun subespacio cerrado D de los que definimos en el Capitulo 6. En el Capitulo 7 dimos una
condicién suficiente para que un sistema iterado de funciones produzca érbitas uniformemente
duplicantes a partir de cualquier espacio inicial. En este capitulo daremos ejemplos construidos
sobre dos fractales clasicos, el intervalo y el tridngulo de Sierpinsky, que muestran que si esa
propiedad de separacién no se cumple, entonces puede ocurrir que para ciertos puntos iniciales
que son espacios de tipo homogéneo, ningin punto de la érbita sea un espacio de tipo homogéneo,
aun cuando el espacio limite si lo sea. Como hemos dicho y visto desde el principio de la
tesis, desde el punto de vista analitico nos interesa aproximar al espacio limite por espacios de
estructura sencilla que tengan las propiedades “analiticas” del espacio aproximado. Desde esta
perspectiva nos importa la existencia de tales aproximaciones mas que la cantidad que haya de
ellas. En este sentido consideramos la érbita generada a partir de una masa puntual y probamos
la normalidad uniforme de la 6rbita, y en consecuencia, la duplicaciéon uniforme.

Con los ejemplos mencionados en mente, probamos que, bajo ciertas hipétesis, cada espacio
de la orbita generada por la aplicacién inducida por un SIF satisface una propiedad que se va
pareciendo, en un sentido preciso, cada vez mas a la duplicacién a medida que el paso de la
iteracion crece.

Finalmente exploramos la permanencia de érbitas en las clases de Muckenhoupt para deter-
minados sistemas iterados de similitudes contractivas, y vimos la influencia de ciertas propiedades

del sistema, como la preservacion de la orientacion.

1. Orbitas no duplicantes con “puntos extremos” duplicantes

Como ya hemos mencionado, los resultados obtenidos por Mosco en [32] prueban que los
fractales usuales, construidos por la técnica de iteracién y punto fijo introducida por Hutchinson
en [24], son en general espacios de tipo homogéneo. En el capitulo anterior probamos que bajo
ciertas condiciones sobre el mapeo T  definido mediante M similitudes contractivas, tenemos

ademds que T : D3(2, M) — D3(2, M). Por lo tanto comenzando en cualquier punto inicial
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(Yo, o) € D3(2, M) se genera una érbita
Or(Yo, po) = {T" (Yo, po) : m € No}

que estad completamente contenida en D3(2, M). Luego, en estos casos, obtenemos nuevamente
el resultado de Mosco, y ademds que T"(Yp, i1p) son “buenas” aproximaciones de (Yoo, fioo) €0
el sentido que pertenecen a una familia uniforme de espacios de tipo homogéneo. Sin embargo,
veremos ahora que en dos ejemplos clasicos, T, y Ts con k = 2, puede ocurrir que el inico punto
en la orbita que satisface la propiedad de duplicacién sea (Y, ), y por supuesto el espacio
limite (Yoo, ftoo), pero ningtn otro T™(Yy, 1), n € N, sea un espacio de tipo homogéneo. En

ambas construcciones usaremos pesos de la clase de Muckenhoupt.

Consideremos T;. con k = 2 en (7.3). En otras palabras, ¢1(z) = /2 y ¢2(z) = /2 + 1/2.

Sea p la medida definida por dy = Jw(z)dz, con w(z) = 2~ 1/2 (ver Figura 1). No es dificil ver

1
Figura 1: dug = wodx = %:E_l/zdzn

que p es una medida duplicante en [0, 1] con respecto a la distancia usual. Més atin, w es un

peso de As. En efecto, sean 0 < a < b < 1. En caso que b — a < 5, entonces

</abw(:1:)dx> </abw_1(x)d:1:> = </ab:n_1/2dx> (/abx1/2dx>
(¢)""o

3\ /2
= b—a)’
(3) o-a
Por otra parte, si b —a > % tenemos que

</abw(:1:)dx> </abw_1(x)d:1:> < </Ob:n_1/2dx> (/Obx1/2dx>

4
= _p?
3

IN

IN

IN

12(b — a)%
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Observar que el SIF {¢1,¢2} no satisface la condicién (7.4) de la Proposicién 74, y que si
tomamos el espacio de tipo homogéneo (Yp, o) = ([0, 1], %w(az)dﬂ;), entonces T.((Yp, po)) no es
un e.t.h. Para probar la ltima afirmacién, para cada 0 < & < 1/4 fijo definamos E. = [} —¢, 3]

y F.=1[3,3+¢]. Yaque Y] =Yy =[0,1] y que duj, = @v(:n)d:p con

(@) /2 si0<z<1/2,
v\T) = _
-1 si2<a<t,

wa(x)

5

N i
o= A - =

oW - —
—
8

Figura 2: T7([0, 1], 3wdz) = ([0, 1], w,dz)

(ver Figura 2), se tiene que puf (E:) = & (1—+/1—=2¢) y pj (F.) = v2¢/2. Puesto que E. y
F; son bolas con radios iguales y con interseccién no vacia, obtenemos que py, no puede ser
duplicante, ya que no satisface una propiedad del tipo D3 puesto que py (F:) /pg (E:) tiende a
infinito cuando € tiende a cero. Para las demds iteraciones de T, actuando sobre ([0, 1], Jwdz),
digamos T7([0,1], 2wdx), la misma situacién aparece en cada punto de la forma j/2", j =
1,2,...,2" — 1 (ver Figura 2). Luego ningtin 77([0, 1], 3wdz) es un espacio de tipo homogéneo

para n € N. Pero de la unicidad del teorema del punto fijo

n—oo

lim T ([0, 1, %wdm) — ([0.1], dx),

el cual es el ejemplo mas elemental de e.t.h.

En el ejemplo precedente conviven varias situaciones especiales. Como ya observamos el
contacto entre ¢1([0,1]) v ¢2([0,1]) es importante para construirlo. Otra particularidad del
mismo es que el atractor del SIF es el propio conjunto inicial [0, 1]. El siguiente ejemplo estd dado
por una construccién similar asociada a la contraccién de Sierpinski T con k = 2 (ver Figura 3),
y muestra que el obstdculo para la duplicacién estd en el contacto y no en la invariancia del

conjunto original.
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S
AN

Figura 3: Atractor del SIF de tipo Sierpinski con k = 2

dddd

S
S

Definimos ahora la funcién peso w(z,y) sobre el tridngulo X = {(z,y) : 0 < =z < 1,
0<y<1-—z}, como w(z,y)= %w(y) donde w es el peso definido sobre [0, 1] por w(y) =y~ /2
(ver Figura 4).

|

T
Figura 4: Peso w(x,y) definido sobre X = {(z,y) :0<2<1,0<y<1-—x}

Notar que para (z,y) € X y r > 0 tenemos que By((7,y),5) = (I1 x Ix) N X, donde I =
(x—5,2+5)yla=(y—5,y+35) Luego

/ @(a,y) dedy < r / w(y) dy,
Bd((mvy)vg

Iz
/ T (2, y) dedy < r / W (y) dy.
Bd((mvy)vg) Iz

Multiplicando término a término las desigualdades de arriba y usando el hecho que w €
Ay([0,1],dy), obtenemos la condicién As(X,d, dxdy) para w:

w(x,y) dxd o Y, y) ded
</Bd((1‘vy)v§) o y) </Bd((x,y),g) o y)
<r? /12 w(y)dy/l2 w™(y) dy

4

r

et (5 (0.5

IA
o

IN
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Entonces, en particular, (X, d, w dzdy) es un espacio de tipo homogéneo. Notar que no se sa-
tisface la hipdtesis de la Proposicién 74, ya que d(¢;(X), ¢;(X)) = 0 para todo i,j = 1,2,3.
Tomando Yy = X, nuevamente Ts(Yy, w dxdy) no es un espacio de tipo homogéneo ya que
precisamente en cada punto de contacto de ¢;(X) y ¢;(X) parai # j, tenemos una singularidad
de w en uno de estos conjuntos, y acotacién en el otro (ver Figuras 5(a) y 6(a)). En efecto, si
para cada 0 < £ < 1 definimos E. = ([0,e] x [2 —&,3]) N¢1(X) y F. = [0,¢] x [3,5 + €], con
dpo = w dzdy, tenemos puf, (E.) = %E (1-(1- 25)3/2) y b (F.) = /2%/2 /2. Lo anterior prueba
que T5(Yo, o) no es un espacio de tipo homogéneo, ya que E. y F. son dos bolas vecinas con el
mismo radio y p((Fz)/ i (E:) tiende a infinito cuando ¢ tiende a cero. Al igual que antes ningin
T (Yo, o) es un espacio de tipo homogéneo (para n = 2, ver Figuras 5(b) y 6(b)) y el espacio
limite (Yoo, ftoo) €s el tridngulo de Sierpinski con la restriccién de la medida de Hausdorff de

dimension log 3/log 2, la cual es duplicante.
z

(a) w1 (zx,y) definido sobre Yi (b) wa(z,y) definido sobre Y

Figura 5: T!(Yy, w dxdy) =: (Yy,, wydxdy)

z

(a) wi(z,y) (b) wa(z,y)

Figura 6: T7' (Yo, w dzdy) desde otro punto de vista
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2. Normalidad y duplicacién de las 6rbitas de un SIF que empiezan

en una delta de Dirac

Como ya hemos mencionado, nos interesa aproximar el espacio limite (Y, fie0) inducido
por una aplicaciéon contractiva T’ sobre £, mediante una sucesion de espacios de estructura mas
simple. Asi, la érbita trivial Op (Y, ieo) que sélo contiene al espacio limite, no resulta ttil. En

este sentido podemos maés generalmente preguntarnos por la no trivialidad de la clase
A={Y,p) € Z :T"(Y,n) € D,;n € No} ={(Y,p) € 27 : Or(Y, ) C D},

donde D es alguna de las clases duplicantes cerradas consideradas antes. Notar que para las
similitudes contractivas clasicas en R™ el espacio limite (Y, tioo) pertenece a A. Luego A es
no trivial si existe un (Yp, to) # (Yoo, ftoo) €n A. El siguiente teorema contiene un resultado

elemental concerniente a estas clases.

TEOREMA 75. Sea T : & — Z un mapeo contractivo. Sea D un subconjunto cerrado de
(Z,0). Entonces A es cerrado en (Z,0) y T : A— A.

DEMOSTRACION. Para probar que A es cerrada, sea {(Y}, ux)} una sucesién en A tal que
(Yi, px) — (Y, ). Debemos probar que (Y, u) € A. Para cada n € Ny, la continuidad de T
implica que que T™(Y, u) = Umy T™(Yy, pg). Ya que T (Y, pr) € D para todo k y D es cerrado,
se sigue que T"(Y,u) € D, como queriamos. Para ver que T : A — A tomemos (Y,u) € Ay
n € Ny. Entonces T"(T(Y, n)) = T" (Y, u) € D, y por lo tanto T(Y, 1) € A. O

Luego, si encontramos algin (Yp, 1) € A no trivial, entonces podemos aproximar (Yoo, fioo)
por la 6rbita de (Yj, o), v si ese espacio inicial tiene estructura sencilla, en general la tendran
los elementos de su érbita. En los ejemplos de la seccién anterior la medida g no es un buen
punto inicial para obtener toda la érbita en clases de duplicacién. Sin embargo la situacién es
diferente si tomamos como puntos iniciales a espacios de masas puntuales, para ciertas familias

de similitudes contractivas. Esto es consecuencia del siguiente resultado.

TEOREMA 76. Sea (X,d) un espacio métrico con la PHD. Sea ® = {¢; :i =1,..., M} una

familia de similitudes contractivas sobre X con la OSC y tal que

4(6:(2), 6i(y) = ()

para todo x,y € X y todo 1 < i < M, donde a > 1. Sea T el mapeo contractivo sobre Z
inducido por ® y sea § = log, M. Sean b > 0 y U un conjunto para la OSC de ®. Entonces
{(Xn,vn) == T"({x0}, 0z, );n € N} es una familia uniformemente B-normal, para todo punto
xg € U — [0U]y. Esto significa que existen constantes positivas y finitas Ay, As, Ky y Ko que

no dependen de n ni de xqo tales que
AP < v (Ba(z,r)) < Agr”,

para todo x € X, todo K\v,({x}) < P < K, y todo nimero natural n.
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Para probar el teorema precedente haremos uso del siguiente resultado, en el que utilizaremos

la notacion introducida en la Seccién 2 del Capitulo 1.

LEMA 77. Con las hipdtesis del Teorema 76, dado (Yy, o) € € con Yy C U, si (Ya, tin)

denota el espacio T" (Yo, o) entonces

pn(@3(Yo)) = M,

para todo n y todo i € {1,2...,M}".

DEMOSTRACION. Por la definicién de T tenemos que

o= UJ &M= U %

ic{1,2...M}" ic{1,2...M}"
Y 1
pn(E) = 30 > (e (ENY,,).
ic{1,2...M}"
Dado un nimero natural n, fijemos 7 € {1,2..., M}". Queremos ver que
(Vi) = M.
En efecto

(i) = M7 ST o (65 (0:000)))

je{1,2... M}
= M "uwp(Yo)+MT" > NO(¢;1(¢1'(Y0)>'
je{1,2... M}
j#i

Ya que po(Yp) = 1, es suficiente probar que (b;l((bi(Yo)) = () para toda eleccién de j # ¢, pero

esto es lo que afirma el Lema 7 del Capitulo 1. O

DEM. TEOREMA 76. Sea b > 0 tal que U — [0U];, es no vacio y tomemos xg € U — [OU]p.
Luego b < R := diam(U). Para cada n € N, ya que (X,,,vp,) = T" ({0}, 0z,) se tiene que
Xn = {pj(x0) :j€{1,2,...,M}"}.

Por lo tanto X,, tiene M™ elementos y v,({x}) = M ™" para todo z € X,,. Afirmamos que X,
es ba~"-disperso. En efecto, sean x,y € X,, puntos distintos tales que d(x,y) < ba™", digamos

T = Tpg, Y = Tns con j # 4. Ya que U es abierto se tiene que Bg(xg,b) C U. Luego
Ba(wp,j,ba™") = ¢; (Ba(zo,b)) C ¢;(U),

Ba(xn:,ba™") = ¢; (Ba(zo,b)) € ¢3(U),
y ya que ¢;(U) y ¢;(U) son disjuntos, tenemos que By(x,ba™") N Bq(y, ba™") = (). Esto implica
que d(x,y) > ba™".
Notar ademés que si £ € {1,2,..., M}* y k < n, por el Lema 9 del Capitulo 1, tenemos que

(8.1) Un(pp(U)) = M "card(¢pp(U) N Xp) = M % = 755,
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donde 3 = log, M.
Definimos K| = b’ y Ky = Ra”. Fijemos n € N, 2 € X, y r > 0 tal que Kyv,({z}) <% <

Ks. Luego r > ba™". Consideraremos separadamente dos casos:

Caso 1: ba ™™ < r < Ra™™. Por un lado tenemos que
Un(Ba(z,7)) > vp(Ba(z,ba™™) > M™" =0~ > R7PP,

mientras que

Un(Ba(z,7)) < vp(Bg(z, Ra™™T))
= M "card (X, N By(z, Ra~"1))
< Ntq ™8
< N% PP,

donde ¢ es un natural tal que 2¢ > Ra/b, y N es la constante asociada a la PHD.

Caso 2: 7 > Ra™™. Fijemos j < n tal que Ra™7 < r < Ra~7*!. Definimos
El hecho que {¢;(U),j € {1,2,... ,M}7} sea un cubrimiento de X,, implica que

Ba(z,m) N X, C | ¢;(0).
jeJg

Por otra parte, si x = ¢;(x0), ¢ = (i1,%2,...,%) ¥ J = (fn—j+1, In—jt2,---,In), VETemMos que
¢;(U)N X, € By(z,7) N Xy
En efecto, si y € ¢;(U) N X,, entonces y = ¢y (x0), donde
i = (01,00, oy i1y e jt2s - - - 5 in),
para ciertos ¢1,fa,...,4y—; € {1,2,...,M}. Luego
d(z,y) <a /R <.
Por lo tanto

Va(Ba(z,7)) < Y wale;(U))
jeJ
= card(j)a_jﬁ
< card(J)R™PrP,
y para cualquier 5 € J se tiene que

Un(Ba(z,7)) = vn(@;(U))
_ 498
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> (aR)PrP.

Entonces sélo debemos probar que el cardinal de J permanece acotado por una constante
que no depende de z, de r ni de j. En efecto, identificamos cada indice 5 € J con el punto
¢;(z0) € @;(U), y definimos el conjunto A = {¢;(wo) : j € J}. Ya que los ¢;(U) son disjuntos

para los indices j con igual longitud, tenemos que
card(J) = card{¢p;(zo) : j € T} = card(A).

Notar ademds que el conjunto A es ba~7-disperso por ser un subconjunto de X;. También
A C By(w,2r), pues si j € J entonces existe y € By(z,7) N X, N ¢;(U), v

d(¢ (o), z) < d(¢pj(wo),y) +d(y,x) < a7/ R+r <2

Luego
card(A) < card(Bg(z,2r)N X;)
< card(By(z,2Ra™ ) N X))
< NZ—I—I
con £y N como en el Caso 1.
Asi queda probado el teorema con A; = RP y Ay = NtH1p=0, O

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 78. Sea (X,d) un espacio métrico con la PHD. Sea ® = {¢; : i =1,..., M}

una familia de similitudes contractivas sobre X con la OSC y tal que

A(6:(2), 6:(0) = ()

para todo x,y € X y todo 1 < i < M, donde a > 1. Sean T el mapeo contractivo sobre Z
inducido por ®, b > 0 y U un conjunto para la OSC de ®. Entonces existe una constante
A = A(b) > 1 tal que para todo punto xo € U — [0U];, tenemos que {T™({zo},0z,) : n € N}
estd incluida en D(2, A).

El teorema anterior, junto al Teorema 75, implican la normalidad de ciertos fractales clasicos,

obteniendo en estas ocasiones nuevamente el resultado de Mosco.

COROLARIO 79. Sea (X,d) un espacio métrico con la PHD. Sea ® = {¢; : i =1,..., M}

una familia de similitudes contractivas en X con la OSC y tal que

4(6:(2), 6:(0) = L d(,)

para todo x,y € X y todo 1 < i < M, donde a > 1. Sea T el mapeo contractivo sobre X
inducido por ®. Entonces el espacio limite (Yoo, lino) €8 B-normal, siendo  =log, M, y ademdas

es limite de espacios discretos autosimilares uniformemente B-normales.
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Observamos finalmente que si bien la hipdtesis de que cada ¢; es una similitud contractiva
no es invariante por cambio de métricas equivalentes, y que por lo tanto resultados similares a
los tres ultimos no pueden deducirse de ellos, las demostraciones pueden rehacerse en el caso
general de un espacio casi-métrico. Hemos optado por el contexto métrico por simplicidad en

las demostraciones.

3. Toda orbita es gradualmente duplicante

Los resultados de la Seccién 1 de este capitulo junto a la Proposicién 74 del capitulo ante-
rior sugieren que existe una fuerte relacién entre las propiedades de separacion del SIF ® y la
conducta de la orbita generada por T a partir de diferentes puntos iniciales. En particular, los
ejemplos construidos en la Secciéon 1 muestran que la propiedad de duplicaciéon puede apare-
cer “repentinamente” para el espacio limite cuando ningin término de la sucesion tenia esta
propiedad.

En esta seccion probaremos que, en general, los términos de la sucesién aproximante satisfa-
cen una propiedad que, a medida que la iteracién avanza, se parece cada vez mas a la duplicacion
en el sentido que precisaremos a continuacién, y que la duplicacién del limite, en ese sentido,
no es tan “repentina”. Sea (X, d) un espacio métrico. Dados € > 0 y constantes A > 1y a > 1,
decimos que (Y, ) pertenece a D*(a, A), o que pu es e-duplicante con constantes a 'y A, si

(Y, ) € € y las desigualdades

0< /L(Bd(y,()ﬂ‘)) < AM(Bd(y7T))

valen para todo y € Y y todo r > e. Cuando ¢ = 0 escribimos D(a, A) en lugar de D%(a, A) y

en este caso (Y, d, u) es un espacio de tipo homogéneo.

Notar que al igual que en el caso de la duplicacién usual, dados dos niimeros a; y ag ma-
yores que 1y € > 0, la existencia de A; > 1 para la cual (Y, u) € D°(a, A1) es equivalente a la
existencia de Ay > 1 tal que (Y, u) € D*(ag, A2). Luego por simplicidad tomaremos o = 2.

El siguiente resultado establece que si los términos de una sucesién aproximante son “gra-
dualmente duplicantes” en forma uniforme (es decir, con una constante A de duplicacién gradual

que vale para todo elemento de la sucesién), entonces el limite es un espacio de tipo homogéneo.

PROPOSICION 80. Sea (Y, in) una sucesion en & tal que (Yy, pn) € D (2, A), con e, — 0
cuando n — 00. Si (Yo, fin) LN (Y, ) entonces existe A’ > 1 tal que (Y,u) € D(2,A).

DEMOSTRACION. Tomemosy € Y y r > 0. Sea ¢ la funcién continua definida sobre R{ como
p=1len|[0,1], p =0en [2,00) y lineal en el intervalo [1,2]. Ya que Y, u, Y, tomemos y,, € Y,
tal que d(yn,y) — 0 cuando n — oo. Luego, puesto que existe ng tal que y,, € By(y,7/16) v

gn < 5r/16 para todo n > ng, tenemos de modo similar a la prueba de la Proposicién 39 en el
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Capitulo 3, que

u(Ba(y,2r)) < < > p(x)
= Jim ( 2r >
< liminf i, (Bq (y,
< liminf i, (Ba (yn, 5 ))
< liminf A un<Bd<ym >>
< AYimint i (Ba (v, ))
< A4nh;ngo <2d > n ()
= w<M> du(z)
< A'u(Baly,r)).

O

El principal resultado de esta seccién, contenido en el Corolario 82, es que bajo las condi-
ciones del Teorema 78, para cualquier (Yo, po) € € con Yy C U la sucesion {T" (Yo, 10)} se vuelve
cada vez mas duplicante cuando n crece en forma uniforme, en el sentido que existe A > 1 tal
que para cada € > 0 existe N = N(eg,Yp, o) tal que T™ (Yo, po) € D°(2, A) para todo n > N.

Trabajaremos en un contexto mas general que describimos a continuacion.

Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Sea (Y, it,,) una sucesién de espacios en £ con la

siguiente estructura especial: cada Y, puede escribirse como una unién disjunta

M
Yo=Jv"
m=1
de M, piezas de Borel Y, tales que sup,,_; _ p, diam(Y;") =: d, — 0 cuando n — oo, y

pn (V) = Mt

Diremos que la sucesién (Y, uy,) satisface la duplicacién gradual uniforme (DGU) si
existe A > 1 tal que para todo n € N se tiene que (Y, un,) € D% (2, A).

El resultado del que serd consecuencia el Corolario 82 muestra que la DGU se deduce de
otra propiedad a la que llamamos control discreto uniformemente duplicante (CDUD)
de (Y, un): existe A > 1y para cada n existe un conjunto X,, C 'Y, tal que card(X,, NY;") =1
para todom = 1,..., My, y {(Xn,v,) : n € N} C D(2,A), donde v, es la medida que cuenta

sobre X,, normalizada a una probabilidad.
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TEOREMA 81. Si una sucesion (Yy, pn) posee CDUD, entonces satisface DGU.

DEMOSTRACION. Fijemos n € N, y € Y,, y r > 5d,,. Existe un tdnico Y,”* tal que y € Y.

Llamemos z}, al inico punto en X,, N Y,™. Luego d(y,z}") < d,,. Para s > 2d,, denotemos por
B' = By(a)}, s + (i — 2)dy),
1=0,1,2,3,4. Notar que
B' C Ba(y,s) € B,
por lo que
:un(Bl) < /Ln(Bd(% S)) < :un(B3)'
Afirmamos que la relacién entre la medida p, y la medida v, que cuenta (normalizada) sobre

X, es la siguiente
(8.2) pn(BY) > vn(B%) y  pn(B?) < vn(BY).
Si suponemos cierta la afirmacién, entonces

vn(B®) < pn(Ba(y, s)) < va(BY)

para todo y € Y" y s > 2d,,. Sea A > 1 la constante para el CDUD, es decir, supongamos que
{(Xn,vn) :n € N} C D(2,A). Luego

tin(Ba(y,2r)) < va(Ba(zy',2r + 2dy,))
< A0, (By(al, (r +dy))/2)
< Aun(Baly, (r + 5d,)/2))
< A’pn(Ba(y,r)),

y la DGU se obtiene con Ay = A2. Entonces sélo resta probar las desigualdades que aparecen

en (8.2). Para probar la primera definimos el conjunto

J={j:Y]CB'Y}.
Notar que si 2 e BOn X, entonces j € J. En efecto, supongamos que d(m%,x?) < s — 2d,.
Para ver que Y] C B! fijemos z € Y. Ya que diam(Y,{) < d,, tenemos que d(z, xil) < d,. Luego

d(z,z) < d(z,2}) +d(@),, z)))
< d,+s—2d,
= s—d,
y por lo tanto Yg C B!. Entonces
pn(BY) = > (V)
JjeJ

= ZMn—l

JjET
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= > val{al})
JjeJ
> v,(BY).

Para probar la segunda desigualdad definimos ahora el conjunto

Q={q:YInB>+0}.

Observar que si ¢ € Q entonces Y,{ C B%*. En efecto, si ¢ € Q entonces existe z € Y,i N

Bg(z™, s + d,). Luego para cada z € Y;{ tenemos

d(z,z)') < d(z,21)+d(zd,20)

n? n
< dp,+s+d,
= s+ 2d,,
y por lo tanto z € B*. Luego
pn(BY) < > (V)
qeQ
= D wa({=h})
qeQ
< Vn(B4)7
como queriamos ver. O

Si bien la conclusién referida a la homogeneidad del espacio limite ya es consecuencia del
Corolario 79, el siguiente resultado establece ademés que la sucesion (Y, p,) = T (Yo, po) que
aproxima al espacio limite es gradualmente duplicante en forma uniforme, para muchos espacios

iniciales (Yp, o) € €.

COROLARIO 82. Sea (X,d) un espacio métrico compacto con la PHD. Sea ® = {¢; : i =

1,..., M} una familia de similitudes contractivas sobre X con la OSC' vy tal que

A(6:(2), 6i(v) = ()

para todo x,y € X y todo 1 < i < M, donde a > 1. Sea T el mapeo contractivo sobre Z
inducido por ®. Si (Yo, o) € € es tal que Yo C U, donde U es un conjunto para la OSC de
®, entonces existe A’ > 1 tal que (Yp, i) € D> " (2, A’) para todo n, y por lo tanto el espacio

limite (Yoo, foo) €S un espacio de tipo homogéneo.

DEMOSTRACION. Fijemos (Y, uo) € € con Yy C U, donde U es un conjunto para la OSC
de ®. Sea zp € Yy fijo. Ya que d(Yp,U) > 0 podemos aplicar el Teorema 78 para obtener
una constante A > 1 tal que T"({zo},0z,) € D2(2, A) para todo n € N. Luego, aplicando el
Teorema 81 con

M, = Mna Y, = U ¢7,(}/0)7 d, = a—n’ (XTH Vn) = Tn({:EO}v 5I0)7
ie{l,...,.M}m
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tenemos que (Y, i) € D% " (2, A%). Finalmente, por la Proposicién 80 existe A’ > 1 tal que
(Yoo, fhoo) € D(2, A"). O

La DGU y la CDUD estan todavia més estrechamente relacionadas. En efecto, bajo algunas

hipétesis adicionales obtenemos el reciproco del Teorema 81.

TEOREMA 83. Si ademds de las hipdtesis del Teorema 81 tenemos que (X,d) tiene la PHD
y que existe una constante 0 < ¢ < 1 tal que para cada n existe un conjunto F, C Y, que es

cdy, -disperso y que contiene al menos un punto de cada Yy , entonces DGU implica CDUD.

DEMOSTRACION. Sea A > 1 la contante para la DGU. Para cada n, construimos un conjunto
X, tomando exactamente un punto de cada Yy, Antes de probar que existe una constante A’

tal que (X,,,v,) € D(2,A’) para todo n, notemos que para cada x € X,, y s > d,, se tiene que
(8.3) fin(Ba(x,s — dn)) < vn(Ba(z,5)) < pn(Ba(z, s + dn)).
Las desigualdades que aparecen en (8.3) se prueban de igual forma que (8.2) en el Teorema 81.

Tomemos entonces un niimero natural n, z € X,, y r > 0. Vamos a considerar tres casos:

Caso 1: 7 > 5d,. En este caso podemos aplicar (8.3) y la propiedad de duplicacién gradual

uniforme para obtener

Un(Bg(x,2r)) < pn(Bg(z,2r +dy,))
< Apn (Ba(z,r +dn/2))
< Apn(Bg(z, 11r/10))
< Avn(Bg(z,11r/10 + dy,))
< Avy(By(z,3r/2)).

Caso 2: r = 5d,,. Ya que (X, d) tiene la PHD, digamos con constante N, y X, es cd,,-disperso

tenemos que

Un(Bg(z,2r)) = vp(Bg(z,10d,))
= Micard(XnﬂBd(xJOdn))

N
M,
< Nuy(Ba(z,r)),

IN

donde j es un natural tal que 27 > 10/c.

Caso 3: r < 5d,,. En este caso vamos a distinguir todavia dos posibilidades. La primera es

suponer que 2r < 5d, y la segunda, que 2r > 5d,,. Supongamos que ocurre lo primero, es decir
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supongamos que 2r < 5d,,. Entonces
Vn(Bd(xa 2T)) < Vn(Bd(x7 5dn))
1
= ﬁcard (Xn N By(x,5dy))

Nk
M,
< N*u(Ba(x,7)),

IN

donde k es un natural tal que 2¥ > 5/c. Por otra parte, si 2r > 5d,,, entonces

Un(Ba(z,2r)) < wvp(Ba(z,10d,))
< Niu(By(w, 5dy))
‘Caso 3, Opcidn 1 ‘ ~ < NITRY (By(z,5d,/2))
~w o < NIRy (By(x, 7).

Hemos demostrado asi que dado un nimero natural n, la desigualdad
Un(Bg(z,2r)) < fll/n(Bd(a:,?)r/Q))

vale para todo z € X,, y r > 0, donde A = méx{A, N7t*} es independiente de n. Luego
(Xn,vn) € D(2, /13) para todo n, y queda probado el teorema con A’ = A3.
U

4. Orbitas “de Muckenhoupt”

Sea X el intervalo [0,1] con la distancia usual. En la Seccién 1 vimos que la funcién w(z) =

271/2 es un peso en As(X,|-|,dz) y por lo tanto la medida de probabilidad g definida como

dug = %w(z)dx, es una medida duplicante en X. Sin embargo, vimos que si T, es la aplicacién

inducida por el SIF compuesto por las similitudes
o1(z) = /2, do(x) =2/241/2,

entonces T ((X, 0)) no es un espacio de tipo homogéneo para ningin n > 1, a pesar de que

tanto el espacio inicial (X, 1p) como el espacio limite (X, dz) lo sean.

Consideremos ahora la aplicacién contractiva T asociada al SIF {t1,12}, donde
P (z) = 2/2, o(x) = —x/2 + 1.

Probaremos ahora que aun partiendo del mismo espacio inicial (X, pg) antes mencionado, la
Orbita generada por 1" es ahora una familia uniforme de espacios de tipo homogéneo. Para esto

demostraremos el siguiente resultado més general.
PROPOSICION 84. Sea X = [0,1] con la distancia usual. Sea U = {11,19}, con

P1(x) = x/2, Yo(x) = —x/2 4+ 1,
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y sea T la aplicacion contractiva inducida por V. Sea w(z) € Ay(X) y po la medida definida
como dpg = w(x)dx. Entonces (X, pun) := T"((X, po)) satisface que du, = wy(z)dz, donde la
familia {w, : n € N} estd uniformemente en A,(X). En otras palabras existe una constante B

tal que
1

([ i) ([ i) <so-r.

para todo 0 < a < b <1 y todo n € N. Mas ain, si w € Ay(X) con constante C, entonces
B < 3rC.

Antes de la demostraciéon probaremos dos lemas que establecen propiedades de los pesos

W,
LEMA 85. Sea X = [0,1] con la distancia usual. Sea U = {¢1,12}, con

Yi(z) = /2, Yo(z) = —2/2 4+ 1,

y sea T la aplicacion contractiva inducida por V. Dada una funcion w integrable en X, sea pg
la medida definida como dpy = w(x)dz. Si (X, p,) = T"((X, po)) entonces du, = wy(x)dx
donde

n j —1
wp(z) = E w <2 [:17 ~ o ]) X(jz—nl’z%)(lj)
j=1,.,2n
Jj tmpar

(8.4) +j:1§7;2n w (2" [2?7 - xD Xis ) (@).
J par

DEMOSTRACION. Haremos la prueba por induccién sobre n. Para n = 1 tenemos que

m(E) = (Ta(po))(E)
1

= S0 (67 (BN (0,1/2))) + w0 (v (B0 (1/2,1)))

1

w(x)dr + =

2 /¢11[Eﬂ(0,1/2)} 2 /11121[Em(1/2,1)]
= / w(yi ! (y)) dy +/ w(thy L (y)) dy
EN(0,1/2)

En(1/2,1)

w(x) dx

= /w(2y)/'\,’(071/2)(y)dy—|—/w(2(1—y))X(1/271)(y)dy
E E

= /E [w(2y)X(0,1/2) () + w(2(1 — ¥)) X1 /2,1) ()] dy.

Luego duy = wi(x)dz, donde wy(x) = w(2x)X(0,1/2)(7) + w(2(1 — 1)) X121y (x), lo que prueba
el resultado para n = 1. Suponiendo que la férmula (8.4) vale para todo k < n, probaremos que

también vale para kK = n + 1. En efecto

it (B) = (T3 (1)) (B)
= (Ta(pa))(E)
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- [E [10(22) Xig,1 2 (2) + w0 (2(1 — 2)) Xy oy ()]

- [E vn() da

Sera suficiente ver entonces que v, (z) = wy11(x) para casi todo punto z € [0,1]. En efecto,

fijemos x € X y supongamos que ]2%1 < 2z < 57 para cierto j fijo. Si 2 € (0,1/2) entonces

w (2" (& — 2:1:)) = wnp+1(x),  Jj par;

vp(z) = wy(2x) = :
" " w (2" (22 — ’2%1)) = wp+1(x), j impar,

ya que 2]%11 <z < # Andlogamente, si x € (1/2,1) y ]2;,} <2(1l-12)< 2]—;, entonces

w2 (i — 1+ j par;
2n+1 b )
v (7) = w,(2(1 — 2)) = il j—1 .
w (2 l—2—477)), Jimpar.

Por otro lado, si denotamos 3 =271 _ 4 1+ 1 entonces 23,1%11 <z < # Luego

(@) w (2 (z — 2],;11 , Jj impar;
Wp+1\T) = ~ ~
1 .
w (2" (5kr —x)), J par.

Reemplazando ; y teniendo en cuenta que 3 es par si y soOlo si j es impar, tenemos que

w2t (z— 14 # = v,(x), J par;
w (2 l—2— 357 )) =va(r), jimpar.
Hemos probado asi que dup+1 = wnt1dx, y el lema queda demostrado. O

Para visualizar el efecto que produce este SIF, el siguiente grafico muestra lo que ocurre al

ser aplicado al peso w(x) = %x‘lﬂ,

wy () wy ()

5

Nt~ —f{f - ————— — =
A= g —f——— — ——— — — — — =
o = —— - ———— - — — =

Nl = —

Figura 7: T™(X, uo) = (X, n), con du, = wydz.

En la figura anterior también pueden observarse propiedades de paridad y periodicidad de

cada w,. Estas propiedades estan contenidas en el siguiente resultado.
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LEMA 86. Dado n € N, sea w, definido como en (8.4). Entonces para cada n fijo, wy

satisface las siguientes propiedades:

(1) (Paridad) Para todo j =1,2,...,2" —1 y todo 0 < a < 27" se tiene que

Frta Fwta
/_ wp(z) dr = 2/_ wp () dz.

g J_
on @ 2

(2) (Periodicidad) Para todo 0 < ji < jo < 27

# = i [l
/_2 wp(x) dz = (j2 —jl)/2 wy(z) de = u/ w(z) dx.
0 0

JL
on

Claramente las mismas propiedades valen para w;, .

DEM. PROPIEDAD (1). Si j es par, entonces por (8.4) nos queda

J_

/_ wp(x)de = / wyp(x) dr + / wy(x) dx
J J

Jo_ g
on —a on @

¥

an

o (e[ (2]

2 on

smta j
= 2/ w<2n[u——]> du,
g 2n

2

N

haciendo el cambio de variable u = 22—ZL — x en la primera integral que aparece en (8.5). Si j es

impar se procede de igual forma. O

DEM. PROPIEDAD (2). Para probar la primera igualdad es suficiente ver que

Jj+1
PIC

/

an

1
wy(z) de = /2 wy(z) dz,
0

para todo j. En efecto, si j es par entonces

j+1
2”

[ wie — [Fu(e e 2])

haciendo el cambio de variable ©v = x — 2]—n De la misma forma se prueba cuando j es impar.
La segunda igualdad que aparece en (2) es sélo aplicar la definicién de w,, que aparece en

(8.4) y luego hacer el cambio de variable u = 2"z. (]

DEM. PROPOSICION 84. Por hipétesis w es un peso de A,(X), digamos con constante C.
Queremos probar que la familia {wy, : n € N} estd uniformemente en A,(X). Para esto fijemos
0<a<b<1lyneN. Seal = (a,b), y denotemos por |I| a la longitud del intervalo I.

Consideremos dos casos:
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Caso 1. |I| < 2™™ En este caso existen dos opciones:

(1.a) Existe un tnico j =1,2,...,2" tal que I C (]z;nl, 2]—n> Si j es impar, entonces

([ ([

— </I’w (2" [z —(j —1)/2")) dx) (/jw—ﬁ @ e — (- 1)/2) dx):n—l

2b—j+1 2mb—j+1 1 p-1
=27P </ w(u) du> </ w1 (u) du)
2ma—j+1 2ma—j+1
<27PrO2P(b — a)?
=C|IP.
Si j es par se procede en forma andloga.

(1.b) Existe un tnico j = 1,2,...,2" tal que 2% € I. Denotemos por I al menor in-

tervalo centrado en ;—n que contenga a I. Es decir, si m = max{b — 2]—n, 2]—n — a}, entonces

I= (;—n —m, 2% +m>. Notar que I C I C (”2;,}, ]2%1) y || < 2|1|. Luego por la propiedad (1)

del Lema 86 tenemos que
1 p—1 1 p—1
</wndw> </wnp1 dw) </andw> </wnp1 dw)
I I I I
Sh+m ShH+m 1 p-1
= 2° / wy, d / wy P dx
& &

2

< 2°C|IP.

IN

Caso 2. |I| > 2™ Sean

jlzmin{j:;—nel}, j2:méx{j:2'7—nel}.

Luego 1 < j1 < jo < 2™ — 1, y si definimos

tenemos que I C I. Ademss |I| = (jo — j1 + 2)27™ < |I| + 27"+ < 3|I|. Entonces por la
propiedad (2) del Lema 86 tenemos que

) (e =) (e
= (22 ([Pwar) ([ )

3PCIPP.

IN
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Finalmente, observamos que ambos SIF ® = {¢1,¢2} y ¥ = {11,13} poseen el mismo factor
de contraccién 3 para cada funcién, y producen el mismo espacio limite ([0, 1], dz). Sin embargo
vimos que existen medidas duplicantes p tales que los espacios aproximantes Tg([0,1], io) no
poseen la propiedad de duplicaciéon para ningun n, mientras que las iteraciones sucesivas de Ty
aplicadas al mismo espacio inicial ([0, 1], 10) generan una familia {T([0,1], uo)} de espacios de
tipo homogéneo con cota uniforme para la constante de duplicacién. Esto nos permite concluir
que la propiedad de duplicacién, y la permanencia en una clase de Muckenhoupt, son sensibles
a ciertos aspectos fisicos del sistema. En este caso la diferencia entre ambos sistemas que pro-
dujo conductas tan diferentes en los espacios aproximantes asociados a cada uno de ellos, fue
la “orientacion”. Como puede verse en el siguiente grifico, el sistema ® preserva la orientacion,

mientras que W la invierte.

[N

Figura 8: ® = {¢1,¢2} y ¥ = {91, 92}



Conclusiones generales

Para estudiar operadores integrales y sus maximales en ciertos espacios abstractos es
suficiente obtener acotaciones uniformes de versiones discretas de los mismos en con-

textos finitos uniformemente homogéneos.

Las métricas de Hausdorff y de Kantorovich equipan adecuadamente a los espacios de
tipo homogéneo probabilisticos compactos en dos sentidos: la completitud de las clases

duplicantes y la preservacién de propiedades de duplicacién en esta métrica.

La duplicacién en sus diversas formas es “predecible” desde discretizaciones adecuadas

de medidas.

Las orbitas de Hutchinson no estdn generalmente constituidas por espacios de tipo

homogéneo, aunque el espacio inicial y su limite lo sean.

En situaciones bastante generales, es posible elegir espacios iniciales especiales de mo-
do que las érbitas de Hutchinson estén uniformemente en clases de espacios de tipo

homogéneo. Para espacios iniciales més generales, una duplicacién gradual se revela.

La simetria implicita en las funciones de un sistema iterado juega un papel relevante
en el comportamiento de la érbita generada por la transformaciéon inducida, aunque

no en el comportamiento del limite.
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centrada, 17

no centrada, 17 orbita, 108
maximal de Hilbert, 54 orden de Wu, 21, 22
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