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Índice de figuras

2.1. Restricciones lineales, región convexa poligonal . . . . . . . . . . . . 18
2.2. Restricciones lineal, cuadrática y cúbica, y sus curvas de nivel. . . 21
2.3. Región Factible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.4. Región Factible FB(x) ≺ 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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5.10. Ubicación de los polos de los modelos LTI vértices realimentados
en el dominio s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.11. Tres sistemas elegidos para la simulación . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.12. Evolución de los tres sistemas en lazo abierto . . . . . . . . . . . . . 100

5.13. Evolución de los tres sistemas realimentados . . . . . . . . . . . . . 101

5.14. Evolución de los tres sistemas realimentados con una perturbación
de estados (en los dos sentidos) que abarca todo el rango de operación102

5.15. Caudal requerido para regular al CSTR dentro del rango de operación103

5.16. Evolución de los tres sistemas perturbados. Regulador diseñado con
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Caṕıtulo 1

Introducción a la Tesis

1.1. Introducción

1.1.1. Valor Cient́ıfico -Técnico del Trabajo a Realizar

En esta tesis doctoral se aborda el problema de regulación de sistemas t́ıpi-
cos de la tecnoloǵıa qúımica. Estos sistemas además de ser no lineales y de tener
parámetros inciertos tienen restricciones en sus estados. De igual modo, los elemen-
tos intervinientes en el lazo de control (sensores y actuadores) son componentes
f́ısicos que adolecen de las mismas limitaciones, y es común que se produzcan
saturaciones en las variables manipuladas y/o sensadas.

El diseño de controladores para procesos tecnológicos persigue la obtención de
un sistema de control que funcione en forma óptima. Para lograr este funciona-
miento óptimo es necesario que se garanticen caracteŕısticas dinámicas adecuadas
ante diversas situaciones, tales como:

cambios de consigna, donde se busca reducir o eliminar el error de segui-
miento y acotar el tiempo de respuesta dentro de ciertos valores ĺımites
razonables,

buen rechazo de perturbaciones, donde se busca reducir al mı́nimo la varia-
bilidad que se produce en las señales controladas ante entradas no deseadas,
o reducir la sensibilidad al ruido producida en los sensores de las variables
medidas y,

lograr cierta robustez en el sistema de control ante las incertidumbres propias
del modelado.

En este último aspecto se puede decir que los modelos utilizados en procesos
de Ingenieŕıa Qúımica provienen mayoritariamente de la formulación matemática
de sus principios f́ısico-qúımicos, en general de ecuaciones de balance adecuada-
mente simplificadas o bien, del tratamiento numérico de datos experimentales y
de la elección de una forma anaĺıtica simplificada para expresar la dinámica y
posterior ajuste de sus parámetros. Un claro ejemplo de esto son los reactores
qúımicos (CSTR1, por sus siglas en inglés) donde a pesar de disponer de modelos

1Continuous-Stirred Tank Reactor

1
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matemáticos rigurosos existen incertidumbres en sus parámetros y simplificaciones
en su modelo matemático.

Aśı, cuando se desarrolla un sistemas de control, el diseño se realiza sobre el
modelo matemático del proceso espećıfico, y como se mencionó, tal modelo no es
exacto sino sólo una aproximación de la dinámica real.

Además, aunque los valores nominales de los parámetros del proceso sean muy
precisos, el punto de operación cambia respecto al punto de equilibrio cuando el
sistema está en funcionamiento, ya sea porque el sistema se ve afectados por per-
turbaciones externas o simplemente porque sus parámetros vaŕıan con el tiempo.

Todos estos factores provocarán, si no se toma el recaudo necesario, un pobre
desempeño en el comportamiento del sistema respecto a las especificaciones exi-
gidas y, lo que es peor, pueden producir inestabilidad en el sistema de control a
lazo cerrado.

Por otro lado, y a pesar de los inconvenientes antes mencionados, linealizar en
distintos puntos de operación y obtener modelos (LTI2, por sus siglas en inglés)
tiene una importancia fundamental, ya que estos modelos no sólo sirven para la
representación local de sistemas no lineales, sino que también permiten utilizar
numerosas técnicas en el diseño de controladores en los dominios temporal y fre-
cuencial [2]. Por lo tanto, si bien al linealizar una planta se sacrifica información,
se tiene la posibilidad de utilizar una gran cantidad de resultados teóricos ya
existentes.

Dentro de la teoŕıa de control lineal, algunos métodos que han sido utilizados
para estudiar aspectos del problema de estabilización robusta, hacen su análisis
en el dominio de la frecuencia (métodos de Bode o de Nysquit) [42].

La técnica de control robusto busca encerrar todo lo que esta fuera del modelo
nominal en lo que se denomina modelo de incertidumbres, de forma tal que la
planta real que se quiere gobernar, esté incluida dentro de una familia de modelos
LTI formados por la planta nominal más las incertidumbres.

En las últimas décadas, se ha mostrado que una amplia gama de problemas
para el diseño de controladores robustos, que satisfacen restricciones, pueden ser
reducidos a un problema de optimización convexa estándar utilizando Desigualda-
des Matriciales Lineales (LMI3, por sus siglas en inglés). Respecto al uso de esta
herramienta matemática, resulta significativo mencionar que uno de los primeros
trabajos que realiza un gran aporte en el área es el de Boyd [7].

Es importante destacar que técnicas clásicas para el cálculo de controladores
como el (PID4, por sus siglas en inglés) y el (LQR5, por sus siglas en inglés) como
aśı también las técnicas robustas, realizan el cálculo del controlador fuera de ĺınea,
es decir, se utiliza el modelo matemático de la planta para realizar el cálculo del
controlador y una vez determinado se aplica a la planta real.

Por otro lado es bien conocido, en la industria de control de procesos, que la
estrategia de control predictivo es una de las estrategias más populares de control

2Linear Time Invariant
3Linear Matrix Inequalities
4Proportional Integral Derivative
5Linear Quadratic Regulator
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digital, la cual ha sido utilizada por la industria de procesos en plantas qúımicas
y refineŕıas de petróleo desde la década de 1980.

El control predictivo basado en modelo (MPC6, por sus siglas en inglés) re-
quiere, como su nombre indica, un modelo del sistema a controlar para predecir la
evolución futura de los estados y/o salidas. A diferencia de otras técnicas clásicas
para el cálculo de controladores, el MPC es una técnica que realiza el cálculo de
la señal de control en ĺınea.

El modelo del proceso es conocido como modelo de predicción, en tanto que
el intervalo de tiempo finito, expresado en instantes de muestreo, sobre el que se
predice la evolución de las salidas es conocido como horizonte de predicción.

Para calcular las señales (o secuencias) de control que regulan la evolución del
proceso, se utiliza algún criterio o ı́ndice de desempeño. Luego, mediante técnicas
de optimización se minimiza o maximiza dicho ı́ndice proporcionando, según este
criterio, la mejor acción del controlador.

Una caracteŕıstica fundamental del control predictivo es la estrategia de hori-
zonte deslizante (RHC7, por sus siglas en inglés), la cual consiste en aplicar solo
la primera componente de la secuencia de actuaciones calculadas, descartándose
el resto, y repitiéndose este proceso en cada instante de muestreo. Lo expresado
implica la existencia de dos elementos fundamentales en MPC, el modelo de
predicción y el optimizador.

El MPC tiene como ventaja que es aplicable a prácticamente cualquier tipo de
proceso, especialmente a los procesos de dinámica lenta. De manera natural pueden
obtenerse formulaciones multivariables, especialmente si se emplean modelos de
predicción en espacio de estados. Tiene la capacidad de considerar restricciones
en las variables de control y en las variables del proceso al momento de calcular
la ley de control, y esta caracteŕıstica es muy apreciada desde el punto de vista
industrial [9].

Si bien la técnica RHC provee al MPC de cierto grado de robustez, es necesario
disponer de un modelo lo suficientemente realista del proceso a controlar y como
ya se dijo, esto no siempre es posible de obtener.

Existen diferentes técnicas para mejorar la robustez del MPC que consideran en
el proceso de optimización las incertidumbre en el modelo. Entre ellas, se destaca
la optimización Min-Max de las especificaciones donde se resuelve el problema de
control óptimo para el peor modelo en una región de incertidumbre acotada.

Esta técnica tiene como inconveniente que requiere de una enorme potencia de
cálculo para resolver el problema de optimización en ĺınea, por lo tanto, la dinámica
del proceso a ser controlado es relevante. Confinar el intervalo de predicción a un
horizonte finito lo más reducido posible resulta ser una solución, aunque durante
mucho tiempo esta solución no daba garant́ıas de estabilidad. Sin embargo hoy
en d́ıa, la base teórica del MPC es bien conocida y la estabilidad asintótica está
garantizada por medio de una apropiada penalización del estado final y añadiendo
una restricción final [31] [21].

Alternativamente a la utilización de un horizonte de predicción finito, el uso de

6Model Predictive Control
7Recending Horizont Control
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las LMI en el diseño MPC permite llevar el intervalo de predicción a tiempo infinito
sin necesitar de un tiempo de cálculo excesivo como el necesitado en la técnica
de optimización Min-Max. La estrategia consiste en aplicar una cota superior al
funcional a minimizar, que representa un costo cuadrático en un intervalo infinito,
y minimizar dicha cota [25].

La principal ventaja que tienen las LMI es que las mismas permiten el diseño
de controladores multiobjetivos, tratando a los errores de modelado mediante un
politopo de incertidumbres paramétricas, y transformando las especificaciones de
diseño, como aśı también las restricciones en los estados y las restricciones o satu-
raciones en la variable manipulada, en un problema de optimización convexo para
lo cual existen algoritmos de búsqueda especializados, como son los métodos de
punto interior, que resuelven el problema en tiempos polinómicos [7].

La contrapartida de utilizar las LMI en MPC, es que se le quita grado de
libertad al cálculo de la variable manipulada. Esto es, en lugar de determinar una
ley de control en cada iteración se fija de antemano una ley de realimentación
lineal de estados, y solamente se calcula en cada iteracción el vector de ganancias
para la realimentación.

El objetivo de esta tesis apunta al diseño de controladores lineales, multiobje-
tivos con matriz de ganancias variables mediante el uso de LMI. Los cuales, son
capaces de lograr en un sistema o proceso qúımico tecnológico, un funcionamiento
óptimo cumpliendo con las condiciones dinámicas especificadas, respetando restric-
ciones operativas, y asegurando las condiciones de robustez necesarias de manera
que se garantice la estabilidad asintótica en el sistema controlado a pesar de las
incertidumbres presentes en sus parámetros y posibles saturaciones en el actuador.

Aśı, la plataforma teórica de la tesis resulta en abordar:

La teoŕıa de programación matemática lineal y programación semidefinida.

La conexión entre las teoŕıas de control moderna y los problemas de optimi-
zación mediante las LMI.

La teoŕıa básica de control predictivo con horizonte de predicción infinito y
su vinculación con las LMI.

El diseño óptimo de controladores multiobjetivos en ĺınea con limitaciones
en la variable manipulada.

El diseño óptimo de controladores multiobjetivos en ĺınea con saturaciones
en el actuador.
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1.2. Análisis de la principal bibliograf́ıa relacio-

nada con el tema propuesto

1.2.1. Breve Reseña Histórica de la Teoŕıa de Control Mo-
derna

Muchas de las técnicas modernas de diseño de sistemas de control han mostrado
ser exitosas en aplicaciones de la ingenieŕıa electrónica, robótica o aeroespacial. Sin
embargo, inconvenientes adicionales propios de la industria de procesos impiden
alcanzar buenos desempeños con estas técnicas. La razón de esto se debe a los
problemas que se presentan en la mayoŕıa de los sistemas hallados en la ingenieŕıa
qúımica, estos son, sistemas lentos (grandes constantes de tiempo), fuertemente
acoplados y con claras caracteŕısticas no lineales. Además, debe mencionarse que
la región de operación de una planta qúımica está generalmente limitada por una
serie de restricciones que el sistema de control debe tener expĺıcitamente en cuenta,
y éstas restricciones no solamente se deben a condiciones para una operación
conveniente sino frecuentemente a razones de seguridad.

Concretamente podemos decir que existen dos formas muy utilizadas para
representar y analizar sistemas lineales de control. La primera, conocida como
la teoŕıa de control clásica [22] [35] [48] [46] (entre muchos otros) utiliza funciones
de transferencias o función respuesta en frecuencia entre la salida controlada y
la entrada manipulada, y un análisis en el espacio transformado por Laplace o
por Fourier, donde el sistema queda caracterizado por un cociente de polinomios
cuyas ráıces determinan su comportamiento. Aśı, modificar el comportamiento
dinámico del sistema implica tener algún grado de libertad para reubicar las ráıces
del polinomio del denominador del sistema controlado. A medida que el orden de la
planta aumenta, la representación matemática del sistema y su posterior análisis
y control se complican. La segunda forma, llamada teoŕıa de control moderna
[22] [35] [47] [41] (entre muchos otros), utiliza el recurso de representar a la planta
mediante ecuaciones diferenciales vectoriales de primer orden haciéndose necesario
el uso de funciones matriciales.

La teoŕıa de control moderna se basa en un sistema de control que tiene en
cuenta las llamadas variables de estados. A diferencia de la teoŕıa clásica que
considera una descripción entrada-salida del sistema, esta teoŕıa utiliza tres tipos
de variables, las entradas, las salidas y los estados, donde la cantidad de estados
determina el orden del modelo. El uso de la notación matricial simplifica enor-
memente la representación matemática del sistema de ecuaciones. El incremento
en la cantidad de variables de estados, de entradas y/o salidas, prácticamente
no aumenta la complejidad de la formulación. De hecho, el análisis de sistemas
complicados con entradas y salidas múltiples (MIMO8, por sus siglas en inglés),
se realiza mediante procedimientos solo ligeramente más complicados que los re-
queridos para el análisis de sistemas de simple entrada – simple salida (SISO9,
por sus siglas en inglés)[42]. La ventaja que representa esta descripción frente a la

8Multiple-Input Multiple-Output
9Single-Input Single-Output
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descripción clásica radica en que sus métodos permiten obtener soluciones óptimas
más generales, tanto para sistemas SISO como MIMO.

En una representación por variable de estados el modelo lineal queda caracte-
rizado con las matrices A, B, C y D. Las matrices A y C describen el comporta-
miento no forzado del sistema, mientras que la matriz B caracteriza el efecto de
la entrada (o control) sobre la dinámica del sistema, y la matriz D representa la
transmisión directa de la entrada a la salida sin que se involucren los estados.

En la teoŕıa de control moderna, dada la representación matricial, es necesa-
rio responder ciertas preguntas que brinden información elemental sobre la ca-
racteŕıstica del sistema a la hora de construir un mecanismo de control. Estas
preguntas son:

1. ¿Existe una entrada de control mediante la cual se pueda transferir al sistema
desde un estado inicial x0 a cualquier otro estado xf deseado en un tiempo
finito?

2. ¿El estado inicial x0 del que parte un sistema puede identificarse mediante
la observación de la salida y de la entrada sobre un tiempo finito?

Estas dos preguntas llevan a dos conceptos fundamentales, el de controlabi-
lidad y el de observabilidad, que fueron introducidos por Kalman a principio de
1960. Ellas condicionan la relación que existe entre la entrada y el estado (la
controlabilidad) y entre el estado y la salida (la observabilidad) respectivamente
[41].

Gracias a esta teoŕıa, las preguntas antes formuladas pueden ser contestadas
mediante la inspección de las propiedades de las matrices A, B, C. Las matrices
A y B relacionan las entradas con los estados y se las conoce como el par de
controlabilidad. En cambio, las matrices A y C relacionan a los estados con las
salidas, y se las conoce como el par de observabilidad.

Que el sistema sea completamente controlable quiere decir que se puede tener
control sobre todos los estados del mismo, y que el sistema sea completamente
observable, quiere decir que cada uno de los estados puede ser estimado.

Esta necesidad de determinar si el sistema es controlable y observable que se
presenta en teoŕıa de control moderna, no aparece en la teoŕıa de control clásico.
La razón es debido a que en control clásico no se tiene acceso a cada estado en
particular, sino que solo se puede sensar y controlar las salidas del sistema, la cual
es una combinación lineal de los mismos.

La gran ventaja que tiene la teoŕıa de control moderna es que previo al diseño
del controlador es posible determinar la controlabilidad del sistema, y al disponer
de un sistema controlable, se garantiza poder realizar un control individual de
cada uno de los estados mediante una realimentación o feedback de estado, lo que
literalmente significa que se puede, al menos teóricamente, manejar la dinámica
del sistema en lazo cerrado con gran simplicidad.

El desarrollo de la teoŕıa del control óptimo se inició en la década de 1960
con el inicio de la carrera espacial. El problema a resolver fue el de llevar un
veh́ıculo espacial de algún punto en la tierra a algún otro, con un tiempo mı́nimo
y consumiendo la menor cantidad de combustible posible. Es decir, de lo que se
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trataba era de encontrar trayectorias óptimas en el espacio tridimensional. La
solución de este problema no resultó en principio sencilla. El control óptimo tiene
que ver con el cálculo de variaciones que es el nombre dado a la optimización de
integrales o funcionales respecto a algún criterio dado.

Los criterios de optimización suelen ser muy diversos y determinados por el
problema a resolver. Éstos pueden ser, la minimización del tiempo transcurrido
al transferir el sistema desde un estado a otro, la minimización de la enerǵıa
consumida para realizar dicha transferencia, o la maximización o minimización
de otros indicadores de la economı́a del proceso, en los que es frecuente utilizar
ı́ndices de desempeño cuadráticos.

Aśı, al diseñar un sistema de control óptimo interesa determinar el vector de
control tal que un ı́ndice de desempeño determinado sea optimizado. Por ejemplo,
en el caso en que se minimice la enerǵıa consumida para llevar un sistema a su
punto estacionario luego de ser perturbado, se está diseñando un regulador óptimo
cuadrático LQR, que lleva a una ley de control lineal.

Por lo tanto, el diseño de los sistemas de control óptimo y los reguladores
óptimos basados en tales ı́ndices de desempeño cuadráticos se reduce a la de-
terminación de los elementos de una matriz de ganancias de realimentación que
reubicará los polos del sistema controlado en las posiciones óptimas deseadas. Una
ventaja de usar el esquema de control óptimo cuadrático es que el sistema diseñado
será asintóticamente estable, (excepto en el caso de que el sistema original no sea
controlable), mediante la simple resolución de la ecuación algebraica de Riccati
(ARE10, por sus siglas en inglés) [41].

Las técnicas clásicas, dentro de la teoŕıa de control moderno, que resuelven
esta ecuación son bien conocidas y en principio, utilizar una técnica diferente para
resolverla pareceŕıa no aportar ninguna ventaja adicional frente a lo ya existente.
De hecho, modificando las matrices de peso se pueden limitar las ganancias que
ocasionalmente podŕıan conducir a excesivos movimientos de la variable manipu-
lada y saturar el elemento de control final, y/o limitar el movimiento de los estados
para no superar el rango de trabajo preestablecido.

Sin embargo, el diseño del LQR v́ıa LMI es una técnica multiobjetivo, es decir,
cada uno de los objetivos planteados, para la regulación del sistema realimentado,
se presentan de manera expĺıcita junto con el ı́ndice de desempeño que se desea
minimizar, más alla de modificar o no las matrices de peso de la función objetivo.

Las LMI hacen su aporte, abordando los siguientes puntos:

1) Diseñar el LQR sin que se produzcan saturaciones o desbordes en las varia-
bles f́ısicas, condicionando el diseño con nuevas restricciones. Por ejemplo,
restricciones en los estados y/o restricciones en la variable manipulada.

2) Permitir que haya saturaciones en el actuador sin que se afecte la garant́ıa
de estabililad del sistema realimentado. Esto implica replantear el problema
y condicionar el diseño con nuevas restricciones.

En ambos casos el uso de la formulación con las LMI tiene su ventaja operativa,
ya que un sistema de control óptimo con múltiples restricciones (múltiples LMI)

10Algebraic Riccati Equation
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puede ser tratado como una única LMI de mayor tamaño, sin que ello implique
alguna complejidad adicional en su resolución.

Otros objetivos de desempeño del sistema en lazo cerrado como ser, la mini-
mización de la norma H∞, o la ubicación de polos en regiones predefinidas para
lograr respuestas acotadas en amplitud y tiempo, pueden agregarse al diseño LQR
como restricciones LMI sin mayor dificultad.

En los últimos años, el elevado poder computacional unido a la aparición de
poderosos algoritmos de optimización convexa han contribuido a que su uso sea
cada vez más popular.

1.2.2. Breve reseña histórica de las LMI en la teoŕıa de
control.

Las LMI, como su nombre lo indica, son desigualdades de matrices donde sus
elementos son matrices constantes y matrices variables que aparecen formando
una combinación lineal o af́ın.

Además geométricamente una LMI define una región convexa y varias LMI
determinan una región que es la intersección de varias regiones convexa, y dicha
intersección, por propiedad de convexidad, también resulta ser una región convexa.

Por lo tanto, al minimizar o maximizar alguna función objetivo lineal dentro
de dicha región convexa, siendo esta la forma en que se plantea un problema de
optimización utilizando LMI, se tiene la garant́ıa de encontrar (si es que existe)
un óptimo único y global.

En su forma canónica, la desigualdad matricial puede ser representada por la
siguiente formulación:

F (x) ≻ 0,
donde F (x) es una combinación af́ın de matrices simétricas conocidas, pesadas por
variables de decisión x (variables a determinar), de tal manera que F (x) resulta
ser una matriz simétrica. La condición F (x) ≻ 0 significa que F (x) es positiva
definida, con todas las propiedades que esto implica [34].

En 1890 Lyapunov demostró que el sistema modelado por el par de ecuaciones
en variables de estados:

x(t) = Ax(t) +Bu(t),
y(t) = Cx(t) +Du(t)

es estable, si y sólo si, existe una matriz P = P ′ ≻ 0 tal que cumpla la siguiente
desigualdad matricial:

A′P + PA ≺ 0.

El requerimiento simultáneo de

A′P + PA ≺ 0,

y
P ≻ 0,

es lo que se conoce como desigualdad de Lyapunov en la matriz P.
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Es decir, históricamente hablando, las primeras LMI utilizadas para analizar
la estabilidad de un sistema que evoluciona en el tiempo, fue la desigualdad de
Lyapunov, la cual puede ser resuelta anaĺıticamente al resolver un conjunto de
ecuaciones lineales como se muestra en muchos textos clásicos [36] [22][41].

En 1940 se utilizó la desigualdad de Lyapunov para analizar la estabilidad de
un sistema de control que poséıa una no linealidad en el actuador, el criterio de
estabilidad teńıa la forma LMI, pero con la particularidad de que la condición
de estabilidad y la restricción del actuador fueron posibles de ser reducidas a un
conjunto de desigualdades polinómicas, estas LMI fueron resueltas anaĺıticamente
en forma manual, por lo que su aplicación estaba limitada a sistemas pequeños de
segundo o tercer orden [7].

En 1960 se logró reducir la solución de las LMI a un simple criterio gráfico,
este criterio pod́ıa ser aplicado a sistemas de alto orden, pero que no contengan
más de una no linealidad. Su contribución, desde el punto de vista histórico de
la aplicación de estos métodos en sistemas de control, fue mostrar cómo resolver
ciertas familias LMI por procedimientos gráficos.

Al comienzo de 1970, los investigadores observando ciertas simetŕıas en la ecua-
ción algebraica de Riccati relacionadas con el control cuadrático óptimo en estado
estacionario, vieron que se trataba de otra forma de LMI, si la condición de defi-
nida positiva se expresa en términos del complemento de Schur [7] [28], y por lo
tanto, algunos tipos especiales de LMI pudieron ser resueltas utilizando métodos
anaĺıticos como los utilizados para resolver la ecuación algebraica de Riccati o
ARE.

Existen entonces para esta fecha, distintos métodos para la solución de algunos
tipos de LMI:

a) Métodos directos y métodos gráficos (aplicables a sistemas de bajo orden) y,

b) métodos anaĺıticos de forma cerrada para la resolución de las ecuaciones de
Lyapunov y Riccati.

En 1971 Willen11 dijo, “la importancia de las LMI parece estar ampliamente
despreciada, debe ser interesante ver si éstas pueden ser o no explotadas con nuevos
algoritmos computacionales”.

Willen mismo sugirió que las LMI deben tener alguna ventaja computacional
comparando, por ejemplo, con los algoritmos utilizados para resolver la ARE.

El próximo gran avance fue la simple observación de que las LMI utilizadas con
la teoŕıa de sistemas de control, permit́ıa reformular a los problemas de control
como un problema de optimización convexo, el que resulta amigable para ser
resuelto en forma computacional.

Esta simple observación tuvo importantes consecuencias, la principal es que se
puedieron resolver problemas v́ıa LMI para los cuales ninguna solución anaĺıtica
hab́ıa sido encontrada.

Los problemas de optimización convexa pueden ser resueltos numéricamente
eliminando la necesidad de una encontrar una solución anaĺıtica, utilizando algo-

11Extráıdo del texto [7].
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ritmos basados en métodos de punto interior. Estos algoritmos se desarrollaron
principalmente en la década de 1980.

El hecho de poder reformular un problema de control como un problema de
optimización convexo es otra gran ventaja que tienen las LMI, ya que tal conve-
xidad garantiza encontrar, si es que existe, una solución única. Y si tal solución
no existe, el algoritmo de búsqueda determina que el problema es infactible y en
tal caso, previo a un replanteo del mismo, se pueden relajar las restricciones hasta
lograr una solución.

Resumiendo, la idea de incorporar las LMI en un problema de control es el de
reducir dicho problema a un problema de optimización convexo, y aśı tal reducción
y posterior solución, constituyen la solución del problema original.

A continuación se mencionan algunos de los problemas de control que se re-
suelven con las LMI:

Estabilidad de sistemas representados por modelos LTI utilizando función
de Lyapunov cuadrática.

Estabilidad robusta de sistemas representados por modelos (LPV12, por sus
siglas en inglés) utilizando función de Lyapunov cuadrática.

Estabilidad robusta de sistemas representados por modelos LPV utilizando
función de Lyapunov dependientes de parámetros.

Estabilidad robusta de sistemas representados por modelos LPV utilizando
función de Lyapunov dependientes de la saturación.

Śıntesis mezclada de las normas H2 y H∞, para el diseño de reguladores con
el rechazo a ruido de estados, ruido de medición y perturbaciones externas
de norma acotada.

Ubicación de polos en regiones LMI para garantizar desempeño robusto del
vector de salida en los sistemas representados por modelos LPV.

Como ya se mencionó, además de los problemas respecto a la estabilidad y
desempeño robusto para sistemas representados por modelos LPV, esta técnica
permite manejar restricciones asociadas a la operación de los sistemas como pue-
den ser los valores máximos permitidos para alguna o varias variables dentro del
proceso

1.2.3. Breve reseña histórica de las LMI dentro del control
predictivo basado en modelo

En los últimos años, el control predictivo basado en modelo ha sido amplia-
mente adoptado como un método eficaz para tratar los problemas de control con
restricciones [31].

12Linear Parameter Varying
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Sin embargo, en el trabajo de Kothare et al [26], se destaca que la principal
desventaja de las técnicas de diseño convencionales para el control predictivo del
modelo o MPC, es su incapacidad para lidiar expĺıcitamente con la incertidumbre
del modelo de planta.

En dicho documento, se presenta un nuevo enfoque para la śıntesis robusta de
MPC que permite la incorporación expĺıcita de la descripción de la incertidumbre
de la planta en la formulación del problema. La incertidumbre se expresa tanto en
el dominio del tiempo como en el de la frecuencia.

Como se ha mencionado en la sección anterior, el objetivo ahora es calcular, en
sucesivos instantes de tiempo, una matriz de ganancias para construir y aplicar una
realimentación de estado lineal, que minimice una función objetivo de horizonte
infinito para el “peor de los casos” , sujeta a restricciones en la entrada de control.

Utilizando técnicas estándar, el problema de minimizar el ĺımite superior de
una función objetivo robusta (que incorpore a el caso más desfavorable), sujeto a
restricciones de entradas, estados y salidas, se reduce a un problema de optimiza-
ción convexo que involucra a las LMI.

El control predictivo basado en modelo robusto (RMPC13, por sus siglas en
inglés), como una rama importante de MPC debido a su importancia en la práctica,
ha atráıdo una atención notable de la comunidad de investigación [4] [15] [26].

Como se ha mencionado, en [26] se propone un diseño RMPC que garantiza la
estabilidad asintótica del sistema en lazo cerrado.

A partir de este trabajo, se han presentado varias mejoras adicionales. En [6] se
asume que los parámetros del sistema son medibles en ĺınea, y en [15] se propuso
un algoritmo MPC robusto mejorado mediante la aplicación de una función de
Lyapunov dependiente de parámetros. La medición de estos parámetros propor-
ciona información en tiempo real sobre las variaciones de las caracteŕısticas de la
planta, y es deseable diseñar controladores que se programen en base a esta in-
formación porque son menos conservadores que los que se diseñan utilizando una
función de Lyapunov cuadrática. Además, también se han propuesto algunos di-
seños de reguladores fuera de ĺınea que reducen la carga computacional del RMPC
[4] [19] [52].

Por otro lado, el análisis de estabilidad y la śıntesis de sistemas dinámicos con
no linealidades en los actuadores han recibido una atención creciente en los últimos
años. A menudo, el problema de la saturación del actuador se trataba diseñando
leyes de control de baja ganancia con el fin de evitarla. Actualmente se permite
la saturación del actuador estimando el dominio de atracción.

Es bien sabido que cuando el actuador se satura, el rendimiento de los siste-
mas en lazo cerrado diseñados sin considerar esta saturación puede deteriorarse
seriamente [3] [24]. Por lo tanto, considerar la saturación del actuador en un di-
seño RMPC es de importancia cŕıtica y se ha abordado bien en la literatura, al
poder expresar la saturación mediante una cáscara convexa de un grupo de leyes
de retroalimentación lineal auxiliar y ley de realimentación lineal real [24].

En [9] se propone un método de diseño RMPC en presencia de saturación. En
dicho trabajo, se diseña una ley de control, utilizando el concepto del elipsoide

13Robust Model Predictive Control
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invariante, para obtener una matriz de ganancias de realimentación para los sis-
temas con modelos LPV bajo representación politópica, sujetos a una saturación
en el actuador. Primero se establece una condición de invariancia. Luego, al utili-
zar esta condición, el diseño de una ley de realimentación de estado se formula y
resuelve como un problema de optimización con restricciones LMI.

La estabilidad de los sistemas representados por modelos lineales en tiempo
discreto sujetos a la saturación del actuador se analiza utilizando una función de
Lyapunov dependiente de la saturación (SDLF14, por sus siglas en inglés). Esta
SDLF captura la información en tiempo real sobre la gravedad de la saturación del
actuador y conduce a una estimación menos conservadora del dominio de atracción.
Este método de diseño conduce a una mejora considerable en el rendimiento del
sistema en lazo cerrado.

En el problema LQR formulado y resuelto en [9], se asigna una misma ponde-
ración a los sistemas en lazo cerrado que resultan de las leyes de realimentación
lineal auxiliar y real, esto deja espacio para una mejora adicional.

En [23] se propone un nuevo algoritmo de diseño de control predictivo de mode-
lo robusto (RMPC) para un sistema lineal incierto con una descripción politópica
y sujeto a la saturación del actuador. Concretamente, propone un nuevo diseño
de RMPC que tenga en cuenta la ponderación relativa entre las leyes de reali-
mentación auxiliar y real. La motivación de este art́ıculo es reducir aún más el
conservadurismo en el diseño del controlador. La libertad de diseño adicional al
elegir la ponderación relativa en las leyes de realimentación real y auxiliar permite
una mejora adicional del rendimiento del sistema en lazo cerrado en comparación
con los resultados de los algoritmos existentes.

También en [54], se propone un algoritmo para el cálculo de un controlador que
se basa en resolver a un problema min −max para un sistema representados por
un modelo LPV que incorpora la saturación del actuador dentro de la formulación
LMI, utilizando una SDLF, y conduce a una estimación menos conservadora del
dominio de atracción.

1.3. Aspectos que lo hacen diferente de lo ya

existente y conocido en el área:

El objetivo del diseño óptimo en un sistema de control es lograr plantas que
funcionen con robustez ante incertidumbres en su modelo y tengan adecuadas
caracteŕısticas dinámicas ante diversas situaciones, como cambios en la consigna
y/o rechazo de perturbaciones, cumpliendo con restricciones operativas y evitando
o incorporando saturaciones en las variables manipuladas.

En la literatura de control de procesos, se pueden encontrar estrategias de
control asociadas con una descripción multimodelo de una planta no lineal. De esta
manera, los sistemas no lineales se representan por una familia finita de modelos
lineales, donde las no linealidades se contemplan por modelos LTI en diferentes
puntos de operación.

14Saturation Dependent Lyapunov Function
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El camino común para obtener la representación politópica consiste en cons-
truir un politopo que, a modo de envolvente convexa, encierra al modelo no lineal
en todo su intervalo de operación y luego incorporar al modelo otra matriz asocia-
da que incluya un vector de perturbaciones externas [32]. Estas representaciones
politópicas son útiles cuando se implementan estrategias de control avanzadas, por
ejemplo en [38] [39] [40], donde se utiliza un sistema no lineal modelado por un
entorno de múltiples modelos y los controladores se formulan considerando un ho-
rizonte de predicción finito y restricciones terminales para garantizar la estabilidad
asintótica.

En contraste con este camino, en la presente tesis se propone un nuevo pro-
cedimiento que incorpora las alinealidades en el modelo y las variaciones de los
parámetros, debido a cambios en el punto de operación y a las perturbaciones
externas, dentro de una única representación politópica reducida en vértices.

Para ello, se lleva a cabo un estudio cuidadoso del comportamiento dinámico del
reactor de tanque agitado continuo (CSTR) con el fin de definir una representación
multimodelo válida en la región de operación del reactor.

Otro aspecto a tener en cuenta es que, a diferencia del RMPC donde se uti-
liza un modelo discreto y el cálculo de la ganancia se realiza en los instantes de
muestreo [26], en este trabajo para el diseño del controlador, los instantes en que
se recalcula el vector de ganancias pueden coincidir o no con los intervalos de
muestreo, de hecho también puede utilizarse modelos en tiempo continuo para el
cálculo del vector de ganancias.

Además, en este trabajo al igual que en [54], se utiliza un regulador con sa-
turación en el actuador y que utiliza, para el cálculo de su vector de ganancias,
una función de Lyapunov que depende del nivel de saturación. Sin embargo, el
empleo de este regulador tiene como desventaja un mayor tiempo de cálculo, y
para reducir este tiempo, en esta tesis se propone el uso de un conjunto terminal
que abarca todo el rango de operación [5]. La ventaja de utilizar este conjunto ter-
minal reside en que, en dicha región, se puede aplicar directamente una ganancia
de realimentación estática y sin restricciones para la cual el consumo de tiempo
del algoritmo es ı́nfimo.
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Caṕıtulo 2

Conceptos básicos sobre LMI

2.1. Introducción

Las LMI, son desigualdades matriciales donde las variables de decisión, que
normalmente son matrices, aparecen en forma af́ın1.

En las últimas décadas se ha comprobado que una amplia gama de proble-
mas de diseño de controladores pueden ser reducidos al problema de optimización
convexo estándar, utilizando Desigualdades Matriciales Lineales o LMI.

Su principal ventaja radica en que las mismas definen regiones convexas, es
decir, el conjunto de especificaciones de diseño para el controlador es transformado
en una intersección de regiones convexas.

Planteadas las especificaciones como restricciones en formato LMI, la solución
de encontrar un controlador que las satisfaga se resume a resolver un problema de
optimización, y al ser este convexo, se tiene la certeza de que si existe solución,
esta es única.

En el presente caṕıtulo se realiza una introducción a la teoŕıa de las LMI, se
ejemplifica su convexidad, y se muestra cómo las LMI pueden adaptarse a los
problemas de diseño en los sistemas de control.

2.2. Teoŕıa Básica de LMI

Se dice que una matriz F es negativa (o positiva) definida, si y sólo si, es
simétrica y la función cuadrática asociada v′Fv, es menor (o mayor) que cero
para todo v ≠ 0 [7], simbólicamente

F ≺ 0, ⇐⇒ F = F ′ ∧ v′Fv < 0, ∀v ≠ 0,

F ≻ 0, ⇐⇒ F = F ′ ∧ v′Fv > 0, ∀v ≠ 0.
(2.1)

Si la matriz F depende de un vector x = [x1 x2 ... xm]′ del siguiente modo:

F(x) ≜ Fo + x1F1 + x2F2 + ⋅ ⋅ ⋅ + xmFm, (2.2)

1Una combinación af́ın, es una combinación lineal más un término constante.

15
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donde las matrices F0, F1, F2, ..., Fm, son matrices simétricas, constantes y cono-
cidas, entonces su condición de definida negativa (o positiva), esto es,

F(x) = Fo + x1F1 + x2F2 + ⋅ ⋅ ⋅ + xmFm ≺ 0,

F(x) = Fo + x1F1 + x2F2 + ⋅ ⋅ ⋅ + xmFm ≻ 0,
(2.3)

recibe el nombre de la desigualdad matricial lineal o LMI.
Las componentes del vector x ∶ {x1, x2, ... xm}, se llaman variables de decisión,

y son las variables a determinar para las cuales se verifican las desigualdades (2.3).
A continuación se demostrará formalmente [44] que las LMI definen regiones

convexas en el espacio Rm sobre la variable vectorial x.

Considérese los vectores xa = [xa1 xa2 ... xam]′ y xb = [xb1 xb2 ... xbm]′, de
manera que para ambos vectores se cumple

F (xa) = F0 +

m

∑
i=1

xaiFi ≺ 0, (2.4)

y

F (xb) = F0 +

m

∑
i=1

xbiFi ≺ 0. (2.5)

Además, considérese un escalar λ, tal que 0 ≤ λ ≤ 1. Multiplicando por λ la
Ec.(2.4 ) y por (1 − λ) la Ec.(2.5), se tiene

λF (xa) = λF0 +

m

∑
i=1

λxaiFi ≺ 0, (2.6)

y

(1 − λ)F (xb) = (1 − λ)F0 +

m

∑
i=1

(1 − λ)xbiFi ≺ 0. (2.7)

Sumando las Ec. (2.6) y (2.7), resulta

F0 +

m

∑
i=1

(λxai + (1 − λ)xbi)Fi ≺ 0, (2.8)

y definiendo como

x∗ ≜ (λxa + (1 − λ)xb) = xb + λ(xa − xb), (2.9)

un punto cualquiera que pertenece al segmento de recta que une al punto
xa con el punto xb, se cumple que

F (x∗) = F0 +

m

∑
i=1

x∗i Fi ≺ 0, (2.10)

es decir, el punto x∗ también satisface la desigualdad (2.4), quedando de-
mostrada su convexidad.
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2.3. Representación gráfica de las LMI

A continuación se desarrollan algunos ejemplos para mostrar gráficamente que
las LMI representan regiones convexas.

2.3.1. Ejemplo de Programación Lineal

En un problema de programación matemática lineal[34], tanto la función ob-
jetivo que se desea optimizar como las restricciones impuestas, son combinaciones
lineales de las variables de decisión.

Ejemplo 2.1:

Considérese el siguiente problema de maximización:

máx
x∈R2

{f(x) = c′x},
s.a ∶ Ax − b ≤ 0,

x ≥ 0.
(2.11)

Siendo

A =
⎛⎜⎝
2 1
1 1
1 3

⎞⎟⎠ , x = ( x1
x2
) , b =

⎛⎜⎝
70
40
90

⎞⎟⎠ , c = ( 40
60
) . (2.12)

Resolución 2.1. Reemplazando los valores de la Ec.(2.12), el problema de la
Ec.(2.11), se reformula como:

Maximizar la función escalar

f(x) = 40x1 + 60x2, (2.13)

sujeto a las siguientes restricciones:

g1(x) = 2x1 + x2 − 70 ≤ 0,
g2(x) = x1 + x2 − 40 ≤ 0,
g3(x) = x1 + 3x2 − 90 ≤ 0. (2.14)

g4(x) = x1 ≥ 0,
g5(x) = x2 ≥ 0. (2.15)

Este problema está representado gráficamente en la Fig.(2.1). Obsérvese que
las rectas (a), (b) y (c), son las cotas superiores de las desigualdades (2.14), y
junto con los ejes x1 = 0 y x2 = 0, que son las cotas inferiores de las desigualdades
(2.15), conforman un poĺıgono que es la frontera de la región convexa en la cual
el punto (x1, x2) debe estar confinado.
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A continuación se pide que F(x) sea negativa definida, para lo cual se reagrupa
la suma (2.17) en una única matriz, y se impone tal condición

F(x) ≜ ⎛⎜⎝
2x1 + x2 − 70 0 0

0 x1 + x2 − 40 0
0 0 x1 + 3x2 − 90

⎞⎟⎠ ≺ 0, (2.18)

y como se dijo, esta desigualdad matricial se satisface si los autovalores de F(x)
son negativos, por tanto los elementos de la diagonal deberán cumplir que,

2x1 + x2 − 70 < 0,
x1 + x2 − 40 < 0,
x1 + 3x2 − 90 < 0.

(2.19)

De esta manera, parte del conjunto de restricciones que determinan el interior
de la región poligonal, quedan definidas por la LMI (2.18).

Por otro lado, la restricción de positividad sobre las variables de decisión, tam-
bién puede reformularse mediante una LMI, definiendo la matriz

X(x) ≜ ( x1 0
0 x2

) ≻ 0, (2.20)

lo cual significa x1 > 0 y x2 > 0. Resultando aśı la región convexa marcada en
color verde de la Fig.(2.1)

2.3.2. Restricciones no lineales

En el ejemplo anterior se ha mostrado cómo una región poligonal (convexa)
puede representarse mediante una LMI, en dicho ejemplo, la matriz además de ser
simétrica es diagonal.

Se generalizará este concepto para otras matrices simétricas y negativa defini-
das que no son diagonales, y como se verá, la región convexa que determinan no
será poligonal.

Recuérdese que una matriz F (x) es negativa definida, si y sólo si, la función
escalar: v′F (x)v < 0, para todo v ≠ 0.

Las siguientes proposiciones son equivalentes, y garantizan que F (x) ≺ 0:
1. Todos los autovalores de F (x) deben ser negativos.

2. Los determinantes de las submatrices principales deben alternar su
signo, comenzando con el signo menos.

A esta segunda condición se la conoce como teorema de Sylvester, y se la
desarrolla mediante el siguiente ejemplo [7].
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Ejemplo 2.2:

Considérese la matriz simétrica, en la que sus elementos son combinaciones
afines en la variables x1 y x2,

F(x) = ⎛⎜⎝
x1 − 3 x1 + x2 −1
x1 + x2 x2 − 4 0
−1 0 x1

⎞⎟⎠ . (2.21)

Se desea determinar el conjunto de valores de estas variables, para las cuales
la matriz F(x) es negativa definida.
Esto es, encontrar x1 y x2 tal que F(x) ≺ 0a.

aEn este ejemplo no se pondrán restricciones sobre las variables de decisión.

Resolución 2.2. Obsérvese que aunque F(x) puede representarse como una com-
binación af́ın ,

F(x) = ⎛⎜⎝
−3 0 −1
0 −4 0
−1 0 0

⎞⎟⎠ + x1
⎛⎜⎝
1 1 0
1 0 0
0 0 1

⎞⎟⎠ + x2
⎛⎜⎝
0 1 0
1 1 0
0 0 0

⎞⎟⎠ , (2.22)

que da lugar a la forma canónica con que se han definido las LMI2,

F(x) = F0 +

2

∑
i=1

xiFi ≺ 0.

Retomando la Ec.(2.21), las submatrices principales de F(x) son:
( x1 − 3 ), ( x1 − 3 x1 + x2

x1 + x2 x2 − 4
) , ⎛⎜⎝

x1 − 3 x1 + x2 −1
x1 + x2 x2 − 4 0
−1 0 x1

⎞⎟⎠ .
Haciendo uso de la condición (2), se obtienen las siguientes desigualdades po-

linómicas que deben cumplirse simultáneamente para garantizar que F(x) sea de-
finida negativa:

(x1 − 3) < 0,(x1 − 3)(x2 − 4) − (x1 + x2)(x1 + x2) > 0,
x1[(x1 − 3)(x2 − 4) − (x1 + x2)(x1 + x2)] + (x2 − 4) < 0.

Las mismas pueden reescribirse 3 como:

g1(x) ≜ (x1 − 3) < 0,
g2(x) ≜ (x1 + x2)2 − (x1 − 3)(x2 − 4) < 0,
g3(x) ≜ x1[(x1 − 3)(x2 − 4) − (x1 + x2)2] + (x2 − 4) < 0, (2.23)

y se observa que:

2Cabe aclarar que no es habitual que las LMI se presenten con este formato canónico en los
problemas de control.

3Notar que se cambió el signo en la segunda desigualdad, para poder graficarla e interpretarla
con mayor comodidad.
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En la Fig.(2.6), se ha agregado la restricción sobre las variables de decisión

X(x) = ( x1 0
0 x2

) ≺ 0, (2.29)

la región factible mostrada en esta figura, se corresponde con la condición F(x) ≺ 0
y X(x) ≺ 0.

Nótese que de haberse pedido F(x) ≺ 0 y X(x) ≻ 0, el resultado hubiera sido
infactible, porque las dos regiones F(x) ≺ 0 y X(x) ≻ 0, no tienen elementos en
común.

Nótese además, que la restricción dada en la LMI (2.29) también podŕıa agre-
garse como bloque simétrico en la diagonal de F(x), quedando esta última expre-
sada como

F(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1 − 3 x1 + x2 −1 0 0 0 0
x1 + x2 x2 − 4 0 0 0 0 0
−1 0 x1 0 0 0 0
0 0 0 2x1 + x2 + 2 0 0 0
0 0 0 0 −x1 − 5 0 0
0 0 0 0 0 x1 0
0 0 0 0 0 0 x2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

≺ 0. (2.30)

Nota: Si la restricción dada en la LMI (2.29) fuese positiva definida, debeŕıa
multiplicarse por (−1), para poder ser agregada en la LMI (2.30).

2.3.4. Restricciones en las variables de decisión

Del mismo modo en que las matrices diagonales se generalizan a matrices
simétricas no diagonales y la región poligonal que las primeras definen se trans-
forma en regiones no poligonales convexas; el espacio rectangular que forman los
ejes de referencias determinados por las variables de decisión, es transformado a
un espacio cónico como se verá en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4:

Considérese la siguiente LMI en el espacio tridimensional R3, formado por
las variables de decisión x1, x2 y x3,

F(x) = F0 +

3

∑
i=1

xiFi ≻ 0, Fi = F
′

i , con i = 0,1,2,3. (2.31)

Como se vio en la Sección (2.2), esta desigualdad define un espacio convexo.
A continuación, se mostrará que con dicha LMI se puede definir un subes-
pacio rectangular o un subespacio cónico, dependiendo de la elección de las
matrices Fi.
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Resolución 2.4. a) Subespacio rectangular:

Si se elijen las matrices Fi como:

F0 =

⎛⎜⎝
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎠ , F1 =

⎛⎜⎝
1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎠ ,

F2 =

⎛⎜⎝
0 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞⎟⎠ , F3 =

⎛⎜⎝
0 0 0
0 0 0
0 0 1

⎞⎟⎠ ,

la LMI (2.31) queda expresada del siguiente modo:

F(x) = x1 ⎛⎜⎝
1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎠ + x2
⎛⎜⎝

0 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞⎟⎠ + x3
⎛⎜⎝

0 0 0
0 0 0
0 0 1

⎞⎟⎠ ≻ 0,

F(x) = ⎛⎜⎝
x1 0 0
0 x2 0
0 0 x3

⎞⎟⎠ ≜X ≻ 0. (2.32)

La desigualdad (2.32) se satisface si los autovalores de la matriz X, que son
las variables de decisión, son estrictamente positivos, esto es:

λ1 = x1 > 0, λ2 = x2 > 0, λ3 = x3 > 0.

b) Subespacio cónico:

Ahora bien, si se elijen las matrices Fi como:

F0 = ( 0 0
0 0

) , F1 = ( 1 0
0 0

) ,
F2 = ( 0 0

0 1
) , F3 = ( 0 1

1 0
) ,

la LMI (2.31) queda expresada del siguiente modo:

F(x) = x1 ( 1 0
0 0

) + x2 ( 0 0
0 1

) + x3 ( 0 1
1 0

) ≻ 0,

F(x) = ( x1 x3
x3 x2

) ≜X ≻ 0. (2.33)

La desigualdad (2.33) se satisface si los autovalores de la matriz X son
estrictamente positivos, o de manera equivalente según la condición de Syl-
vester, si los determinantes de las submatrices principales son estrictamente
positivos, esto es:

g1(x) = x1 > 0, g2(x) = x1x2 − x23 > 0.
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Se observa también, que en los elementos de estos cuatro bloques matriciales,
las variables de decisión o no aparecen, o aparecen en combinaciones afines, siendo
además L(x) y R(x) matrices simétricas.

Nota: La forma en que la desigualdad (2.34) representa una LMI, junto con
la fórmula del complemento de Schur, que se verá en la próxima subsección,
permite transformar Desigualdades Matriciales Cuadráticas en LMI, y esta trans-
formación es la clave para reformular los problemas de control en problemas de
optimización convexos.

Si se reescriben L(x) y R(x) del siguiente modo,

L(x) = ( −3 0
0 −4

) + ( 1 1
1 0

)( x1 0
0 x2

) + ( x1 0
0 x2

)( 0 1
1 1

) ,

R(x) = ( 1 0 )( x1 0
0 x2

)( 1
0
) ,

y definiendo

L0 ≜ ( −3 0
0 −4

) , L1 ≜ ( 1 1
1 0

) , L2 ≜ ( 0 1
1 1

) , R1 ≜ ( 1
0
) ,

X ≜ ( x1 0
0 x2

) ,
se tiene,

L(x) = L0 +L1X +XL2,

R(x) = R′1XR1.

(2.36)

Reemplazando las Ecs.(2.36) en la Ec.(2.34), la LMI (2.21) queda representada
como:

F(x) = ( L0 +L1X +XL2 Q

Q′ R′1XR1
) ≺ 0. (2.37)

En esta última expresión, se observa que las variables de decisión también pue-
den estar expresadas como variables matriciales, y estas variables matriciales, no
aparecen o aparecen en forma af́ın en cada término de la LMI.

2.4.2. Complemento de Schur

En esta subsección, se darán condiciones equivalentes para determinar cuándo
una matriz simétrica es positiva definida o negativa definida4.

La fórmula del complemento de Schur, establece que [17]:

4Se recuerda que al tratar con matrices definidas y no semidefinidas, los valores factibles
de las variables de decisión son interiores al conjunto delimitado por la LMI, sin alcanzar su
frontera.
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Teorema 2.1:

Las siguientes proposiciones son equivalentes

a) Si L ≻ 0, y R −Q′L−1Q ≻ 0, (2.38)

ó

b) Si R ≻ 0, y L −QR−1Q′ ≻ 0, (2.39)

entonces

S1 = ( L Q

Q′ R
) ≻ 0. (2.40)

Demostración teorema 2.1. .
Téngase en cuenta que una matriz simétrica y positiva definida, tiene todos

sus autovalores reales y positivos, es decir, dicha matriz es de rango completo y
por lo tanto tiene inversa.

Considerando la proposición (a), si L ≻ 0 ⇒ ∃ L−1, y por lo tanto es posible
construir la siguiente matriz regular5

T1 ≜ ( I −L−1Q0 I
) . (2.41)

Con esta matriz se puede realizar una diagonalización de la matriz S1, en
efecto, definiendo D1 ≜ T

′

1S1T1 se tiene

D1 = ( I 0
−Q′L−1 I

)( L Q

Q′ R
)( I −L−1Q

0 I
) ,

D1 = ( L 0
0 R −Q′L−1Q

) . (2.42)

Según se vió en la subsección (2.3.3), D1 es una LMI formada por la inter-
sección de dos LMI, por lo tanto, si la Ec.(2.42) cumple con la proposición (a),
entonces D1 ≻ 0.

Ahora bien, S1 puede reescribirse como

S1 = (T ′1)−1 D1 (T1)−1, (2.43)

y siendo T1 una matriz regular entonces S1 ≻ 0.
Procediendo de manera similar con la proposición (b), se define la siguiente

matriz regular de transformación:

T2 = ( I 0
−R−1Q′ I

) . (2.44)

5No tiene autovalores nulos, es decir, es una matriz cuadrada e invertible.
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Definiendo D2 ≜ T
′

2 S2 T2, se tiene

D2 = ( L −QR−1Q′ 0
0 R

) , (2.45)

y si se cumple con la proposición (b), resulta que D2 ≻ 0.

Reescribiendo a S2 como

S2 = (T ′2)−1 D2 (T2)−1, (2.46)

y siendo T2 una matriz regular, entonces S2 ≻ 0.

Teorema 2.2:

Para las matrices negativas definidas, se tienen las siguientes proposiciones
equivalentes:

a) Si L ≺ 0 y R −Q′L−1Q ≺ 0, (2.47)

ó

b) Si R ≺ 0 y L −QR−1Q′ ≺ 0, (2.48)

entonces,

c) S1 = ( L Q

Q′ R
) ≺ 0.

Su demostración es similar a la realizada anteriormente.

2.4.3. Uso de LMIs en problemas de control

En esta subsección se realizará un ejemplo numérico para visualizar cómo las
Desiguladades Matriciales Cuadrática, asociadas a los problemas de control, defi-
nen regiones convexas.

Lema 2.1:

De acuerdo con [17], si un sistema representado por un modelo LTI, cuya
función de transferencia está dada por

G(s) = C(sI −A)−1B, (2.49)

es estable y tiene una norma H∞ menor que un escalar positivo γ, entonces
existe una matriz positiva definida P que verifica la siguiente desigualdad
matricial:

A′P + PA + γ−2PBB′P +C ′C ≺ 0. (2.50)
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Este lema trata de un problema de factibilidad, ya que la afirmación anterior
garantiza que si existe (es decir, si es factible encontrar) P ≻ 0, tal que satisfaga
la desigualdad matricial (2.50), entonces

∥G(jω)∥∞ < γ, (2.51)

para algún γ > 0. Por el contrario, si γ < ∥G(jω)∥∞, entonces no existe P ≻ 0 que
la satisfaga.

La Ec.(2.50) es una ecuación matricial cuadrática6, que tiene a la matriz P
como incógnita, el objetivo ahora es mostrar que las desigualdades

A′P + PA + γ−2PBB′P +C ′C ≺ 0,
P ≻ 0,

(2.52)

definen o representan el interior de una región convexa que tiene a la ecuación

A′P + PA + γ−2PBB′P +C ′C = 0

como frontera, siempre y cuando se verifique (2.51).

Para lograr dicho objetivo, el primer paso consiste en transformar la desigual-
dad cuadrática (2.52) en una LMI utilizando el complemento de Schur.

Definiendo

L(P ) ≜ ( A′P + PA +C ′C ) , Q(P ) ≜ ( PB ) ,

Q(P )′ ≜ ( B′P ) , R ≜ ( −γ2 ) ,
y utilizando la proposición (2.47), la desigualdad cuadrática (2.52) puede reescri-
birse como

F(P ) = ( A′P + PA +C ′C PB

B′P −γ2
) ≺ 0, P ≻ 0. (2.53)

A continuación se realizará un ejemplo, para visualizar estos conceptos.

6Observar que el tercer término (PBB′P ), no es lineal.
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L(P ) = ( −1 1
−1 0

)( p1 p3
p3 p2

) + ( p1 p3
p3 p2

)( −1 −1
1 0

) + ( 1
0
)( 1 0 ) ,

L(P ) = ( −p1 + p3 −p3 + p2
−p1 −p3

) + ( −p1 + p3 −p1
−p3 + p2 −p3

) + ( 1 0
0 0

) ,
resultando

L(P ) = ( 2(−p1 + p3) + 1 −p3 + p2 − p1
−p1 − p3 + p2 −2p3

) . (2.57)

Bloque: 1,2

Q(P ) = (PB) ,
Q(P ) = ( p1 p3

p3 p2
)( 1

0
) ,

resultando

Q(P ) = ( p1
p3
) . (2.58)

Bloque: 2,1

Q′(P ) = ( p1 p3 ) . (2.59)

Bloque: 2,2

R = ( −γ2 ) . (2.60)

Componiendo estos 4 bloques, se reescribe la desigualdad (2.53) del siguiente modo:

F(P ) = ⎛⎜⎝
2(p3 − p1) + 1 p2 − p1 − p3 p1
p2 − p1 − p3 −2p3 p3

p1 p3 −γ2

⎞⎟⎠ ≺ 0,

P = ( p1 p3
p3 p2

) ≻ 0.
(2.61)

Planteada la LMI de esta forma, se puede aplicar el teorema de Sylvester, es
decir, la matriz F(P ) es negativa definida, si y sólo si, los determinantes de las
submatrices principales alternan su signo, comenzando con el signo negativo.

Por lo tanto la matriz7

F(P ) = ⎛⎜⎝
f11 f12 f13
f21 f22 f23
f31 f32 −γ2

⎞⎟⎠ ≺ 0, (2.62)

si y sólo si,
g1 ≜ f11 < 0, (2.63)

g2 ≜ −(f11f22 − f 2
12) < 0, (2.64)

7F(P ) se expresa de esta forma para simplificar la notación.
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g3 ≜ f13[f21f32 − f31f22] − f23[f11f32 − f31f12] − γ2[f11f22 − f 2
12] < 0. (2.65)

Nótese, que de manera intencional no se ha reemplazado el elemento [f33] para
dejar en evidencia que la desigualdad (2.65) depende del parámetro γ.

Aplicando el mismo teorema, la matriz P es positiva definida, si y sólo si los
determinantes de las submatrices principales son todos positivos; por lo tanto debe
cumplirse que8

g4 ≜ −p1 < 0, (2.66)

g5 ≜ −(p1p2 − p23) < 0. (2.67)

A continuación, se representan gráficamente los subespacios que delimitan estas
desigualdades.

Como en el ejemplo bidimensional (2.2), la región factible es el interior de la
intersección de todas estas regiones generadas por las desigualdades gi < 0, con
i = 1, ...,5.

Las superficies mostradas en la Fig.(2.9) son las cotas superiores para estas
desigualdades, es decir, estas superficies de nivel se obtienen haciendo gi = 0, con
i = 1, ...,5.

Obsérvese que solamente la superficie que representa a g3 = 0 (color amarillo)
depende paramétricamente de γ, y es en el interior de esta superficie donde se
debe encontrar P ≻ 0, tal que satisfaga la LMI (2.52).

En las sucesivas gráficas se observa, que a medida que el parámetro γ se reduce
y se acerca a 1, la superficie g3 = 0 reduce su volumen dentro de la región factible
y comienza a crecer fuera de ésta.

Las subfiguras (e) y (f) representan el problema de infactibilidad.
Para γ = 1, la superficie g3 = 0 dentro del conjunto factible es un punto (no

puede apreciarse en el dibujo).
Para γ < 1, la superficie g3 = 0 está totalmente fuera de la región delimitada

por las otras desigualdades, es decir, para estos últimos dos casos no existe P ≻ 0
que satisfaga simultáneamente todas las restricciones, y por lo tanto, el problema
no tiene solución o es infactible.

2.5. Resumen

En este caṕıtulo se ha realizado una introducción teórica sobre una herramienta
matématica denominada Desigualdades Matriciales Lineales (LMI).

Anaĺıticamente, y a través de distintos ejemplos y mediante representaciones
gráficas, se ha mostrado que las LMI definen regiones convexas. También se ha
mostrado que múltiples LMI implica la intersección de dichas regiones, la cual
puede o no, dar como resultado un conjunto vaćıo.

Además, se ha demostrado cómo el complemento de Schur permite transformar
una Desigualdad Matricial Cuadrática en una Desigualdad Matricial Lineal. Y por
último, se ha realizado un ejemplo donde se utilizan las LMI para determinar la
norma H∞ de un sistema LTI.

8Obsérvese que tanto en g2 como en g4 y g5, se ha multiplicado por (−1) para mantener el
mismo tipo de desigualdad.





Caṕıtulo 3

Regiones LMI

3.1. Introducción

En este caṕıtulo se presenta una breve introducción sobre las regiones LMI y
los modelos D−estables, tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto.

Mediante algunos ejemplos se mostrará la relación que existe entre los auto-
valores de la matriz dinámica de un modelo LTI y su conjunto invariante en el
espacio de estados.

3.2. Regiones LMI

De acuerdo con [16], a continuación se introducen las definiciones de la región
LMI y la de su función caracteŕıstica.

Definición 3.1:

Una región LMI es un subconjunto D del plano complejo C, que puede ser
definido como:

D ≜ {s ∈ C ∶ L +Ms +M ′s∗ ≺ 0}, (3.1)

donde M y L son matrices reales, y L además es simétrica, esto es, L = L′.

Definición 3.2:

La función matricial fD(s) definida como:

fD(s) ≜ L +Ms +M ′s∗, (3.2)

se denomina función caracteŕıstica de la región LMI, o función caracteŕıstica
del subconjunto D.

Una propiedad de las regiones LMI es que son regiones convexas y simétricas
respecto del eje real del plano complejo C.

La intersección de las regiones LMI es otra región LMI, por lo tanto, cual-
quier región convexa y simétrica respecto al eje real, puede ser representada con
suficiente aproximación por la intersección de regiones LMI.

35
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En este punto, cabe aclarar que las matrices L y M toman valores según la
región que está definida por la función caracteŕıstica, esto es, D = {s ∈ C ∶ fD ≺ 0}.

El hecho más destacable se expresa en el siguiente teorema [16] [20]:

Teorema 3.1:

Una matriz A es D-estable, es decir, tiene todos sus autovalores en el inte-
rior de una región D del plano complejo, si y sólo si, existe una matriz Q
simétrica y positiva definida, tal que la matriz MD(A,Q) definida como:

MD(A,Q) ≜ L⊗Q +M ⊗ (AQ) +M ′
⊗ (AQ)′, (3.3)

es negativa definida.ab

aEl śımbolo ⊗ es el producto Kronecker, definido como:

A⊗B ≜ [AijB]ij . (3.4)

Este operador satisface ciertas propiedades, algunas de ellas se exponen a continuación
ya que serán de utilidad para la demostración del teorema.

a⊗A = aA, a ∶ escalar, (3.5)

(A +B)⊗C = A⊗C +B ⊗C, (3.6)

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD. (3.7)

bLa demostración de este teorema se encuentra en el anexo (B)

A continuación se muestra, mediante un ejemplo, que el teorema de Lyapunov
aplicado a modelos LTI es un caso particular del teorema (3.1).
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Luego, utilizando el complemento de Schur y generalizando para todos los pun-
tos complejos conjugados en el interior del ćırculo, la desigualdad (3.16) puede
expresarse como la siguiente LMI:

fD(s) = ( −r (s + c)(s∗ + c) −r ) ≺ 0. (3.17)

fD(s) = ( −r c

c −r
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
L

1 + ( 0 1
0 0

)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

M

s + ( 0 0
1 0

)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

M ′

s∗ ≺ 0.
(3.18)

Haciendo uso del teorema (3.1), se determina que la matriz A tiene todos sus
autovalores en fD(s) ≺ 0, si satisface la siguiente LMI:

M(A,Q) = ( −r c

c −r
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
L

⊗Q + ( 0 1
0 0

)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

M

⊗AQ + ( 0 0
1 0

)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

M ′

⊗(AQ)′ ≺ 0.
(3.19)

M(A,Q) = ( −rQ cQ

cQ −rQ
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
L⊗Q

+( 0 AQ

0 0
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
M⊗AQ

+( 0 0(AQ)′ 0
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
M ′⊗(AQ)′

≺ 0.
(3.20)

M(Q,A) = ( −r Q (QA + c Q)(A′Q + c Q) −r Q ) ≺ 0. (3.21)

Nótese que la desigualdad (3.21) puede obtenerse directamente desde la de-
sigualdad (3.17), aplicando la siguiente regla práctica:

Regla 3.1:

Una forma práctica para pasar de fD(s) a M(A,Q), es haciendo correspon-
der la tŕıada (1, s, s∗) en la desigualdad (3.1), con la tŕıada (Q,AQ, (AQ)′)
respectivamente.

A continuación se utilizará la regla (3.1) para mostrar que el teorema de Lyapu-
nov para un sistema representado por un modelo LTI en tiempo discreto también
es un caso particular del teorema (3.1).
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Resolución 3.4. La condición R(s) < −α, siendo α un escalar positivo, puede
expresarse mediante la Def.(3.1) como una región del plano complejo, en la forma

D = {s ∈ C ∶ s + s∗ < −2α}. (3.29)

Por lo tanto, utilizando la función caracteŕıstica, la región D puede expresarse
como:

D = {s ∈ C ∶ 2α + s + s∗´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
fD(s)

< 0},
Por el teorema (3.1), y utilizando la regla (3.1), se puede afirmar que la matriz A
tiene sus autovalores en la región D de la Ec.(3.29) ⇔ ∃ Q ≻ 0, tal que satisfaga
la siguiene restricción LMI:

MD(A,Q) = 2αQ +AQ +QA′ ≺ 0. (3.30)

Elipsoide invariante en tiempo continuo

A continuación se utilizará la desigualdad (3.30), para determinar la corres-
pondencia que existe entre la ubicación de los polos del modelo LTI (3.28) con la
trayectoria de sus estados.

Pre y posmultiplicando dicha desigualdad por Q−1, definiendo P ≜ Q−1 y luego
reemplazando, se tiene

A′P + PA + 2αP ≺ 0. (3.31)

Luego, pre y posmultiplicando en la desigualdad (3.31) por x(t)′ y x(t) res-
pectivamente y definiendo V [x(t)] ≜ x′(t)Px(t), resulta

x(t)′A′P x(t) + x(t)′PA x(t) + 2α x(t)′P x(t) < 0,
ẋ(t)′P x(t) + x(t)′Pẋ(t)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

V̇ [x(t)]
+2α x(t)′P x(t)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

V [x(t)]
< 0, (3.32)

por lo que es ĺıcito escribir
V̇ [x(t)]
V [x(t)] < −2α. (3.33)

Integrando entre t1 y t2, siendo t2 − t1 =∆t > 0, se obtiene

V [x(t2)] < V [x(t1)] e−2α∆t. (3.34)

Si la integral se realiza entre 0 y t, se tiene

V [x(t)] < V [x(0)] e−2αt, ∀t > 0. (3.35)

Dado que V [x(t)] es una función cuadrática, y siendo P ≻ 0, resulta que
V [x(t)] > 0 ∀x ≠ 0 y ∀t ≥ 0. Además, su superficie de nivel, en distintos tiempos,
es un elipsoide.
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Definición 3.3:

Dado el modelo (3.28), se denota con ψ(t, x0) a la trayectoria que comienza
en x0 ∈ Rn y describe la evolución de su vector de estados x(t). Luego, se
define como dominio de atracción del origen al siguiente conjunto:

S ≜ {x0 ∈ Rn
∶ ĺım

t→∞
ψ(t, x0) = 0}. (3.37)

Esto es, S es el conjunto de todos los estados iniciales del modelo (3.28)
cuyas trayectorias convergen asintóticamente al origen.

Definición 3.4:

Un conjunto de puntos en el espacio de estados es un conjunto invariante, si
todas las trayectorias ψ(t, x0) que comienzan en él, permanecen dentro de
él. Claramente, S es un conjunto invariante.

Definición 3.5:

Considérese el modelo (3.28) y la función cuadrática V [x(t)] = x(t)′Px(t)
con P = P ′ ≻ 0.
Sea el elipsoide ǫ(P, ρ) el conjunto en el espacio de estados, de todos los
puntos que satisfacen la siguiente desigualdad: V (x) ≤ ρ, con ρ > 0.
Simbólicamente, el elipsoide ǫ(P, ρ) se define como

ǫ(P, ρ) ≜ {x ∈ Rn
∶ V (x) = x′Px ≤ ρ}. (3.38)

Se dice que el elipsoide ǫ(P, ρ) es un invariante contractivo del modelo
autónomo (3.28), si V [x(t)] es estrictamente decreciente para todo t ≥ 0,
esto es,

V̇ [x(t)] < 0, ∀x ∈ ǫ(P, ρ) y ∀t > 0. (3.39)

Obsérvese que si ǫ(P, ρ) es un invariante contractivo, entonces ǫ(P, ρ) ⊂ S, es
decir, el elipsoide está incluido en el dominio de atracción del origen ya que todas
las trayectorias de estados que comiencen desde cualquier punto x0 dentro de él
tienden asintóticamente a cero, cumpliendo con la definición de S en (3.37).
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Definición 3.8:

Considérese la función cuadrática

V [x(k)] = x(k)′Px(k), con P = P ′ ≻ 0, k = 0,1,2, ....∞,

y sea ǫ(P, ρ) un conjunto de puntos en el espacio de estados que satisface
la siguiente desigualdad: V (x) ≤ ρ, con ρ > 0.
Simbólicamente, el elipsoide ǫ(P, ρ) se define como

ǫ(P, ρ) ≜ {x ∈ Rn
∶ V (x) = x′Px ≤ ρ}. (3.50)

Se dice que el elipsoide ǫ(P, ρ) es un invariante contractivo del modelo (3.40),
si la función V [x(k)] es estrictamente decreciente conforme la variable tem-
poral k aumenta desde cero a infinito, esto es,

V [x(k + 1)] < V [x(k)], ∀x ∈ ǫ(P, ρ) y ∀k ≥ 0. (3.51)

Obsérvese que si ǫ(P, ρ) es un invariante contractivo, entonces ǫ(P, ρ) ⊂ S, es
decir, el elipsoide está incluido en el dominio de atracción del origen ya que todas
las trayectorias de estados que comiencen desde cualquier punto x0 dentro de él
tienden asintóticamente a cero, cumpliendo con la definición de S en (3.49).

3.4. Resumen

En este cápitulo se han definido las regiones LMI y los sistemas D−estables. Se
ha hecho uso del teorema (3.1) que permite vincular las regiones LMI con regiones
simétricas en el plano s o z, de la frecuencia compleja.

A través de ejemplos, se ha mostrado que el concepto de estabilidad de Lya-
punov para modelos LTI es un caso particular de la aplicación de este teorema.

También a través de ejemplos y utilizando este teorema, se ha mostrado la
relación que existe entre la ubicación de los polos en el semiplano izquierdo o en el
interior de un ćırculo de radio unitario, con la existencia de un elipsoide invariante
y contractivo que limita la evolución de los estados a una convergencia asintótica
hacia origen.

En los caṕıtulos siguientes se utilizará este concepto, el de la existencia de un
elipsoide invariante, para dar garant́ıa de estabilidad de los sistemas representados
por modelos LTI, tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto.
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Caṕıtulo 4

Formulación del LQR robusto con
restricciones v́ıa LMI

4.1. Introducción

En este caṕıtulo se formularán las especificaciones para el diseño, siempre en el
marco de las LMI, de un regulador robusto con ganancia variable para ser aplicado
a un sistema no lineal con incertidumbres en sus parámetros. El diseño contempla
además otras restricciones operativas, como ser, restricciones en la amplitud de
la variable manipulada y también restricciones en el rango de operación de los
estados.

Primeramente se realizará la formulación de un regulador lineal cuadrático (o
LQR) para un modelo LTI, tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto, que
utiliza un vector ganancias de realimentación estático. Luego, al mismo problema
se le agregará restricciones en la amplitud en la variable manipulada. Posterior-
mente se realizará una formulación para un LQR robusto con restricciones y se
extenderán los resultados obtenidos a una realimentación de estados con vector de
ganancias variable. Finalmente, a través de un ejemplo, se incorporará el uso de
una región terminal que tiene en cuenta restricciones en los estados.

4.2. Formulación del problema LQR para mode-

los LTI

4.2.1. Formulación del LQR en tiempo continuo

Considérese el siguiente modelo LTI:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), con x(0) = x0, x ∈ Rn, u ∈ Rm, (4.1)

y una ley de control lineal por realimentación de estados, dada por

u(t) = Fx(t). (4.2)

49
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El sistema en lazo cerrado, resulta

ẋ(t) = Aclx(t), con x(0) = x0, donde Acl ≜ A +BF. (4.3)

Teorema 4.1: Estabilidad y desempeño nominal [43][11]

Dada una condición inicial x0 ≠ 0 para un instante inicial t = 0 en el modelo
LTI representado por la Ec.(4.1), y una entrada u(t) dada por la Ec.(4.2).
Entonces, si se satisfacen las siguientes LMIa:

( 1 x′0
x0 Q

) ≻ 0,

⎛⎜⎝
QA′ +AQ + Y ′B′ +BY QR

1/2

x Y ′R
1/2

u

R
1/2

x Q −Iρ 0

R
1/2

u Y 0 −Iρ

⎞⎟⎠ ≺ 0,

siendo Rx ⪰ 0, Ru ≻ 0, ρ > 0, Q = P −1ρ,

(4.4)

la matriz ganancia de realimentación estática F, definida como:

F ≜ Y Q−1

garantiza que el origen es asintóticamente estable para el modelo dado por
la Ec.(4.3), y que la función de costo cuadrático, definida como

J∞(x, u) ≜ ∫ ∞

0
(x(t)′Rxx(t) + u(t)′Ruu(t))dt, (4.5)

tiene al escalar ρ como cota superior, esto es

J∞(x, u) < ρ. (4.6)

aQ e Y son las matrices variables de decisión

Demostración teorema 4.1. a) Utilizando el complemento de Schur, es fácil
ver que la primera LMI en (4.4) define el siguiente elipsoide inicial

ǫ(P, ρ) = {x0 ∈ Rn∣x′0Px0 < ρ}. (4.7)

b) La segunda LMI en (4.4) muestra que1

∀x ∈ ǫ(P, ρ), y ∀t ≥ 0, V̇ [x(t)] = 2ẋ(t)′PAcl < 0.

1Recordar que ǫ(P, ρ) = {x0 ∈ R
n∣x′

0
Px0 < ρ} es un invariante contractivo del modelo (4.3),

es decir, es un conjunto incluido en el dominio de atracción del origen, si

V̇ [x(t)] = 2x′PAclx(t) < 0, ∀x(t) ∈ ǫ(P, ρ), y ∀t ≥ 0.
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En efecto, utilizando el complemento de Schur la misma puede escribirse
como

( QA′ +AQ + Y ′B′ +BY ) + ( QR
1/2
x Y ′R

1/2
u )

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

I

ρ
0

0
I

ρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎝
R

1/2
x Q

R
1/2
u Y

⎞⎟⎟⎠ ≺ 0.

(4.8)

Operando matricialmente y luego, remplazando Y = FQ, se tiene

QA′ +AQ + Y ′B′ +BY + Q(Rx

ρ
)Q + Y ′ (Ru

ρ
)Y ≺ 0,

QA′ +AQ +QF ′B′ +BFQ + Q(Rx

ρ
)Q +QF ′ (Ru

ρ
)FQ ≺ 0,

Q (A′ + F ′B′) + (A +BF )Q + Q(Rx

ρ
+ F ′

Ru

ρ
F)Q ≺ 0. (4.9)

Pre y pos multiplicando la desigualdad (4.9) por Q−1, resulta

(A′ + F ′B′)Q−1 +Q−1 (A +BF ) + (Rx

ρ
+ F ′

Ru

ρ
F) ≺ 0, (4.10)

y reemplazando Q−1 por (P
ρ
) , se obtiene

(A′ + F ′B′)(P
ρ
) + (P

ρ
)(A +BF ) + (Rx

ρ
+ F ′

Ru

ρ
F) ≺ 0. (4.11)

Multiplicando por ρ y siendo A + BF = Acl, la desigualdad anterior puede
expresarse del siguiente modo:

A′clP + PAcl + Rx + F ′RuF ≺ 0,

A′clP + PAcl ≺ − (Rx + F ′RuF ) . (4.12)

Finalmente, pre y posmultiplicando la desigualdad (4.12) por x′(t) y x(t)
respectivamente, se tiene

x(t)′ ( A′clP + PAcl )x(t) < −x(t)′ ( Rx + F ′RuF )x(t),
2x(t)′PAclx(t) < −x(t)′ ( Rx + F ′RuF )x(t),
V̇ [x(t)] < − (x(t)′Rxx(t) + u(t)′Ruu(t)) . (4.13)

Siendo Rx ⪰ 0 y Ru ≻ 0, es claro que ∀x(t) ≠ 0 y ∀u(t) ≠ 0 el lado dere-
cho de la desigualdad (4.13) es negativo, lo que garantiza que el origen es
asintóticamente estable para el modelo en lazo cerrado (4.3).



52 CAPÍTULO 4. FORMULACIÓN DEL LQR ROBUSTO . . .

Además, a partir de la desigualdad (4.13), se puede mostrar que la función
de costo cuadrático dada por (4.5) es menor que ρ, del siguiente modo:

V [x(t)]∣∞0 < −∫
∞

0
(x(t)′Rxx(t) + u(t)′Ruu(t))dt .

V [x(∞)] − V [x(0)] < −∫ ∞

0
(x(t)′Rxx(t) + u(t)′Ruu(t))dt . (4.14)

Siendo el origen asintóticamente estable para el modelo (4.3),

ĺım
tÐ→∞

x(t) = 0
y por lo tanto,

ĺım
tÐ→∞

V [x(t)] = 0.
Luego, se tiene que

V [x(0)] > ∫ ∞

0
(x(t)′Rxx(t) + u(t)′Ruu(t))dt, (4.15)

y siendo V [x(0)] = x′0Px0 < ρ, resulta que

J∞(x, u) < ρ. (4.16)

De esta forma, el problema LQR puede ser resuelto v́ıa LMI, resolviendo el
siguiente problema de minimización2:

mı́n
ρ,Y,Q≻0

ρ, s.a: (4,4). (4.17)

4.2.2. Formulación del LQR en tiempo discreto

Considérese el siguiente modelo LTI

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k), con x(0) = x0, x ∈ Rn, u ∈ Rm,

k = 0,1,2, ...,∞,
(4.18)

y una ley de control por realimentación de estados, dada por

u(k) = Fx(k). (4.19)

El sistema en lazo cerrado, resulta

x(k + 1) = Aclx(k), con x(0) = x0, donde Acl ≜ A +BF. (4.20)

2La acción de control que se obtiene al minimizar J∞(x,u), resuelve en forma óptima el com-
promiso entre la velocidad de respuesta y la enerǵıa de control. La solución a dicho compromiso
se debe a que cuanto mayor sea la enerǵıa de la señal de control el sistema responderá más
rápidamente, pero mayores serán los sobrevalores o sobrepicos de la respuesta, y mayor será el
costo de la señal manipulada, pudiendo provocar saturaciones o variables fuera de sus cotas [37].



4.2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA LQR PARA MODELOS LTI 53

Teorema 4.2: Estabilidad y desempeño nominal [52][25]

Dada una condición inicial x0 ≠ 0 para un instante inicial k = 0 en el modelo
LTI representado por la ecuación (4.18), y una entrada u(k) dada por la
ecuación (4.19). Entonces, si se satisfacen las siguientes LMIsa:

( 1 x′0
x0 Q

) ≻ 0,
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

Q QA′ + Y ′B′ QR
1/2
x Y ′R

1/2
u

AQ +BY Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u Y 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0,

siendo Rx ⪰ 0, Ru ≻ 0, ρ > 0, Q = P −1ρ,

(4.21)

la matriz ganancia de realimentación estática F, dada por

F = Y Q−1,

garantiza que el origen es asintóticamente estable para el modelo dado por
la Ec.(4.20), y que la función de costo cuadrático, definida como

J∞(x, u) ≜ ∞∑
k=0

x(k)′Rxx(k) + u(k)′Ruu(k), (4.22)

tiene al escalar ρ como cota superior, esto es

J∞(x, u) < ρ. (4.23)

aQ e Y son las matrices variables de decisión

Demostración teorema 4.2. a) De manera análoga al caso en tiempo conti-
nuo, utilizando el complemento de Schur es fácil ver que la primera LMI en
(4.21) determina el siguiente elipsoide inicial:

ǫ(P, ρ) = {x0 ∈ Rn∣x′0Px0 < ρ}. (4.24)

b) La segunda LMI en (4.21) muestra que3

∀x(k) ∈ ǫ(P, ρ), y ∀k ≥ 0, V [x(k)] − V [x(k + 1)] > 0.
3Recordar que el elipsoide ǫ(P, ρ) es un invariante contractivo del sistema (4.20), es decir, es

un conjunto incluido en el dominio de atracción del origen, si

V [x(k)] − V [x(k + 1)] > 0, ∀x(k) ∈ ǫ(P, ρ), y ∀k ≥ 0. (4.25)
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En efecto, agrupando en bloques en dicha desigualdad, se tiene

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎝
Q QA′ + Y ′B′

AQ +BY Q

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
QR

1/2
x Y ′R

1/2
u

0 0

⎞⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
R

1/2
x Q 0

R
1/2
u Q 0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎝
ρI 0

0 ρI

⎞⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

≻ 0, (4.26)

y utilizando el complemento de Schur, se puede escribir

⎛⎜⎝
Q QA′ + Y ′B′

AQ +BY Q

⎞⎟⎠ −
⎛⎜⎝

QR
1/2
x Y ′R

1/2
u

0 0

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝

ρ−1I 0

0 ρ−1I

⎞⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

R
1/2
x Q 0

R
1/2
u Q 0

⎞⎟⎟⎠ ≻ 0.
(4.27)

Operando matricialmente, resulta

⎛⎜⎝
Q QA′ + Y ′B′

AQ +BY Q

⎞⎟⎠ −
⎛⎜⎜⎜⎝
Q(Rx

ρ
)Q + Y ′ (Ru

ρ
)Y 0

0 0

⎞⎟⎟⎟⎠
≻ 0, (4.28)

⎛⎜⎜⎜⎝
Q −Q(Rx

ρ
)Q − Y ′ (Ru

ρ
)Y QA′ + Y ′B′

AQ +BY Q

⎞⎟⎟⎟⎠
≻ 0, (4.29)

Según el complemento de Schur la desigualdad anterior se satisface, si se
satisfacen simultáneamente las siguientes desigualdades:

Q ≻ 0, y

Q −Q(Rx

ρ
)Q − Y ′ (Ru

ρ
)Y − (QA′ + Y ′B′)Q−1(AQ +BY ) ≻ 0.

Ordenando los términos, y luego remplazando Y = FQ, se obtiene

Q − (QA′ + Y ′B′)Q−1(AQ +BY ) ≻ Q(Rx

ρ
)Q + Y ′ (Ru

ρ
)Y,

Q − (QA′ +QF ′B′)Q−1(AQ +BFQ) ≻ Q(Rx

ρ
)Q +QF ′ (Ru

ρ
)FQ.

(4.30)
Pre y posmultiplicando por Q−1, resulta

Q−1 − (A′ + F ′B′)Q−1(A +BF ) ≻ (Rx

ρ
) + F ′ (Ru

ρ
)F.
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Reemplazando Q−1 =
P

ρ
y A +BF = Acl, se tiene

(P
ρ
) −A′cl (Pρ )Acl ≻ (Rx

ρ
) + F ′ (Ru

ρ
)F.

Multiplicando por ρ, y luego premultiplicando por x′(k) y posmultiplicando
por x(k), es posible escribir

x′(k)Px(k) − x′(k)A′cl´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶[x′(k+1)]
P Aclx(k)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x(k+1)
> x′(k)Rxx(k) + x′(k)F ′´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

u′(k)
RuFx(k)´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

u(k)
,

obteniéndose finalmente

V [x(k)] − V [x(k + 1)] > x′(k)Rxx(k) + u′(k)Ruu(k). (4.31)

Como en el caso previo analizado en tiempo continuo, siendo Rx ⪰ 0 y Ru ≻ 0,
es claro que ∀x(k) ≠ 0 y ∀u(k) ≠ 0 el lado derecho de la desigualdad (4.31)
es positivo, lo que garantiza que el origen es asintóticamente estable para el
modelo en lazo cerrado (4.20).

Además, a partir de la desigualdad (4.31), se puede mostrar que la función
de costo cuadrático dada por (4.22) es menor que ρ, del siguiente modo:

V [x(k)] − V [x(k + 1)] > x(k)′ [Rx + F ′RuF ]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≜Φ

x(k),
k = 0,1,2...,∞.

(4.32)

Expandiendo y sumando los términos en la desigualdad (4.32), se tiene

V [x(0)] − V [x(1)] > x(0)′ Φ x(0)
+ +

V [x(1)] − V [x(2)] > x(1)′ Φ x(1)
+ +

V [x(2)] − V [x(3)] > x(2)′ Φ x(2)
+ +

⋮ > ⋮

+ +

V [x(m)] − V [x(l + 1)] > x(l)′ Φ x(l)
⋯⋯⋯⋯⋯⋯ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯

V [x(0)] − V [x(l + 1)] > l

∑
k=0

x(k)′ [Rx + F
′RuF ]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Φ

x(k).

(4.33)
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Siendo el origen asintóticamente estable para el modelo (4.20),

ĺım
kÐ→∞

x(k) = 0
y por lo tanto,

ĺım
kÐ→∞

V [x(k)] = 0.
De esta manera la sumatoria en (4.33) para l →∞, resulta

V [x(0)] > ∞

∑
k=0

x(k)′[Rx + F
′RuF ]x(k), (4.34)

o bien,
V [x(0)] > J∞(x, u), (4.35)

y siendo V [x(0)] = x′0Px0 < ρ, resulta que

J∞(x, u) < ρ. (4.36)

De esta forma, el problema LQR en tiempo discreto puede ser resuelto v́ıa
LMI, resolviendo el siguiente problema de minimización:

mı́n
ρ,Y,Q≻0

ρ, s.a: (4,21). (4.37)

4.3. LQR para sistemas LTI con restricciones en

el vector de entradas

4.3.1. Restricción en la amplitud del módulo de la variable
manipulada

Las limitaciones f́ısicas inherentes al equipamiento dentro del proceso, imponen
restricciones “duras”sobre la variable manipulada4 u(t) o u(k).

En esta sección se verá cómo los ĺımites sobre la señal de control pueden in-
corporarse al diseño del controlador mediante el uso de LMI.

Considérese que para todo t ≥ 0 o k ≥ 0, debe cumplirse que

∣u(⋅)∣2 < umáx. (4.38)

A continuación, se desarrollará una formulación LMI para garantizar que la res-
tricción (4.38) sea satisfecha.

En primer lugar, téngase en cuenta que ∀x(⋅) ∈ ǫ(P, ρ), y ∀t (ó k) ≥ 0, se
satisface x(⋅)′Q−1x(⋅) ≤ 1. Definiendo ε(⋅) ≜ Q−1/2x(⋅), se tiene

ε(⋅)′ε(⋅) ≤ 1. (4.39)

4Indistintamente la dependencia temporal de las variables, sea en tiempo continuo o en tiempo
discreto, se expresa mediante (⋅).
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Siendo u(⋅) = Fx(⋅), con x ∈ Rn y u ∈ Rm

∣u(⋅)∣22 = x(⋅)′F ′Fx(⋅). (4.40)

Recordando que F = Y Q−1, se puede escribir5

∣u∣22 = x′Q−1Y ′Y Q−1x. (4.41)

∣u∣22 = x′Q−1/2´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ε′

Q−1/2Y ′Y Q−1/2´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≜H′H

Q−1/2x´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
ε

,
(4.42)

definiendo
H ≜ Y Q−1/2, (4.43)

la desigualdad (4.41) puede escribirse como

∣u∣22 = ε′ H ′H ε. (4.44)

La matriz H ′H es simétrica, por lo tanto, puede ser diagonalizada ortonormal-
mente del siguiente modo [41][11]:

H ′H = T ′ Λ T,
(4.45)

resultando ∣u∣22 = ε′ T ′ΛT ε, (4.46)

y definiendo v ≜ Tε, se tiene

v′ Λ v =
l=n

∑
l=1

λl v
2
l ≤ λmáx(Λ) l=n

∑
l=1

v2l , (4.47)

donde λl, con l = 1,2, ..., n, representa los valores singulares de H, siendo λmáx su
máximo valor singular.

Luego, se puede escribir

∣u(⋅)∣22 ≤ λmáx(Λ) l=n

∑
l=1

v2l (⋅). (4.48)

La matriz T es ortonormal, por lo tanto, el vector v(⋅) es solo una rotación
de vector ε(⋅), es decir, ambos vectores tienen el mismo módulo, resultando

∣u(⋅)∣22 ≤ λmáx(Λ) ε′(⋅)ε(⋅)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≤1

,
(4.49)

y por lo tanto, ∣u(⋅)∣22 ≤ λmáx(Λ). (4.50)

De esta manera, si se impone la condición

λmáx(Λ) < u2máx, (4.51)

se garantiza el cumplimiento de la desigualdad (4.38).

5Para mayor claridad en la notación, en lo que sigue, se omite el argumento temporal en las
variables.
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Formulación de la restricción (4.51) v́ıa LMI

Teniendo en cuenta que los autovalores no nulos deH ′H yHH ′ son los mismos,
se tiene que

λmáx(Λ) = λmáx (H ′H) = λmáx (HH ′), (4.52)

y reemplazando por la ecuación (4.43), resulta

λmáx(Q−1/2Y ′Y Q−1/2) = λmáx(Y Q−1Y ′) < u2máx. (4.53)

La desigualdad escalar (4.53) implica la siguiente desigualdad matricial

Y Q−1Y ′ ≺ u2máxI, (4.54)

y utilizando el complemento de Schur, la desigualdad (4.54) puede escribirse como

( u2máxI Y

Y ′ Q
) ≻ 0. (4.55)

De esta forma, si se satisface la LMI (4.55) se garantiza el cumplimiento de la
desigualdad (4.38).

4.3.2. Restricción en la amplitud de cada componente

Considérese ahora que debe cumplirse la siguiente restricción en la amplitud
pico de cada componente del vector u(⋅):

∣ur(⋅)∣ < urmáx
, ∀ t, k ≤ 0, r = 1,2, ...,m. (4.56)

Siendo

u =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u1
⋮

ur
⋮

um

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f11 ⋯ f1n
⋮ ⋮ ⋮

fr1 ⋯ frn
⋮ ⋮ ⋮

f1m ⋯ fmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
F=Y Q−1

⎛⎜⎝
x1
⋮

xn

⎞⎟⎠ , (4.57)

ur = frx = yrQ−1x. (4.58)

Luego, se puede escribir

∣ur(⋅)∣2 = x(⋅)′Q−1y′r yrQ−1x(⋅) < u2rmáx
, ∀ t, k ≥ 0, r = 1,2, ...,m. (4.59)

Haciendo

x′Q−1y′r yrQ
−1x = x′Q−1/2´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ε′

Q−1/2y′r yrQ−1/2´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≜ h′rhr

Q−1/2x´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
ε

,
(4.60)

y procediendo en forma análoga a lo realizado anteriormente, se arriba a las si-
guientes restricciones LMI:

( u2rmáx
yr

y′r Q
) ≻ 0, con r = 1,2, ...,m. (4.61)
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Con este análisis se concluye que si se satisface las LMIs (4.61), entonces se
garantiza el cumplimiento de la desigualdad (4.56).

A continuación se muestra un resumen para el cálculo de un controlador LQR
v́ıa LMI con restricciones en la manipulada, en tiempo continuo y en tiempo
discreto.

LQR para modelos LTI con restricciones en la manipulada

mı́n
ρ,Y,Q≻0

ρ, s.a:

( 1 x′0
x0 Q

) ≻ 0,

⎛⎜⎝
QA′ +AQ + Y ′B′ +BY QR

1/2

x Y ′R
1/2

u

R
1/2

x Q −Iρ 0

R
1/2

u Y 0 −Iρ

⎞⎟⎠
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Para tiempo continuo

≺ 0,

⎛⎜⎜⎜⎜⎝

Q QA′ + Y ′B′ QR
1/2
x Y ′R

1/2
u

AQ +BY Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u Y 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Para tiempo discreto

≻ 0,

( u2máxI Y

Y ′ Q
) ≻ 0, (Restricción en amplitud del módulo),

( u2rmáx
yr

y′r Q
) ≻ 0, con r = 1,2, ...,m, (Restricción en amplitud

de cada componente),
donde Q = P −1ρ, Y = FQ, ρ > 0, Rx ⪰ 0, Ru ≻ 0.

Siendo la ganancia de realimentación estática ∶ F = Y Q−1.
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4.4. LQR robusto para modelos LPV represen-

tados mediante modelos politópicos

En el diseño de un sistema de control, es fundamental disponer de un modelo
matemático que represente lo mejor posible a la planta o sistema f́ısico a controlar,
de lo contrario es poco probable que los resultados obtenidos sean los deseados.

La técnica de control robusto busca encerrar todo lo que está fuera del modelo
nominal en lo que se denomina modelo de incertidumbres, de forma tal que la
planta real que se quiere gobernar esté incluida dentro de una familia de modelos
formada por la planta nominal más las incertidumbres.

Hasta aqúı se ha visto como las LMI se aplican a modelos LTI, en esta sección
se extienden los resultados obtenidos en las secciones previas, para resolver proble-
mas de control que involucren modelos lineales con incertidumbres paramétricas
o modelos LPV.

Se partirá de un modelo LPV del cual se sabe que sus parámetros, aunque sean
inciertos, se encuentran acotados dentro de un intervalo determinado.

4.4.1. Modelo con incertidumbres en tiempo continuo

Modelo para sistemas inciertos

Considérese el siguiente modelo LPV:

ẋ(t) = A(η(t)) x(t) +B(η(t)) u(t), x(0) = x0, x ∈ Rn, u ∈ Rm, (4.62)

donde η(t) es un parámetro vectorial que toma en cuenta las incertidumbres en
el modelo, como ser no linealidad del sistema y variación en sus parámetros de
entrada []. La matriz de estado A(⋅) y de entrada B(⋅), dependen de este parámetro
η(t).

Luego, es posible incorporar la dinámica del modelo incierto (4.62) dentro de
un politopo convexo de nm vértices que dependen en forma af́ın del parámetro
η(t) [13], del siguiente modo:

[ A(η(t)) ∣ B(η(t)) ] ∈ Ω, ∀t ≥ 0, (4.63)

donde Ω es un politopo, con nm modelos LTI en sus vértices, el cual es definido
como:

Ω ≜ Co{[A1 ∣ B1], [A2 ∣ B2], ..., [Anm
∣ Bnm

]}, (4.64)

donde Co significa cáscara convexa, y las duplas [Aj ∣ Bj] son las matrices de cada
modelo LTI vértice.

Esto es, ∀t ≥ 0 existen nm coeficientes no negativo αj(t), con j = 1,2, ...nm, tal
que:

[A(η(t)) ∣ B(η(t))] = nm

∑
j=1

αj(t)[Aj ∣ Bj],
nm

∑
j=1

αj(t) = 1.
(4.65)
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nm = 1 corresponde al modelo LTI nominal, y en tal caso α1(t) = 1,∀t.
Es importante destacar que la representación politópica abarca también a los

sistemas no lineales, modelados por

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t),
siempre y cuando sus matrices jacobianas [δf

δx

δf

δu
] calculadas en distintos ins-

tantes de tiempo o en distintos puntos de operación, estén dentro del politopo de
incertidumbres Ω.

Formulación del problema LQR robusto

En esta sección se presenta la formulación de un regulador robusto que tiene
en cuenta las incertidumbres en el modelo planteadas bajo una representación
politópica como se vió previamente.

En particular, se modificará el problema de la minimización de una función
objetivo nominal, de la teoŕıa clásica de LQR, minimizando una función objetivo
que representa el peor de los casos posibles tomando en cuenta todo el conjunto
de incertidumbre [9].

Considérese el modelo LPV de la Ec.(4.62) asociado a un conjunto de incerti-
dumbres representado por el politopo Ω de la Ec.(4.64). Se plantea la optimización
de la siguiente función objetivo de desempeño robusto como sigue6:

mı́n
u(t) ∈ L2

máx[A(η) ∣ B(η)] ∈ Ω
J∞(x, u), (4.66)

donde

J∞(x, u) = ∫ ∞

0
(x′(t)Rxx(t) + u′(t)Ruu(t)) dt. (4.67)

La maximización hecha sobre el conjunto Ω corresponde a la elección de aquella
planta [A(η) ∣ B(η)] ∈ Ω y ∀t ≥ 0, tal que si es utilizada como modelo de
representación, conduce al mayor valor de la función objetivo J∞(x, u), conocido
como worst-case. Mientras que la minimización corresponde a la elección de aquella
acción de control u(t), de cuadrado integrable, que minimice el worst-case.

Este es un problema mı́n-máx que aunque resulte convexo, es computacional-
mente muy costoso [25]. En su lugar, y siguiendo el mismo planteo del caṕıtulo
anterior, se buscará una cota superior para la función objetivo robusta Ec.(4.67),
y luego, se minimizará esa cota utilizando una ley de control por realimentación
lineal7 de estado v́ıa LMI.

Considérese el modelo LPV representado por la Ec.(4.62) asociado a un conjun-
to de incertidumbres representado por el politopo Ω de la Ec.(4.64), y considérese
la entrada u(t), dada por

u(t) = Fx(t). (4.68)

6Para simplificar la notación se omitirá la dependencia temporal del parámetro y se reempla-
zará a las matrices A(η(t)) y B(η(t)) por A(η) y B(η), respectivamente

7Es importante recordar que en el problema original, al tener incertidumbres y/o restricciones,
la realimentación de estados óptima no es necesariamnete lineal. Aqúı se fuerza a que sea lineal
para poder utilizar las LMI y lo que se busca como resultado de la optimización es el vector de
ganancias F .
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El modelo LPV en lazo cerrado, resulta

ẋ(t) = Acl(η)x(t), con x(0) = x0, donde Acl(η) = A(η) +B(η)F. (4.69)

Cada modelo LTI vértice del poĺıtopo, es representado por

ẋ(t) = Ajx(t) +Bju(t), x(0) = x0,
con j = 1,2, ..., nm,

(4.70)

y cada modelo vértice en lazo cerrado, está dado por

ẋ(t) = Ajclx(t), con x(0) = x0, donde Ajcl = Aj +BjF, (4.71)

de manera que Acl(η), puede ser representada mediante la siguiente combinación
convexa:

Acl(η) = nm

∑
j=1

αjAjcl . (4.72)

Teorema 4.3: Estabilidad y desempeño robusto

Considérese el modelo LPV dado por la Ec.(4.62) y un conjunto de incer-
tidumbres Ω asociado a él descripto por la Ec.(4.64). Asumiendo que las
siguientes LMI son satisfechas:

( 1 x′0
x0 Q

) ≻ 0, (4.73)

⎛⎜⎜⎝
QA′j +AjQ + Y ′B

′

j +BjY QR
1/2

x Y ′R
1/2

u

R
1/2

x Q −Iρ 0

R
1/2

u Y 0 −Iρ

⎞⎟⎟⎠ ≺ 0, con j = 1,2, ..., nm.

(4.74)
Siendoa Q = P −1ρ, Y = FQ, Rx ⪰ 0, Ru ≻ 0, y ρ > 0.

Entonces, la ley de control dada por (4.68) con matriz ganancia de realimen-
tación estática dada por F = Y Q−1, garantiza que el origen es asintótica-
mente estable para el modelo LPV (4.62) y que la función objetivo robusta
(4.67) tiene al escalar ρ por cota superior.

aQ e Y son las matrices de decisión.

Demostración teorema 4.3. La demostración es similar a la del teorema (4.1)
para el modelo nominal. La LMI en (4.73) conduce a la determinación del elipsoide
inicial

ǫ(P, ρ) = {x0 ∈ Rn∣x′0Px0 < ρ}, (4.75)

y las nm LMI en (4.74) conducen a

A′jclP + PAjcl ≺ − (Rx + F ′RuF ) , con j = 1,2, . . . , nm. (4.76)
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Realizando una combinación convexa a cada lado de la desigualdad, se tiene

nm

∑
j=1

αj (A′jclP + PAjcl) ≺ −nm

∑
j=1

αj (Rx + F
′RuF ),

(nm

∑
j=1

αjA
′

jcl
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A′

cl
(η)

P + P
nm

∑
j=1

αjAjcl

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Acl(η)

≺
− (Rx + F ′RuF ) nm

∑
j=1

αj

²
=1

.

Resultando,

Acl(η)′P + PAcl(η) ≺ − (Rx + F ′RuF ) . (4.77)

Luego, pre y posmultiplicando por x(t)′ y x(t), respectivamente, se obtiene

x(t)′ (Acl(η)′P + PAcl(η))x(t) < −x(t)′ (Rx + F ′RuF )x(t),
y de (4.69), resulta

2x(t)′P ẋ(t)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
V̇ [x(t)]

< − (x(t)′Rxx(t) + u(t)′Ruu(t)) < 0.
⇒ V̇ [x(t)] < 0.

(4.78)

Esta última desigualdad demuestra que ǫ(P, ρ) es un elipsoide invariante contrac-
tivo para todos los estados del sistema incierto, por lo tanto, la acción de control
u(t) = Y Q−1x(t) garantiza la estabilidad robusta.

Luego, integrando (4.78) en un intervalo de tiempo infinito

V [x(∞)]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
0

−V [x(0)] < −∫ ∞

0
(x(t)′Rxx(t) + u(t)′Ruu(t))dt, (4.79)

se tiene

J∞(x, u) = ∫ ∞

0
(x(t)′Rxx(t) + u(t)′Ruu(t))dt < x′0Px0 < ρ, (4.80)

lo cual muestra que la acción de control u(t) = Y Q−1x(t), además de estabilizar
al sistema incierto le fija una cota superior a la función objetivo robusta.

Por lo tanto, el problema LQR robusto se puede formular como el siguiente
problema de minimización:

mı́n
ρ,Y,Q≻0

ρ, s.a: (4,73) y (4,74). (4.81)
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4.4.2. Modelo con incertidumbres en tiempo discreto

Modelo para sistemas inciertos

De manera análoga a lo realizado para tiempo continuo se formulará el proble-
ma LQR para sistemas inciertos en tiempo discreto.

Considérese el siguiente modelo LPV:

x(k + 1) = A(η(k))x(k) +B(η(k))u(k), con x(0) = x0, k = 0,1,2, ...,∞,
(4.82)

donde las matrices A(η(k)) y B(η(k)) dependen del parámetro η(k).
Luego, es posible incorporar la dinámica del modelo incierto (4.82) dentro de

un politopo convexo de nm vértices que dependen en forma af́ın del parámetro
η(k) [50], del siguiente modo:

[A(η(k)) ∣ B(η(k))] ∈ Ω, ∀k ≥ 0, (4.83)

donde Ω es un politopo, con nm modelos LTI en sus vértices, el cual es definido
como:

Ω ≜ Co { [A1 ∣ B1], [A2 ∣ B2], ..., [Anm
∣ Bnm

] }, (4.84)

donde Co significa cáscara convexa, y las duplas [Aj ∣ Bj] son las matrices de cada
modelo LTI vértice.

Esto es, ∀k ≥ 0 existen nm coeficientes no negativos αj(k), con j = 1,2, ...nm,

tal que:

[A(η(k)) ∣ B(η(k))] = nm

∑
j=1

αj(k) [Aj ∣ Bj],
nm

∑
j=1

αj(k) = 1.
(4.85)

Formulación del problema LQR robusto

Siguiendo el mismo razonamiento de la sección (4.4.1), pero aplicado a modelos
LPV en tiempo discreto, se pretende optimizar la siguiente función objetivo de
desempeño robusto8:

mı́n
u(k),k=0,1,...,∞ máx[A(η) ∣ B(η)] ∈ Ω, k≥0

J∞(x, u), (4.86)

donde

J∞(x, u) ≜ ∞∑
k=0

x(k)′Rxx(k) + u(k)′Ruu(k), con Rx ⪰ 0 y Ru ≻ 0. (4.87)

Considérese el modelo LPV representado en la Ec.(4.82) asociado a un conjunto
de incertidubres representado por el politopo Ω de la Ec.(4.84), y considérese la
entrada u(k) dada por

u(k) = Fx(k). (4.88)

8Para simplificar la notación se omitirá la dependencia temporal del parámetro (η(k)), es
decir, se reemplazará a las matrices A(η(k)) y B(η(k)) por A(η) y B(η), respectivamente.
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El modelo LPV en lazo cerrado, resulta

x(k+1) = Acl(η)x(k), con x(0) = x0, donde Acl(η) = A(η)+B(η)F. (4.89)
Cada modelo LTI vértice del poĺıtopo, es representado por

x(k + 1) = Ajx(k) +Bju(k), x(0) = x0,
con j = 1,2, ..., nm,

(4.90)

y cada modelo vértice en lazo cerrado, está dado por

x(k + 1) = Ajclx(k), con x(0) = x0, donde Ajcl = Aj +BjF, (4.91)

de esta manera Acl(η), puede ser representado mediante la siguiente combinación
convexa:

Acl(η) = nm

∑
j=1

αjAjcl . (4.92)

Teorema 4.4: Estabilidad y desempeño robusto[25]

Considérese el modelo LPV dado por la Ec.(4.82) y un conjunto de incer-
tidumbres Ω asociado asociado a él descripto por la Ec.(4.84). Asumiendo
que las siguientes LMI son satisfechas:

( 1 x′0
x0 Q

) ≻ 0, (4.93)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝

Q QA′j + Y
′B′j QR

1/2
x Y ′R

1/2
u

AjQ +BjY Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u Y 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0, con j = 1,2, ..., nm.

(4.94)
Siendoa Q ≜ P −1ρ ≻ 0, Y ≜ FQ, Rx ⪰ 0, Ru ≻ 0, ρ > 0.

Entonces, la ley de control dada por (4.88) con matriz ganancia de realimen-
tación estática dada por F = Y Q−1, garantiza que el origen es asintótica-
mente estable para el modelo LPV (4.82) y que la función objetivo robusta
(4.87) tiene al escalar ρ como cota superior.

aQ e Y son las matrices de decisión.

Demostración teorema 4.4. La LMI en (4.93) conduce a la determinación del
elipsoide inicial

ǫ(P, ρ) = {x0 ∈ Rn∣x′0Px0 < ρ}. (4.95)

A continuación se demostrará que si se satisfacen las nm LMI en (4.94), enton-
ces el elipsoide ǫ(P, ρ) es un invariante contractivo para el modelo en lazo cerrado
(4.89), esto es,

V [x(k)] − V [x(k + 1)] > 0, ∀x(k) ∈ ǫ(P, ρ). (4.96)
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Realizando una combinación convexa con las nm LMI en (4.94), se obtiene

nm

∑
s=1

αj

⎛⎜⎜⎜⎜⎝

Q Q(Ajcl)′ QR
1/2
x Y ′R

1/2
u

AjclQ Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u Y 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q Q (nm

∑
j=1

αjA
′

jcl
) QR

1/2
x Y ′R

1/2
u

(nm

∑
j=1

αjAjcl) Q Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u Y 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0,

(4.97)

⇒

⎛⎜⎜⎜⎜⎝

Q QA′cl(η) QR
1/2
x Y ′R

1/2
u

Acl(η)Q Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u Y 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0. (4.98)

A partir de aqúı, la demostración es similar a la del teorema (4.2) para el
sistema nominal, arribándose a

V [x(k)] − V [x(k + 1)] > x(k)′[Rx + F
′RuF ]x(k)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>0,∀x≠0

,
∀k ≥ 0, y ∀[A(η) ∣ B(η)] ∈ Ω,

(4.99)

que a su vez implica

V [x(0)] > ∞∑
k=0

x(k)′[Rx + F
′RuF ]x(k), ∀k ≥ 0, y ∀[A(η) ∣ B(η)] ∈ Ω,

(4.100)
y dado que V [x(0)] < ρ,⇒ J∞(x, u) < ρ.

Por lo tanto, la función objetivo de desempeño robusto

mı́n
u(k), k=0,1,...,∞

máx[A(η) ∣ B(η)] ∈ Ω, k≥0
J∞(k), (4.101)

se ve optimizada al resolver el siguiente problema de minimización v́ıa LMI:

mı́n
ρ, Y, Q≻0

ρ, s.a ∶ (4,93) y (4,94). (4.102)

4.5. LQR robusto con restricción en la variable

manipulada

En la sección (4.3) se vió, tanto para modelos en tiempo cont́ınuo como para
modelos en tiempo discreto, que si se requiere que ∣∣u(⋅)∣∣2 < umáx, ∀ t, k ≥ 0,
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entonces, debe ser satisfecha la siguiente LMI:

( u2máxI Y

Y ′ Q
) ≻ 0. (4.103)

Mientra que si se requiere que ∣ur(⋅)∣ ≤ urmáx
, ∀ t, k ≥ 0, r = 1,2, ...,m., se

deben satisfacer la siguientes LMI:

( u2rmáx
yr

y′r Q
) ≻ 0, con r = 1,2, ...,m. (4.104)

Como se observa, en ninguna de ellas aparece el modelo LPV, por lo tanto,
estas restricciones para el caso LTI nominal, son las mismas que las requeridas
para el modelo LPV con incertidumbres.

A continuación se resumen en dos cuadros, para el modelo en tiempo continuo
y el modelo en tiempo discreto, el problema LQR robusto con restricciones en la
variable manipulada.

LQR robusto con restricciones en tiempo continuo

mı́n
ρ, Y, Q≻0

ρ, s.a ∶

( 1 x′0
x0 Q

) ≻ 0.

⎛⎜⎜⎝
QA′j +AjQ + Y ′B

′

j +BjY QR
1/2

x Y ′R
1/2

u

R
1/2

x Q −Iρ 0

R
1/2

u Y 0 −Iρ

⎞⎟⎟⎠ ≺ 0, con j = 1,2, ..., nm.

( u2máxI Y

Y ′ Q
) ≻ 0, para ∣∣u(t)∣∣2 ≤ umáx, ∀t ≥ 0.

( u2rmáx
yr

y′r Q
) ≻ 0, con r = 1,2, ...,m, para ∣ur(t)∣ ≤ urmáx

, ∀ t ≥ 0.
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LQR robusto con restricciones en tiempo discreto

mı́n
ρ, Y, Q≻0

ρ, s.a ∶

( 1 x′0
x0 Q

) ≻ 0.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝

Q QA′j + Y
′B′j QR

1/2
x Y ′R

1/2
u

AjQ +BjY Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u Y 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0, con j = 1,2, ..., nm.

( u2máxI Y

Y ′ Q
) ≻ 0, para ∣∣u(k)∣∣2 ≤ umáx, ∀k ≥ 0.

( u2rmáx
yr

y′r Q
) ≻ 0, con r = 1,2, ...,m, para ∣ur(k)∣ ≤ urmáx

, ∀ k ≥ 0.

4.6. Obtención de una ganancia de realimenta-

ción variable, Fk

Hasta aqúı se ha visto como obtener una ganancia de realimentación estática
que garantice la estabilidad del origen y minimice una función de costo cuadrática
(o función objetivo) de un modelo LPV sujeto a restricciones en su señal de control.

Una forma de ser menos conservador y aumentar la velocidad de respuesta sin
comprometer la estabilidad y las restricciones impuestas en el problema original,
es recalcular la ganancia del controlador en distintos instantes de tiempo en lugar
de utilizar una única ganancia para todo el proceso de regulación.

El punto clave aqúı es mostrar que al realimentar al sistema con un vector de
ganancias variable, el cual es recalculado en distintos instantes de tiempo, se man-
tiene la garant́ıa de establilidad y todas las demás especificaciones de diseño. La
estrategia aplicada es similar a la de un controlador predictivo basado en modelo
MPC con horizonte de predicción infinito [25].

Pero a diferencia de este no es necesario que el intervalo de tiempo, en que se
recalculan y aplican las ganancias, coincida con el peŕıodo de muestreo del sistema.
En efecto, esta técnica también se puede aplicar a sistemas modelados en tiempo
continuo [14]. Otra diferencia importante, como se mencionó anteriormente, es que
no se calcula una ley de control, ya que ésta es siempre una realimentación lineal
de estados, sino solamente el vector de ganancias.
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Para demostrar que esta metodoloǵıa mantiene la estabilidad robusta del sis-
tema realimentado, a continuación, se hará uso de dos conceptos fundamentales
propuesto por Kothare9[25].

4.6.1. Planteo del problema

Considérese indistintamente el problema de las subsecciones (4.4.1) o (4.4.2).

I) Según la definición del elipsoide invariante Def.(3.5) o Def.(3.8), si el pro-
blema de optimización es factible en t = 0 o k = 0, también lo será en t = T
o k = K. Siendo T algún intervalo de tiempo dado y K ≜ T

TM
, donde TM

el tiempo de muestreo del sistema discreto. Es decir, que si los estados del
sistema son medidos en t = T o k = K, se satisface la siguiente desigualdad
en el dominio temporal:

a) Para modelos en tiempo continuo

x′
T
Q−1 xT < 1, (4.105)

b) Para modelos en tiempo discreto

x′
K
Q−1 xK < 1, (4.106)

o de manera equivalente, se satisface la siguiente LMI:

a) Para modelos en tiempo continuo

( 1 x′
T

xT Q
) ≻ 0, (4.107)

b) Para modelos en tiempo discreto

( 1 x′
K

xK Q
) ≻ 0. (4.108)

Nótese además, que ésta es la única LMI (para tiempo continuo o tiempo
discreto) que depende expĺıcitamente de la variable temporal en el problema
de minimización visto en las secciones (4.4) y (4.5). Por lo tanto, tomando
el estado xT (o xK) como condición inicial, se plantea ahora el siguiente
problema de optimización:

9Kothare plantea estos conceptos solamente en tiempo discreto.
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LQR robusto con restricción. Cálculo de las ganancias en T

mı́n
ρ, Y, Q≻0

ρ, s.a ∶

( 1 x′
T

xT Q
) ≻ 0,

⎛⎜⎜⎝
QA′j +AjQ + Y ′B

′

j +BjY QR
1/2

x Y ′R
1/2

u

R
1/2

x Q −Iρ 0

R
1/2

u Y 0 −Iρ

⎞⎟⎟⎠ ≺ 0,
con j = 1,2, ..., nm.

( u2máx Y

Y ′ Q
) ≻ 0.

(4.109)

LQR robusto con restricción. Cálculo de las ganancias en K

mı́n
ρ, Y, Q≻0

ρ, s.a ∶

( 1 x′
K

xK Q
) ≻ 0,

⎛⎜⎜⎜⎜⎝

Q QA′j + Y
′B′j QR

1/2
x Y ′R

1/2
u

AjQ +BjY Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u Y 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0,

con j = 1,2, ..., nm.

( u2máx Y

Y ′ Q
) ≻ 0.

(4.110)

La solución a este problema en tiempo continuo (o discreto), son los valores
óptimos de Q e Y , que a continuación se definirán como QT e YT (QK e YK)
respectivamente, los cuales debido a la incertidumbre del modelo y a la res-
tricción impuesta en la variable manipulada, tendrán, muy probablemente,
valores diferentes a los valores de Q e Y óptimos obtenidos en el problema
de minimización con condición inicial x0.

Como antes, el valor de la ganancia FT = YT Q−1T (FK = YK Q−1K ), minimiza la
función objetivo robusta (4.67) o (4.87), que ahora se define como JT (x, u)
(JK(x, u)), y su valor mı́nimo resulta ser:

JT (xópt, uópt) = x′T PT xT < ρT , para tiempo continuo, o

JK(xópt, uópt) = x′K PK xK < ρK , para tiempo discreto.

(4.111)
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II) Lo clave aqúı, es notar que10

x′T Q−1T xT ≤ x
′

T Q−1 xT . (4.112)

Esto es debido a que Q−1
T

es óptimo, mientras que Q−1 es solo factible en el
tiempo t = T . Por lo tanto, y utilizando la desigualdad (4.105), se tiene

elipsoide invariante contractivo³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
x′0 Q

−1 x0´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
óptimo inicial

> x′T Q
−1 xT´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

factible en T

≥ x′T Q
−1
T xT´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

óptimo enT

. (4.113)

El desarrollo previo realizado entre los instantes de tiempo t = 0 y t = T ,
puede repetirse entre los instantes de tiempos t = µT y t = (µ + 1)T con
µ = 1,2, ...,∞.

Lo mismo para el modelo en tiempo discreto, el desarrollo realizado entre
los instantes de tiempo k = 0 y k = K, puede repetirse entre los instantes de
tiempos k = µK y k = (µ + 1)K con µ = 1,2, ...,∞.

Sin pérdida de generalidad estableciendo a T = 1 o K = 1, y definiendo

x(µT ) = x(µ) ≜ xµ, o
x(µK) = x(µ) ≜ xµ,

se puede escribir:

x′µ+1 Q−1µ+1 xµ+1 < x
′
µ Q−1µ xµ,

∀µ = 0,1,2, ...,∞.

(4.114)

Notar que en cada instante de tiempo t = µ, se resuelve un problema de op-
timización convexo, por lo que cada mı́nimo obtenido es único y corresponde
a la solución óptima para ese instante.

Como resultado de este planteo, la función cuadrática V (xµ) = x′µ Q−1µ xµ, con
µ = 1,2, ...,∞, decrece monótonamente conforme µ aumenta garantizando la
estabilidad asintótica del origen para el modelo LPV de la sección (4.5).

Siendo ρµ la cota superior de la función objetivo robusta, esto es

Jµ(xópt, uópt) = x′µ Pµ xµ < ρµ, con µ = 1,2, ...,∞, (4.115)

la misma reduce en cada instante, conforme el tiempo aumenta, a medida
en que se recalcula la ganancia.

10Por simplicidad, se continúa con la notación para modelos en tiempo continuo, para modelos
en tiempo discreto solo se debe reemplazar K por T .
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Como se mencionó al comienzo, para el diseño del regulador en tiempo continuo
se construye un politopo de manera simplificada que solo tiene en cuenta la no
linealidad del sistema. Para esto, se linealiza el sistema en tres puntos de operación
diferentes y se toman los valores extremos de dos parámetros de las matrices Aj

y Bj que tuvieron mayor variabilidad. Con los valores máximo y mı́nimo de estos
dos parámetros, se construyen 4 modelos LTI vértices, en la forma:

ẋ(t) = Ajx(t) +Bju(t), x(0) = x0, con j = 1,2,3,4.

Luego, en cada instante t = µT , se resuelve el siguiente problema de optimización:

mı́n
ρ, Y, Q≻0

ρ, s.a ∶

( 1 x′µT
xµT Q

) ≻ 0,
⎛⎜⎜⎝
QA′j +AjQ + Y ′B

′

j +BjY QR
1/2

x Y ′R
1/2

u

R
1/2

x Q −Iρ 0

R
1/2

u Y 0 −Iρ

⎞⎟⎟⎠ ≺ 0,

con j = 1,2,3,4.

( 1 Y

Y ′ Q
) ≻ 0,

donde se fijan los siguientes valores para la matrices de peso:

Rx = I y Ru = 1.

La solución a este problema son los valores óptimos de Q e Y los cuales se
redefinen como Qµτ

e Yµτ
respectivamente, de manera que la matriz ganancia

de realimentación dinámica que satisface los objetivos planteados en ese instante
resulta ser Fµτ

= Yµτ
Q−1µτ

.

La Fig.(4.2) muestra la curva de reacción y la recta de disipación, además se
observan dos puntos cuya ubicación se explica a continuación:

Para analizar el desempeño del sistema de control con el regulador propuesto,
se introduce una perturbación de estados que ubica a los mismos en los siguientes
valores: CA = 0,08 mol L−1 y T = 443,16 K. Este vector de estado perturbado
está representado con un ćırculo de color rojo sobre la curva de reacción. En color
azul se representa el punto de operación en estado estacionario, intersección entre
ambas curvas, la ubicación de este punto se corresponde con un caudal de ĺıquido
refrigerante qc = 111,72 L min−1, un nivel de concentración CA = 0,14 mol L−1 y
una temperatura del reactor T = 431,32 K.
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comportamiento se debe a que los estados están cerca del punto de equilibrio y el
algoritmo de optimización debe realizar su cálculo con valores muy pequeños11.

Para evitar esta oscilación, en este trabajo se propone agregar un conjunto ter-
minal y conmutar entre dos vectores de ganancias, uno estático y el otro variable,
como se detalla a continuación:

Paso 1: Determinar un vector de ganancias estático inicial sin restricciones FSR,

que tenga en cuenta el mayor alejamiento de los estados respecto al punto
equilibrio.

Paso 2: Determinar el tamaño máximo del conjunto terminal, que no exceda los
ĺımites de la región de operación y donde el vector de ganancia FSR pueda ser
aplicado sin violar las restricciones impuestas (en este ejemplo, a la amplitud
del módulo variable manipulada).

Paso 3: Imponer una condición que permita conmutar entre el vector de ganancias
variable Fτ y el vector de ganancias estático FSR, preservando las restriccio-
nes de diseño.

Nota: A efecto de utilizar la formulación para el diseño de reguladores en
tiempo discreto, expuesta en la Ec.(4.110), se continúa el ejemplo utilizando un
politopo cuyos vértices resultan ser nm = 4 modelos LTI discretos.

Para el paso(1) se hace uso de las LMI del teorema (4.4) aplicado a cada uno
de los vértices del politopo para obtener FSR. Es decir, el primer paso consiste en
resolver el siguiente problema de optimización:

mı́n
ρ, Y, Q≻0

ρ, s.a ∶

( 1 x′0
x0 Q

) ≻ 0.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝

Q QA′j + Y
′B′j QR

1/2
x Y ′R

1/2
u

AjQ +BjY Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u Y 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0, con j = 1,2,3,4.

Obteniéndose,

FSR = Y Q
−1. (4.116)

11Recordar que el vector de estados, que utiliza una de las LMI, está en variable de desviación.
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Paso(2) ∶ Para la determinación del conjunto terminal, se definirá el siguiente
elipsoide:

ǫf(W,1) ≜ {x ∈ R2∣ x(k)′Wx(k) ≤ 1}, con W ≻ 0, (4.117)

el cual debe ser contractivo para los siguientes modelos LTI (vértices) realimenta-
dos:

x(k + 1) = (Aj +BjFSR) x(k), con j = 1,2,3,4, (4.118)

es decir, se debe cumplir ∀x(k) que pertenezca a dicha región terminal la siguiente
condición:

x(k)′ W x(k) − x(k + 1)′ W x(k + 1) > 0. (4.119)

Además también debe cumplirse, ∀x(k) que pertenezca a dicha región, las siguien-
tes restricciones:

a) ∣FSR x(k)∣2 < umáx. (4.120)

donde umáx es la distancia mı́nima entre los valores extremos del módulo de
la manipulada y uss.

b) ∣xi(k + 1)∣ < ximáx
, con i = 1,2. (4.121)

donde ximáx
es la distancia mı́nima entre los valores extremos del estado xi

dentro de la región de operación xiss
12.

Maximización del volumen del elipsoide terminal

En este ejemplo donde x ∈ R2, el elipsoide es una elipse y su volumen es
simplemente el área de la elipse. El siguiente desarrollo es fácilmente escalable a
Rn con n > 2.

Siendo la matrizW ≻ 0, es posible diagonalizarla ortonormalmente en la forma:
W = T ′W Λ TW , donde Λ = diag(λ1, λ2). Por lo tanto, la desigualdad (4.117), puede
representarse como

x(k)′ T ′W Λ TW x(k) ≤ 1, (4.122)

definiendo w(k) ≜ TW x(k), resulta13
w2

1 λ1 +w
2
2 λ2 ≤ 1. (4.123)

Tomando solamente la igualdad en la expresión anterior se tiene la ecuación
canónica de la elipse, esta es:

w2
1( 1

λ1
) +

w2
2( 1

λ2
) = 1, (4.124)

12uss y xiss son los valores en estado estacionario de la manipulada y el estado xi respectiva-
mente.

13Por simplicidad en la notación se omitirá la dependencia temporal.
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donde
1√
λ1
≜ r1, y

1√
λ2
≜ r2, (4.125)

son sus radios.

El área de la elipse viene dada por la siguiente expresión:

Área = π r1 r2, (4.126)

por lo tanto, para maximizar el área es suficiente con maximizar ( 1

λ1 λ2
) , o bien

minimizar

λ1 λ2 = det(W ). (4.127)

Reemplazando en la desigualdad (4.119) por la Ec.(4.118), el problema plan-
teado en el paso(2) puede expresarse como:

mı́n
W≻0

det(W ), s.a ∶

W − (Aj +BjFSR)′ W (Aj +BjFSR) ≻ 0, con j = 1,2,3,4.

∣FSR x(k)∣2 < umáx.

∣xi(k + 1)∣ < ximáx
, con i = 1,2.

∀x(k) ∈ ǫf(W,1).

(4.128)

Planteo del paso(2) mediante LMI

Los problemas de optimización mediante LMI maximizan o minimizan funciones
lineales, a tal efecto, se reemplaza la función det(W ) por log det(W ).

La restricciones en la variable manipulada y en los estados, se plantean de manera
similar a lo realizado en las secciones (4.3.1) y (4.3.2), del siguiente modo:

a) ∣u(k)∣22 = x(k)′ F ′SRFSR x(k).
b) ∣xi(k + 1)∣2 = x(k)′ A′cljiAclji x(k),

donde Aclji ≜ (Aji +BjiFSR), con j = 1,2,3,4 e i = 1,2.

(4.129)

∀ x(k) ∈ ǫf(W,1), se realiza el siguiente cambio de variable:

z(k) ≜W 1/2 x(k), resultando z(k)′z(k) ≤ 1. (4.130)

Representando a x(k) como:

x(k) =W−1/2z(k), (4.131)
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se tiene,

a) ∣u(k)∣22 = z(k)′ (W−1/2F ′SRFSRW
−1/2) z(k),

b) ∣xi(k + 1)∣2 = z(k)′ (W−1/2A′cljiAcljiW
−1/2) z(k).

(4.132)

Diagonalizando ortonormalmente y definiendo

T ′a Λa Ta ≜ (W−1/2F ′SRFSRW
−1/2) ,

T ′b Λb Tb ≜ (W−1/2A′clji Aclji W
−1/2) ,

resulta

a) ∣u(k)∣22 = z(k)′ T ′aΛaTa z(k),
⇒ ∣u(k)∣2 ≤ λmáx(Λa) z(k)′T ′aTaz(k)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≤1

, y

b) ∣xi(k + 1)∣2 = z(k)′ T ′bΛbTb z(k),
⇒ ∣xi(k + 1)∣2 ≤ λmáx(Λb) z(k)′T ′bTbz(k)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≤1

.

(4.133)

Por lo tanto, imponiendo las siguientes condiciones:

λmáx(Λa) = λmáx(FSRW
−1F ′SR) < u2máx, y

λmáx(Λb) = λmáx(AcljiW
−1A′clji) < x2imáx

,
(4.134)

se tiene que, ∀x(k) ∈ ǫf(W,1) y ∀ k ≥ 0,

∣u(k)∣2 < umáx,

∣xi(k + 1)∣ < ximáx
, con i = 1,2.

(4.135)

Luego, utilizando el complemento de Schur, resulta ĺıcito expresar las restricciones
en (4.128) del siguiente modo:

( W (Aj +BjFSR)′W
W (Aj +BjFSR) W

) ≻ 0, con j = 1,2,3,4.

( u2máxI FSR

F ′SR W
) ≻ 0,

( x2imáx
I Aclji

A′clji W
) ≻ 0, con i = 1,2.

(4.136)

El siguiente cuadro resume la formulación LMI para los pasos (1) y (2).
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P.(1): Obtener la ganancia sin restricciones FSR = Y Q−1, resolviendo el si-
guiente problema de minimización:

mı́n
ρ, Y, Q≻0

ρ, s.a ∶

( 1 x′0
x0 Q

) ≻ 0.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝

Q QA′j + Y
′B′j QR

1/2
x Y ′R

1/2
u

AjQ +BjY Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u Y 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0, con j = 1,2,3,4.

P.(2): Con la ganancia FSR fija, obtenida en el paso anterior, maximizar el
conjunto terminal resolviendo el siguiente problema de minimización:

mı́n
W≻0

log det(W ), s.a ∶

( W (Aj +BjFSR)′W
W (Aj +BjFSR) W

) ≻ 0, con j = 1,2,3,4.

( umáxI FSR

F ′SR W
) ≻ 0.

( x2imáx
I Aclji

A′clji W
) ≻ 0, con i = 1,2, y j = 1,2.

(4.137)

Para el paso(3), la condición que se debe comprobar antes de realizar el cálculo
en cada iteración es:

x(k) W x(k) ≤ 1.
Si dicha condición se satisface, es porque el sistema se encuentra dentro del con-
junto terminal y, en tal caso, se aplica directamente FSR. Si la condición no se
satisface, se recalcula Fτ utilizando las LMI en (4.110).
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estáticas y otro con caracteŕısticas dinámicas probó que este último tiene una sig-
nificativa mejora en el tiempo de establecimiento, al menos tres veces más rápido,
lo cual es signo de un mejor aprovechamiento del caudal del ĺıquido refrigerante.

Sin embargo, en la simulación también se observó la ineficacia de mantener una
ganancia de realimentación variable, cuando el sistema se aproxima a su punto de
equilibrio, ya que la misma empieza a fluctuar.

Como solución para evitar este comportamiento, se propuso la idea de utilizar
una región terminal. Dicha región se delimita a partir de maximizar un conjunto
(elipsoide) en donde la ganancia de realimentación estática más agresiva no viola
las restricciones impuestas a la variable manipulada ni a los estados. Los resulta-
dos mostraron que la aplicación de este concepto es viable, logrando una mejor
utilización de los recurso del controlador.

En el próximo caṕıtulo, se retomará este ejemplo enfocándolo con mayor de-
talle en la construcción del modelo, respondiendo a situaciones más realistas, y se
implementará un regulador LQR dinámico con restricciones operativas tanto en
tiempo continuo como en tiempo discreto.



Caṕıtulo 5

Ejemplo: Regulación de un CSTR

5.1. Introducción

En esta sección se aplicará la técnica de sintonización robusta de reguladores
lineales cuadráticos analizada en el caṕıtulo precedente.

Retomando el ejemplo (4.1), se analizará con mayor detalle la dinámica del
reactor en lazo abierto utilizando un rango de operación más amplio e ingresándole
perturbaciones en sus parámetros de entrada.

A partir del análisis realizado, se construirá un modelo LPV empleando un
politopo que contemple simultáneamente la no linealidad del sistema y las posibles
perturbaciones en sus parámetros de entrada.

Luego de haber obtenido el modelo robusto del CSTR, se diseñarán diferentes
reguladores con la técnica prevista y para compararlos, observando la dinámica
del sistema realimentado, se realizarán las siguientes simulaciones:

Primero, trabajando en tiempo continuo, se realimentará el sistema con un
regulador estabilizante que utiliza un vector de ganancias estático calculado sin
restricciones. Seguidamente, se agregará una restricción en la amplitud de la va-
riable manipulada y luego, se realimentará el sistema con un vector de ganancias
variable recalculado, cada cierto intervalo de tiempo, con restricción en la amplitud
de la variable manipulada.

Posteriormente se discretizará el modelo y se repetirán las simulaciones en
base al diseño de reguladores en tiempo discreto, y por último, se hará uso de una
región terminal para el diseño de un regulador que, sin perder desempeño, tenga
un menor tiempo de cálculo.

5.2. Planteo del problema

A continuación, para una lectura más clara, se reescriben las ecuaciones dife-
renciales que modelan al CSTR del ejemplo (4.1).
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Ecuaciones del CSTR a volumen constante

ĊA(t) = qe(t)
V (t) (CAe −CA(t)) − k0e−ER

T (t)CA(t). (5.1)

Ṫ (t) = qe(t)
V (t) (TAe − T (t)) + k1e−ER

T (t)CA(t) + qc(t)
V (t) (1 − e

−k3
qc(t))(Tce − T (t)) .

(5.2)

El rango de operación deseado para la concentración CA, está dado por el
siguiente intervalo de valores:

1,4 mol L−1 ≤ CA ≤ 0,05 mol L−1,

que se corresponde con el siguiente rango de temperatura:

431,32 K ≤ T ≤ 453,40 K.

Los extremos de este rango de temperatura son alcanzados respectivamente, con
los siguientes valores de caudal del ĺıquido refrigerante:

qc = 111,72 L min−1, qc = 83,77 L min−1. (5.3)

En la figura (5.1 (a)) en color negro se observa la curva de reacción, esta curva
muestra la velocidad con que se incrementa la temperatura en el interior del tanque
debido a la reación qúımica exotérmica producida.

Las rectas en color rojo y azul muestran la velocidad con que es disipado el
calor por el sistema refrigerante. La recta en color rojo corresponde a un caudal
de ĺıquido refrigerante qc = 111,72 L min−1, y la recta en color azul corresponde a
un caudal de ĺıquido refrigerante qc = 83,77 L min−1.

La intersección de estas rectas con la curva de reacción determinan los puntos
de equilibrio entre el calor generado y el calor disipado, los puntos marcados son los
extremos del rango de operación donde se desea que el CSTR opere, y se obtienen
de la siguiente ecuación1:

qe

V
(CAe

ρcp
△HR

X

(1 +X))´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
función sigmoide

= − [qe
V
TAe +

qc(t)
V
(1 − e −k3qc(t))Tce] + [qe

V
+
qc(t)
V
(1 − e −k3qc(t))]T (t)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
función lineal de disipación

,

donde X ≜
V

qe(t)k0e
−ER
T (t) .

(5.4)

La figura (5.1 (b)) muestra la relación que existe, en estado estacionario, entre la
concentración del producto A y la temperatura del tanque, como aśı también el
rango de operación mencionado.

1Se recuerda que el desarrollo del modelo del CSTR y el de esta ecuación se puede ver en el
Apéndice (C).
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5.3.1. Variación en los parámetros

Según la Ec.(5.1) y la Ec.(5.2), existen tres2 parámetros cuyos valores se asu-
men constantes, pero en realidad podŕıan ser perturbados durante el funciona-
miento del reactor. Estos parámetros son:

1. La temperatura de entrada del producto A (TAe),

2. la concentración de entrada del producto A (CAe), y

3. la temperatura de entrada del ĺıquido refrigerante (Tce).

Estudiando la Ec.(5.4) se puede comprender cómo es afectado el comporta-
miento del sistema cuando alguno de estos tres parámetros es perturbados. En
esta ecuación se aprecia que la variación en TAe y/o Tce afecta la ordenada al ori-
gen de la recta de disipación, mientras que la variación de CAe afecta a la curva
de reacción. Se analizará este último caso.

El análisis consiste en ingresar una perturbación transitoria en la planta, modi-
ficando en ±5% el valor de CAe con una variación senoidal3 y observar la respuesta.
La planta se encuentra operando en un punto de equilibrio estable cuyo valor de
concentración es CA = 0,12 mol/l.

En la Fig.(5.3) se muestra el resultado de esta simulación. En la Fig.(5.3 (a))
en color azul está representada la concentración de entrada CAE

, y en color rojo
la concentración CA(t), se nota que cuando la perturbación en CAE

es positiva el
sistema se recupera retornando a su punto de equilibrio, pero cuando la perturba-
ción invierte el sentido, el reactor no retorna a su punto de equilibrio original sino
que evoluciona hacia un nuevo equilibrio en donde el CSTR se apaga. La evolución
de la temperatura se ve en la Fig.(5.3 (b)).

Este comportamiento desigual, según el sentido con que ingresa la perturba-
ción, se entiende observando la Fig.(5.3 (c)). En dicha figura se ve que al despla-
zarse la curva de reacción hacia arriba, consecuente con la perturbación en sentido
positivo, siempre encuentra un punto de intersección con la recta de disipación.
Sin embargo, cuando el sentido de la perturbación se invierte, la curva de reacción
se desplaza hacia abajo (linea azul) volviéndose tangente con la recta de disipación
dentro de la región de operación e intersectándose mucho más abajo, indicado con
un punto en color rojo, en donde el sistema encuentra su nuevo equilibrio.

2En este trabajo, se asume que el caudal de entrada qe, el volumen V, y las constantes f́ısicas
no cambian.

3Se eligió este tipo de perturbación para tener una variación suave de este parámetro en los
dos sentidos.
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Por las razones expuestas anteriormente, en esta tesis se propone implementar
un procedimiento general que permita reducir el número de vértices de la región
convexa obtenida a partir de la respuesta de un sistema no lineal perturbado. El
procedimiento aplicado se representa esquemáticamente en la Fig.(5.6 (b)) y a
continuación se detalla:

Procedimiento para construir una región de operación politópica alter-
nativa

Paso 1. Considérese tres vértices, por ejemplo v1, v2 y v3.

Paso 2. Compute los ángulos θ1 y θ2, si la diferencia angular es menor que un valor
predeterminado, v2 es eliminado y vaya al Paso 3. De lo contrario, v2 no es
eliminado y se salte al Paso 4.

Téngase en cuenta que:

(a) Cuando varios vértices consecutivos son eliminados, la diferencia angu-
lar se incrementa respecto al ángulo θ1 original, pero mientras el valor
prefijado de la diferencia angular no es excedido, los vértices conse-
cutivos continuarán siendo eliminados. Cuando este ĺımite angular es
superado, el último vértice no es eliminado, luego, considerando a éste
y los dos vértices siguientes, se vuelve al Paso 2.

(b) El ĺımite impuesto al valor de esta diferencia angular depende de algún
criterio impuesto por el diseñador.

Paso 3. Si v2 es eliminado, redefina a v3 como v2 y vaya al próximo paso.

Paso 4. Teniendo en cuenta los dos últimos vértices no borrados como vértices ini-
ciales, se reinicia el procedimiento con el siguiente vértice.

El resultado final obtenido, al aplicar este procedimiento a todos los vértices
de la región de operación politópica asociada con el reactor, se muestra en la
Fig.(5.6 (c)). La región reducida, la cual es una aproximación de la región de
operación original, tiene solo ocho puntos de operación vértices sin que se observe
una diferencia significativa entre ambas.
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En la Fig.(5.8) se muestran los puntos de equilibrio que delimitan el intervalo
de operación en donde se desea que el reactor opere, como aśı también el caudal
necesario para poder controlarlo dentro de dicho rango. Nótese la diferencia con la
Fig.(5.1 (a)) en donde solamente se tuvo en cuenta el sistema no lineal nominal.

5.4.1. Modelo politópico para el CSTR en tiempo continuo

En esta sección, de acuerdo con los resultados de la sección anterior, se deter-
minarán los ochos modelos LTI que conformarán la cáscara convexa del politopo
que modela al sistema incierto dentro de la región de operación.

Linealizando las ecuaciones diferenciales Ec.(5.1) y la Ec.(5.2) en los puntos
marcados en la Fig.(5.7), se obtuvieron los ocho modelos LTI vértices.

La tabla (5.2) muestra las matrices Aj y Bj, y la función de transferencia Hj(s)
de los sistemas LTI.

Como se vio en la sección (4.4.1), las ecuaciones (5.6) y (5.7) determinan su
modelo LPV robusto.

ẋ(t) = A(η(t))x(t) +B(η(t))u(t),
y(t) = Cx(t) +Du(t),
x(0) = x0,

(5.6)

donde x ∈ R2 es el vector de estados ([CA T ]′), u ∈ R1 es la variable manipulada
(qc), A ∈R2×2 es la matriz de estados, B ∈R2×1 es la matriz de entrada, C ∈R1×2

es la matriz de salida, D = 0 y η es un vector de parámetros que tiene en cuenta la
no linealidad de las Ecs.(5.1) y (5.2), y la variación de sus parámetros (CAe, TAe,

y Tce) [45].

Utilizando la combinación convexa de los modelos LTI, se tiene el modelo del
reactor dentro de la región de operación

A(η(t)) = 8

∑
j=1

αj(t)Aj,

B(η(t)) = 8

∑
j=1

αj(t)Bj,

8

∑
j=1

αj(t) = 1, ∀t ≥ 0.

(5.7)

donde αj es el vector de pertenencia que relaciona el modelo LPV con los modelos
vértices LTI.
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5.5. Diseño del regulador en tiempo continuo

5.5.1. Regulador sin restricciones

Como se vio en la sección previa, existe un modelo LTI entrada-salida ines-
table y otros dos modelos muy próximo a la estabilidad cŕıtica, por lo tanto, en
primer lugar se calculará un controlador que solamente garantice la estabilidad
del politopo. Por lo que a continuación, se realiza el diseño de un LQR robusto
que hace uso del teorema (4.3), y que fue planteado en la Ec.(4.81), esto es:

mı́n
ρ,Y,Q≻0

ρ, s.a ∶ (5.8)

( 1 x′0
x0 Q

) ≻ 0,

⎛⎜⎜⎝
QA′j +AjQ + Y

′B′j +BjY QR
1/2

x Y ′R
1/2

u

R
1/2

x Q −Iρ 0

R
1/2

u Y 0 −Iρ

⎞⎟⎟⎠ ≺ 0, con j = 1,2, ..., nm.

Siendo Y = FQ, Rx ⪰ 0, Ru ≻ 0, y ρ > 0.

Los valores de las matrices Aj y Bj son tomados de la tabla (5.2),y para determinar
la condición inicial, se considera el ensayo realizado en la sección (5.3), es decir,
partiendo de CA = 0,08 mol/l, se manipula el caudal qc para forzar al sistema a
que se estabilice en los extremos del intervalo de operación.

Al resolver el problema de optimización (5.8), las ganancias de realimentación
estática para cada caso, resultaron ser:

CA ∶ 0,08 → 0,05 mol/l
x0 =X0 − xss FCA

FT

∆CA
= 0,03

∆T = −10,09
1028,2 7,04

CA ∶ 0,08 → 0,14 mol/l
x0 =X0 − xss FCA

FT

∆CA
= −0,06

∆T = 12
1145,4 7,87

Tabla 5.3: Ganancias del controlador

Como se observa en la tabla (5.3) el vector de ganancia estática, sensible a las
condiciones iniciales, cambia según sea la evolución del sistema hacia uno u otro
extremo del intervalo de operación.

Los polos de los ocho modelos LTI realimentados con los dos vectores de ganan-
cias, se muestran en la Fig.(5.10). Estos modelos LTI realimentados, conforman la
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adicional, una restricción sobre el valor máximo y mı́nimo del caudal manipulado.
Se fijará como cota superior qcmáx

= 160 l/min y como cota inferior qc
mín
= 5 l/min.

El problema con restricción en la amplitud del módulo de la variable manipu-
lada de la sección (4.5), se reescribe a continuación:

mı́n
ρ,Y,Q≻0

ρ, s.a ∶ (5.9)

( 1 x′0
x0 Q

) ≻ 0,
⎛⎜⎜⎝

QA′j +AjQ + Y
′B′j +BjY QR

1/2

x Y ′R
1/2

u

R
1/2

x Q −Iρ 0

R
1/2

u Y 0 −Iρ

⎞⎟⎟⎠ ≺ 0, con j = 1,2, ..., nm.

( u2maxI Y

Y ′ Q
) ≻ 0.

Siendo: Y = FQ, Rx ⪰ 0, Ru ≻ 0, y ρ > 0.

Los valores de las matrices Aj y Bj se tomaron de la tabla (5.2), y se fijó el
caudal máximo y el caudal mı́nimo, para cada caso, del siguiente modo:

umáx =mı́n{(160 − qcss) ; (qcss − 5)}.
El vector ganancia de realimentación estática obtenido al resolver el problema

de optimización (5.9), resultó ser:

CA ∶ 0,05 → 0,14 mol/l
Sistj x0 =X0 − xss ∆umáx FCA

FT

0 ( −0,09
22,08

) 48,28 616,83 4,50

1 ( −0,09
22,08

) 25,33 309,51 2,37

8 ( −0,09
22,08

) 69,84 936,64 6,50

CA ∶ 0,14 → 0,05 mol/l
Sistj x0 =X0 − xss ∆umáx FCA

FT

0 ( 0,09
−22,08

) 76,23 1031,90 7,10

1 ( 0,09
−22,08

) 59,82 787,89 5,60

8 ( 0,09
−22,08

) 62,77 831,62 5,85

Tabla 5.4: Ganancias del controlador

El resultado de la simulación está representado en las Figs.(5.16) y (5.17).
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5.6.4. Resumen

En este caṕıtulo se ensayaron, sobre un CSTR, reguladores robustos diseñados
mediante LMI7 utilizando modelos politópicos, tanto en tiempo continuo y como
en tiempo discreto.

En primer lugar se analizó el comportamiento del sistema en lazo abierto dentro
de un rango de operación determinado. A partir de las ecuaciones diferenciales
no lineales que caracterizan al reactor, y de la incertidumbre en sus parámetros
previamente acotada, se determinaron ocho plantas no lineales que junto con el
rango de operación, permitió determinar el rango del caudal refrigerante necesario
para que el sistema opere en estado estacionario dentro del margen establecido.
También se pudo constatar que algunos puntos de equilibrio dentro de dicho rango
eran inestables en el sentido de Lyapunov.

Luego con las ocho plantas obtenidas y utilizando la función convehull de
MATLAB se construyó un poĺıgono convexo que abarca todos los posibles puntos
de operación. Utilizando los puntos vértices de este poĺıgono y mediante un proce-
dimiento particular detallado en la sección (5.4), se construyó el modelo politópico
utilizado para realizar el cálculo del vector ganancia del regulador a través de un
algoritmo basado en LMI.

El primer regulador diseñado ha sido un LQR robusto con ganancia de reali-
mentación estática y sin restricciones. Con el mismo, se simularon tres plantas en
lazo cerrado, la planta nominal y dos plantas perturbadas que se ubicaban dentro,
pero muy cerca de los bordes laterales del politopo. A través de los resultados, se
comprobó que el regulador los estabiliza y con un buen desempeño, pero necesita
una excesiva cantidad de caudal refrigerante, especialmente en el instante inicial
de la regulación.

Posteriormente se propuso un regulador LQR robusto con restricción en la am-
plitud de la variable manipulada. La simulación se realizó sobre las misma plantas
de manera satisfactoria en cuanto a la estabilidad y a la restricción impuesta, no
aśı en cuanto al desempeño, ya que al menos en una de las plantas perturbadas
las oscilaciones y el tiempo de establecimiento se incrementaron notoriamente.

Para mejorar el tiempo de respuesta, se realizó un LQR robusto con restric-
ciones en el caudal manipulado, utilizando un vector de ganancias variable que se
actualiza cada cierto intervalo de tiempo. La simulación sobre las mismas plantas,
mostró que el comportamiento de estas mejoró mucho su desempeño respecto a su
comportamiento con regulador anterior. Prácticamente los sistemas respondieron
de forma similar a cuando se le aplicaba un regulador sin restricciones. También
resultó satisfactoria la simulación realizada sobre la planta nominal a la que se la
perturbó ingresándole una variación temporal en uno de sus parámetros.

Luego, se continuó con la discretización del modelo el politópico, y se repitió
la última simulación realizada en tiempo continuo, es decir, se construyó un LQR
robusto en tiempo discreto con restricciones en la variable manipulada y vector de
ganancias variable. Si bien el tiempo de muestreo está determinado por la velocidad
de respuesta de la planta, la actualización de las ganancias no necesariamente debe

7Los resultados de la simulación numérica presentados aqúı fueron logrados utilizando
MATLAB con el toolbox de Yalmip [29].
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coincidir con este. Y aprovechando este concepto, se eligió para su actualización
un tiempo similar al utilizado en tiempo continuo, notándose en la comparación
entre ambos casos un resultado similar.

Finalmente, y para el caso discreto, se construyó un conjunto terminal, dentro
del cual el vector de ganancias de realimentación estático y sin restricciones no
satura a la variable manipulada.

Con la utilización de este conjunto terminal, se tuvo la opción de poder conmu-
tar entre un regulador de ganancias variables con restricciones, y uno de ganancias
estáticas sin restricciones, sin que se vea alterado el desempeño del sistema. De
esta manera, se logró un mejor aprovechamiento en la utilización del algoritmo de
cálculo.

En el próximo caṕıtulo, se abordará el diseño de LQR en el que se permite a
la variable manipulada saturar con el objetivo de construir un regulador menos
conservador.
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Caṕıtulo 6

Saturación en el actuador

6.1. Introducción

En este caṕıtulo se diseñará un LQR en el que se permite que la acción de
control sature. Sin embargo, es sabido que la saturación del actuador puede de-
gradar severamente el desempeño del sistema en lazo cerrado e incluso producir
inestabilidad [8].

Por otro lado, restringir la variable de control de manera que no se violen los
ĺımites del actuador conduce a diseños más conservativos, haciendo que el sistema
de control trabaje lejos de su capacidad total.

Por lo general, hay dos enfoques para tratar el problema de la saturación en
el actuador: 1) diseñar leyes de control de baja ganancia que evitan la saturación
como se realizó en el caṕıtulo anterior, o bien, 2) determinar el dominio de atrac-
ción dentro del cual el sistema saturado mantiene la garant́ıa de estabilidad [54].
Como se verá, este último tiene la ventaja de ser menos conservador.

En el presente caṕıtulo se explicita la saturación mediante una combinación
convexa de realimentaciones lineales. Luego, basado sobre la condición del conjunto
invariante, se establece la garant́ıa de estabilidad. De esta manera se permite al
actuador saturar, y por lo tanto, operar a la máxima capacidad. Además dado que
la señal saturada es representada por medio de una simple realimentación lineal,
este regulador puede ser fácilmente implementado mediante las LMI.

6.2. Conceptos preliminares y modelo politópico

para la realimentación con señales saturadas

A continuación, se dará un conjunto de lemas y definiciones que serán de utili-
dad para la representación de una señal saturada mediante combinación convexa
de realimentaciones lineales [51].
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6.2.1. Repaso sobre cáscara convexa (politopo)

Recuérdese que para un grupo de puntos, a1, a2, ..., aR, un politopo (o cáscara
convexa) está definido como:

Co {ar ∶ r ∈ [1,R]} ≜ { R∑
r=1

αr ar ∶
R

∑
r=1

αr = 1, αr ≥ 0} . (6.1)

El siguiente lema extiende el concepto de cáscara convexa a un vector formado
por puntos que pertenecen a distintos politopos e incluso de distintas dimensiones:

Lema 6.1:

Dados los puntos, σa, a1, a2, ..., aR ∈Rm1 y los puntos σb, b1, b2, ..., bT ∈Rm2 .

Si σa ∈ Co {ar ∶ r ∈ [1,R]} y σb ∈ Co {bt ∶ t ∈ [1,T]}, entoncesa
( σa
σb
) ∈ Co {( ar

bt
) ∶ r ∈ [1,R]}, t ∈ [1,T] } . (6.2)

a
R

m1 es la dimensión del punto y R es la cantidad de vértices del politopo, lo mismo
con R

m2 y T.

Demostración lema 6.1. Si σa ∈ Co {ar ∶ r ∈ [1,R]} y σb ∈ Co {bt ∶ t ∈ [1,T]},
entonces existen αr ≥ 0 con r = 1,2, ...,R y βt ≥ 0 con t = 1,2, ...,T , tal que

σa =
R

∑
r=1

αrar, σb =
T

∑
t=1

βtbt. (6.3)

siendo
R

∑
r=1

αr =

T

∑
t=1

βt = 1, (6.4)

Por lo tanto1,

⎛⎜⎝
σa

σb

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

R

∑
r=1

αrar

T

∑
t=1

βtbt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

R

∑
r=1

αrar ( T

∑
t=1

βt)
T

∑
t=1

βtbt ( R

∑
r=1

αr)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

R

∑
r=1

T

∑
t=1

βtαr ar

T

∑
t=1

R

∑
r=1

αrβt bt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

R

∑
r=1

T

∑
t=1

αrβt
⎛⎜⎝
ar

bt

⎞⎟⎠ ,

(6.5)

1Notar que:
R

∑
r=1

T

∑
t=1

αrβt =

R

∑
r=1

αr

T

∑
t=1

βt = 1.
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⇒ ( σa
σb
) ∈ Co {( ar

bt
) } , con r ∈ [1,R]} y t ∈ [1,T]. (6.6)

Ejemplo 6.1:

Asumiendo que R = 2 y T = 3 en el lema anterior, resulta que

σa ∈ Co {ar ∶ r ∈ [1,2]} y σb ∈ Co {bt ∶ t ∈ [1,3]},
según la Ec.(6.5), se tiene

⎛⎜⎝
σa

σb

⎞⎟⎠ =

2

∑
r=1

3

∑
t=1

αrβt

⎛⎜⎝
ar

bt

⎞⎟⎠ ,

= α1 {β1 ( a1
b1
) + β2 ( a1

b2
) + β3 ( a1

b3
)}

+ α2 {β1 ( a2
b1
) + β2 ( a2

b2
) + β3 ( a2

b3
)}

= α1

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝

a1

3

∑
t=1

βt

σb

⎞⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
+ α2

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝

a2

3

∑
t=1

βt

σb

⎞⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎛⎜⎜⎝
a1 α1 + a2 α2

σb

2

∑
r=1

αr

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝
σa

σb

⎞⎟⎠ .

Por lo tanto, se puede escribir

( σa

σb
) ∈ Co {( a1

b1
) , ( a1

b2
) , ( a1

b3
) , ( a2

b1
) , ( a2

b2
) , ( a2

b3
) } . (6.7)

Definición 6.1:

Considérese el conjunto D, formado por matrices diagonales de dimensión
m×m cuyos elementos sobre la diagonal son 0 y/o 1. Por ejemplo si m = 2,
se tiene

D = {( 0 0
0 0

) , ( 0 0
0 1

) , ( 1 0
0 0

) , ( 1 0
0 1

)} .
Existen 2m matrices en D. Supóngase que cada matriz en D es definida
como Ds, con s = 1,2, ...,2m. Luego, se define al conjunto D como

D ≜ { Ds ∶ s ∈ [1,2m] } . (6.8)

Además, si se define a la matriz Ds como,

Ds ≜ I −Ds,

Ds es una matriz diagonal, cuya diagonal es el complemento a 1 de la dia-
gonal de Ds, y por lo tanto, Ds es un elemento de D.
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Definición 6.2:

Dados dos vectores u, v ∈ Rm, entonces se define a

V ≜ { Dsu +Dsv ∶ s ∈ [1,2m] } , (6.9)

como el conjunto de vectores formados por algunos (o todos) elementos de
u y el resto (o ninguno) de v.

Ejemplo 6.2:

Dado un par de vectores u, v ∈ R2, según la definición anterior, se tiene

V = { (D1 u +D1 v ) , (D2 u +D2 v ) , (D3 u +D3 v ) , (D4 u +D4 v ) } .
(6.10)

Al desarrollar los cuatro elementos por separado, resulta

(D1 u +D1 v ) = ( 0 0
0 0

)
u³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

( u1

u2

)+( 1 0
0 1

)
v³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹µ

( v1
v2
) = ( v1

v2
) ,

(D2 u +D2 v ) = ( 0 0
0 1

)( u1

u2

) + ( 1 0
0 0

)( v1
v2
) = ( v1

u2

) ,

(D3 u +D3 v ) = ( 1 0
0 0

)( u1

u2

) + ( 0 0
0 1

)( v1
v2
) = ( u1

v2
) ,

(D4 u +D4 v ) = ( 1 0
0 1

)( u1

u2

) + ( 0 0
0 0

)( v1
v2
) = ( u1

u2

) ,

(6.11)

Ô⇒ V = { ( v1
v2
) , ( v1

u2
) , ( u1

v2
) , ( u1

u2
) } . (6.12)

6.2.2. Modelo politópico para la señal saturada

Definición 6.3:

En tiempo continuo, la función sat[u(t)] es la función vectorial de satu-
ración stándard, definida como:

sat[u(t)] ≜ [sat[u1(t)], sat[u2(t)] , ..., sat[um(t)]]′, donde

sat [ui(t)] ≜ sign[ui(t)] mı́n{ 1, ∣ui(t)∣ }, con i = 1,2, ...,m.
(6.13)
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Definición 6.4:

En tiempo discreto, la función sat[u(k)] es la función vectorial de saturación
stándard, definida como:

sat[u(k)] ≜ [sat[u1(k)], sat[u2(k)] , ..., sat[um(k)]]′, donde

sat [ui(k)] ≜ sign[ui(k)] mı́n{ 1, ∣ui(k)∣ }, con i = 1,2, ...,m.
(6.14)

Lema 6.2:

Sean los vectores u(⋅) ∈ Rm y v(⋅) ∈ Rm,

u(⋅) =
⎛⎜⎜⎜⎝
u1(⋅)
u2(⋅)
⋮

um(⋅)
⎞⎟⎟⎟⎠
, v(⋅) =

⎛⎜⎜⎜⎝
v1(⋅)
v2(⋅)
⋮

vm(⋅)
⎞⎟⎟⎟⎠
. (6.15)

Supóngase que ∣vi(⋅)∣ ≤ 1 ∀ i ∈ [1, m], y ∀ t, k ≥ 0, entonces

sat[u(⋅)] ∈ Co{ Dsu(⋅) +Dsv(⋅) ∶ s ∈ [1,2m] } . (6.16)

Demostración lema 6.2. Utilizando la definición de saturación en tiempo con-
tinuo, se tiene2

sat[ui(t)] =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ui(t), si ∣ui(t)∣ < 1,
±1, si ∣ui(t)∣ ≥ 1.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
∀ i ∈ [1,m], y ∀ t ≥ 0. (6.17)

Mientras ∣vi(t)∣ ≤ 1, se puede escribir

sat [ui(t)] ∈ Co{ ui(t), vi(t)} , ∀ i ∈ [1,m], ∀ t ≥ 0, (6.18)

como se muestra en la siguiente figura:

2Para mayor claridad en la ilustración, la demostración solo se realiza en tiempo continuo.
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utilizando la definición (6.2), la representación (6.21) se puede escribir
como:

sat

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u1
u2
u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ Co{ Dsu +Dsv ∶ s ∈ [1,23]} . (6.22)

● Generalizando, mientras ∣vi(t)∣ ≤ 1, ∀t ≥ 0

Ô⇒ sat[u(t)] ∈ Co{ Dsu(t) +Dsv(t) ∶ s ∈ [1,2m], y ∀t ≥ 0} ,
(6.23)

con lo que concluye la demostración.

Ejemplo 6.3:

Considérese las siguientes señales u(t) y v(t), para ω0t ∈ [0, π
2
] ∶

u(t) = ( u1(t) = 1,6 cosω0t

u2(t) = 1,6 senω0t
) , v(t) = ( v1(t) = 0,5 cosω0t

v2(t) = 0,5 senω0t
) .

Luego,

sat[u(t)] = ( sat[u1(t)]
sat[u2(t)] ) ∈ Co{ (

u1(t)
u2(t) ) , (

u1(t)
v2(t) ) , (

v1(t)
u2(t) ) , (

v1(t)
v2(t) ) } .

Las Figs.(6.2) y (6.3) muestran el politopo generado por v(t) y u(t) en el
cual está confinado el vector sat[u(t)].
En la Fig.(6.3) se puede observar las siguientes relaciones:

sat[u] = p1 + µ ∆p∗1p1´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
≜(p∗

1
−p1)

,

sat[u] = (1 − µ)´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≜µ1

p1 + (µ)°
≜µ2

p∗1 ,

sat[u] = µ1 p1 + µ2 p∗1 ,

con µ1 + µ2 = 1.

p1 = v + θ ∆av±
≜(a−v)

,

p1 = (1 − θ)´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
≜θ1

v + (θ)°
≜θ2

a,

p1 = θ1 v + θ2 a,

con θ1 + θ2 = 1.

p∗1 = b + δ ∆ub±
≜(u−b)

,

p∗1 = (1 − δ)´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
≜δ1

b + (δ)°
≜δ2

u,

p∗1 = δ1 b + δ2 u,

con δ1 + δ2 = 1.

sat[u] = µ1 (θ1 v + θ2 a) + µ2 (δ1 b + δ2 u),
sat[u] = µ1 θ1²

≜λ1

v + µ1 θ2²
≜λ2

a + µ2 δ1²
≜λ3

b + µ2 δ2²
≜λ4

u,

sat[u] = λ1 v + λ2 a + λ3 b + λ4 u,

donde λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = 1.
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Resultando

sat( u1
u2
) = λ1 ( v1

v2
) + λ2 ( u1

v2
) + λ3 ( v1

u2
) + λ4 ( u1

u2
) ,

sat( u1
u2
) ∈ Co {( v1

v2
) ,( u1

v2
) ,( v1

u2
) ,( u1

u2
)} ,

sat[u] ∈ Co {Dsu +Dsv ∶ s ∈ [1,4]} .

6.2.3. Modelo politópico para la realimentación de estados
saturada

Definición 6.5:

Dadas dos matrices F y H ∈ Rm×n, entonces se define a

M ≜ { DsF +DsH ∶ s ∈ [1,2m] } , (6.24)

como el conjunto de matrices formadas por algunas (o todas) filas de F y el
resto (o ninguna) filas de H.

Ejemplo 6.4:

Dado un par de matrices F, H ∈ R2×2, según la definición anterior, se tiene

M = { (D1 F +D1 H ) , (D2 F +D2 H ) , (D3 F +D3 H ) , (D4 F +D4 H ) } .
(6.25)

Al desarrollar los cuatro elementos por separado, resulta

(D1 F +D1 H ) = ( 0 0
0 0

)
F³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

( f11 f12
f21 f22

)+( 1 0
0 1

)
H³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

( h11 h12

h21 h22

) = ( h11 h12

h21 h22

) ,

(D2 F +D2 H ) = ( 0 0
0 1

)( f11 f12
f21 f22

) + ( 1 0
0 0

)( h11 h12

h21 h22

) = ( h11 h12

f21 f22
) ,

(D3 F +D3 H ) = ( 1 0
0 0

)( f11 f12
f21 f22

) + ( 0 0
0 1

)( h11 h12

h21 h22

) = ( f11 f12
h21 h22

) ,

(D4 F +D4 H ) = ( 1 0
0 1

)( f11 f12
f21 f22

) + ( 0 0
0 0

)( h11 h12

h21 h22

) = ( f11 f12
f21 f22

) ,
(6.26)

Ô⇒ M = { ( h11 h12

h21 h22

) , ( h11 h12

f21 f22
) , ( f11 f12

h21 h22

) , ( f11 f12
f21 f22

) } .
(6.27)
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Asumiendo que u(⋅) = Fx(⋅), el objetivo de esta sección es ubicar a sat[Fx(⋅)]
dentro de un politopo cuyos vértices resultan ser un grupo de realimentaciones
lineales, como indica el siguiente lema:

Lema 6.3:

Dadas dos matrices de realimentación F y H ∈ Rm×n, supóngase que∣Hx(⋅)∣ ≤ 1. Entonces, por el lema (6.2) y haciendo uso de la definición (6.5),
resulta

sat[Fx(⋅)] ∈ Co{ DsFx(⋅) +DsHx(⋅) ∶ s ∈ [1,2m] } . (6.28)

De esta forma se ubica a sat[Fx(⋅)] dentro de una cáscara convexa de un
grupo de realimentaciones lineales.

En la próxima sección el objetivo será encontrar una formulación que garantice
que la señal auxiliar v(⋅) =Hx(⋅), tenga un módulo menor o igual a uno, para todo
tiempo (continuo o discreto) mayor o igual a cero.

6.3. Estabilidad asintótica del origen para un mo-

delo LTI realimentado con señal de control

saturada

Considérese el modelo LTI en tiempo discreto5 representado por la siguiente
ecuación:

x(k + 1) = A x(k) +B sat[u(k)], x(0) = x0, (6.29)

con una ley de realimentación de estados, dada por

u(k) = Fx(k). (6.30)

Luego, el modelo en lazo cerrado, realimentado por u(k), resulta
x(k + 1) = A x(k) +B sat[Fx(k)], con x(0) = x0. (6.31)

Definición 6.6:

Sea fi la fila i de la matriz F ∈Rm×n. Se define como L(F ) al siguiente
conjuntoa:

L(F ) ≜ { x ∈Rn
∶ ∣fix∣ ≤ 1, i = 1,2, ...,m } , (6.32)

y se le denomina región lineal de la saturación.

aObservar que L(F ) es la región donde la señal de control no satura, sat[fix] = fix.
Se analiza ahora una condición de estabilidad asintótica para el origen de este

modelo LTI.

5En lo que resta de esta tesis se trabajará en tiempo discreto.
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Considérese los siguientes subconjuntos en Rn:

ǫ(P, ρ) = { x ∈Rn ∶ x′Px < ρ, P ≻ 0 } , y

L(H) = { x ∈Rn ∶ ∣hix∣ ≤ 1, i = 1,2, ...,m } . (6.33)

Teorema 6.1: Estabilidad para mod. LTI con entrada saturada

El elipsoide ǫ(P, ρ) es un conjunto invariante contractivo del modelo en
lazo cerrado representado por la Ec.(6.31), si existen una matriz P ≻ 0 y
una matriz H, tal que se satisfagan las siguientes restricciones:

ǫ(P, ρ) ⊂ L(H), y
⎛⎜⎝

P [A +B(DsF +DsH)]′
A +B(DsF +DsH) P −1

⎞⎟⎠ ≻ 0,

∀s ∈ [1,2m].
(6.34)

Demostración teorema 6.1. Dada la función cuadrática V [x(k)] = x(k)′Px(k),
es necesario probar que:

∀x ǫ(P, ρ) ⊂ L(H) y ∀k ≥ 0, se verifica que V [x(k)] > V [x(k + 1)].
Se asume, en primer lugar, que la condición ǫ(P, ρ) ⊂ L(H) se satisface.

Dada la definición (6.6), la condición ǫ(P, ρ) ⊂ L(H) implica que ∀x(k) ∈
ǫ(P, ρ) se cumple que ∣hix(k)∣ ≤ 1, con i = 1,2, ...,m. Por lo tanto, utilizando
el lema (6.3), la señal sat[Fx(k)] puede representarse mediante la siguiente
combinación convexa:

sat[Fx(k)] = 2m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)x(k),
con

2m

∑
s=1

δs(k) = 1, y δs(k) ≥ 0, ∀k ≥ 0.

(6.35)

Luego, el modelo en lazo cerrado dado por la Ec.(6.31), puede reescribirse
como:

x(k + 1) = A x(k) +B 2m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)x(k),
x(k + 1) = 2m

∑
s=1

δs(k) (A +B(DsF +DsH))´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≜Acls

x(k), con x(0) = x0. (6.36)

Definiendo
Acls ≜ A +B(DsF +DsH), (6.37)

como la matriz dinámica de cada modelo vértice del politopo de saturación,
se tiene que

Acl(δ(k)) = 2m

∑
s=1

δs(k)Acls , (6.38)
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es la matriz dinámica del sistema realimentado con entrada saturada bajo
representación politópica. De esta manera, el modelo de la Ec.(6.31) puede
representarse mediante la siguiente ecuación:

x(k + 1) = Acl(δ(k)) x(k), con x(0) = x0. (6.39)

Considérese ahora las 2m LMI en las restricciones (6.34). Realizando con
ellas una combinación convexa y teniendo en cuenta las ecuaciones (6.37) y
(6.38), resulta

2m

∑
s=1

δs(k)⎛⎜⎝
P [A +B(DsF +DsH)]′

A +B(DsF +DsH) P−1

⎞⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

P
2m

∑
s=1

δs(k) 2m

∑
s=1

δs(k)A′cls
2m

∑
s=1

δs(k)Acls P−1
2m

∑
s=1

δs(k)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎝
P Acl(δ(k))′

Acl(δ(k)) P−1

⎞⎟⎠ ≻ 0.

(6.40)

Aplicando el complemento de Schur, y luego premultiplicando y posmultipli-
cando por x(k)′ y x(k) respectivamente, se obtiene

x(k)′Px(k) − x(k)′ Acl(δ(k))′´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
x(k+1)′

P Acl(δ(k)) x(k)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
x(k+1)

> 0,

∴ V [x(k)] − V [x(k + 1)] > 0,
(6.41)

lo que demuestra el teorema.

Condición ǫ(P, ρ) ⊂ L(H)
La demostración anterior se realizó a partir de suponer que se satisface la

restricción ǫ(P, ρ) ⊂ L(H). A continuación se verá la manera de garantizar el
cumplimiento de esta inclusión mediante una LMI.

La restricción ǫ(P, ρ) ⊂ L(H), puede expresarse mediante la siguiente formu-
lación [24]:

mı́n { x′Px ∶ ∣hix∣ = 1 } ≥ ρ, P ≻ 0, i = 1,2, ...,m. (6.42)

Para ver esto, nótese que ǫ(P, ρ) ⊂ L(H), si y solo si, todos los hiperplanos
hix = ±1, i = 1,2, ...,m, están completamente fuera del elipsoide

{ x ∈Rn
∶ x′Px < ρ } ,
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es decir, en cada punto x sobre los hiperplanos hix = ±1, se tiene que x′Px ≥ ρ,
para algún valor de ρ. El siguiente ejemplo ilustra este concepto:

Ejemplo 6.5:

Sea x ∈R2, y considerando las matrices

H = ( 1 1
1 −1

) , P = ( 1 0
0 1

) . (6.43)

L(H) es el poĺıgono delimitado por las siguientes rectas:

x1 + x2 = 1, x1 + x2 = −1,
x1 − x2 = 1, x1 − x2 = −1,

(6.44)

y ǫ(P, ρ), es la región donde se satisface

x21 + x
2
2 < ρ. (6.45)

La inclusión ǫ(P, ρ) ⊂ L(H) se observa en la Fig.(6.5).

Determinación anaĺıtica de la condición ǫ(P, ρ) ⊂ L(H) y su formulación
mediante LMI

La desigualdad (6.42) representa un problema de optimización convexo con
restricciones de igualdad, cuyo mı́nimo resulta ser:

x′opPxop = (x′Px)min = ρ,

por lo tanto, se resuelve este problema de optimización utilizando el método de
Lagrange6.

Definiendo7

L(x,λ) ≜ x′Px − λ (hix − 1), (6.46)

la condición necesaria8 para encontrar un mı́nimo, resulta

∇ [L(x,λ)] = ∇ [(x′Px) − λ (hix − 1)] = 0. (6.47)

Derivando respecto a x y λ e igualando a cero, se tiene la siguiente igualdad
matricial:

⎛⎜⎜⎜⎜⎝

δ L

δ x

δ L

δ λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎝
2P xop − λoph

′

i

1 − hi xop

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝
0

0

⎞⎟⎠ , (6.48)

6Se trabaja con la condición hix = 1, es fácil mostrar que al mismo resultado se llega con la
condición hix = −1

7Esta demostración se realiza para una i genérica, es decir, se toma solo una restricción de
igualdad, por lo tanto, λ es un escalar. Luego, habrá tantas restricciones como filas tenga H.

8Al ser P ≻ 0 es claro que el punto obtenido es un mı́nimo, por lo tanto, en este caso la
Ec.(6.48) es una condición necesaria y suficiente.
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de la cual se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

a)
2P xop = λoph

′

i

b)
hi xop = 1.

Premultiplicando la ecuación (a) por x′op, teniendo en cuenta la ecuación (b) y
que x′opPxop = (x′Px)min = ρ, resulta

2 x ′op P xop´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ρ

= λop x′op h
′

i²
1

2 ρ = λop.

(6.49)

Luego, reemplazando λop en (a), se obtiene

P xop = ρ h′i, (6.50)

y su transpuesta
x′op P = ρ hi. (6.51)

De la Ec.(6.50) se tiene

xop = P −1ρ h′i, (6.52)

y multiplicando la Ec.(6.51) por la Ec.(6.52), se obtiene

x′op P xop´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ρ

= ρhi P −1ρh
′

i,

ρ = ρ2(hi P −1h′i),
1 = ρ (hi P −1 h′i).

(6.53)

En consecuencia, la restricción de inclusión: ǫ(P, ρ) ⊂ L(H) es equivalente a

ρ (hi P −1 h′i) < 1, con i = 1,2, ...,m. (6.54)

El siguiente paso es utilizar el complemento de Schur para representar a la
desigualdad (6.54) en formato LMI, como se muestra a continuación

1 − hi (P
ρ
)−1 h′i > 0,

⎛⎜⎜⎜⎝
1 hi

h′i (Pρ )
⎞⎟⎟⎟⎠
≻ 0, con i = 1,2, ...,m.

(6.55)
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Se concluye que el origen del modelo LTI representado por la Ec.(6.31), es un
punto de equilibrio asintóticamente estable si se satisfacen las siguientes LMI:

⎛⎜⎜⎜⎝
1 hi

h′i (Pρ )
⎞⎟⎟⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ǫ(P, ρ) ⊂ L(H)

≻ 0, ∀i ∈ [1,m], y

⎛⎜⎝
P [A +B(DsF +DsH)]′

A +B(DsF +DsH) P −1

⎞⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
V [x(k)]>V [x(k+1)]

≻ 0, ∀s ∈ [1,2m],

(6.56)

lo que se corresponde con el enunciado del teorema (6.1).

6.3.1. Cálculo del regulador

A continuación, se modificarán las LMI en (6.56) para presentarlas de una
forma más conveniente para el cálculo del regulador.

Partiendo de la desigualdad (6.54), se puede escribir

1

ρ
− hi P −1 P P −1 h′i > 0, con i = 1,2, ...,m,

⎛⎜⎜⎜⎝

1

ρ
hiP −1

P −1h′i P −1

⎞⎟⎟⎟⎠
≻ 0, ∀i ∈ [1,m],

Luego, multiplicando por ρ, la primera LMI en (6.56) puede representarse como

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 hi (P
ρ
)−1

(P
ρ
)−1 h′i (P

ρ
)−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0, ∀i ∈ [1,m]. (6.57)

Mientras que en la segunda LMI en (6.56), si se pre y posmultiplica por
diag{P −1, I} y luego se multiplica por ρ, resulta9

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(P
ρ
)−1 (P

ρ
)−1 [A +B(DsF +DsH)]′

[A +B(DsF +DsH)] (P
ρ
)−1 (P

ρ
)−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0, ∀s ∈ [1,2m]. (6.58)

9Dado que P ≻ 0 y ρ > 0, estas operaciones no modifican su condición de positiva definida.
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Definiendo

Q ≜ (P
ρ
)−1 , Y ≜ F (P

ρ
)−1 , Z ≜H (P

ρ
)−1 , y zi ≜ hi (P

ρ
)−1 , (6.59)

donde zi es la i-esima fila de Z, las LMI en (6.56) pueden ser representadas como:

⎛⎜⎝
Q [QA +B(DsY +DsZ)]′

AQ +B(DsY +DsZ) Q

⎞⎟⎠ ≻ 0, ∀s ∈ [1,2m],

⎛⎜⎝
1 zi

z′i Q

⎞⎟⎠ ≻ 0, ∀i ∈ [1,m].
(6.60)

Nótese que si F = H, entonces Y = Z, y siendo que Ds +Ds = I, las LMIs en
(6.60) se reducen a

⎛⎜⎝
Q [QA +BY ]′

AQ +BY Q

⎞⎟⎠ ≻ 0, (6.61)

⎛⎜⎝
1 yi

y′i Q

⎞⎟⎠ ≻ 0, ∀i ∈ [1,m]. (6.62)

Las LMIs (6.61) y (6.62) se corresponden con la condición de estabilidad para un
modelo LTI realimentado con u = Fx, donde las entradas, al aplicar una restricción
en amplitud a cada componente, no saturan. Esto se vio en en la subsección (4.3.2)
siendo, en este caso, uimáx

= 1, ∀i ∈ [1,m].
6.4. LQR para modelos LPV en tiempo discreto

con entrada saturada

6.4.1. Formulación del problema

1. Considérese para un instante inicial k = 0 y una condición inicial x(0) ≠ 0,
un modelo LPV representado por la siguiente ecuación [9]:

x(k + 1) = A(η(k))x(k) +B(η(k)) sat[u(k)],
con x(0) = x0, y k = 0,1,2, ...,∞,

(6.63)

siendo su entrada
u(k) = Fx(k), (6.64)
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reemplazando (6.64) en (6.63) el sistema en lazo cerrado, resulta

x(k + 1) = A(η(k))x(k) +B(η(k)) sat[Fx(k)],
con x(0) = x0, y k = 0,1,2, ...,∞.

(6.65)

2. Considérese que las matrices A(η(k)) y B(η(k)), vaŕıan dentro de una región
convexa delimitada por un politopo como se vio en la sección (4.4.2), esto
es,

[A(η(k)) ∣ B(η(k))] ∈ Co { [A1 ∣ B1], [A2 ∣ B2], ..., [Anm
∣ Bnm

] }, ∴
[A(η(k)) ∣ B(η(k))] = nm

∑
j=1

αj(k) [Aj ∣ Bj],

donde
nm

∑
j=1

αj(k) = 1, y αj(k) ≥ 0, ∀k ≥ 0.
(6.66)

3. Considérese que se cumple la condición establecida por el lema (6.3), luego
la entrada saturada puede ser representada por la siguiente combinación
convexa de realimentaciones lineales:

sat [Fx(k)] ∈ Co{ DsFx(k) +DsHx(k), s ∈ [1,2m] } , ∴
sat [Fx(k)] = 2m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)x(k),

donde
2m

∑
s=1

δs(k) = 1, y δs(k) ≥ 0, ∀k ≥ 0.
(6.67)

Al utilizar la representación politópica de las matrices en el sistema realimen-
tado, el sistema (6.65) puede expresarse como

x(k + 1) = nm

∑
j=1

αj(k) (Ajx(k) +Bjsat[Fx(k)]), (6.68)

y luego al utilizar la representación politópica de la saturación en la Ec.(6.68), se
tiene

x(k + 1) = nm

∑
j=1

αj(k) (Ajx(k) +Bj

2m

∑
s=1

δs(k) (DsF +DsH)x(k)),

x(k + 1) = nm

∑
j=1

2m

∑
s=1

αj(k)δs(k) (Aj +Bj(DsF +DsH))´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≜Acljs

x(k). (6.69)
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Definiendo

Acljs ≜ Aj +Bj(DsF +DsH), (6.70)

el sistema LPV en lazo cerrado de la Ec.(6.65), puede ser representado como el
siguiente sistema autónomo:

x(k + 1) = Acl(η(k), δ(k))x(k), con x(0) = x0,
donde Acl(η(k), δ(k)) ≜ nm

∑
j=1

2m

∑
s=1

αj(k)δs(k) Acljs .

(6.71)

En este problema LQR, la meta es obtener una ganancia de realimentación
estática F, tal que se logre el siguiente objetivo de desempeño robusto:

Problema LQR robusto con entrada saturada

mı́n
u(k), k=0,1,...,∞

máx[A(η(k)) ∣ B(η(k))] ∈ Ω, k≥0
J∞(x,sat[u]), (6.72)

donde

J∞(x,sat[u]) ≜ ∞∑
k=0

[x(k)′Rxx(k) + (sat [u(k)])′Ru(sat [u(k)])],
con Rx ⪰ 0 y Ru ≻ 0.

(6.73)
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6.4.2. Diseño del regulador

Teorema 6.2: LQR para un modelo LPV con entrada saturada

Para el modelo LPV con saturación en el actuador dado por la Ec.(6.63), y
para una entrada dada por la Ec.(6.64), el elipsoide ǫ(P, ρ) es un conjunto
invariante contractivo del sistema en lazo cerrado dado por la Ec.(6.68), si
existe una matriz Q ≻ 0 y una matriz H ∈ Rm×n, tal que se satisfagan las
siguientes desigualdades matriciales:

( 1 x′0
x0 Q

) ≻ 0, (6.74)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q QA′j + (DsY +DsZ)′B′j QR
1/2
x (DsY +DsZ)′R1/2

u

AjQ +Bj(DsY +DsZ) Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u (DsY +DsZ) 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0,

∀s ∈ [1,2m] y j ∈ [1, nm].

(6.75)

⎛⎜⎝
1 zi

z′i Q

⎞⎟⎠ ≻ 0, ∀i ∈ [1,m]. (6.76)

Siendo
ρ > 0, Q ≜ P −1ρ, Y ≜ FQ, Z ≜HQ, zi ≜ hiQ. (6.77)

Más aún, utilizando la matriz ganancia de realimentación estática dada por
F = Y Q−1, para cualquier condición inicial x0 ∈ ǫ(P, ρ), se tiene que la
función objetivo de desempeño robusto dada por la Ec.(6.73) satisface la
siguiente desigualdad: J∞(x,sat[u]) < x′0Px0 < ρ.

Demostración teorema 6.2. La LMI en (6.74) conduce a la determinación del
elipsoide inicial

ǫ(P, ρ) = {x0 ∈Rn ∶ x′0Px0 < ρ}. (6.78)

Mientras que la LMI en (6.76) conduce a la existencia del conjunto

L(H) = { x ∈Rn
∶ ∣hix∣ ≤ 1, i = 1,2, ...,m } ,

tal que
ǫ(P, ρ) ⊂ L(H),

y que permite expresar a sat [Fx(k)], como

sat [Fx(k)] = 2m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)x(k), con
2m

∑
s=1

δs(k) = 1.
A continuación se demostrará que si se satisfacen las (nm + 2m) LMI en

(6.75), entonces el elipsoide ǫ(P, ρ) es un invariante contractivo para el modelo
en lazo cerrado (6.68), lo que garantiza su estabilidad asintótica.
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Para ello, téngase en cuenta que utilizando las definiciones en (6.77), el ele-
mento (2,1) de la matriz en (6.75) puede escribirse como

AjQ +Bj(DsY +DsZ) = (Aj +Bj(DsF +DsH)) Q,
= Acljs Q,

(6.79)

y el elemento (4,1) de dicha matriz, puede escribirse como

R
1/2
u (DsY +DsZ) = R

1/2
u (DsF +DsH) Q, (6.80)

y dado su simetŕıa, las LMI en (6.75) pueden reescribirse del siguiente modo:

⎛⎜⎜⎜⎜⎝

Q Q A′cljs QR
1/2
x Q (DsF +DsH)′R1/2

u

Acljs Q Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u (DsF +DsH) Q 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0,

∀s ∈ [1,2m] y j ∈ [1, L].
(6.81)

Si se satisfacen las (nm + 2m) desigualdades en (6.81), agrupándolas en una
combinación convexa, es posible escribir:

nm

∑
j=1

2
m

∑
s=1

αj(k)δs(k)
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

Q Q A′cljs QR
1/2
x Q (DsF +DsH)′R1/2

u

Acljs Q Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u (DsF +DsH) Q 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0,

(6.82)

y utilizando (6.71), resulta10

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q Q A′cl(ηδk) QR
1/2
x Q

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)⎞⎠
′

R
1/2
u

Acl(ηδk) Q Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)⎞⎠ Q 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0.

(6.83)

Luego, utilizando el complemento de Schur, la desigualdad anterior puede re-
presentarse como sigue:

⎛⎜⎝
Q Q A′cl(ηδk)

Acl(ηδk) Q Q

⎞⎟⎠−

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
QR

1/2
x Q

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)⎞⎠
′

R
1/2
u

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

I

ρ
0

0
I

ρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

R
1/2
x Q 0

R
1/2
u

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)⎞⎠ Q 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0.

(6.84)

10Para simplicar la notación, se redefine Acl(η(k)δ(k)) como Acl(ηδk).
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Resolviendo el segundo término matricial, reagrupando en una única matriz y
aplicando nuevamente el complemento de Schur, se obtiene

Q −Q A′cl(ηδk)Q−1Acl(ηδk)Q −QRx

ρ
Q +Q

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)⎞⎠
′

Ru

ρ

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)⎞⎠Q ≻ 0,
(6.85)

pre y posmultiplicando por Q−1,

Q−1 −A′cl(ηδk)Q−1Acl(ηδk) − Rx

ρ
+
⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)⎞⎠
′

Ru

ρ

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)⎞⎠ ≻ 0, (6.86)

y siendo Q−1 = (P
ρ
) , se puede escribir

P −A′cl(ηδk)PAcl(ηδk) − Rx +
⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)⎞⎠
′

Ru

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)⎞⎠ ≻ 0. (6.87)

Pre y posmultiplicando la desigualdad (6.87) por x′(t) y x(t) respectivamente
y realizando un pasaje de término, se tiene

x′(k)Px(k)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
V [x(k)]

−x′(k)A′cl(ηδk)PAcl(ηδk)x(k)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
V [x(k+1)]

>

x′(k)Rxx(k) + x′(k)⎛⎝
2
m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)⎞⎠
′

Ru

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(k)(DsF +DsH)⎞⎠x(k)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
sat[Fx(k)]

,

(6.88)

y finalmente utilizando (6.67), resulta

V [x(k)] − V [x(k + 1)] > x(k)′Rxx(k) + (sat[Fx(k)])′Ru(sat[Fx(k)])´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
>0,∀x≠0

,

∀k ≥ 0, y ∀[A(k) B(k)] ∈ Ω.
(6.89)

Lo cual muestra que el elipsoide ǫ(P, ρ) de la desigualdad (6.78), es un invariante
contractivo para el modelo (6.68).

Partiendo de la desigualdad (6.89), realizando la sumatoria en un intervalo de
tiempo infinito, y siendo que el modelo realimentado es asintóticamente estable, se
tiene

V [x(0)] > ∞∑
k=0

x(k)′Rxx(k) + (sat[u(k)])′Ru(sat[u(k)]),
∀k ≥ 0, y ∀[A(η(k)) ∣ B(η(k))] ∈ Ω.

(6.90)

Finalmente, dado que V [x(0)] = x′0 P x0 < ρ,⇒ J∞(x,sat[u]) < ρ.
Por lo tanto, el objetivo de desempeño robusto

mı́n
u(k),k=0,1,...,∞ máx[A(k)∣B(k)]∈Ω,k≥0

J∞(x,sat[u]), (6.91)
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se satisface al resolver el siguiente problema de minimización v́ıa LMI :

mı́n
ρ, Y, Z, Q≻0

ρ, s.a ∶ (6,74), (6,75) y (6,76). (6.92)

siendo F = Y Q−1.

A continuación se muestra un resumen comparativo para obtener la solución de
un LQR robusto en tiempo discreto, con entrada saturada y entrada sin saturar:

LQR robusto con restricción en la amplitud de la entrada para
tiempo discreto v́ıa LMI

mı́n
ρ, Y, Q≻0

ρ, s.a ∶

( 1 x′
0

x0 Q
) ≻ 0.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q QA′j + Y
′B′j QR

1/2
x Y ′R

1/2
u

AjQ +BjY Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u Y 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0, ∀j ∈ [1, nm].

⎛⎜⎝
1 yi

y′i Q

⎞⎟⎠ ≻ 0, ∀i ∈ [1,m].

Siendo ρ > 0, Q ≜ P−1ρ, Y ≜ FQ, yi ≜ fiQ,

LQR robusto con entrada saturada en tiempo discreto v́ıa LMI

mı́n
ρ, Y, Z, Q≻0

ρ, s.a ∶

( 1 x′
0

x0 Q
) ≻ 0.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q QA′j + (DsY +DsZ)′B′j QR
1/2
x (DsY +DsZ)′R1/2

u

AjQ +Bj(DsY +DsZ) Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u (DsY +DsZ) 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0,

∀s ∈ [1,2m] y j ∈ [1, nm].

⎛⎜⎝
1 zi

z′i Q

⎞⎟⎠ ≻ 0, ∀i ∈ [1,m].

Siendo ρ > 0, Q ≜ P−1ρ, Y ≜ FQ, Z ≜HQ, zi ≜ hiQ,

Como se dijo previamente, si no se permite saturar, esto es, si ∣Fx∣ ≤ 1, entonces
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Como en la simulación realizada en el cápitulo anterior, se observa que en la
respuesta del sistema, Fig.(6.10), no hay prácticamente diferencias respecto al uso
de la conmutación entre reguladores. Sin embargo, śı se nota la diferencia respecto
al tiempo de cálculo que le lleva a los algoritmos para determinar las ganancias
Fig.(6.11 (c)).

6.6. Resumen

En este caṕıtulo se desarrolló una formulación para el diseño de reguladores
que permiten la saturación en el actuador, con el objetivo de lograr un diseño
menos conservador haciendo que el actuador opere a su máxima capacidad.

En la sección (6.2) se analizó y determinó qué condiciones deben ser satisfechas
para poder representar una señal saturada como una combinación convexa de
realimentaciones lineales.

En la sección (6.3) utilizando el concepto del elipsoide invariante se formuló,
dentro del marco de las LMI, el diseño de un regulador con saturación para modelo
LTI con garant́ıa de estabilidad. Luego en la sección (6.4), se expuso el diseño de
un LQR con saturación en la variable manipulada para un modelo LPV.

En la sección (6.5) se realizaron dos simulaciones, primero se comparó la res-
puesta del sistema y su ı́ndice de desempeño cuando éste es realimentado con una
entrada saturada y con una entrada sin saturar, donde se notó una sutil mejora
del sistema que utiliza entrada saturada. En la segunda simulación, determinando
un elipsoide terminal, se comparó la respuesta del sistema y el consumo de tiempo
en el algoritmo de cálculo, donde se notó una sensible mejora para el regulador
con entrada saturada que utiliza conmutación.

En el próximo cápitulo, buscando reducir aún más el conservadurismo, en lugar
de utilizar una función de Lyapunov cuadrática como se ha hecho hasta ahora, se
utilizará una función de Lyapunov dependiente de la saturación.
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Caṕıtulo 7

Diseño de un LQR robusto con
saturación en el actuador
mediante una función de
Lyapunov dependiente de la
saturación

7.1. Introducción

El propósito de este caṕıtulo es reducir aún más el conservadurismo en el diseño
del controlador, utilizando como enfoque una función Lyapunov dependiente de la
saturación. Este enfoque captura información sobre la gravedad de la saturación
y conduce a la creación de un controlador menos conservador, ampliando aśı el
dominio de atracción [54].

Durante este caṕıtulo, se analizará la estabilidad de un sistema discreto con
saturación en la señal de control mediante el uso de una función de Lyapunov que
depende de la saturación. Como se ha mencionado previamente y se demostrará
más adelante, esta función proporciona información en cada instante de tiempo
sobre la severidad de la saturación en el actuador, lo que a su vez lleva a la
implementación de un controlador menos conservador [9].

Es importante destacar estudios previos en sistemas LPV [18] [1], en donde
el regulador se diseña basándose en la información obtenida de la variación de
los parámetros de la planta e introduciendo en dicho diseño una variable auxiliar,
en tal caso, se hizo uso de una función de Lyapunov dependiente de parámetros.
En este caso, el procedimiento de análisis es similar, pero en lugar de tener en
cuenta la variación de los parámetros de la planta, se tendrá en cuenta el nivel de
saturación de la variable manipulada.
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7.2. Estabilidad asintótica del origen para un mo-

delo LTI

7.2.1. Determinación de un nuevo dominio de atracción

Según el lema (6.3) ∀x(k) ∈ L(H), es decir, para todo x(k) que satisfaga∣Hx(k)∣ ≤ 1, la señal saturada puede representarse como

sat[F (k)] = ∑2m

s=1 δs(k)(DsF +DsH)x(k), s ∈ [1,2m]. (7.1)

Y según el teorema (6.1), si se cumplen las retricciones correspondientes, el elip-
soide ǫ(P, ρ) es un invariante contractivo para el sistema (6.31). Garantizando, de
esta forma, que el origen sea un punto de equilibrio asintóticamente estable.

Como se ha visto previamente, en cada iteración k = µK del algoritmo de cálcu-
lo, se utiliza un elipsoide inicial como dominio de atracción. Este elipsoide es la
proyección sobre el espacio de estado de la función de Lyapunov cuadrática, expre-
sada por V [xµ] = x′µ Pµ xµ, donde se asume K = 1 para mayor claridad. El hecho
de que este elipsoide se contraiga a medida que el tiempo aumenta implica que
la función de Lyapunov decrece monótonamente, garantizando aśı la estabilidad
asintótica del origen en el espacio de estados.

Ahora bien, la idea es ampliar el dominio de atracción mediante el uso de una
función de Lyapunov en la cual la matriz Pµ depende del nivel de saturación. Esto
implica que el conjunto de atracción ya no será necesariamente un único elipsoide.

A continuación, se mostrará mediante un ejemplo complementario a la demos-
tración realizada para el lema (6.2), cómo el vector δ(k) depende de los estados y
del grado de saturación. Luego, se definirá una función de Lyapunov dependiente
de dicho vector. Es importante destacar que en el caṕıtulo anterior se utilizó una
combinación convexa de vectores de coeficientes que depend́ıan del tiempo, repre-
sentados por δ(k), pero para ser precisos, este vector realmente depende de los
estados y debeŕıa ser denotado por δ(x(k)) [9]. No obstante, por simplicidad en
la notación, en este texto se continuará utilizando la notación anterior, es decir,
δ(k) para el vector y δs para sus elementos.
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Ejemplo 7.1:

Considérese el siguiente modelo LTI:

x(k + 1) = Ax(k) +B sat[Fx(k)]. (7.2)

Se asume que la matriz de ganancias para la regulación por realimentación
lineal de estados F, y la matriz auxiliar H son conocidas.
Luego, para todo x(k) que satisfaga la condición ∣Hx(k)∣ ≤ 1 (lema (6.3)),
se puede escribir

sat[Fx(k)] = 2m

∑
s=1

δs(DsF +DsH)x(k), (7.3)

y por lo tanto el modelo (7.2), resulta

x(k + 1) = Acl(δ(k)) x(k), ∀x(k) ∈ L(H), donde

Acl(δ(k)) ≜ 2m

∑
s=1

δs(A +B(DsF +DsH)), y
2m

∑
s=1

δs = 1.
(7.4)

Se desea determinar el vector δ(k), para tres instantes de tiempo k1, k2 y
k3, que se correspondan con los siguientes valores de la señal realimentada:

a) Fx(k1) < 1, b) Fx(k2) = 2, c) Fx(k3) = 3. (7.5)

Resolución 7.1. Se asume una única entrada u(k) = Fx(k), por lo tanto, m = 1,
y según la definición (6.2), el conjunto D, resulta ser

D = {D1 = 0, D2 = 1}. (7.6)

A continuación, se reescribe la matriz dinámica del modelo realimentado y la señal
saturada para esta condición:

Acl(δ(k)) = δ1(A +B(D1F +D1H)) + δ2(A +B(D2F +D2H)),
sat[Fx(k)] = (δ1(D1F +D1H) + δ2(D2F +D2H)) x(k),

(7.7)

resultando
Acl(δ(k)) = δ1(A +BH) + δ2(A +BF ),
sat[Fx(k)] = (δ1H + δ2F ) x(k),
siendo δ1 + δ2 = 1.

(7.8)

Ahora se procederá al análisis de cada caso para algún valor dado de H, que
cumple la condición de que ∣Hx(k)∣ < 1.

En particular, se supone que para los tres instantes de tiempo, H = 1
3F para

alguna F conocida.
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a) Para Fx(k1) < 1 la señal no satura, por lo tanto, sat[Fx(k1)] = Fx(k1).
Reemplazando en la Ec.(7.8), se obtiene

Fx(k1) = (δ1H + δ2F ) x(k1),
Fx(k1) = (δ1 13 + δ2)Fx(k1),
1 = δ1

1
3 + δ2.

(7.9)

Por otro lado, debe cumplirse que δ1 + δ2 = 1.

Resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones,

1
3δ1 + δ2 = 1,

δ1 + δ2 = 1,
(7.10)

resulta,
δ1 = 0, y δ2 = 1. (7.11)

Por último, al reemplazar estos coeficientes en la matriz dinámica de la
Ec.(7.8), se obtiene:

Acl(δ(x(k1)) = A +BF, (7.12)

Este resultado es el esperado, ya que la variable manipulada no satura.

b) Para Fx(k) = 2, se tiene que sat[Fx(k)] = 1 y reemplazando en la Ec.(7.8),
resulta

1 = (δ1 13 + δ2) × 2, y δ1 + δ2 = 1, (7.13)

resolviendo este sistema de ecuaciones, se tiene

δ1 =
3

4
y δ2 =

1

4
. (7.14)

Reemplazando en la matriz dinámica de la Ec.(7.8), se tiene

Acl(δ(k)) = 3
4(A +BH) + 1

4(A +BF ),
Acl(δ(k)) = A +B(34H + 1

4F ),
Acl(δ(k)) = A +B(34 1

3 +
1
4)F,

Acl(δ(k)) = A +B(12)F,

(7.15)

Luego, multiplicando por x(k)
x(k + 1) = Ax(k) +B(12)Fx(k)´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

2

,

x(k + 1) = Ax(k) +B × 1,
(7.16)

lo que coincide con la Ec.(7.2).
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c) Para Fx(k) = 3, se tiene que sat[Fx(k)] = 1 y reemplazando en (7.8),
resulta

1 = (δ1 13 + δ2) × 3, y δ1 + δ2 = 1. (7.17)

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se tiene que

δ1 = 1 y δ2 = 0, (7.18)

y reemplazando en la matriz dinámica de la Ec.(7.8), se obtiene

Acl(δ(k)) = A +BH,
Acl(δ(k)) = A +B(13)F.

(7.19)

Luego, multiplicando por x(k)
x(k + 1) = Ax(k) +B(13)Fx(k)´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

3

,

x(k + 1) = Ax(k) +B × 1,
(7.20)

que coincide con la Ec.(7.2).

En este ejemplo se ha representado el modelo (7.2) mediante la ecuación (7.4),
y se ha observado cómo los coeficientes vaŕıan según el nivel de saturación. A
continuación, se utilizará una función de Lyapunov que esté condicionada por
estos coeficientes.

7.2.2. Función de Lyapunov dependiente de la saturación

Considérese el modelo del ejemplo (7.1) para un instante inicial k ≥ 0 y una
condición inicial x(k) ≠ 0.

Sea la matriz P (δ(k)) definida como1

P (δ(k)) ≜ 2m

∑
s=1

δs Ps,

siendo Ps ≻ 0, ∀s ∈ [1,2m].
(7.21)

1[30] Para dos instantes de tiempo consecutivos (k) y (k + 1), se tiene:

P (δ(k)) = 2
m

∑
s=1

δs(k) Ps(k), y P (δ(k + 1)) = 2
m

∑
s=1

δs(k + 1) Ps(k + 1).
Para diferenciarlos, se denomina a δs(k)Ps(k) como δsPs, y a δs(k + 1)Ps(k + 1) como δrPr.
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Definición 7.1:

Se define a la siguiente función:

V (x(k)) ≜ x(k)′P (δ(k))x(k), (7.22)

como función de Lyapunov dependiente de la saturación, y además, se define
al siguiente conjunto:

E(P (δ(k)), ρ) ≜ {x ∈Rn ∶ V (x(k)) < ρ}, (7.23)

como conjunto de nivel de V (x(k)).
El siguiente teorema asegura la estabilidad del origen del modelo LTI retro-

alimentado a través de una retroalimentación lineal de estados, utilizando una
función de Lyapunov dependiente de la saturación:

Teorema 7.1: Condición de conjunto invariante

El conjunto E(P (δ(k)), ρ) es un invariante contractivo para el sistema en
lazo cerrado representado por la Ec.(7.4), si existen las matrices H ∈Rm×n,
G ∈ Rn×n, y Ps,r ∈ R

n×n ≻ 0, ∀s, r ∈ [1,2m], tal que satisfagan las siguientes
restricciones:

E(P (δ(k)), ρ) ⊂ L(H), y ⎛⎜⎝
Ps [G(A +B(DsF +DsH))]′

G(A +B(DsF +DsH)) G +G′ − Pr

⎞⎟⎠ ≻ 0,

∀s, r ∈ [1,2m].
(7.24)

Demostración teorema 7.1. La demostración es similar a la realizada en el
teorema (6.1) de la sección (6.3), con algunas variantes debido a la dependencia
de la matriz P respecto del vector δ(k).

Si las restricciones (7.24) se satisfacen, es ĺıcito escribir

2m

∑
s=1

2m

∑
r=1

δsδr
⎛⎜⎝

Ps [G(A +B(DsF +DsH))]′
G(A +B(DsF +DsH)) G +G′ − Pr

⎞⎟⎠ ≻ 0,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2m

∑
s=1

δsPs [G 2m

∑
s=1

δs(A +B(DsF +DsH))]
′

G
2m

∑
s=1

δs(A +B(DsF +DsH)) G +G′ −
2m

∑
r=1

δrPr

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0,

(7.25)

resultando ⎛⎜⎝
P (δ(k)) [GAcl(δ(k))]′

GAcl(δ(k)) G +G′ − P (δ(k + 1))
⎞⎟⎠ ≻ 0. (7.26)
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Utilizando el complemento de Schur, se puede afirmar que la desigualdad (7.26)
implica:

P (δ(k)) ≻ 0, y G +G′ − P (δ(k + 1)) ≻ 0. (7.27)

Además, si se tiene en cuenta la siguiente desigualdad2:

(G − P )P −1(G − P )′ ⪰ 0,
se puede deducir que:

GP −1G′ ⪰ G +G′ − P.

Por lo tanto, para todo k ≥ 0, se cumple lo siguiente:

GP −1(k + 1)G′ ⪰ G +G′ − P (k + 1) ≻ 0. (7.28)

En conclusión, se puede afirmar que si se satisface la desigualdad (7.26), tam-
bién se satisface la siguiente desigualdad matricial:

⎛⎜⎝
P (δ(k)) [GAcl(δ(k))]′

GAcl(δ(k)) GP −1(k + 1)G′
⎞⎟⎠ ≻ 0. (7.29)

Pre y pos multiplicando la desigualdad (7.29) por3

diag{I,G−1} y diag{I, (G−1)′} (7.30)

respectivamente, se obtiene

⎛⎜⎝
P (δ(k)) Acl(δ(k))′
Acl(δ(k)) P −1(k + 1)

⎞⎟⎠ ≻ 0. (7.31)

Aplicando el complemento de Schur, para luego pre y posmultiplicar por x(k)′ y
x(k) respectivamente, resulta

x(k)′P (k)x(k) − x(k)′Acl(δ(k))′´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
x(k+1)′

P (δ(k + 1))Acl(δ(k))x(k)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
x(k+1)

> 0,

V (x(k)) − V (x(k + 1)) > 0,
(7.32)

que es lo que se queŕıa demostrar.

Como se comentó en la introducción, la utilización de la variable auxiliar G,
fue introducida por [18] y utilizada por [1] para la determinación de una matriz
de Lyapunov dependiente de los parámetros del sistema.

Es importante observar que si en el teorema (7.1), se igualan Ps,r = G =

P, ∀s, r ∈ [1,2m], se recupera el teorema (6.1). Es decir, este último es un ca-
so particular del primero, y esto de por si implica que el teorema (7.1) es menos
conservador.

2Esta desigualdad siempre se satisface ∀P ≻ 0.
3Con esta multiplicación, la matriz resultante sigue siendo positiva definida como la original.
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Con todos los conjuntos de nivel que satisfacen las condiciones de este teorema,
se puede hacer una elección del más grande de ellos para obtener la estimación
menos conservadora del dominio de atracción [24] [51] .

Sin embargo, una simple elección de E(P (δ(k)), ρ) es la intersección de los
elipsoides ǫs(Ps, ρ), esto es,

E(P (δ(k)), ρ) = ∩2ms=1ǫs(Ps, ρ). (7.33)

Aunque esta estimación es la más sencilla, no obstante, es menos conservadora
que la estimación basada en una función de Lyapunov cuadrática [54].

A continuación se reformula el teorema (7.1) para que contenga una restricción
LMI que garantice la inclusión E(P (δ(k)), ρ) ⊂ L(H), cuando el conjunto de nivel
es el representado por la Ec.(7.33). Se utiliza la desigualdad (6.55) de la sección
(6.3) para cada elipsoide correspondiente a la matriz Ps, con s = 1,2⋯,2m.

Esto es, el elipsoide ǫs(Ps, ρ) ⊂ L(H) si

1 − hi (Ps

ρ
)−1 h′i > 0, con i = 1,2, ...,m,

(7.34)

lo que equivale a que sean factibles las siguiente LMI:

⎛⎜⎜⎜⎝
1 hi

h′i (Ps

ρ
)
⎞⎟⎟⎟⎠
≻ 0, con i = 1,2, ...,m. (7.35)

Luego, ∩2
m

s=1ǫs(Ps, ρ) ⊂ L(H), si se satisfacen simultáneamente

⎛⎜⎜⎜⎝
1 hi

h′i (Ps

ρ
)
⎞⎟⎟⎟⎠
≻ 0, con i ∈ [1,m], y s ∈ [1,2m]. (7.36)

Finalmente, para este conjunto de nivel, el teorema (7.1) puede reformularse
del siguiente modo:
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Reformulación del teorema (7.1)

El conjunto E(P (δ(k)), ρ) = ∩2ms=1ǫs(Ps, ρ) es un invariante contractivo para
el sistema en lazo cerrado representado por la Ec.(7.4), si existen las matrices
H ∈Rm×n, G ∈Rn×n, y Ps,r ∈R

n×n ≻ 0, ∀s, r ∈ [1,2m], tal que las siguientes
restricciones sean factibles:

⎛⎜⎜⎜⎝
1 hi

h′i (Ps

ρ
)
⎞⎟⎟⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∩
2m

s=1ǫs(Ps, ρ) ⊂ L(H)

≻ 0, ∀i ∈ [1,m], y ∀s ∈ [1,2m],
(7.37)

⎛⎜⎝
Ps [G(A +B(DsF +DsH))]′

G(A +B(DsF +DsH)) G +G′ − Pr

⎞⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
V (x(k) > V (x(k+1))

≻ 0, ∀s, r ∈ [1,2m].

(7.38)

7.3. Estabilidad asintótica y desempeño robusto

para el modelo LPV

7.3.1. Planteo del problema

Considérese el mismo problema de la subsección (6.4.1), pero con la diferencia
de que ahora se concidera P (δ(k)) ≻ 0 y V [x(k)] = x(k)′P (δ(k))x(k), para definir
el conjunto de nivel E(P (δ(k)), ρ) = {x ∈Rn ∶ V (x(k)) < ρ}.

La meta es obtener una ganancia de realimentación estática F, tal que se
logre el siguiente objetivo de desempeño robusto:

mı́n
u(k), k=0,1,...,∞

máx[A(η(k)) ∣ B(η(k))] ∈ Ω, k≥0
J∞(x,sat[u]), (7.39)

donde

J∞(x,sat[u]) ≜ ∞∑
k=0

[x(k)′Rxx(k) + (sat [u(k)])′Ru(sat [u(k)])],
con Rx ⪰ 0 y Ru ≻ 0.

(7.40)

El siguiente teorema garantiza la estabilidad del origen y el desempeño robusto
de un modelo LPV realimentado mediante una realimentación lineal de estados,
utilizando una función de Lyapunov dependiente de la saturación [54]:



160 CAPÍTULO 7. DISEÑO DE UN LQR ROBUSTO . . .

Teorema 7.2: Condición de conjunto invariante. Estabilidad y
desempeño robusto

Sea F ∈ Rm×n una matriz de realimentación de estados. El conjunto de
nivel E(P (δ(k)), ρ) es un conjunto invariante contractivo para el modelo en
lazo cerrado de la Ec.(6.65), si existe una matriz H ∈ Rm×n que satisface
las siguientes restricciones:

a)

Ps − (Aj +Bj (DsF +DsH))′Pr (Aj +Bj (DsF +DsH)) ≻
Rx + (DsF +DsH)′ Ru (DsF +DsH), y

(7.41)

b)
E(P (δ(k)), ρ) ⊂ L(H),

∀ j = 1,2, ..., nm, y ∀ s, r = 1,2, ...,2m.

c) Además, para cualquier condición inicial x0 ∈ E(P (δ(k)), ρ), el
ı́ndice de desempeño satisface la siguiente desigualdad:

J∞(x,sat[u]) < ρ.
Para la demostración del teorema (7.2) se utilizará el siguiente lema [53]:

Lema 7.1:

Sean las matrices Mg ∈R
n×m, g = 1,2,⋯, l, y P ∈Rn×n, P ≻ 0.

Si
l

∑
g=1

bg = 1, y 0 ≤ bg ≤ 1, entonces

( l

∑
g=1

bg Mg)
′

P ( l

∑
g=1

bg Mg) ⪯ l

∑
g=1

bg M
′

gPMg. (7.42)

Demostración lema 7.1. La demostración formal se encuentra en [53], aqúı se
ejemplificará para l = 3.

A partir de la siguiente desigualdad:

(Mg −Mh)′P (Mg −Mh) ⪰ 0, (7.43)

se tiene
M ′

gPMg +M
′

hPMh ⪰M ′
gPMh +M

′

hPMg. (7.44)

El desarrollo del siguiente producto:

( 3

∑
g=1

bg Mg)
′

P ( 3

∑
g=1

bg Mg) , (7.45)
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resulta igual a

b21M
′

1PM1 + b
2
2M

′

2PM2 + b
2
3M

′

3PM3+

b1b2(M ′

1PM2 +M
′

2PM1) + b2b3(M ′

2PM3 +M
′

3PM2) + b3b1(M ′

3PM1 +M
′

1PM3).
(7.46)

Utilizando la desigualdad (7.44), se tiene

b1b2(M ′

1PM2 +M
′

2PM1) ⪯ b1b2(M ′

1PM1 +M
′

2PM2),
b2b3(M ′

2PM3 +M
′

3PM2) ⪯ b2b3(M ′

2PM2 +M
′

3PM3),
b3b1(M ′

3PM1 +M
′

1PM3) ⪯ b3b1(M ′

3PM3 +M
′

1PM1),
(7.47)

por lo tanto, se puede escribir

( 3

∑
g=1

bg Mg)
′

P ( 3

∑
g=1

bg Mg) ⪯
b21M

′

1PM1 + b
2
2M

′

2PM2 + b
2
3M

′

3PM3+

b1b2(M ′

1PM1 +M
′

2PM2) + b2b3(M ′

2PM2 +M
′

3PM3) + b3b1(M ′

3PM3 +M
′

1PM1).
(7.48)

Agrupando el segundo miembro de la desigualdad anterior, se tiene

M ′

1PM1 b1 (b1 + b2 + b3)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=1

+M ′

2PM2 b2 (b1 + b2 + b3)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=1

+M ′

3PM3 b3 (b1 + b2 + b3)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=1

.

(7.49)
Finalmente, resulta

( 3

∑
g=1

bg Mg)
′

P ( 3

∑
g=1

bg Mg) ⪯ 3

∑
g=1

bg M
′

gPMg, (7.50)

que es lo que se queŕıa comprobar.

Utilizando la desigualdad (7.42), se procede a la demostración del teorema
(7.2).

Demostración teorema 7.2. Como se hizo anteriormente, la condición de es-
tabilidad y desempeño robusto se establece exigiendo que se cumpla la siguiente
desigualdad:

V [x(k)] − V [x(k + 1)]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∆V [x(k)]

> x(k)′Rxx(k) + (sat [u(k)])′Ru(sat [u(k)]).
(7.51)

Si la inclusión (b) en (7.41) es satisfecha, utilizando la Ec.(6.67) en la Ec.(6.71),
se tiene

V [x(k + 1)] = x(k)′ ⎛⎝
nm

∑
j=1

2m

∑
s=1

αjδsA
′

cljs

⎞
⎠P (k + 1)

⎛
⎝
nm

∑
j=1

2m

∑
s=1

αjδsAcljs

⎞
⎠x(k), (7.52)
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Por otro lado, utilizando la Ec.(6.67) en el segundo miembro de la desigualdad
(7.51), resulta

x(k)′
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Rx +

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(DsF +DsH)⎞⎠
′

Ru

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(DsF +DsH)⎞⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
x(k), (7.53)

Por lo que la desigualdad (7.51) puede reescribirse como,

x(k)′
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
P (k) − ⎛⎝

nm

∑
j=1

2
m

∑
s=1

αjδs A′cljs
⎞
⎠P (k + 1)

⎛
⎝
nm

∑
j=1

2
m

∑
s=1

αjδsAcljs

⎞
⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
x(k)

> x(k)′
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Rx +

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(DsF +DsH)⎞⎠
′

Ru

⎛
⎝
2
m

∑
s=1

δs(DsF +DsH)⎞⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
x(k).

(7.54)

Lo cual implica que la condición de establilidad y desempeño rubusto, se satis-
face si se mantiene la siguiente desigualdad matricial:

P (k) − ⎛⎝
nm

∑
j=1

2m

∑
s=1

αjδsA
′

cljs

⎞
⎠P (k + 1)

⎛
⎝
nm

∑
j=1

2m

∑
s=1

αjδsAcljs

⎞
⎠

≻ Rx + (2
m

∑
s=1

δs(DsF +DsH))
′

Ru (2
m

∑
s=1

δs(DsF +DsH)).
(7.55)

Por el lema (7.1), se puede asegurar que

⎛
⎝
nm

∑
j=1

2m

∑
s=1

αjδs A′cljs
⎞
⎠P (k + 1)

⎛
⎝
nm

∑
j=1

2m

∑
s=1

αjδsAcljs

⎞
⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

nm

∑
j=1

αj

2m

∑
s=1

δsAcljs

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Mj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

′

P (k + 1)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

nm

∑
j=1

αj

2m

∑
s=1

δsAcljs

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Mj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⪯

nm

∑
j=1

αj (2
m

∑
s=1

δsA
′

cljs
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
M ′

j

P (k + 1)(2
m

∑
s=1

δsAcljs)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Mj

⪯

nm

∑
j=1

αj

2m

∑
s=1

δs A′cljsP (k + 1)Acljs

=

nm

∑
j=1

2m

∑
s=1

αjδs A′cljsP (k + 1)Acljs ,

(7.56)
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y

(2
m

∑
s=1

δs(DsF +DsH))
′

Ru (2
m

∑
s=1

δs(DsF +DsH))

⪯

2m

∑
s=1

δs(DsF +DsH)′Ru(DsF +DsH).
(7.57)

Por lo tanto, si se mantiene la siguiente desigualdad:

P (k) − nm

∑
j=1

2m

∑
s=1

αjδs A′cljsP (k + 1)Acljs −Rx −

s=2m

∑
s=1

δs(DsF +DsH)′Ru(DsF +DsH) ≻ 0,
(7.58)

se satisface la desigualdad (7.51).
Reemplazando (7.21), en los tiempos (k) y (k + 1), en la desiguadad (7.58), y

teniendo en cuenta que

nm

∑
j=1

αj = 1,
2m

∑
s=1

δs = 1 y
2m

∑
r=1

δr = 1,

es posible reescribir la desigualdad (7.58) como la siguiente combinación convexa:

nm

∑
j=1

2m

∑
s=1

2m

∑
r=1

αjδsδr [Ps −A
′

cljs
PrAcljs −Rx − (DsF +DsH)′Ru(DsF +DsH)] ≻ 0,

(7.59)
lo que es equivalente a que se satisfagan las siguientes desigualdades:

Ps −A
′

cljs
PrAcljs −Rx − (DsF +DsH)′Ru(DsF +DsH) ≻ 0,

∀j ∈ [1, nm], y ∀s, r ∈ [1,2m]. (7.60)

Finalmente, si se reemplaza (6.70) en (7.60), resulta

Ps − (Aj +Bj (DsF +DsH))′Pr(Aj +Bj (DsF +DsH))
≻ Rx + (DsF +DsH)′Ru(DsF +DsH),
∀j ∈ [1, nm], y ∀s, r ∈ [1,2m].

(7.61)

de esta forma, queda demostrado la primer parte del teorema (7.2). Esto es, si se
satisfacen los items (a) y (b) en (7.41), el conjunto de nivel E(P (δ(k)), ρ) es un
invariante contractivo.

Para demostrar el item (c) se procede como se hizo anteriormente, es decir, si
se satisface la desigualdad (7.61), se satisface (7.51). Luego, tomando esta última
desigualdad y haciendo la sumatoria en un intervalo de tiempo infinito, resulta

V [x(0)] > ∞∑
k=0

[x(k)′Rxx(k) + (sat [u(k)])′Ru(sat [u(k)])] , (7.62)

y dado que
E(P (δ(k)), ρ) = {x ∈Rn ∶ V (x(k)) < ρ} ∀k ≥ 0,
J∞(x,sat[u]) < ρ. (7.63)

lo cual completa la prueba.
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Diseño de regulador

Con base en la condición de conjunto invariante establecida en el teorema (7.2),
se plantea a continuación un problema de minimización para calcular el vector de
ganancias del regulador, junto con una formulación LMI para resolverlo.

mı́n
Ps≻0, Pr≻0, F, H

ρ, s.a ∶ (7.64)

1.
x(0)′Ps x(0) < ρ,

2.
∩
2m

s=1ǫs(Ps, ρ) ⊂ L(H),
3.

Ps − (Aj +Bj (DsF +DsH))′ Pr (Aj +Bj (DsF +DsH)) ≻
Rx + (DsF +DsH)′ Ru (DsF +DsH),
con s = 1,2, ...,2m, r = 1,2, ...,2m, y j = 1,2, ..., nm.

Teorema 7.3: Solución al problema (7.64) v́ıa LMI.

En el intervalo k = µKa, la ganancia de realimentación F puede ser obtenida
mediante F = Y G−1, donde Y y G son soluciones del siguiente problema de
optimización LMI:

mı́n
Qs≻0, Qr≻0, Y, Z, G

ρ, s.a ∶ (7.65)

1. ⎛⎜⎝
1 x′µK

xµK G′ +G −Qs

⎞⎟⎠ ≻ 0,

2. ⎛⎜⎝
1 zi

z′i Qs

⎞⎟⎠ ≻ 0.

3.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Qs (AjG +Bj(DsY +DsZ))′ G′R
1/2
x (DsY +DsZ)′R1/2

u(AjG +Bj(DsY +DsZ)) G′ +G −Qr 0 0

R
1/2
x G 0 ρ 0

R
1/2
u (DsY +DsZ) 0 0 ρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0.

Donde s = 1,2, ...,2m, r = 1,2, ...,2m, i = 1,2, ...,m, y j = 1,2, ..., nm.

Además, siendo G ∈Rn×n invertible, se han definido las siguientes variables

Qs ≜ G
′
Ps

ρ
G, Qr ≜ G

′
Pr

ρ
G, Y ≜ FG, Z ≜HG, zi ≜ hiG.

aComo ya se sabe, k = µK es el instante inicial para el algoritmo de cálculo.
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Demostración teorema 7.3. Se comenzará con el item (3) del problema
(7.64), dado que es alĺı donde se define la variable matricial G de la que
dependen las otras variables matriciales.

En la desigualdad del item (3) dividiendo por ρ, se tiene

(Ps

ρ
) − (Aj +Bj (DsF +DsH))′ (Pr

ρ
)(Aj +Bj (DsF +DsH))

− (Rx

ρ
) − (DsF +DsH)′ (Ru

ρ
) (DsF +DsH) ≻ 0.

(7.66)
Renombrando

Acljs = Aj +Bj (DsF +DsH), (7.67)

y definiendo

M ≜DsF +DsH. (7.68)

Se reescribe la desigualdad (7.66) como

(Ps

ρ
) −A′cljs (Pr

ρ
)Acljs − (Rx

ρ
) −M ′ (Ru

ρ
)M ≻ 0, (7.69)

la cual, utilizando el complemento de Schur, puede ser representada como la
siguiente LMI:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(Ps

ρ
) − (Rx

ρ
) −M ′ (Ru

ρ
)M A′cljs

Acljs (Pr

ρ
)−1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0. (7.70)

Considérese una matriz K ∈ Rn×n invertible. Luego, premultiplicando por
diag(I,K) y posmultipicando por diag(I,K ′), resulta

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(Ps

ρ
) − (Rx

ρ
) −M ′ (Ru

ρ
)M A′cljsK

′

KAcljs K (Pr

ρ
)−1K ′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0. (7.71)

Teniendo en cuenta que

(K − Pr

ρ
)(Pr

ρ
)−1 (K − Pr

ρ
)′ ⪰ 0, (7.72)

se obtiene

K (Pr

ρ
)−1K ′ ⪰K ′ +K − (Pr

ρ
) . (7.73)
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Por lo tanto, si se satisface

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(Ps

ρ
) − (Rx

ρ
) −M ′ (Ru

ρ
)M A′cljsK

′

KAcljs K ′ +K − (Pr

ρ
)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0, (7.74)

con Ps ≻ 0 y Pr ≻ 0, también se satisface la desigualdad (7.71).

La desigualdad (7.74) puede representarse de la siguiente forma:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(Ps

ρ
) A′cljsK

′

KAcljs K ′ +K − (Pr

ρ
)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

⎛⎜⎜⎜⎝
(Rx

ρ
) +M ′ (Ru

ρ
)M 0

0 0

⎞⎟⎟⎟⎠
≻ 0, (7.75)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(Ps

ρ
) A′cljsK

′

KAcljs K ′ +K − (Pr

ρ
)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

⎛⎜⎜⎝
R

1

2

x M ′R
1

2

u

0 0

⎞⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

ρ
0

0
1

ρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎝
R

1

2

x 0

R
1

2

uM 0

⎞⎟⎟⎟⎠
≻ 0,

(7.76)
y utilizando el complemento de Schur, resulta

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(Ps

ρ
) A′cljsK

′

KAcljs K ′ +K − (Pr

ρ
)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎝
R

1

2

x M ′R
1

2

u

0 0

⎞⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎝
R

1

2

x 0

R
1

2

uM 0

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎝

ρ 0

0 ρ

⎞⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

≻ 0. (7.77)

Premultiplicando por diag(K−1,K−1, I, I) y posmultipicando por diag(K−T ,K−T , I, I),
se obtiene4

4Aqúı se optó por escribir K−T en lugar de (K ′)−1, por ser una representación más concisa.
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

K−1 (Ps

ρ
)K−T K−1A′cljs K−1R

1

2

x K−1M ′R
1

2

u

AcljsK
−T (K−1 +K−T −K−1 (Pr

ρ
)K−T) 0 0

R
1

2

xK−T 0 ρ 0

R
1

2

uMK−T 0 0 ρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

≻ 0.

(7.78)

Definiendo G ≜K−T y reemplazando esta variable en la desigualdad anterior,
resulta

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

G′ (Ps

ρ
)G G′A′cljs G′R

1

2

x G′M ′R
1

2

u

AcljsG (G′ +G −G′ (Pr

ρ
)G) 0 0

R
1

2

xG 0 ρ 0

R
1

2

uMG 0 0 ρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

≻ 0. (7.79)

Reemplazando en esta desigualdad con la Ec.(7.67) y la Ec.(7.68), se puede
escribir

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

G′ (Ps

ρ
)G G′(Aj +Bj (DsF +DsH))′ G′R

1

2

x G′(DsF +DsH)′R 1

2

u

(Aj +Bj (DsF +DsH))G G′ +G −G′ (Pr

ρ
)G 0 0

R
1

2

xG 0 ρ 0

R
1

2

u (DsF +DsH)G 0 0 ρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

≻ 0.

(7.80)

Finalmente, definiendo

Qs ≜ G′ (Ps

ρ
)G, Qr ≜ G′ (Pr

ρ
)G, Y ≜ FG, Z ≜HG, (7.81)
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se obtiene

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Qs (AjG +Bj (DsY +DsZ))′ G′R
1

2

x (DsY +DsZ)′R 1

2

u

AjG +Bj (DsY +DsZ) G′ +G −Qr 0 0

R
1

2

xG 0 ρ 0

R
1

2

u (DsY +DsZ) 0 0 ρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

≻ 0,

(7.82)

con lo cual queda demostrado que si se satisface el item (3) del teorema
(7.3), se satisface el item (3) del problema (7.64).

La condición inicial del item (1) del problema (7.64), es reemplazada por
xµK. Luego, la desigualdad

x′µK Ps xµK < ρ, con s = 1,2, ...,2m, (7.83)

equivale a la siguiente LMI:

⎛⎜⎜⎜⎝
1 x′µK

xµK (Ps

ρ
)−1
⎞⎟⎟⎟⎠
≻ 0, con s = 1,2, ...,2m. (7.84)

Cada LMI en (7.84) puede reescribe como

⎛⎜⎜⎜⎝
1 x′µK

xµK GG−1 (Ps

ρ
)−1G−TG′

⎞⎟⎟⎟⎠
≻ 0, (7.85)

o bien, como

⎛⎜⎜⎜⎝
1 x′µK

xµK G (G′ (Ps

ρ
)G)−1G′

⎞⎟⎟⎟⎠
≻ 0, (7.86)

siendo Qs = G′ (Ps

ρ
)G, se tiene

⎛⎜⎝
1 x′µK

xµK G Q−1s G
′

⎞⎟⎠ ≻ 0. (7.87)

Utilizando la desigualdad

G Q−1s G
′ ⪰ G′ +G −Qs, (7.88)
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se puede afirmar que si la siguiente desigualdad se mantiene:

⎛⎜⎝
1 x′µK

xµK G′ +G −Qs

⎞⎟⎠ ≻ 0, con s = 1,2, ...,2m, (7.89)

entonces se mantiene la desigualdad (7.87). Por lo tanto, si se satisface el
item (1) del teorema (7.3), se satisface el item (1) del problema (7.64).

Como ya se ha visto en la desigualdad (7.36) para la reformulación del teo-
rema (7.1), la condición ∩2

m

s=1ǫs(Ps, ρ) ⊂ L(H), con s ∈ [1,2m], se satisface,
si se satisfacen las siguientes desigualdades:

1 − hi (Ps

ρ
)−1 h′i > 0, con s = 1,2, ...,2m, e i = 1,2, ...,m, (7.90)

las que pueden reescribirse como

1 − hi G (G′ (Ps

ρ
)G)−1G′ h′i > 0, con s = 1,2, ...,2m, e i = 1,2, ...,m.

(7.91)

Siendo zi = hiG, se tiene

1 − zi Q−1s z′i > 0, con s = 1,2, ...,2m, e i = 1,2, ...,m, (7.92)

y expresando esta última desigualdad como una LMI, resulta

⎛⎜⎝
1 zi

z′i Qs

⎞⎟⎠ ≻ 0, con s = 1,2, ...,2m, e i = 1,2, ...,m. (7.93)

A continuación se muestra un resumen comparativo para obtener la solución de
un LQR robusto en tiempo discreto, con entrada saturada utilizando una función
de Lyapunov cuadrática y utilizando una función de Lyapunov dependiente de la
saturación.
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LQR Robusto con entrada saturada. Función de Lyapunov
cuadrática

mı́n
ρ, Y, Q≻0

ρ, s.a ∶

⎛⎜⎝
1 x′µK

xµK Q

⎞⎟⎠ ≻ 0.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q QA′j + (DsY +DsZ)′B′j QR
1/2
x (DsY +DsZ)′R1/2

u

AjQ +Bj(DsY +DsZ) Q 0 0

R
1/2
x Q 0 ρI 0

R
1/2
u (DsY +DsZ) 0 0 ρI

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0,

∀s ∈ [1,2m] y j ∈ [1, nm].

⎛⎜⎝
1 zi

z′i Q

⎞⎟⎠ ≻ 0, ∀i ∈ [1,m].

Siendo ρ > 0, Q ≜ P−1ρ, Y ≜ FQ, Z ≜HQ, zi ≜ hiQ,

LQR robusto con entrada saturada. Función de Lyapunov depen-
diente de la saturación

mı́n
Qs≻0, Qq≻0, Y, Z, G

ρ, s.a ∶

⎛⎜⎝
1 x′µK

xµK G′ +G −Qs

⎞⎟⎠ ≻ 0,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Qs (AjG +Bj(DsY +DsZ))′ G′R
1/2
x (DsY +DsZ)′R1/2

u(AjG +Bj(DsY +DsZ)) G′ +G −Qr 0 0

R
1/2
x G 0 ρ 0

R
1/2
u (DsY +DsZ) 0 0 ρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≻ 0,

⎛⎜⎝
1 zi

z′i Qs

⎞⎟⎠ ≻ 0,

donde s = 1,2, ...,2m, r = 1,2, ...,2m, i = 1,2, ...,m, y j = 1,2, ..., nm.

Además , siendo G ∈ Rn×n invertible, se han definido las siguientes variables:

Qs ≜ G
′
Ps

ρ
G, Qr ≜ G

′
Pr

ρ
G, Y ≜ FG, Z ≜HG, zi ≜ hiG.
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función de Lyapunov cuadrática en cuanto al uso del caudal manipulado. Es decir,
el LQR que utiliza FLDS permite regular al sistema empleando menor caudal que
el LQR que utiliza función cuadrática, el cual para el mismo valor de la variable
manipulada arroja un resultado infactible.

Sin embargo, esta mejora es a expensa de un mayor tiempo de cálculo, téngase
en cuenta que se utilizó una sola entrada, es decir m = 1, y el número de LMI
que utiliza el algoritmo para el cálculo de la ganancia es: 2mnm, donde nm es el
número de modelos LTI vértices del politopo.

Para reducir este tiempo, se hizo uso de un conjunto terminal que abarca todo
el rango de operación, ya que en dicha región se puede aplicar directamente una
ganancia de realimentación estática y sin restricciones para la cual el consumo de
tiempo del algoritmo es ı́nfimo.

Este conjunto terminal es la unión de elipsoides terminales calculados en dis-
tintos puntos de equilibrio del sistema, y el algoritmo de cálculo en función del
valor de los estados conmuta entre estos.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

8.1. Resumen y conclusiones de la tesis

En las últimas décadas se ha comprobado que una amplia gama de proble-
mas de diseño de controladores pueden ser reducidos al problema de optimización
convexa estándar, utilizando Desigualdades Matriciales Lineales o LMI.

Las LMI han resultado ser una herramienta muy potente para el diseño mul-
tiobjetivo de controladores. Sin embargo, aunque esta herramienta matemática
posee una representación concisa y efectiva, tiene como contraparte, que la formu-
lación del problema desde el punto de vista conceptual es muy poco intuitiva.

Teniendo en cuenta esta dificultad, a lo largo de esta tesis se ha tratado de
abordar el desarrollo de un controlador que satisfaga múltiples especificaciones de
diseño, utilizando la formulación LMI, con un aumento gradual en su complejidad.

Para ello, se comenzó con un regulador estático aplicado a un modelo LTI
en tiempo continuo y sin restricciones, hasta llegar al diseño de un regulador
variable para un modelo LPV en tiempo discreto, con restricciones en sus estados
y saturación en el actuador. Utilizando como garant́ıa de estabilidad una función
de Lyapunov que dependa del nivel de saturación y finalmente, incorporando el
concepto de conjunto terminal de manera de optimizar el uso de los recursos
digitales.

A continuación se hace un resumen de como fueron tratados los temas:

En el caṕıtulo (2), se ha realizado una introducción teórica sobre las LMI.
Anaĺıticamente y mediante representaciones gráficas, se ha mostrado que las LMI
definen regiones convexas, y que múltiples LMI implica la intersección de dichas
regiones, la cual también resulta ser una región convexa.

Luego, se ha mostrado cómo el complemento de Schur permite la transforma-
ción de una Desigualdad Matricial Cuadrática, muy común en la especificación
propia de un problema de control, en una Desigualdad Matricial Lineal.

En el caṕıtulo (3), se han definido las regiones LMI y los modelos D−estables,
en tiempo continuo y en tiempo discreto. Se ha demostrado y utilizado un teorema
que permite vincular a dichas regiones LMI con conjuntos simétricos del plano s
o del plano z.

A través de ejemplos, se ha visto que el concepto de estabilidad de Lyapunov

183
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para modelos LTI es un caso particular de la aplicación de este teorema, y se ha
mostrado que la convergencia asintótica al origen de un modelo LTI, debido a la
ubicación de sus polos en el semiplano izquierdo o dentro del interior de un ćırculo
de radio unitario, tiene su equivalente en el dominio temporal con la existencia de
un elipsoide invariante y contractivo que limita la evolución de los estados.

El concepto del elipsoide invariante contractivo, el cual también se representó
gráficamente para modelos en tiempo continuo y discreto, es fundamental para
dar garant́ıas de estabilidad en el diseño del controlador bajo formulación LMI.

En el caṕıtulo (4), se ha analizado y desarrollado el procedimiento para formu-
lar las especificaciones que permitan el diseño de reguladores lineales cuadráticos,
tanto para modelos LTI como para modelos LPV. En este último caso se ha hecho
uso de la técnica de control robusto, utilizando una cáscara convexa (politopo) de
modelos LTI, para incorporar la incertidumbre en los parámetros del sistema.

Se han formulado las especificaciones que contemplan restricciones en la varia-
ble manipulada como aśı también en los estados, y se han extendido los resultados
obtenidos para formular las especificaciones de diseño que contemplen una re-
alimentación de estados variables. El desarrollo se ha realizado para modelos en
tiempo continuo y en tiempo discreto.

Como ejemplo, se eligió una aplicación t́ıpica de la ingenieŕıa qúımica, como lo
es un CSTR. La simplicidad tanto del ejemplo como la del modelo politópico, fue
prevista para destacar los beneficios de proponer un regulador con caracteŕısticas
dinámicas. La comparación entre un regulador con caracteŕısticas estáticas y otro
con caracteŕısticas dinámicas muestra que este último tiene una significativa me-
jora en el tiempo de establecimiento (al menos tres veces más rápido), y esto es
debido a un mejor uso del caudal del ĺıquido refrigerante.

Sin embargo, en la simulación también se observó la ineficacia de mantener
al vector de ganancias variable cuando el sistema se aproxima a su punto de
equilibrio, ya que la misma empieza a fluctuar. Este hecho se debe a que, para
el cálculo de dicho vector, se requiere utilizar valores de desviación de los estados
cercanos a cero.

Como solución, para evitar este comportamiento, se propuso la idea de la re-
gión terminal. Esta región se delimita a partir de la maximización de un conjunto
(elipsoide) en donde la ganancia de realimentación estática más agresiva no viola
las restricciones impuestas a la variable manipulada ni en los estados. Los resul-
tados mostraron que la aplicación de este concepto es viable, logrando una mejor
utilización de los recurso del controlador.

En el caṕıtulo (5), se ensayaron sobre un CSTR, todos los procedimientos de
diseño desarrollados anteriormente. Esto es, se aplicaron las especificaciones en el
diseño de reguladores robustos mediante LMI, utilizando modelos politópicos en
tiempo continuo y en tiempo discreto.

En primer lugar se analizó el comportamiento del sistema en lazo abierto den-
tro de un rango de operación determinado. A partir del modelo no lineal y de la
incertidumbre en sus parámetros previamente acotada, se construyeron ocho plan-
tas no lineales que junto con el margen de operación, permitió determinar el rango
del caudal refrigerante necesario para que el sistema opere en estado estacionario
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dentro del rango establecido. También se pudo observar que el comportamiento
del sistema para algunos puntos dentro dicho rango, es inestable.

Luego con las plantas obtenidas y a partir de un procedimiento original, se
construyó el modelo politópico de vértices reducido que contempla todas las in-
certidumbres tanto en el modelo como en los parámetros del sistema, utilizado
para realizar el cálculo del vector ganancia del regulador a través de un algoritmo
basado en LMI.

El primer regulador diseñado ha sido un LQR robusto con ganancia de reali-
mentación estática y sin restricciones. Con el mismo, se simularon tres plantas en
lazo cerrado, la planta nominal y dos plantas perturbadas que se ubicaban dentro
del politopo pero muy cerca de sus bordes laterales. A través de los resultados se
comprobó que el regulador los estabiliza y con un buen desempeño, pero necesita
una excesiva cantidad de caudal refrigerante especialmente en el instante inicial
de la regulación.

Posteriormente se propuso un regulador LQR robusto con restricción en la am-
plitud de la variable manipulada. La simulación se realizó sobre las misma plantas
de manera satisfactoria en cuanto a la estabilidad y a la restricción impuesta, no
aśı en cuanto al desempeño, ya que al menos en una de las plantas perturbadas
las oscilaciones y el tiempo de establecimiento se incrementaron notoriamente.

Para mejorar el tiempo de respuesta se realizó un LQR robusto con restric-
ciones en el caudal manipulado utilizando un vector de ganancias variable que se
actualiza cada cierto intervalo de tiempo. La simulación sobre las mismas plantas,
mostró que el comportamiento de éstas mejoró mucho su desempeño respecto a su
comportamiento con regulador anterior. Prácticamente los sistemas respondieron
de forma similar a cuando se le aplicaba un regulador sin restricciones. También
resultó satisfactoria la simulación realizada sobre la planta nominal a la que se la
perturbó ingresándole una variación temporal en uno de sus parámetros.

Se continuó con la discretización del modelo politópico y se repitió la última
simulación realizada en tiempo continuo, es decir, se construyó un LQR robusto en
tiempo discreto con restricciones en la variable manipulada y vector de ganancias
variable. Si bien el tiempo de muestreo está determinado por la velocidad de
respuesta de la planta, la actualización de las ganancias no necesariamente debe
coincidir con este. Y aprovechando este concepto, se eligió para su actualización
un tiempo similar al utilizado en tiempo continuo notándose, en la comparación
entre ambos casos, un resultado similar.

Finalmente, y para el caso discreto, se contruyó un conjunto terminal dentro
del cual el vector de ganancias de realimentación estático y sin restricciones no
satura a la variable manipulada.

Con la utilización de este conjunto terminal se tuvo la opción de poder conmu-
tar entre un regulador de ganancias variables con restricciones y uno de ganancias
estáticas sin restricciones sin que se vea alterado el desempeño del sistema. De
esta manera, se logró un mejor aprovechamiento en la utilización del algoritmo
reduciendo su tiempo de cálculo.

En el caṕıtulo (6), se abordó el diseño del LQR en el que se permite a la variable
manipulada saturar con el objetivo de construir un regulador menos conservador.
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Esto es porque al restringir la variable manipulada, de manera que no se violen
los ĺımites del actuador, conduce a que el sistema de control trabaje lejos de su
capacidad total.

Se desarrolló una formulación para el diseño de reguladores que permiten la
saturación en el actuador haciendo que el mismo opere a su máxima capacidad. Se
determinó qué condiciones, en término de LMI, deben ser satisfechas para poder
representar a la señal saturada como una combinación convexa de realimentaciones
lineales. Para ello se agregó una restricción que confinaba al dominio de atracción
a un elipsoide ǫ(P, ρ) inscripto en un poliedro L(H).

Empleando el concepto del elipsoide invariante, primero se desarrolló el diseño
de un regulador con saturación para modelos LTI con garant́ıa de estabilidad.
Luego, utilizando el mismo concepto de estabilidad, se formuló el diseño de un
LQR con saturación en la variable manipulada para un modelo LPV.

Se realizaron simulaciones que permitieron comparar la respuesta del sistema
y su ı́ndice de desempeño cuando éste es realimentado con una entrada saturada y
con una entrada sin saturar. En esta simulación se notó una leve mejora del LQR
con entrada saturada cómo también un aumento en el tiempo de cálculo.

Posteriormente, empleando un elipsoide terminal, se comparó la respuesta del
sistema y el consumo de tiempo en el algoritmo de cálculo, para el regulador con
entrada saturada con y sin conmutación.

En el caṕıtulo (7), se hizo uso de un regulador con saturación en el actuador
y que además utiliza, para el cálculo de su vector de ganancias, una función de
Lyapunov que depende del nivel de saturación (SDLF).

Se pudo mostrar que este regulador tiene un mayor dominio de atracción y
es más eficiente, que aquél que utiliza una función de Lyapunov cuadrática, en
cuanto al uso del caudal manipulado. Es decir, el LQR que utiliza FLDS permite
regular al sistema donde el LQR con función cuadrática, para el mismo valor de
la variable manipulada, arrojó un resultado infactible.

Sin embargo, esta mejora es a expensa de un mayor tiempo de cálculo, téngase
en cuenta que se utilizó una sola entrada, es decir m = 1, y el número de LMI que
utiliza el algoritmo para el cálculo de las ganancias es: 2mnm, siendo nm el número
de modelos LTI vértices del politopo.

Para superar esta dificultad y reducir el tiempo de cálculo, se hizo uso de
un conjunto terminal que abarca todo el rango de operación aplicando un vector
ganancia de realimentación estático y sin restricciones, para el cual el consumo de
tiempo del algoritmo es ı́nfimo.

Este conjunto terminal, que abarca todo el rango de operación, se realizó me-
diante la unión de elipsoides terminales calculados en distintos puntos de equilibrio
del sistema, y el algoritmo de cálculo, en función del valor de los estados, conmuta
entre estos.

8.2. Trabajos Futuros

Se plantean las siguientes tareas a realizar en el futuro:
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1. Extender el politopo a más de una entrada manteniendo la convexidad, para
poder modelar sistemas más complejos.

2. Abordar el diseño de controladores para sistemas que presentan saturación
del actuador y perturbaciones acotadas y sostenidas en el tiempo, con el fin
de minimizar sus efectos sobre la variable controlada y mejorar el desempeño
del sistema.

3. Llevar estas implementaciones a ejemplos prácticos, tanto en la ingenieŕıa
Qúımica como en otras disciplinas de la ingenieŕıa, donde se detecte la ne-
cesidad de emplear estos algoritmos para reducir el tiempo de cómputo.

4. Evaluar los resultados de estas implementaciones prácticas y continuar in-
vestigando para mejorar las teoŕıas existentes y aplicarlas.
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Apéndice B

B.1. Demostración del teorema 3.1

Demostración teorema B.1. : Considérese en primer lugar, que si λi(A) es un
autovalor de la matriz A ∈ Rn,n, y si λi(A) ∈ C, entonces λ∗i (A) también será un
autovalor de A, la razón es, que en los sistemas reales los polos (autovalores) son
reales o aparecen de a pares conjugados [27].

Siendo además v ∈ C los autovectores de la matriz A, por álgebra lineal clásica
[41], se sabe que

v∗A = λv∗,(v∗A)∗ = (λv∗)∗,
A′v = vλ∗,

(B.1)

donde
λ ≜ diag (λ1, λ2, ....λn).

Utilizando directamente la definición (3.4), se puede demostrar que siMD(A,Q) ≺
0, entonces el producto

(I ⊗ v∗)MD(A,Q)(I ⊗ v) ≺ 0. (B.2)

Con esta afirmación y reemplazando la Ec.(3.3) en (B.2) , se tiene

(I ⊗ v∗)[L⊗Q +M ⊗ (AQ) +M ′
⊗ (AQ)′](I ⊗ v) ≺ 0. (B.3)

Distribuyendo el producto de la desigualdad anterior, y utilizando las Ecs.(3.7)
y (B.1), se obtiene para cada uno de sus términos las siguientes igualdades:

(I ⊗ v∗)(L⊗Q)(I ⊗ v) = L⊗ v∗Qv,
(I ⊗ v∗)(M ⊗ (AQ))(I ⊗ v) =M ⊗ λv∗Qv,
(I ⊗ v∗)(M ′

⊗ (AQ)′)(I ⊗ v) =M ′
⊗ v∗Qvλ∗,

lo que permite reescribir a la Ec.(B.2) como sigue:

L⊗ v∗Qv +M ⊗ λv∗Qv +M ′
⊗ v∗Qvλ∗ ≺ 0.

Siendo el producto v∗Qv un escalar, puede extraerse como factor común,

(L⊗ I +M ⊗ λ +M ′
⊗ λ∗)v∗Qv ≺ 0,
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y siendo además Q = Q′ ≻ 0, entonces v∗Qv es un escalar positivo, por lo que
necesariamente la matriz

(L⊗ I +M ⊗ λ +M ′
⊗ λ∗) ≺ 0. (B.4)

La desigualdad anterior puede ser reescrita como sigue:

L⊗
⎛⎜⎝

1 . .

. . .

. . 1

⎞⎟⎠ +M ⊗
⎛⎜⎝

λ1 . .

. . .

. . λn

⎞⎟⎠ +M
′
⊗

⎛⎜⎝
λ∗1 . .

. . .

. . λ∗n

⎞⎟⎠ ≺ 0,

⎛⎜⎝
L⊗ 1 . .

. . .

. . L⊗ 1

⎞⎟⎠ +
⎛⎜⎝

M ⊗ λ1 . .

. . .

. . M ⊗ λn

⎞⎟⎠ +
⎛⎜⎝

M ′
⊗ λ∗1 . .

. . .

. . M ′
⊗ λ∗n

⎞⎟⎠ ≺ 0.

Es decir, la desigualdad matricial (B.4) puede escribirse como n desigualdades
matriciales, en la forma

(L⊗ 1 +M ⊗ λi +M ′ ⊗ λ∗i ) ≺ 0, con i = 1, ...n.

Teniendo en cuenta la Ec.(3.5), se tiene

(L +Mλi +M ′λ∗i ) ≺ 0, con i = 1, ...n, (B.5)

y por la Def.(3.2), se concluye que

fD(λi) = L + sM + s∗M ′ ≺ 0, con i = 1, ...n y ∀ s = λi.

Por lo tanto, queda demostrado que los autovalores de la matriz A pertenecen a la
región D, es decir,

A es D-estable, si ∃ Q ≻ 0 tal que

MD(A,Q) = L⊗Q +M ⊗ (AQ) +M ′
⊗ (AQ)′ ≺ 0.



Apéndice C

Modelo del Reactor

C.1. Modelo del Reactor

1. Balance global de masa

V̇ (t) = qe(t) −
k4
√
V (t)¬

qs(t) [ litros

minutos
] . (C.1)

2. Balance de masa para el producto A

Cantidad de sustancia del producto A dentro del volumen es:

V (t)CA(t) [(litros) ( mol

litros
)] ,

y la variación temporal de sustancia del producto A dentro del volumen,
resulta

d [V (t)CA(t)]
dt

= qe(t)CAe − qs(t)CA(t) −
ConsumoA³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

V (t)k0e−ER
T (t)CA(t)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vR(A)∶ A→B

, (C.2)

Resolviendo, se tiene

V̇ (t)CA(t) + V (t)ĊA(t) =
qe(t)CAe − qs(t)CA(t) − V (t)k0e−ER

T (t)CA(t),
(qe(t) − qs(t))CA(t) + V (t)ĊA(t) =
qe(t)CAe − qs(t)CA(t) − V (t)k0e−ER

T (t)CA(t),
V (t)ĊA(t) =
qe(t) (CAe −CA(t)) − V (t)k0e−ER

T (t)CA(t),

(C.3)
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y finalmente se obtiene

ĊA(t) = qe(t)
V (t) (CAe −CA(t)) − k0e−ER

T (t)CA(t) [ mol

minutos litros
] . (C.4)

3. Balance de enerǵıa

Cantidad de enerǵıa dentro del volumen es:

ρcpV (t)T (t) [(gramos

litros
)( caloŕıas

gramos Kelvin
)(litros) (Kelvin)] . (C.5)

La variación temporal de enerǵıa dentro del volumen, resulta

d [ρcpV (t)T (t)]
dt

= ρcpqe(t)TAe − ρcpqs(t)T (t)−
QR∶ Calor generado por la reacción³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(−△HR

)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Cambio de entalṕıa

V (t) k0e−ER
T (t)CA(t)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vR(A)∶ A→B

+

Calor disipado en la serpentina³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
qc(t)ρcp (1 − e −ha

ρcpqc(t))(Tce − T (t)),
(C.6)

d [V (t)T (t)]
dt

=

qe(t)TAe − qs(t)T (t) +
≜k1³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

(k0△HR

ρcp
)V (t) e−ER

T (t)CA(t) + qc(t)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 − e

≜(−k3)³ ¹¹¹¹¹¹· ¹¹¹¹¹¹µ
(−ha

ρcp
) 1

qc(t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(Tce − T (t)) ,

(C.7)

Resolviendo, se tiene

V̇ (t)T (t) + V (t)Ṫ (t) =
qe(t)TAe − qs(t)T (t) + k1V (t)e−ER

T (t)CA(t) + qc(t)(1 − e −k3qc(t))(Tce − T (t)) ,
(qe(t) − qs(t))T (t) + V (t)Ṫ (t) =
qe(t)TAe − qs(t)T (t) + k1V (t)e−ER

T (t)CA(t) + qc(t)(1 − e −k3qc(t))(Tce − T (t)) ,
V (t)Ṫ (t) =
qe(t) (TAe − T (t)) + k1V (t)e−ER

T (t)CA(t) + qc(t)(1 − e −k3qc(t))(Tce − T (t)) ,
(C.8)

y finalmente se obtiene

Ṫ (t) = qe(t)
V (t) (TAe − T (t))+k1e−ER

T (t)CA(t)+qc(t)
V (t) (1 − e

−k3
qc(t))(Tce − T (t)) [ Kelvin

minutos
] .

(C.9)
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En las ecuaciones previas se han definido las siguientes constantes:

k1 ≜ k0
△HR

ρcp

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

minutos

calorias

mol
gramos

litros

calorias

gramos Kelvin

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
litros

minutos

Kelvin

mol

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, y k3 ≜
ha

ρcp

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

caloŕıas

minutos Kelvin
calorias

litros Kelvin

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
litros

minutos

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

(C.10)

En resumen, las ecuaciones diferenciales no lineales para el modelo del reactor,
resultan

Ecuaciones del sistema no lineal

1. Balance global de masa en [ litros

minutos
]

V̇ (t) = qe(t) − k4√V (t). (C.11)

2. Del balance de masa para el producto A se obtiene la variación de la

concentración en función del tiempo en [ mol

minutos litros
]

ĊA(t) = qe(t)
V (t) (CAe −CA(t)) − k0e−ER

T (t)CA(t). (C.12)

3. Del balance de enerǵıa se obtiene la variación de la temperatura en

función del tiempo en [ Kelvin

minutos
]

Ṫ (t) = qe(t)
V (t) (TAe − T (t)) + k1e−ER

T (t)CA(t) + qc(t)
V (t) (1 − e

−k3
qc(t))(Tce − T (t)) .

(C.13)
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Constante Śımbolo Valor Unidades

Densidad ρ 1 ∗ 103
gramos

litros

Calor espećıfico cp 1
caloŕıas

gramos Kelvin

Coeficiente transferencia de calor ha 7 ∗ 105
caloŕıas

minutos Kelvin

Cambio de entalṕıa △HR −2 ∗ 105
caloŕıas

mol

Energ. activ.

R
[ cal

mol

cal
mol K

] ER 1 ∗ 104 Kelvin

Factor frecuencia de colisión k0 7,2 ∗ 1010
1

minutos

k0
△HR

ρcp
k1 18 ∗ 1012

litros

minutos

Kelvin

mol

ha

ρcp
k3 7 ∗ 102

litros

minutos

Coeficiente de la válvula k4 10
litros

1

2

minutos

C.1.1. Puntos Estacionarios

En estado estacionario las variaciones de volumen, concentración y tempera-
tura resultan nulas, esto es:

V̇ (t) = 0, ĊA(t) = 0, Ṫ (t) = 0. (C.14)

1. De la Ec.(C.11), se tiene

qe(t) − k4√V (t) = 0. (C.15)
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2. De la Ec.(C.12), se tiene

qe(t)
V (t) (CAe −CA(t)) − k0e−ER

T (t)CA(t) = 0. (C.16)

3. De la Ec.(C.13), se tiene

qe(t)
V (t) (TAe − T (t))+ k1e−ER

T (t)CA(t)+ qc(t)
V (t) (1 − e

−k3
qc(t))(Tce − T (t)) = 0. (C.17)

A partir de la Ec(C.12), se puede escribir

qe(t)
V (t)CAe = (qe(t)

V (t) + k0e
−ER
T (t) )CA(t),

CAe =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 +

V (t)
qe(t)k0e

−ER
T (t)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≜X

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
CA(t),

CA(t) =
CAe(1 +X) .

(C.18)

Notar que a volumen y concentración de entrada constantes, CA(t) es solo función
de la temperatura de la reacción.

C.1.2. Curva de reacción y curva de disipación

A continuación se reescribe la Ec.(C.13), del siguiente modo:

Ṫ (t) =
k1e

−ER
T (t)CA(t)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

velocidad de aumento de temperatura

+
qc(t)
V (t) (1 − e

−k3
qc(t))(Tce − T (t)) + qe(t)

V (t) (TAe − T (t))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

velocidad de disminución de temperatura

.

(C.19)
En la ecuación anterior, se observa que se produce un aumento de la temperatura
debido a la reacción y una disminución de la temperatura debido a la disipación
y también una disminución debido al ingreso de reactante. En estado estacionario
la temperatura del reactor se estabiliza, resultando Ṫ (t) = 0, lo que conduce a la



198 APÉNDICE C. MODELO DEL REACTOR

siguiente igualdad:

k1e
−ER
T (t)CA(t) =

−
qe(t)
V (t) (TAe − T (t)) − qc(t)

V (t) (1 − e
−k3
qc(t))(Tce − T (t)) ,

k1³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
△HR

ρcp
k0 e

−ER
T (t)CA(t) =

−
qe(t)
V (t) (TAe − T (t)) − qc(t)

V (t) (1 − e
−k3
qc(t))(Tce − T (t)) ,

△HR

ρcp

V (t)
qe(t)k0e

−ER
T (t)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≜X

CA(t) =

− (TAe − T (t)) − qc(t)
qe(t) (1 − e

−k3
qc(t))(Tce − T (t)) ,

(C.20)

y al reemplazar CA(t) por la Ec.(C.18), se tiene

△HR

ρcp
CAe

X(1 +X) = − (TAe − T (t)) − qc(t)
qe(t) (1 − e

−k3
qc(t))(Tce − T (t)) ,

CAe

ρcp
△HR

X(1 +X)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶(Kelvin)

= − (TAe − T (t)) − qc(t)
qe(t) (1 − e

−k3
qc(t))(Tce − T (t)) , (C.21)

qe(t)
V (t) (

CAe

ρcp
△HR

X

(1 +X))´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
funcion sigmoide de T

= −(qe(t)
V (t) (TAe − T (t)) + qc(t)

V (t) (1 − e
−k3
qc(t))(Tce − T (t)))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
funcion lineal de T

.

(C.22)

El lado izquierdo de la Ec.(C.22) representa la velocidad de calentamiento
de la mezcla dentro del reactor, que como se observa, a volumen constante y
concentración de entrada constante solo es función de la temperatura. Mientras
que el lado derecho de dicha ecuación representa la velocidad de enfriamiento de
la mezcla dentro del reactor, la que a volumen constante, temperaturas de entrada
del reactante y del fluido refrigerante constante y para un caudal refrigerante fijo,
es una función lineal de la temperatura.
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