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Capitulo 1

Introduccion a la Tesis

1.1. Introduccion

1.1.1. Valor Cientifico -Técnico del Trabajo a Realizar

En esta tesis doctoral se aborda el problema de regulacion de sistemas tipi-
cos de la tecnologia quimica. Estos sistemas ademéds de ser no lineales y de tener
parametros inciertos tienen restricciones en sus estados. De igual modo, los elemen-
tos intervinientes en el lazo de control (sensores y actuadores) son componentes
fisicos que adolecen de las mismas limitaciones, y es comun que se produzcan
saturaciones en las variables manipuladas y/o sensadas.

El diseno de controladores para procesos tecnoldgicos persigue la obtencion de
un sistema de control que funcione en forma 6ptima. Para lograr este funciona-
miento Optimo es necesario que se garanticen caracteristicas dinamicas adecuadas
ante diversas situaciones, tales como:

= cambios de consigna, donde se busca reducir o eliminar el error de segui-
miento y acotar el tiempo de respuesta dentro de ciertos valores limites
razonables,

= buen rechazo de perturbaciones, donde se busca reducir al minimo la varia-
bilidad que se produce en las senales controladas ante entradas no deseadas,
o reducir la sensibilidad al ruido producida en los sensores de las variables
medidas vy,

= lograr cierta robustez en el sistema de control ante las incertidumbres propias
del modelado.

En este 1ltimo aspecto se puede decir que los modelos utilizados en procesos
de Ingenieria Quimica provienen mayoritariamente de la formulacién matematica
de sus principios fisico-quimicos, en general de ecuaciones de balance adecuada-
mente simplificadas o bien, del tratamiento numérico de datos experimentales y
de la eleccion de una forma analitica simplificada para expresar la dindmica y
posterior ajuste de sus parametros. Un claro ejemplo de esto son los reactores
quimicos (CSTR/!, por sus siglas en inglés) donde a pesar de disponer de modelos

LContinuous-Stirred Tank Reactor



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TESIS

matematicos rigurosos existen incertidumbres en sus parametros y simplificaciones
en su modelo matematico.

Asi, cuando se desarrolla un sistemas de control, el diseno se realiza sobre el
modelo matemaético del proceso especifico, y como se menciond, tal modelo no es
exacto sino solo una aproximacion de la dindmica real.

Ademas, aunque los valores nominales de los parametros del proceso sean muy
precisos, el punto de operacién cambia respecto al punto de equilibrio cuando el
sistema esta en funcionamiento, ya sea porque el sistema se ve afectados por per-
turbaciones externas o simplemente porque sus parametros varian con el tiempo.

Todos estos factores provocaran, si no se toma el recaudo necesario, un pobre
desempeno en el comportamiento del sistema respecto a las especificaciones exi-
gidas y, lo que es peor, pueden producir inestabilidad en el sistema de control a
lazo cerrado.

Por otro lado, y a pesar de los inconvenientes antes mencionados, linealizar en
distintos puntos de operacién y obtener modelos (LTI?, por sus siglas en inglés)
tiene una importancia fundamental, ya que estos modelos no sélo sirven para la
representacion local de sistemas no lineales, sino que también permiten utilizar
numerosas técnicas en el disefio de controladores en los dominios temporal y fre-
cuencial [2]. Por lo tanto, si bien al linealizar una planta se sacrifica informacion,
se tiene la posibilidad de utilizar una gran cantidad de resultados tedricos ya
existentes.

Dentro de la teoria de control lineal, algunos métodos que han sido utilizados
para estudiar aspectos del problema de estabilizacién robusta, hacen su analisis
en el dominio de la frecuencia (métodos de Bode o de Nysquit) [12].

La técnica de control robusto busca encerrar todo lo que esta fuera del modelo
nominal en lo que se denomina modelo de incertidumbres, de forma tal que la
planta real que se quiere gobernar, esté incluida dentro de una familia de modelos
LTI formados por la planta nominal mas las incertidumbres.

En las tultimas décadas, se ha mostrado que una amplia gama de problemas
para el diseno de controladores robustos, que satisfacen restricciones, pueden ser
reducidos a un problema de optimizacién convexa estandar utilizando Desigualda-
des Matriciales Lineales (LMI?, por sus siglas en inglés). Respecto al uso de esta
herramienta matematica, resulta significativo mencionar que uno de los primeros
trabajos que realiza un gran aporte en el drea es el de Boyd [7].

Es importante destacar que técnicas clasicas para el calculo de controladores
como el (PID*, por sus siglas en inglés) y el (LQR?, por sus siglas en inglés) como
asi también las técnicas robustas, realizan el cdlculo del controlador fuera de linea,
es decir, se utiliza el modelo matematico de la planta para realizar el calculo del
controlador y una vez determinado se aplica a la planta real.

Por otro lado es bien conocido, en la industria de control de procesos, que la
estrategia de control predictivo es una de las estrategias mas populares de control

2Linear Time Invariant
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1.1. INTRODUCCION 3

digital, la cual ha sido utilizada por la industria de procesos en plantas quimicas
y refinerias de petréleo desde la década de 1980.

El control predictivo basado en modelo (MPC®, por sus siglas en inglés) re-
quiere, como su nombre indica, un modelo del sistema a controlar para predecir la
evolucion futura de los estados y/o salidas. A diferencia de otras técnicas clasicas
para el calculo de controladores, el MPC es una técnica que realiza el calculo de
la senial de control en linea.

El modelo del proceso es conocido como modelo de prediccion, en tanto que
el intervalo de tiempo finito, expresado en instantes de muestreo, sobre el que se
predice la evolucion de las salidas es conocido como horizonte de prediccion.

Para calcular las senales (o secuencias) de control que regulan la evolucién del
proceso, se utiliza algin criterio o indice de desempeno. Luego, mediante técnicas
de optimizacion se minimiza o maximiza dicho indice proporcionando, segin este
criterio, la mejor accién del controlador.

Una caracteristica fundamental del control predictivo es la estrategia de hori-
zonte deslizante (RHCT, por sus siglas en inglés), la cual consiste en aplicar solo
la primera componente de la secuencia de actuaciones calculadas, descartandose
el resto, y repitiéndose este proceso en cada instante de muestreo. Lo expresado
implica la existencia de dos elementos fundamentales en MPC, el modelo de
prediccién y el optimizador.

El MPC tiene como ventaja que es aplicable a practicamente cualquier tipo de
proceso, especialmente a los procesos de dinamica lenta. De manera natural pueden
obtenerse formulaciones multivariables, especialmente si se emplean modelos de
prediccién en espacio de estados. Tiene la capacidad de considerar restricciones
en las variables de control y en las variables del proceso al momento de calcular
la ley de control, y esta caracteristica es muy apreciada desde el punto de vista
industrial [9].

Si bien la técnica RHC provee al MPC de cierto grado de robustez, es necesario
disponer de un modelo lo suficientemente realista del proceso a controlar y como
ya se dijo, esto no siempre es posible de obtener.

Existen diferentes técnicas para mejorar la robustez del MPC que consideran en
el proceso de optimizacién las incertidumbre en el modelo. Entre ellas, se destaca
la optimizacion Min-Max de las especificaciones donde se resuelve el problema de
control 6ptimo para el peor modelo en una region de incertidumbre acotada.

Esta técnica tiene como inconveniente que requiere de una enorme potencia de
calculo para resolver el problema de optimizacion en linea, por lo tanto, la dinamica
del proceso a ser controlado es relevante. Confinar el intervalo de predicciéon a un
horizonte finito lo mas reducido posible resulta ser una solucién, aunque durante
mucho tiempo esta solucion no daba garantias de estabilidad. Sin embargo hoy
en dia, la base tedrica del MPC es bien conocida y la estabilidad asintética esté
garantizada por medio de una apropiada penalizacion del estado final y anadiendo
una restriccion final [31] [21].

Alternativamente a la utilizaciéon de un horizonte de prediccion finito, el uso de

6Model Predictive Control
"Recending Horizont Control
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las LMI en el diseno MPC permite llevar el intervalo de prediccién a tiempo infinito
sin necesitar de un tiempo de célculo excesivo como el necesitado en la técnica
de optimizaciéon Min-Max. La estrategia consiste en aplicar una cota superior al
funcional a minimizar, que representa un costo cuadratico en un intervalo infinito,
y minimizar dicha cota [25].

La principal ventaja que tienen las LMI es que las mismas permiten el diseno
de controladores multiobjetivos, tratando a los errores de modelado mediante un
politopo de incertidumbres paramétricas, y transformando las especificaciones de
diseno, como asi también las restricciones en los estados y las restricciones o satu-
raciones en la variable manipulada, en un problema de optimizacién convexo para
lo cual existen algoritmos de bisqueda especializados, como son los métodos de
punto interior, que resuelven el problema en tiempos polinémicos [7].

La contrapartida de utilizar las LMI en MPC, es que se le quita grado de
libertad al calculo de la variable manipulada. Esto es, en lugar de determinar una
ley de control en cada iteracion se fija de antemano una ley de realimentacion
lineal de estados, y solamente se calcula en cada iteraccién el vector de ganancias
para la realimentacion.

El objetivo de esta tesis apunta al diseno de controladores lineales, multiobje-
tivos con matriz de ganancias variables mediante el uso de LMI. Los cuales, son
capaces de lograr en un sistema o proceso quimico tecnolégico, un funcionamiento
o6ptimo cumpliendo con las condiciones dindmicas especificadas, respetando restric-
ciones operativas, y asegurando las condiciones de robustez necesarias de manera
que se garantice la estabilidad asintética en el sistema controlado a pesar de las
incertidumbres presentes en sus parametros y posibles saturaciones en el actuador.

Asi, la plataforma tedrica de la tesis resulta en abordar:

La teoria de programacién matematica lineal y programacion semidefinida.

= La conexién entre las teorias de control moderna y los problemas de optimi-
zacion mediante las LMI.

= La teoria basica de control predictivo con horizonte de prediccién infinito y
su vinculacién con las LMI.

= Kl diseno 6ptimo de controladores multiobjetivos en linea con limitaciones
en la variable manipulada.

= El diseno 6ptimo de controladores multiobjetivos en linea con saturaciones
en el actuador.
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1.2. Analisis de la principal bibliografia relacio-
nada con el tema propuesto

1.2.1. Breve Resena Histoérica de la Teoria de Control Mo-
derna

Muchas de las técnicas modernas de diseno de sistemas de control han mostrado
ser exitosas en aplicaciones de la ingenieria electronica, robotica o aeroespacial. Sin
embargo, inconvenientes adicionales propios de la industria de procesos impiden
alcanzar buenos desempenos con estas técnicas. La razon de esto se debe a los
problemas que se presentan en la mayoria de los sistemas hallados en la ingenieria
quimica, estos son, sistemas lentos (grandes constantes de tiempo), fuertemente
acoplados y con claras caracteristicas no lineales. Ademas, debe mencionarse que
la region de operacion de una planta quimica estd generalmente limitada por una
serie de restricciones que el sistema de control debe tener explicitamente en cuenta,
y éstas restricciones no solamente se deben a condiciones para una operacion
conveniente sino frecuentemente a razones de seguridad.

Concretamente podemos decir que existen dos formas muy utilizadas para
representar y analizar sistemas lineales de control. La primera, conocida como
la teoria de control cléasica [22] [35] [48] [10] (entre muchos otros) utiliza funciones
de transferencias o funcién respuesta en frecuencia entre la salida controlada y
la entrada manipulada, y un andlisis en el espacio transformado por Laplace o
por Fourier, donde el sistema queda caracterizado por un cociente de polinomios
cuyas raices determinan su comportamiento. Asi, modificar el comportamiento
dindmico del sistema implica tener algin grado de libertad para reubicar las raices
del polinomio del denominador del sistema controlado. A medida que el orden de la
planta aumenta, la representacién matematica del sistema y su posterior andlisis
y control se complican. La segunda forma, llamada teoria de control moderna
[22] [35] [17] [11] (entre muchos otros), utiliza el recurso de representar a la planta
mediante ecuaciones diferenciales vectoriales de primer orden haciéndose necesario
el uso de funciones matriciales.

La teoria de control moderna se basa en un sistema de control que tiene en
cuenta las llamadas variables de estados. A diferencia de la teoria clasica que
considera una descripcién entrada-salida del sistema, esta teoria utiliza tres tipos
de variables, las entradas, las salidas y los estados, donde la cantidad de estados
determina el orden del modelo. El uso de la notacion matricial simplifica enor-
memente la representacién matematica del sistema de ecuaciones. El incremento
en la cantidad de variables de estados, de entradas y/o salidas, practicamente
no aumenta la complejidad de la formulacién. De hecho, el analisis de sistemas
complicados con entradas y salidas multiples (MIMO®, por sus siglas en inglés),
se realiza mediante procedimientos solo ligeramente mas complicados que los re-
queridos para el andlisis de sistemas de simple entrada — simple salida (SISO?,
por sus siglas en inglés)[12]. La ventaja que representa esta descripcién frente a la

8Multiple-Input Multiple-Output
9Gingle-Input Single-Output
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descripcion clasica radica en que sus métodos permiten obtener soluciones 6ptimas
mas generales, tanto para sistemas SISO como MIMO.

En una representacion por variable de estados el modelo lineal queda caracte-
rizado con las matrices A, B, C'y D. Las matrices A y C' describen el comporta-
miento no forzado del sistema, mientras que la matriz B caracteriza el efecto de
la entrada (o control) sobre la dindmica del sistema, y la matriz D representa la
transmision directa de la entrada a la salida sin que se involucren los estados.

En la teoria de control moderna, dada la representacién matricial, es necesa-
rio responder ciertas preguntas que brinden informacién elemental sobre la ca-
racteristica del sistema a la hora de construir un mecanismo de control. Estas
preguntas son:

1. ;Existe una entrada de control mediante la cual se pueda transferir al sistema
desde un estado inicial zy a cualquier otro estado xy deseado en un tiempo
finito?

2. (El estado inicial zy del que parte un sistema puede identificarse mediante
la observacion de la salida y de la entrada sobre un tiempo finito?

Estas dos preguntas llevan a dos conceptos fundamentales, el de controlabi-
lidad y el de observabilidad, que fueron introducidos por Kalman a principio de
1960. Ellas condicionan la relacién que existe entre la entrada y el estado (la
controlabilidad) y entre el estado y la salida (la observabilidad) respectivamente
1],

Gracias a esta teoria, las preguntas antes formuladas pueden ser contestadas
mediante la inspeccién de las propiedades de las matrices A, B, C. Las matrices
A y B relacionan las entradas con los estados y se las conoce como el par de
controlabilidad. En cambio, las matrices A y C relacionan a los estados con las
salidas, y se las conoce como el par de observabilidad.

Que el sistema sea completamente controlable quiere decir que se puede tener
control sobre todos los estados del mismo, y que el sistema sea completamente
observable, quiere decir que cada uno de los estados puede ser estimado.

Esta necesidad de determinar si el sistema es controlable y observable que se
presenta en teoria de control moderna, no aparece en la teoria de control clasico.
La razon es debido a que en control clasico no se tiene acceso a cada estado en
particular, sino que solo se puede sensar y controlar las salidas del sistema, la cual
es una combinacién lineal de los mismos.

La gran ventaja que tiene la teoria de control moderna es que previo al diseno
del controlador es posible determinar la controlabilidad del sistema, y al disponer
de un sistema controlable, se garantiza poder realizar un control individual de
cada uno de los estados mediante una realimentacién o feedback de estado, lo que
literalmente significa que se puede, al menos tedricamente, manejar la dinamica
del sistema en lazo cerrado con gran simplicidad.

El desarrollo de la teoria del control 6ptimo se inicié en la década de 1960
con el inicio de la carrera espacial. El problema a resolver fue el de llevar un
vehiculo espacial de algiin punto en la tierra a algiin otro, con un tiempo minimo
y consumiendo la menor cantidad de combustible posible. Es decir, de lo que se



1.2. ANALISIS DE LA PRINCIPAL BIBLIOGRAFIA. .. 7

trataba era de encontrar trayectorias éptimas en el espacio tridimensional. La
solucién de este problema no resulté en principio sencilla. El control éptimo tiene
que ver con el calculo de variaciones que es el nombre dado a la optimizacion de
integrales o funcionales respecto a algin criterio dado.

Los criterios de optimizacién suelen ser muy diversos y determinados por el
problema a resolver. Estos pueden ser, la minimizaciéon del tiempo transcurrido
al transferir el sistema desde un estado a otro, la minimizacién de la energia
consumida para realizar dicha transferencia, o la maximizacién o minimizacion
de otros indicadores de la economia del proceso, en los que es frecuente utilizar
indices de desempeno cuadraticos.

Asi, al disenar un sistema de control éptimo interesa determinar el vector de
control tal que un indice de desempeno determinado sea optimizado. Por ejemplo,
en el caso en que se minimice la energia consumida para llevar un sistema a su
punto estacionario luego de ser perturbado, se estd disenando un regulador 6ptimo
cuadratico LQR, que lleva a una ley de control lineal.

Por lo tanto, el diseno de los sistemas de control 6ptimo y los reguladores
optimos basados en tales indices de desempeno cuadraticos se reduce a la de-
terminacién de los elementos de una matriz de ganancias de realimentacion que
reubicard los polos del sistema controlado en las posiciones éptimas deseadas. Una
ventaja de usar el esquema de control éptimo cuadratico es que el sistema disenado
serd asintOticamente estable, (excepto en el caso de que el sistema original no sea
controlable), mediante la simple resolucién de la ecuacién algebraica de Riccati
(ARE!", por sus siglas en inglés) [11].

Las técnicas clasicas, dentro de la teoria de control moderno, que resuelven
esta ecuaciéon son bien conocidas y en principio, utilizar una técnica diferente para
resolverla pareceria no aportar ninguna ventaja adicional frente a lo ya existente.
De hecho, modificando las matrices de peso se pueden limitar las ganancias que
ocasionalmente podrian conducir a excesivos movimientos de la variable manipu-
lada y saturar el elemento de control final, y/o limitar el movimiento de los estados
para no superar el rango de trabajo preestablecido.

Sin embargo, el diseno del LQR via LMI es una técnica multiobjetivo, es decir,
cada uno de los objetivos planteados, para la regulacion del sistema realimentado,
se presentan de manera explicita junto con el indice de desempeno que se desea
minimizar, mas alla de modificar o no las matrices de peso de la funcién objetivo.

Las LMI hacen su aporte, abordando los siguientes puntos:

1) Disenar el LQR sin que se produzcan saturaciones o desbordes en las varia-
bles fisicas, condicionando el diseno con nuevas restricciones. Por ejemplo,
restricciones en los estados y/o restricciones en la variable manipulada.

2) Permitir que haya saturaciones en el actuador sin que se afecte la garantia
de estabililad del sistema realimentado. Esto implica replantear el problema
y condicionar el diseno con nuevas restricciones.

En ambos casos el uso de la formulacion con las LMI tiene su ventaja operativa,
ya que un sistema de control éptimo con miltiples restricciones (multiples LMI)

10 Algebraic Riccati Equation
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puede ser tratado como una unica LMI de mayor tamano, sin que ello implique
alguna complejidad adicional en su resolucién.

Otros objetivos de desempeno del sistema en lazo cerrado como ser, la mini-
mizacién de la norma H,,, o la ubicacion de polos en regiones predefinidas para
lograr respuestas acotadas en amplitud y tiempo, pueden agregarse al diseno LQR
como restricciones LMI sin mayor dificultad.

En los ultimos anos, el elevado poder computacional unido a la aparicion de
poderosos algoritmos de optimizacién convexa han contribuido a que su uso sea
cada vez mas popular.

1.2.2. Breve resena historica de las LMI en la teoria de
control.

Las LMI, como su nombre lo indica, son desigualdades de matrices donde sus
elementos son matrices constantes y matrices variables que aparecen formando
una combinacién lineal o afin.

Ademds geométricamente una LMI define una regién convexa y varias LMI
determinan una region que es la interseccion de varias regiones convexa, y dicha
interseccion, por propiedad de convexidad, también resulta ser una regiéon convexa.

Por lo tanto, al minimizar o maximizar alguna funcién objetivo lineal dentro
de dicha regién convexa, siendo esta la forma en que se plantea un problema de
optimizacion utilizando LMI, se tiene la garantia de encontrar (si es que existe)
un 6ptimo tnico y global.

En su forma candnica, la desigualdad matricial puede ser representada por la
siguiente formulacion:

F(x) >0,

donde F'(x) es una combinacién afin de matrices simétricas conocidas, pesadas por
variables de decisiéon x (variables a determinar), de tal manera que F'(z) resulta
ser una matriz simétrica. La condicién F'(z) > 0 significa que F(x) es positiva
definida, con todas las propiedades que esto implica [31].

En 1890 Lyapunov demostré que el sistema modelado por el par de ecuaciones

en variables de estados:
x(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t) + Du(t)

es estable, si y solo si, existe una matriz P = P’ > 0 tal que cumpla la siguiente
desigualdad matricial:
A'P+PA<DO.

El requerimiento simultaneo de

A'P+PA<0,

P>0,

es lo que se conoce como desigualdad de Lyapunov en la matriz P.



1.2. ANALISIS DE LA PRINCIPAL BIBLIOGRAFIA. .. 9

Es decir, histéricamente hablando, las primeras LMI utilizadas para analizar
la estabilidad de un sistema que evoluciona en el tiempo, fue la desigualdad de
Lyapunov, la cual puede ser resuelta analiticamente al resolver un conjunto de
ecuaciones lineales como se muestra en muchos textos clasicos [30] [22][41].

En 1940 se utilizé la desigualdad de Lyapunov para analizar la estabilidad de
un sistema de control que poseia una no linealidad en el actuador, el criterio de
estabilidad tenia la forma LMI, pero con la particularidad de que la condicion
de estabilidad y la restriccién del actuador fueron posibles de ser reducidas a un
conjunto de desigualdades polinémicas, estas LMI fueron resueltas analiticamente
en forma manual, por lo que su aplicacion estaba limitada a sistemas pequenos de
segundo o tercer orden [7].

En 1960 se logré reducir la solucién de las LMI a un simple criterio grafico,
este criterio podia ser aplicado a sistemas de alto orden, pero que no contengan
mas de una no linealidad. Su contribucién, desde el punto de vista histérico de
la aplicacién de estos métodos en sistemas de control, fue mostrar cémo resolver
ciertas familias LMI por procedimientos graficos.

Al comienzo de 1970, los investigadores observando ciertas simetrias en la ecua-
cién algebraica de Riccati relacionadas con el control cuadratico 6ptimo en estado
estacionario, vieron que se trataba de otra forma de LMI, si la condicion de defi-
nida positiva se expresa en términos del complemento de Schur [7] [28], y por lo
tanto, algunos tipos especiales de LMI pudieron ser resueltas utilizando métodos
analiticos como los utilizados para resolver la ecuacién algebraica de Riccati o
ARE.

Existen entonces para esta fecha, distintos métodos para la solucién de algunos
tipos de LMI:

a) Métodos directos y métodos gréficos (aplicables a sistemas de bajo orden) y,

b) métodos analiticos de forma cerrada para la resolucién de las ecuaciones de
Lyapunov y Riccati.

En 1971 Willen'! dijo, “la importancia de las LMI parece estar ampliamente
despreciada, debe ser interesante ver si éstas pueden ser o no explotadas con nuevos
algoritmos computacionales”.

Willen mismo sugirié que las LMI deben tener alguna ventaja computacional
comparando, por ejemplo, con los algoritmos utilizados para resolver la ARE.

El proximo gran avance fue la simple observacion de que las LMI utilizadas con
la teoria de sistemas de control, permitia reformular a los problemas de control
como un problema de optimizacién convexo, el que resulta amigable para ser
resuelto en forma computacional.

Esta simple observacion tuvo importantes consecuencias, la principal es que se
puedieron resolver problemas via LMI para los cuales ninguna soluciéon analitica
habia sido encontrada.

Los problemas de optimizacion convexa pueden ser resueltos numéricamente
eliminando la necesidad de una encontrar una solucién analitica, utilizando algo-

UExtraido del texto [7].
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ritmos basados en métodos de punto interior. Estos algoritmos se desarrollaron
principalmente en la década de 1980.

El hecho de poder reformular un problema de control como un problema de
optimizacién convexo es otra gran ventaja que tienen las LMI, ya que tal conve-
xidad garantiza encontrar, si es que existe, una soluciéon unica. Y si tal solucion
no existe, el algoritmo de bisqueda determina que el problema es infactible y en
tal caso, previo a un replanteo del mismo, se pueden relajar las restricciones hasta
lograr una solucion.

Resumiendo, la idea de incorporar las LMI en un problema de control es el de
reducir dicho problema a un problema de optimizacion convexo, y asi tal reduccién
y posterior solucion, constituyen la solucién del problema original.

A continuacién se mencionan algunos de los problemas de control que se re-
suelven con las LMI:

» Estabilidad de sistemas representados por modelos LTI utilizando funcion
de Lyapunov cuadratica.

» Estabilidad robusta de sistemas representados por modelos (LPV'2 por sus
siglas en inglés) utilizando funcién de Lyapunov cuadratica.

= Estabilidad robusta de sistemas representados por modelos LPV utilizando
funcién de Lyapunov dependientes de parametros.

= Estabilidad robusta de sistemas representados por modelos LPV utilizando
funciéon de Lyapunov dependientes de la saturacion.

= Sintesis mezclada de las normas Hy v H,,, para el diseno de reguladores con
el rechazo a ruido de estados, ruido de medicién y perturbaciones externas
de norma acotada.

= Ubicacién de polos en regiones LMI para garantizar desempeno robusto del
vector de salida en los sistemas representados por modelos LPV.

Como ya se menciond, ademas de los problemas respecto a la estabilidad y
desempeno robusto para sistemas representados por modelos LPV, esta técnica
permite manejar restricciones asociadas a la operacion de los sistemas como pue-
den ser los valores maximos permitidos para alguna o varias variables dentro del
proceso

1.2.3. Breve resena histoérica de las LMI dentro del control
predictivo basado en modelo
En los tultimos anos, el control predictivo basado en modelo ha sido amplia-

mente adoptado como un método eficaz para tratar los problemas de control con
restricciones [31].

12Linear Parameter Varying
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Sin embargo, en el trabajo de Kothare et al [20], se destaca que la principal
desventaja de las técnicas de diseno convencionales para el control predictivo del
modelo o MPC, es su incapacidad para lidiar explicitamente con la incertidumbre
del modelo de planta.

En dicho documento, se presenta un nuevo enfoque para la sintesis robusta de
MPC que permite la incorporacion explicita de la descripcién de la incertidumbre
de la planta en la formulacion del problema. La incertidumbre se expresa tanto en
el dominio del tiempo como en el de la frecuencia.

Como se ha mencionado en la seccién anterior, el objetivo ahora es calcular, en
sucesivos instantes de tiempo, una matriz de ganancias para construir y aplicar una
realimentacién de estado lineal, que minimice una funcién objetivo de horizonte
infinito para el “peor de los casos” , sujeta a restricciones en la entrada de control.

Utilizando técnicas estandar, el problema de minimizar el limite superior de
una funcién objetivo robusta (que incorpore a el caso més desfavorable), sujeto a
restricciones de entradas, estados y salidas, se reduce a un problema de optimiza-
cién convexo que involucra a las LMI.

El control predictivo basado en modelo robusto (RMPC!?, por sus siglas en
inglés), como una rama importante de MPC debido a su importancia en la practica,
ha atraido una atencién notable de la comunidad de investigacién [1] [15] [20].

Como se ha mencionado, en [20] se propone un diseno RMPC que garantiza la
estabilidad asintotica del sistema en lazo cerrado.

A partir de este trabajo, se han presentado varias mejoras adicionales. En [(] se
asume que los pardmetros del sistema son medibles en linea, y en [15] se propuso
un algoritmo MPC robusto mejorado mediante la aplicacién de una funcién de
Lyapunov dependiente de parametros. La medicién de estos parametros propor-
ciona informacién en tiempo real sobre las variaciones de las caracteristicas de la
planta, y es deseable disenar controladores que se programen en base a esta in-
formacion porque son menos conservadores que los que se disenan utilizando una
funciéon de Lyapunov cuadratica. Ademds, también se han propuesto algunos di-
senos de reguladores fuera de linea que reducen la carga computacional del RMPC
14 [19] [52].

Por otro lado, el andlisis de estabilidad y la sintesis de sistemas dinamicos con
no linealidades en los actuadores han recibido una atencion creciente en los ltimos
anos. A menudo, el problema de la saturacién del actuador se trataba disenando
leyes de control de baja ganancia con el fin de evitarla. Actualmente se permite
la saturacion del actuador estimando el dominio de atraccién.

Es bien sabido que cuando el actuador se satura, el rendimiento de los siste-
mas en lazo cerrado disenados sin considerar esta saturacion puede deteriorarse
seriamente [3] [21]. Por lo tanto, considerar la saturacién del actuador en un di-
seno RMPC es de importancia critica y se ha abordado bien en la literatura, al
poder expresar la saturacion mediante una céscara convexa de un grupo de leyes
de retroalimentacién lineal auxiliar y ley de realimentacién lineal real [24].

En [9] se propone un método de diseno RMPC en presencia de saturacién. En
dicho trabajo, se disena una ley de control, utilizando el concepto del elipsoide

BRobust Model Predictive Control
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invariante, para obtener una matriz de ganancias de realimentacién para los sis-
temas con modelos LPV bajo representacion politopica, sujetos a una saturacion
en el actuador. Primero se establece una condicion de invariancia. Luego, al utili-
zar esta condicion, el diseno de una ley de realimentacion de estado se formula y
resuelve como un problema de optimizacién con restricciones LMI.

La estabilidad de los sistemas representados por modelos lineales en tiempo
discreto sujetos a la saturacion del actuador se analiza utilizando una funcion de
Lyapunov dependiente de la saturacién (SDLF!', por sus siglas en inglés). Esta
SDLF captura la informacién en tiempo real sobre la gravedad de la saturacién del
actuador y conduce a una estimacién menos conservadora del dominio de atracciéon.
Este método de diseno conduce a una mejora considerable en el rendimiento del
sistema en lazo cerrado.

En el problema LQR formulado y resuelto en [9], se asigna una misma ponde-
racion a los sistemas en lazo cerrado que resultan de las leyes de realimentacion
lineal auxiliar y real, esto deja espacio para una mejora adicional.

En [23] se propone un nuevo algoritmo de disefio de control predictivo de mode-
lo robusto (RMPC) para un sistema lineal incierto con una descripcién politépica
y sujeto a la saturacién del actuador. Concretamente, propone un nuevo diseno
de RMPC que tenga en cuenta la ponderacién relativa entre las leyes de reali-
mentacién auxiliar y real. La motivacion de este articulo es reducir atin mas el
conservadurismo en el diseno del controlador. La libertad de diseno adicional al
elegir la ponderacién relativa en las leyes de realimentacion real y auxiliar permite
una mejora adicional del rendimiento del sistema en lazo cerrado en comparacion
con los resultados de los algoritmos existentes.

También en [54], se propone un algoritmo para el cédlculo de un controlador que
se basa en resolver a un problema min — max para un sistema representados por
un modelo LPV que incorpora la saturacion del actuador dentro de la formulacion
LMI, utilizando una SDLF, y conduce a una estimacion menos conservadora del
dominio de atraccion.

1.3. Aspectos que lo hacen diferente de lo ya
existente y conocido en el area:

El objetivo del diseno éptimo en un sistema de control es lograr plantas que
funcionen con robustez ante incertidumbres en su modelo y tengan adecuadas
caracteristicas dinamicas ante diversas situaciones, como cambios en la consigna
y/o rechazo de perturbaciones, cumpliendo con restricciones operativas y evitando
o incorporando saturaciones en las variables manipuladas.

En la literatura de control de procesos, se pueden encontrar estrategias de
control asociadas con una descripcion multimodelo de una planta no lineal. De esta
manera, los sistemas no lineales se representan por una familia finita de modelos
lineales, donde las no linealidades se contemplan por modelos LTI en diferentes
puntos de operacion.

14Saturation Dependent Lyapunov Function
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El camino comtun para obtener la representacion politopica consiste en cons-
truir un politopo que, a modo de envolvente convexa, encierra al modelo no lineal
en todo su intervalo de operacién y luego incorporar al modelo otra matriz asocia-
da que incluya un vector de perturbaciones externas [32]. Estas representaciones
politépicas son utiles cuando se implementan estrategias de control avanzadas, por
ejemplo en [38] [39] [10], donde se utiliza un sistema no lineal modelado por un
entorno de multiples modelos y los controladores se formulan considerando un ho-
rizonte de prediccion finito y restricciones terminales para garantizar la estabilidad
asintotica.

En contraste con este camino, en la presente tesis se propone un nuevo pro-
cedimiento que incorpora las alinealidades en el modelo y las variaciones de los
parametros, debido a cambios en el punto de operacion y a las perturbaciones
externas, dentro de una tnica representacion politopica reducida en vértices.

Para ello, se lleva a cabo un estudio cuidadoso del comportamiento dinamico del
reactor de tanque agitado continuo (CSTR) con el fin de definir una representacion
multimodelo valida en la region de operacion del reactor.

Otro aspecto a tener en cuenta es que, a diferencia del RMPC donde se uti-
liza un modelo discreto y el calculo de la ganancia se realiza en los instantes de
muestreo [20], en este trabajo para el disefio del controlador, los instantes en que
se recalcula el vector de ganancias pueden coincidir o no con los intervalos de
muestreo, de hecho también puede utilizarse modelos en tiempo continuo para el
calculo del vector de ganancias.

Ademas, en este trabajo al igual que en [51], se utiliza un regulador con sa-
turacion en el actuador y que utiliza, para el calculo de su vector de ganancias,
una funciéon de Lyapunov que depende del nivel de saturacion. Sin embargo, el
empleo de este regulador tiene como desventaja un mayor tiempo de célculo, y
para reducir este tiempo, en esta tesis se propone el uso de un conjunto terminal
que abarca todo el rango de operacién [5]. La ventaja de utilizar este conjunto ter-
minal reside en que, en dicha region, se puede aplicar directamente una ganancia
de realimentacién estatica y sin restricciones para la cual el consumo de tiempo
del algoritmo es infimo.
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Capitulo 2

Conceptos basicos sobre LMI

2.1. Introducciéon

Las LMI, son desigualdades matriciales donde las variables de decision, que
normalmente son matrices, aparecen en forma afin'.

En las dltimas décadas se ha comprobado que una amplia gama de proble-
mas de diseno de controladores pueden ser reducidos al problema de optimizacion
convexo estandar, utilizando Desigualdades Matriciales Lineales o LMI.

Su principal ventaja radica en que las mismas definen regiones convexas, es
decir, el conjunto de especificaciones de diseno para el controlador es transformado
en una interseccién de regiones convexas.

Planteadas las especificaciones como restricciones en formato LMI, la solucién
de encontrar un controlador que las satisfaga se resume a resolver un problema de
optimizacién, y al ser este convexo, se tiene la certeza de que si existe solucion,
esta es unica.

En el presente capitulo se realiza una introduccién a la teoria de las LMI, se
ejemplifica su convexidad, y se muestra como las LMI pueden adaptarse a los
problemas de diseno en los sistemas de control.

2.2. Teoria Basica de LMI

Se dice que una matriz F es negativa (o positiva) definida, si y sélo si, es
simétrica y la funcién cuadrética asociada v'Fv, es menor (o mayor) que cero
para todo v # 0 [7], simbdlicamente

F=<0, <<= F=F AN v'Fv<0, Yv=+0,
(2.1)
F>0, <= F=F A vVFv>0, Yv=0.

Si la matriz F depende de un vector x = [x] x5 ... x,,]" del siguiente modo:

F(z) 2 Fo+aiFy+ zoly + o+ Fry, (2.2)

Una combinacién afin, es una combinacién lineal mds un término constante.

15
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donde las matrices Fy, Fy, Fs, ..., F,,, son matrices simétricas, constantes y cono-
cidas, entonces su condicién de definida negativa (o positiva), esto es,

F(x)=F,+x1Fy +xoFs + -+ 2, F), <0,
(2.3)
F(x)=F,+x1Fy + xoFy+ -+, F, > 0,

recibe el nombre de la desigualdad matricial lineal o LMI.
Las componentes del vector z : {x1, =a, ... T, }, se llaman variables de decisién,
y son las variables a determinar para las cuales se verifican las desigualdades (2.3).
A continuacién se demostrard formalmente [11] que las LMI definen regiones
convexas en el espacio SR™ sobre la variable vectorial x.

Considérese los vectores x, = [Zq1 Tag - Tam]' ¥ Tp = [To1 Tpa ... Toy]’, de
manera que para ambos vectores se cumple

F(fa) = Fo+ Zxaiﬂ <0, (24)

g=1l

y m
F(zy) =Fo+ ) i F; <0. (2.5)

i=1

Ademas, considérese un escalar A, tal que 0 < A < 1. Multiplicando por A la
Ec.(2.4 ) y por (1-X) la Ec.(2.5), se tiene

AF(2,) = AFy + 3 AaosF < 0, (2.6)
y m
(L= N)F () = (L= N)Fo + Y- (1= Nan Fs <0. 2.7)

Sumando las Ec. (2.6) y (2.7), resulta

Fo + Z()\l‘ai +(1-X)xy;) F; <0, (2.8)
i=1
y definiendo como
¥ 2 Az + (1= N)xp) = xp + Mg — ), (2.9)

un punto cualquiera que pertenece al segmento de recta que une al punto
x, con el punto x;, se cumple que

F(z*) = Fy+ Y 2} F; <0, (2.10)
i=1

es decir, el punto z* también satisface la desigualdad (2.4), quedando de-
mostrada su convexidad.
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2.3. Representacion grafica de las LMI

A continuacién se desarrollan algunos ejemplos para mostrar graficamente que
las LMI representan regiones convexas.

2.3.1. Ejemplo de Programaciéon Lineal

En un problema de programacién matemaética lineal[31], tanto la funcién ob-
jetivo que se desea optimizar como las restricciones impuestas, son combinaciones
lineales de las variables de decision.

Ejemplo 2.1:

Considérese el siguiente problema de maximizacion:

méx {f(z) = o),

s.a: Ax-b<0,
o (2.11)
Siendo
2 1 70
A=|11 ,x:(’”), b=| 40 ,c=(g8) (2.12)
13 = 90

Resolucién 2.1. Reemplazando los valores de la Ec.(2.12), el problema de la
Ec.(2.11), se reformula como:

Mazimizar la funcion escalar
f(x) =402 + 602, (2.13)
sujeto a las siguientes restricciones:

g1(x) =221 + 29 - 70 < 0,
go(x) =1 +22-40 <0, (2.14)
g3(z) =21 + 325 -90<0.

ga(x) =21 20,

gs5() = x5 2 0. (2.15)

Este problema estd representado grdficamente en la Fig.(2.1). Obsérvese que
las rectas (a), (b) y (c), son las cotas superiores de las desigualdades (2.14), y
Junto con los ejes x1 =0 y x9 =0, que son las cotas inferiores de las desigualdades
(2.15), conforman un poligono que es la frontera de la region convezra en la cual
el punto (x1,x2) debe estar confinado.
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m

a: g1=0

SIS
0% 0% et et .
et ee e ¢ g3=0

10 15 20 25 30 35 40
x1

(a) g1(z) N ga(x) N g3(x) N ga(z) N gs(x). (b) Curvas de nivel y regién factible.

Figura 2.1: Restricciones lineales, regién convexa poligonal

A esta region poligonal delimitada por las restricciones se la denomina region
factible.

La solucion optima se puede obtener graficamente, ya que para distintos valores
de f(x) = constante, se tiene un conjunto de rectas paralelas, y al alejarse en
direccion perpendicular a éstas, f(x) se mazimiza.

Al maximizar f(x), x1 y xo no pueden tomar sino aquellos valores que perte-
necen a la region factible.

Es sabido que en los problemas de programacion lineal, el optimo esta siempre
en un vértice de la frontera, sin embargo, la intencion de este ejemplo no es encon-
trar el optimo sino mostrar la convexidad de la region factible y su representacion
mediante una LMI, que se realiza a continuacion.

Representacion del interior del poligono mediante LMI

Obsérvese que el interior de la region poligonal, puede expresarse como

2 1 70
w1 | +x| 1 || 40 [<0®D, (2.16)
1 3 90

El objetivo ahora, es representar la desigualad anterior como una LMI. Pa-
ra ello, se premultiplica el lado izquierdo de la desigualdad (2.16) por la matriz
identidad (I13*3)), y definiéndose

2 00 1 00 =70 0 0
F)tm| 01 0 |+ 01 0|+] 0 -0 o] (2.17)
0 01 00 3 0 0 -90
Fy E Fy

se obtiene
F(.T) = FO + $1F1 + $2F2.
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A continuacion se pide que F(x) sea negativa definida, para lo cual se reagrupa
la suma (2.17) en una inica matriz, y se impone tal condicion

201 +x9—70 0 0
F(x) = 0 T + 29— 40 0 <0, (2.18)
0 0 21 + 319 — 90

y como se dijo, esta desigualdad matricial se satisface si los autovalores de F(x)
son negativos, por tanto los elementos de la diagonal deberdn cumplir que,

221 + 19 — 70 < 0,
1+ Xy — 40 < 0, (219)
Ty +3x2—90<0.

De esta manera, parte del conjunto de restricciones que determinan el interior
de la region poligonal, quedan definidas por la LMI (2.18).

Por otro lado, la restriccion de positividad sobre las variables de decision, tam-
bién puede reformularse mediante una LMI, definiendo la matriz

X(z) = ( ”(7)1 0 ) > 0, (2.20)

lo cual significa 1 >0 y xo > 0. Resultando ast la region convexa marcada en
color verde de la Fig.(2.1)

2.3.2. Restricciones no lineales

En el ejemplo anterior se ha mostrado cémo una regién poligonal (convexa)
puede representarse mediante una LMI, en dicho ejemplo, la matriz ademas de ser
simétrica es diagonal.

Se generalizara este concepto para otras matrices simétricas y negativa defini-
das que no son diagonales, y como se vera, la regién convexa que determinan no
serd poligonal.

Recuérdese que una matriz F'(x) es negativa definida, si y sélo si, la funcién
escalar:  v'F(x)v <0, para todo v # 0.

Las siguientes proposiciones son equivalentes, y garantizan que F(x) < 0:
1. Todos los autovalores de F'(x) deben ser negativos.

2. Los determinantes de las submatrices principales deben alternar su
signo, comenzando con el signo menos.

A esta segunda condicién se la conoce como teorema de Sylvester, y se la
desarrolla mediante el siguiente ejemplo [7].
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Ejemplo 2.2:

Considérese la matriz simétrica, en la que sus elementos son combinaciones
afines en la variables z; y xa,

T — 3 1+ Xy -1
F(x)=| z1+22 x2-4 0 |. (2.21)
-1 0 al

Se desea determinar el conjunto de valores de estas variables, para las cuales
la matriz F(x) es negativa definida.
Esto es, encontrar x; y x5 tal que F(z) < 0%

“En este ejemplo no se pondran restricciones sobre las variables de decision.

J

Resolucidn 2.2. Obsérvese que aunque F(x) puede representarse como una com-
binacion afin ,

3 0 -1 110 010
F@)=l 0 -4 0 |+a| 100 |+a|[1 1 0], (2.22)
-1 0 0 00 1 00 0

que da lugar a la forma candnica con que se han definido las LMI?,

2
F(ZE’)ZF0+ZZL'Z‘F’Z'<O.

i=1

Retomando la Ec.(2.21), las submatrices principales de F(x) son:

_3 + T1—-3 xr1+19 —1

(1'1—3), 1 T R T+ X9 272—4 0
1+ Xy $2—4 1 0 =

- 1

Haciendo uso de la condicion (2), se obtienen las siguientes desigualdades po-
lindmicas que deben cumplirse simultdineamente para garantizar que F(x) sea de-
finida negativa:

(xl - 3) < 0,
(33'1 - 3)(1‘2 - 4) - (xl + 1'2)(1'1 + .’L’Q) > 0,
xl[(ml - 3)(5(32 - 4) - (Il + 5(32)(.1'1 + ZL’Q)] + ([L’Q - 4) < 0.
Las mismas pueden reescribirse 3 como:
gi(z) 2 (zr1-3) <0,
g2(x) 2 (21 +22)? = (21 -3) (22 -4) <0, (2.23)
g3(z) 2 x1[(z1 - 3) (22 —4) - (x1 + x2)?] + (22 — 4) <0,

Yy se observa que:

2Cabe aclarar que no es habitual que las LMI se presenten con este formato canénico en los
problemas de control.

3Notar que se cambi6 el signo en la segunda desigualdad, para poder graficarla e interpretarla
con mayor comodidad.
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1. g1(x) es una funcion lineal,
2. go(x) es una funcion cuadrdtica, y

3. g3(x) es una funcion cibica.

En la Fig.(2.2) se grafican las tres superficies gi(x), g2(x) y gs(x), y también
se grafican sus trazas o curvas de nivel, la interseccion de las mismas con el plano
(x1,22), es la frontera o cota superior de la region factible para cada una de las
restricciones.

El conjunto factible para x1 y xo, es el interior de la region formada por la
interseccion de estas tres regiones, y como se observa en la Fig.(2.3) es un conjunto

COnVexo.

Superficie g3(x) y Plano de Corte en g3(x)=0

Suprtieg! )y Pano e Caeeng1(4-0
Superficie g2(x) y Plano de Corte en g2(x)=0

SR e
RO
RO

93()

-0 10 S

x1
Curvas de Nivel para g3(x)

10 =) -5 0
x

0

. l..yh,,//////
' N7
[] H17 .."t”’t”/’/////f«%/

Z
[] [ 7777777
[

Curvas 50 oot o i, comnet 23

T il,.»- EEs “\
( Region
Factible

Figura 2.3: Region Factible

2.3.3. Miiltiples LMI, Interseccién de Regiones

Cuando se tiene miltiples LMI, éstas pueden ser combinadas en una sola.
Sabiendo que cada LMI define una regién convexa de valores factibles, la LMI
ampliada definird una regién que sera la interseccion de las regiones individuales.

Esto se ve en el siguiente ejemplo:
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.
.

Ejemplo 2.3
Considérese las siguientes LMI:

22

551—3 T+ To —1\

—~ ~
U )
N N
& &
=3 =)
v %
——~
- Yo
Ox |
| —
3
~ [
_20
o~
= +
(a\
) o
—
T g
& o
1 1
~ ~~
8 8
=
N O

Se desea determinar el conjunto de valores para los cuales x; y x5 satisfacen

estas dos condiciones.

e

Resolucién 2.3. La desigualdad matricial (2.25) implica que

Y

2$1+$2+2<0,

(2.26)

-1 -5<0.

En la Fig.2.4 se muestra la region factible generada por la sequnda LMI, mien-
tras que la region factible generada por Fa(x) < 0, fue mostrada en el ejemplo

anterior.

P

10

Figura 2.4: Regién Factible Fp(x) < 0.

Las matrices correspondientes a las dos LMIs pueden combinarse en una unica

matriz, cuya diagonal estd formada por bloques simétricos que corresponden a las

LMI individuales, como se muestra a continuacion:

<0. (2.27)
5

O O O

x1—3 T+ Xy -1

Ty +x9 To—4
-1
0 0 2x1+x2+2 0
0 -1 —

(

F(x)
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De acuerdo con el teorema de Sylvester, los determinantes de las submatrices
principales deben alternar su signo comenzando por el signo menos.

Los primeros tres determinantes correspondientes al primer bloque de la Ec.(2.27),
ya fueron calculados en el ejemplo anterior y estin dados por las Ecs.(2.23).

Los determinantes correspondientes a las otras dos submatrices principales son
los siguientes:

ga(z) 2 g3(2)[201 + 22+ 2] >0, = [227+22+2] <0,
(2.28)

g5(x) 2 gu(x)[-21 - 5] <0, = [-x1-5]<0.

Obsérvese que las desigualdades (2.28) se corresponden con la condicion ex-
presada en (2.26) para Fg(x).
En la Fig.(2.5) se muestra la region factible para la desigualdad (2.27).

Curvas de Nivel para gn(xjcon n=12,34,5.

- T T T T ) [— T SO SOy
- 1 \ \ N NN
Pad 1 \ \ \\ \\ \\ \\
. 1 \
8- o7 ' \ N \\ \\ N
7 1
1 \\ \\ \\ . \\
' \, \
il [ \ \ \ \\ |
1 \ \ \
1 N Y \ \\
B 1 \\ \\ A \
L \ A
N \\ \\ \\\
-
) / \ . \
r i \, N
, N\ \
\ \ \
\ \
8o \ \ O
\ \
\ \\ \ AY
\ \ \
-2~ \\ \ v
Y \
N\ \
4 N \ -
N \~ [}
1
AN N i
-6 \\ \\ ] |
1
N\ N 1 1
N N N\ ' ’
-8 \\ \~ \\ 1 ! |
' /
\‘ AN S i 7
NN | | L' | /7
- [)

Figura 2.5: Multiples LMI. Interseccion de regiones convexas.

Curvas de Nivel para gn(xcon n=1,2,3,4 5.
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Figura 2.6: Regién Factible F(z) <0y X (z) <0.
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En la Fig.(2.6), se ha agregado la restriccion sobre las variables de decision

X(z) = ( z 0 ) <0, (2.29)

0 i)

la region factible mostrada en esta figura, se corresponde con la condicion F(x) <0
y X(z)<0.

Ndétese que de haberse pedido F(x) <0 y X(x) > 0, el resultado hubiera sido
infactible, porque las dos regiones F(x) <0 y X(x) > 0, no tienen elementos en
coman.

Nétese ademdas, que la restriccion dada en la LMI (2.29) también podria agre-
garse como bloque simétrico en la diagonal de F(x), quedando esta ultima expre-
sada como

Tl — 3 T+ T2 -1 0 0 0 0
Tr1+x2 X9 -— 4 0 0 0 0 0
-1 0 1 0 0 0 0
F(z) = 0 0 0 2x1+x9+2 0 0 0 [<0. (2.30)
0 0 0 0 -z1-9 0 O
0 0 0 0 0 z1 O
0 0 0 0 0 0 x9

Nota: Si la restriccién dada en la LMI (2.29) fuese positiva definida, deberia
multiplicarse por (—1), para poder ser agregada en la LMI (2.30).

2.3.4. Restricciones en las variables de decision

Del mismo modo en que las matrices diagonales se generalizan a matrices
simétricas no diagonales y la regién poligonal que las primeras definen se trans-
forma en regiones no poligonales convexas; el espacio rectangular que forman los
ejes de referencias determinados por las variables de decisiéon, es transformado a
un espacio coénico como se vera en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4:

Considérese la siguiente LMI en el espacio tridimensional 2R3, formado por
las variables de decisién x1, 29 y 23,

3
F(z)=Fo+ ) z:F; > 0, F,=F/ coni=0,1,2,3. (2.31)
i=1
Como se vio en la Seccién (2.2), esta desigualdad define un espacio convexo.
A continuacion, se mostrara que con dicha LMI se puede definir un subes-
pacio rectangular o un subespacio cénico, dependiendo de la eleccién de las
matrices Fj.
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Resolucién 2.4.  a) Subespacio rectangular:

St se elijen las matrices F; como:

Fy =

Fy =

SO O O oo
o O OO O
OO O O oo
S OO O oo
o o OO o

OO O O o

la LMI (2.31) queda expresada del siguiente modo:

1 00 0 00 0 00
f(w):xl(() 0 0)+x2(0 1 0)+w3(0 0 ())>0,
0 00 0 00 0 01
I 0 0
F(x) = ( 0 z2 O ) =X >0. (2.32)
0 0 T3

La desigualdad (2.52) se satisface si los autovalores de la matriz X, que son
las variables de decision, son estrictamente positivos, esto es:

)\1=$1>O, )\221’2>0, )\3:$3>O.

b) Subespacio conico:

Ahora bien, si se elijen las matrices F; como:

(31
(31

la LMI (2.51) queda ezxpresada del siguiente modo:

oo O O
_ o O O

_ o O =

10 0 0 01
F(a:):xl(o O)erg(o 1)+a:3(1 O)>0,
_| *1 T3 ).
]—"(x)—(xg xQ)—X>0. (2.33)

La desigualdad (2.33) se satisface si los autovalores de la matriz X son
estrictamente positivos, o de manera equivalente segun la condicion de Syl-
vester, si los determinantes de las submatrices principales son estrictamente
positivos, esto es:

g1(z) =21 >0, g2(x) = 2129 — 235 > 0.
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Las dos regiones determinadas por las desigualdades (2.32) y (2.33), se mues-
tran en la Fig. (2.7).
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Figura 2.7: Dominios rectangular y cénico donde las variables de decisién son
positivas

Cabe destacar que en los problemas de control que involucran LMI, las variables
de decision son matrices simétricas como la mostrada en la desigualdad matricial
(2.33), por lo que el dominio de busqueda de la solucion es conico, como se verd
en la Seccion (2.4.3).

2.4. Transformacion de las Desigualdades Matri-
ciales Cuadraticas en LMI

En esta seccién se mostrara a través de un ejemplo, aunque sin pérdida de
generalidad, algunas caracteristicas de las LMI que permitiran relacionarlas con las
desigualdades matriciales cuadraticas que aparecen frecuentemente en problemas
de control.

2.4.1. Variables Matriciales

Retomando la LMI del Ej.(2.2) de la seccién (2.3.2), se observa que la misma
puede ser representada mediante el siguiente formato:

N[ L&) Q) )
f(x)—(Q,(x) R(x)) 0, (2.34)

donde,

L(x)=(“_3 x1+x2)’ Q(x)z(_(l)), R(z)=(=). (2.35)

T+ X 562—4
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Se observa también, que en los elementos de estos cuatro bloques matriciales,
las variables de decisién o no aparecen, o aparecen en combinaciones afines, siendo
ademds L(x) y R(x) matrices simétricas.

Nota: La forma en que la desigualdad (2.54) representa una LMI, junto con
la formula del complemento de Schur, que se verd en la prorima subseccion,
permite transformar Desigualdades Matriciales Cuadrdticas en LMI, y esta trans-
formacion es la clave para reformular los problemas de control en problemas de
optimizacion convexos.

Si se reescriben L(z) y R(z) del siguiente modo,

wo-(0 ) () ) (e ()

y definiendo

se tiene,
L(x) = Lo + LlX + XLQ,
(2.36)
R(z) = R\ XRy.

Reemplazando las Ecs.(2.36) en la Ec.(2.34), la LMI (2.21) queda representada
como:

Lo+ X+XLy, Q )<o (2.37)

f(x):( Q' R\ XR,

En esta tultima expresion, se observa que las variables de decision también pue-
den estar expresadas como wvariables matriciales, y estas variables matriciales, no
aparecen o aparecen en forma afin en cada término de la LMI.

2.4.2. Complemento de Schur

En esta subseccion, se daran condiciones equivalentes para determinar cuando
una matriz simétrica es positiva definida o negativa definida®.
La férmula del complemento de Schur, establece que [17]:

4Se recuerda que al tratar con matrices definidas y no semidefinidas, los valores factibles
de las variables de decisién son interiores al conjunto delimitado por la LMI, sin alcanzar su
frontera.
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Las siguientes proposiciones son equivalentes

a) Si L>0, Yy R-Q'L'Q >0, (2.38)
o}
b) Si R>0, Y L- QR‘lQ’ >0, (2.39)
entonces
(L @
Sy = ( QO R ) > 0. (2.40)

Demostracién teorema 2.1. .

Téngase en cuenta que una matriz simétrica y positiva definida, tiene todos
sus autovalores reales y positivos, es decir, dicha matriz es de rango completo y
por lo tanto tiene inversa.

Considerando la proposicion (a), si L >0 =3 L™', y por lo tanto es posible
construir la siguiente matriz reqular®

( é _L;Q ) (2.41)

Con esta matriz se puede realizar una diagonalizacion de la matriz Sy, en
efecto, definiendo Dy 2 T]S\T} se tiene

poof I ONL Q\(I-L'Q
Pl 1)\ RJNO T ’

L 0
Dlz(o R_Q,L_IQ). (2.42)

Segin se vid en la subseccion (2.5.3), Dy es una LMI formada por la inter-
seccion de dos LMI, por lo tanto, si la Ec.(2.42) cumple con la proposicion (a),
entonces Dy > 0.

Ahora bien, S puede reescribirse como

13

T

S, =(T)™" Dy (Ty)}, (2.43)

y siendo T1 una matriz reqular entonces Sy > 0.
Procediendo de manera similar con la proposicion (b), se define la siguiente
matriz reqular de transformacion:

I
T2=( mg ?) (2.44)

5No tiene autovalores nulos, es decir, es una matriz cuadrada e invertible.
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Definiendo Dy 2Ty Sy T, se tiene

Dy = ( L= QOR_lQl % ) (2.45)

y si se cumple con la proposicion (b), resulta que Do > 0.
Reescribiendo a Sy como

So = (T3)™ Dy (1)1, (2.46)

y siendo Ty una matriz reqular, entonces Ss > 0.

Para las matrices negativas definidas, se tienen las siguientes proposiciones
equivalentes:

a) Si L<0 y R-Q'L7'Q <0, (2.47)

b) Si R<0 y L-QR1'Q <0, (2.48)

entonces,

c) Slz(g, ?{)<O'

Su demostracién es similar a la realizada anteriormente.

2.4.3. Uso de LMIs en problemas de control

En esta subseccién se realizarda un ejemplo numérico para visualizar cémo las
Desiguladades Matriciales Cuadratica, asociadas a los problemas de control, defi-
nen regiones convexas.

De acuerdo con [17], si un sistema representado por un modelo LTI, cuya
funcion de transferencia estda dada por

G(s)=C(sI - A)'B, (2.49)

es estable y tiene una norma H., menor que un escalar positivo 7, entonces
existe una matriz positiva definida P que verifica la siguiente desigualdad
matricial:

A'P+PA+~y2PBB'P+C'C <. (2.50)
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Este lema trata de un problema de factibilidad, ya que la afirmacién anterior
garantiza que si existe (es decir, si es factible encontrar) P > 0, tal que satisfaga
la desigualdad matricial (2.50), entonces

|G ()] <7, (2.51)

para algun « > 0. Por el contrario, si v < [G(jw) |, entonces no existe P > 0 que
la satisfaga.

La Ec.(2.50) es una ecuacién matricial cuadrética’, que tiene a la matriz P
como incognita, el objetivo ahora es mostrar que las desigualdades

A'P+PA+~2PBB'P+(C'C <0,

P>, (2.52)

definen o representan el interior de una regiéon convexa que tiene a la ecuacion
A'P+PA+~y2PBB'P+C'C =0

como frontera, siempre y cuando se verifique (2.51).

Para lograr dicho objetivo, el primer paso consiste en transformar la desigual-
dad cuadratica (2.52) en una LMI utilizando el complemento de Schur.

Definiendo

L(P)=( AAP+PA+C'C ), Q(P)=( PB ),

Q(P)=( B'P), R=( %),

y utilizando la proposicién (2.47), la desigualdad cuadratica (2.52) puede reescri-
birse como

f(P):(AP+§,’;+OO ffj)w, P>0. (2.53)

A continuacién se realizard un ejemplo, para visualizar estos conceptos.

6Observar que el tercer término (PBB’P), no es lineal.
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Ejemplo 2.5:

Considérese un sistema representado por el siguiente modelo LTI en el es-

pacio de estados:
z(t) = Az(t) + Bw(t),

(1) = Ca(t), e
cuya funcién de transferencia, resulta
Gs) = 2 _o(s1- 4)1B. (2.55)

w(t)

Asumase que las matrices A, By C, tienen los siguientes valores numéricos:

A:(_i _(1)) B:((l)), C=(10). (2.56)

La traza de Bode, en escala lineal, de este sistema se muestra en la Fig.(2.8).
Como se muestra en dicha figura su norma H.., es decir, el valor maximo
de su traza es: |G(jw)|e = 1.

Médulo

4 6
Frecuencia (rad/s)

Figura 2.8: Respuesta en frecuencia de G(s)

Resolucién 2.5. Segin lo dicho, si se elige v > 1 en las LMI (2.53) el problema
es factible, pero si se elige v < 1, ya no es posible encontrar P > 0 que la satisfaga.
Para comprobar ésto se define a la matriz incognita, cuyos elementos son las

variables de decision, como
P P1 P3 > ().
Ps D2

Con las matrices del sistema, Fcs.(2.56), se construyen los 4 bloques matriciales
de la LMI (2.53), como se muestra a continuacion:

Bloque: 1,1
L(P)=(A'P+PA+C'C),
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wor=(5 )0 ) (o ) (5 %) (o) o

(27 37 (3 B4

—P1 D3 ~p3+tp2 —P3
resultando
L(P) = 2(-p1+p3)+1 —ps+p2-p ‘ (2.57)
—P1—P3 + P2 -2p3
Bloque: 1,2
Q(P)=(PB),
Q(P): P11 P3 1
P3 P2 0 )’
resultando
Q(P) = ( P1 ) (2.58)
P3
Bloque: 2,1
Q'(P) :( P1 D3 ) (2.59)
Bloque: 2,2
R=(-?). (2.60)

Componiendo estos 4 bloques, se reescribe la desigualdad (2.53) del siguiente modo:

2(p3—P1)+1 P2—P1—P3 D1
F(P)=| p2-p1-p3 —2ps ps | <0,
D1 P3 —72

(2.61)
pP- ( pP1 D3 ) > 0.
D3 P2
Planteada la LMI de esta forma, se puede aplicar el teorema de Sylvester, es
decir, la matriz F(P) es negativa definida, si y sélo si, los determinantes de las

submatrices principales alternan su signo, comenzando con el signo negativo.
Por lo tanto la matriz”

S Sz fis
F(P)=| [a [z [s |<0, (2.62)
fs1 fe2 =72
sty solo si,
g1 = fu <0, (2.63)
g2 = —(fufar = fi2) <0, (2.64)

TF(P) se expresa de esta forma para simplificar la notacién.
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g3 = f13[f21f32 - f31f22] - f23[f11f32 - f31f12] _72[f11f22 - f122] <0. (265)

Nétese, que de manera intencional no se ha reemplazado el elemento [ f33] para
dejar en evidencia que la desigualdad (2.65) depende del pardmetro .

Aplicando el mismo teorema, la matriz P es positiva definida, si y solo si los
determinantes de las submatrices principales son todos positivos; por lo tanto debe
cumplirse que®

gs=-p1 <0, (2.66)

g5 = =(p1p2 — p3) < 0. (2.67)

A continuacion, se representan grdficamente los subespacios que delimitan estas
desigualdades.

Como en el ejemplo bidimensional (2.2), la region factible es el interior de la
interseccion de todas estas regiones generadas por las desiqualdades g; < 0, con
1=1,...,5.

Las superficies mostradas en la Fig.(2.9) son las cotas superiores para estas
desigualdades, es decir, estas superficies de nivel se obtienen haciendo g; =0, con
1=1,...,5.

Obsérvese que solamente la superficie que representa a g3 =0 (color amarillo)
depende paramétricamente de v, y es en el interior de esta superficie donde se
debe encontrar P >0, tal que satisfaga la LMI (2.52).

En las sucesivas grdficas se observa, que a medida que el pardmetro v se reduce
y se acerca a 1, la superficie g3 =0 reduce su volumen dentro de la region factible
y comienza a crecer fuera de ésta.

Las subfiguras (e) y (f) representan el problema de infactibilidad.

Para v =1, la superficie g3 = 0 dentro del conjunto factible es un punto (no
puede apreciarse en el dibujo).

Para v < 1, la superficie g3 = 0 estd totalmente fuera de la region delimitada
por las otras desigualdades, es decir, para estos ultimos dos casos no existe P >0
que satisfaga simultineamente todas las restricciones, y por lo tanto, el problema
no tiene solucion o es infactible.

2.5. Resumen

En este capitulo se ha realizado una introduccién tedrica sobre una herramienta
matématica denominada Desigualdades Matriciales Lineales (LMI).

Analiticamente, y a través de distintos ejemplos y mediante representaciones
graficas, se ha mostrado que las LMI definen regiones convexas. También se ha
mostrado que multiples LMI implica la interseccion de dichas regiones, la cual
puede o no, dar como resultado un conjunto vacio.

Ademas, se ha demostrado cémo el complemento de Schur permite transformar
una Desigualdad Matricial Cuadrética en una Desigualdad Matricial Lineal. Y por
ultimo, se ha realizado un ejemplo donde se utilizan las LMI para determinar la
norma H., de un sistema LTI.

8Obsérvese que tanto en g como en g4 y gs, se ha multiplicado por (~1) para mantener el
mismo tipo de desigualdad.
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(e) v = 1. Problema infactible. (f) v =0,7. Problema infactible.

Figura 2.9: Curvas de nivel y regién factible.



Capitulo 3
Regiones LMI

3.1. Introduccion

En este capitulo se presenta una breve introduccion sobre las regiones LMI y
los modelos D—-estables, tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto.

Mediante algunos ejemplos se mostrara la relacién que existe entre los auto-
valores de la matriz dindmica de un modelo LTI y su conjunto inwvariante en el
espacio de estados.

3.2. Regiones LMI

De acuerdo con [10], a continuacién se introducen las definiciones de la region
LMI y la de su funcién caracteristica.

Definiciéon 3.1:

Una regién LMI es un subconjunto D del plano complejo C, que puede ser
definido como:
D2{seC:L+Ms+M's* <0}, (3.1)

donde M y L son matrices reales, y L ademas es simétrica, esto es, L = L’.

Definiciéon 3.2:

La funcién matricial fp(s) definida como:

fo(s)2 L+ Ms+ M's", (3.2)

se denomina funcién caracteristica de la region LMI, o funcion caracteristica
del subconjunto D.

Una propiedad de las regiones LMI es que son regiones convexas y simétricas
respecto del eje real del plano complejo C.

La interseccién de las regiones LMI es otra region LMI, por lo tanto, cual-
quier region convexa y simétrica respecto al eje real, puede ser representada con
suficiente aproximacion por la interseccién de regiones LMI.

35



36 CAPITULO 3. REGIONES LMI

En este punto, cabe aclarar que las matrices L y M toman valores segin la
regién que estd definida por la funcién caracteristica, esto es, D = {s€C: fp < 0}.

El hecho més destacable se expresa en el siguiente teorema [16] [20]:

Una matriz A es D-estable, es decir, tiene todos sus autovalores en el inte-
rior de una region D del plano complejo, si y solo si, existe una matriz Q)
simétrica y positiva definida, tal que la matriz Mp(A,Q) definida como:

Mp(A,Q)2LeQ+M®e(AQ) +M' & (AQ), (3.3)

es negativa definida.?

“El simbolo ® es el producto Kronecker, definido como:

Este operador satisface ciertas propiedades, algunas de ellas se exponen a continuacién
ya que seran de utilidad para la demostracion del teorema.

a® A=aA, a: escalar, (3.5)
(A+B)eC=AC+Be&C, (3.6)
(A®B)(C®D)=AC® BD. (3.7

’La demostracién de este teorema se encuentra en el anexo (B)

A continuacién se muestra, mediante un ejemplo, que el teorema de Lyapunov
aplicado a modelos LTI es un caso particular del teorema (3.1).
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Ejemplo 3.1: Estabilidad para modelos LTI en tiempo continuo[10]

Considérese el siguiente modelo LTT auténomo:
(t) = Az(t), x(0) = xo. (3.8)

El teorema de Lyapunov establece que el origen del modelo LTT de la Ec.(3.8)
es un punto de equilibrio asintéticamente estable, si y solo si, existe una
funcién escalar V[z(t)] > 0, tal que, V[z(t)] <0, Vit > 0.

Especificamente, si se elige V[x(t)] = 2(t)' Px(t), el origen es asintéticamen-
te estable < 3P >0, A'P+PA<0.

Se arribard a la condicién anterior partiendo de que los autovalores de la
matriz dindmica A tienen parte real negativa, o de manera equivalente, que
los polos de la funcion de transferencia, de su modelo LTI entrada-salida, se
encuentran en el semiplano izquierdo del plano complejo s.

jw
Regidén
de o]
polos

Figura 3.1: Regién polos, en el plano complejo s, para el modelo LTI entrada-
salida asintéticamente estable

Resolucién 3.1. La condicion R(s) < 0 puede expresarse como una region LMI,
mediante la Def.(3.1), de la siguiente forma:

D={seC:s+s* <0} (3.9)

Luego, utilizando la funcion caracteristica, la region LMI queda expresada co-
mo:

D={seC:0+1s+1s"<0}, (3.10)
)
fp(s

donde claramente se tiene que, L =0y M = M'=1.
De acuerdo con la Ec.(5.3) y segun estos valores de L y M, debe cumplirse
V@ >0, que
MD(AaQ)

00Q+1®(AQ)+1"® (AQ)' <0,

(AQ) + (AQ)" <0, (3.11)

AQ +QA' < 0.
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Pre y posmultiplicando en la desigualdad anterior por Q' y definiendo P =
Q~'>0, se tiene
Q1A+ A'Q'1=PA+A'P<0. (3.12)
Finalmente, si en la desigualdad matricial (3.12) se pre y pos multipica por
x(t)" y x(t) respectivamente, se tiene

V[z(t)]>0
—_——

d(z(t) Px(t)) (3.13)
<0.
dt
De esta forma, queda probado que el teorema de Lyapunov para sistemas LTI puede
ser derivado de la aplicacion del teorema (3.1).

Ejemplo 3.2: Sector Circular

Se desea determinar qué condiciones se deben cumplir, en términos de LMI,
para que los autovalores de una matriz A se encuentren dentro de un sector
circular con centro en (—c, j0), y radio .

2(t) (PA+ A'P) x(t) =

jw

......
""""""
- ~,

Y

Figura 3.2: Region circular

Resolucién 3.2. En la Fig.(3.2) se observa que

89 =57,

s1=—c+d, =s+c=d. (3.14)
Se observa ademds que
|d|<r, =dd*-r?<0, (3.15)
por lo tanto, es posible escribir
-2+ (s1+¢)(s] +¢) <0,
(3.16)

—7“+(31+c)(%) (s7+¢)<0.
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Luego, utilizando el complemento de Schur y generalizando para todos los pun-
tos complejos conjugados en el interior del circulo, la desigualdad (3.16) puede
expresarse como la siguiente LMI:

fp(s) = ( (s (o+c) ) <0, (3.17)

e 01 00Y).
fD(S):( . _T)“(o 0)“(1 0)8 <0. (3.18)

Haciendo uso del teorema (3.1), se determina que la matriz A tiene todos sus
autovalores en fp(s) <0, si satisface la siguiente LMI:

e 01 0 0 ,
M(A,Q)=( . _7,)®Q+(0 0)®AQ+(1 0)®(AQ) <0 (3.19)
T %r—/M —/—M’

~ -r@Q cQ 0 AQ 0 0 <
wa = S0 V) (o 0)0

LeQ MeAQ M'®(AQ)’
- A
M(Q,A) = ( (Ivg e 0) Ef? Q” @) ) <0. (3.21)

Nétese que la desigualdad (3.21) puede obtenerse directamente desde la de-
sigualdad (3.17), aplicando la siguiente regla préctica:

Regla 3.1:

Una forma préactica para pasar de fp(s) a M(A,Q), es haciendo correspon-
der la triada (1,s,s*) en la desigualdad (3.1), con la triada (@, AQ, (AQ)")

respectivamente.

A continuacién se utilizara la regla (3.1) para mostrar que el teorema de Lyapu-
nov para un sistema representado por un modelo L'TT en tiempo discreto también
es un caso particular del teorema (3.1).
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Ejemplo 3.3: Estabilidad para modelos LTI en tiempo discreto

Considérese el siguiente modelo LTI auténomo:
x(k+1)=Ax(k), x(0)=xo. (3.22)

El teorema de Lyapunov establece que el origen del modelo LTI representado
por la Ec.(3.22) es un punto de equilibrio asintéticamente estable, si y solo
si, existe una secuencia escalar {V[z(k)]} > 0, tal que sus valores, Yk > 0,
satisfacen la siguiente desigualdad: V[z(k+1)] < V[z(k)].
Especificamente, si se elige V[z(k)] = (k) Pz(k), el origen es asintética-
mente estable < 3P >0 A'PA-P <0.

Se arribara a la condicién anterior partiendo de que los autovalores de la
matriz dindmica A tienen tienen moédulo menor a 1, o de manera equivalente,
que los polos de la funcién de transferencia, de su modelo LTI entrada-salida,
se encuentran en el interior de un circulo de radio unitario del plano complejo
z.

wecke.. Plano z

L,
e
----

Figura 3.3: Regién polos, en el plano complejo z, para el modelo LTT entrada-
salida asintéticamente estable

Resolucién 3.3. La condicion |z| < 1, puede expresarse mediante la Def.(3.1)
como una region LMI de la forma,

D={zeC:zz*-1<0}. (3.23)

Utilizando la desigualdad de Schur en la desigualdad (3.23), o bien, adaptando
y utilizando la desigualdad (5.17), la region LMI, mediante su funcion caracteristi-
ca, puede expresarse como

fo(z) = ( ! 5 ) <0, (3.24)

ZX-

Haciendo uso de la regla (3.1), y de acuerdo al teorema (3.1), los polos estardn
dentro del circulo de radio unitario, si la siguiente LMI es satisfecha:

M(A,Q)=( ;1% %1 )<0. (3.25)
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Luego, utilizando el complemento de Schur, resulta

—Q+AQ Q' QA<O,

A'Q A-Q<0.

Finalmente, pre y posmultiplicando la desigualdad (3.26) por x(k)" y x(k) res-
pectivamente, se obtiene

(3.26)

V[(k+1)]>0 V[x(k)>0]
w(kY A Q Ax(k)-a(k) Q x(k) = V[z(k+1)] - V[z(k)] <0. (3.27)
[ — ——

w(k+1)! e(k+1)

De esta forma, y haciendo QQ = P, queda probado que el teorema de Lyapunov
para modelos LTI discretos, es un caso particular del teorema (5.1).

3.3. Estabilidad asintética nominal: elipsoide in-
variante contractivo

En esta seccién se vinculara la ubicacion de los polos de un modelo asintética-
mente estable con un conjunto invariante, en el espacio de estados, que contiene
al origen, y que se contrae hacia el mismo a medida que ¢ (o k) tiende a infinito.

3.3.1. Modelo LTI en tiempo continuo

Ejemplo 3.4: Ubicacion de polos y restricciones LMI

Considérese el siguiente modelo LTT auténomo:
z(t) = Az(t), =(0) =z, (3.28)

y asumase que los autovalores de la matriz dindmica A se ubican en el
semiplano complejo negativo a una distancia mayor a « del eje jw, como
muestra la Fig.(3.4).

Se utilizard el teorema (3.1) para determinar cual es la restriccién LMI que,
correspondiéndose con este caso, debe ser satisfecha.

Jw

Figura 3.4: Ubicacién de los autovalores de la matriz A
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Resolucién 3.4. La condicion R(s) < —«, siendo « un escalar positivo, puede
expresarse mediante la Def.(3.1) como una region del plano complejo, en la forma

D={seC:s+s" <-2a}. (3.29)

Por lo tanto, utilizando la funcion caracteristica, la region D puede expresarse

como:
D={seC:2a+s+s" <0},
—_—

Ip(s)

Por el teorema (3.1), y utilizando la regla (3.1), se puede afirmar que la matriz A
tiene sus autovalores en la region D de la Fec.(3.29) < 3 Q > 0, tal que satisfaga
la siguiene restriccion LMI:

Mp(A,Q) =2aQ + AQ + QA < 0. (3.30)

Elipsoide invariante en tiempo continuo

A continuacién se utilizard la desigualdad (3.30), para determinar la corres-
pondencia que existe entre la ubicacién de los polos del modelo LTI (3.28) con la
trayectoria de sus estados.

Pre y posmultiplicando dicha desigualdad por Q!, definiendo P = Q~! y luego
reemplazando, se tiene

A'P+PA+2aP <0. (3.31)

Luego, pre y posmultiplicando en la desigualdad (3.31) por x(t)" y z(t) res-
pectivamente y definiendo V[x(t)] = 2'(t) Pz(t), resulta

x(t)'A'P x(t) + z(t)'PA z(t) + 2a z(t)'P x(t) <0,

©(t)'P x(t) + z(t)' Pi(t) +2a x(t)'P x(t) <0, (3.32)

V()] VIz(®)]

por lo que es licito escribir '
Viz(t)]
-2a.
V] <" (3.33)

Integrando entre t; y to, siendo ty —t; = At > 0, se obtiene
V{z(ty)] < V[x(ty)] e 2248 (3.34)
Si la integral se realiza entre 0 y ¢, se tiene
V[z(t)] < V[z(0)] e22t, Vit >0. (3.35)

Dado que V[z(t)] es una funcién cuadrética, y siendo P > 0, resulta que
V[z(t)] >0 Y #0 y Vt > 0. Ademads, su superficie de nivel, en distintos tiempos,
es un elipsoide.
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La desigualdad (3.35) indica que conforme el tiempo aumenta, el elipsoide
reduce su volumen ya que V[z(t)] disminuye, y por lo tanto, en el instante inicial
el elipsoide toma su maximo valor, esto es, V[x(0)] = 2(0)'Pz(0).

Segun se observa en la Fig.(3.5), la proyeccién de este elipsoide sobre el espacio
de estados determina el conjunto donde las variables del sistema auténomo pueden
evolucionar.

El hecho de que V[z(t)] decrezca conforme ¢ aumenta, significa que

V[z(t)] = vV[z(t)] (t) <0, Vt>0. (3.36)

La desigualdad (3.36), implica que estos dos vectores forman, entre si, un angu-
lo mayor a 90° V¢ > 0. Por lo tanto, la trayectoria de los estados se ve obligada a

dirigirse siempre hacia el interior del elipsoide como se muestra, para n =2, en la
Fig.(3.5 (b)).

Es decir, la trayectoria de los estados del sistema no puede salir del elipsoide,
y como ademas, a medida que el tiempo aumenta éste reduce su volumen, la
trayectoria de los estados se ve obligada a converger hacia origen cuando t — oo.

Este conjunto dentro del cual estd confinada la evolucién de los estados del
sistema (3.28) a partir del tiempo ¢ = 0, recibe el nombre de elipsoide invariante
contractivo.

(a) Curvas de nivel (b) Elipses y evolucién de los estados

Figura 3.5: Superficies de nivel de V[z(¢)] y trayectoria de estados para n = 2.

En relacién con el andlisis previo, se formulan las siguientes definiciones[21]:
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Definicion 3.3:

Dado el modelo (3.28), se denota con (¢, x¢) a la trayectoria que comienza
en xy € R™ y describe la evolucién de su vector de estados z(t). Luego, se
define como dominio de atraccion del origen al siguiente conjunto:

Sz{zgeR" : lim ¥ (t, ) = 0}. (3.37)

Esto es, S es el conjunto de todos los estados iniciales del modelo (3.28)
cuyas trayectorias convergen asintoticamente al origen.

Definiciéon 3.4:

Un conjunto de puntos en el espacio de estados es un conjunto invariante, si
todas las trayectorias 1 (¢, xg) que comienzan en él, permanecen dentro de
él. Claramente, § es un conjunto invariante.

Definicién 3.5:

Considérese el modelo (3.28) y la funcién cuadratica V[z(t)] = z(t)" Px(t)
con P=P'>0.

Sea el elipsoide €(P,p) el conjunto en el espacio de estados, de todos los
puntos que satisfacen la siguiente desigualdad: V' (x) < p, con p > 0.
Simbdlicamente, el elipsoide (P, p) se define como

e(P,p)2{xeR" : V(x)=2a'Px<p}. (3.38)

Se dice que el elipsoide €(P,p) es un invariante contractivo del modelo
auténomo (3.28), si V[z(t)] es estrictamente decreciente para todo t > 0,

esto es, .
V{z(t)] <0, Vxee(P,p)y Vt>0. (3.39)

Obsérvese que si €(P, p) es un invariante contractivo, entonces €(P,p) c S, es
decir, el elipsoide esta incluido en el dominio de atraccién del origen ya que todas
las trayectorias de estados que comiencen desde cualquier punto zy dentro de él
tienden asintéticamente a cero, cumpliendo con la definicién de S en (3.37).
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3.3.2. Modelo LTI en tiempo discreto

Ejemplo 3.5: Ubicacion de polos y restricciones LMI

Considérese el siguiente modelo LTI auténomo:
z(k+1)=Ax(k), con x(0)=z, k=0,1,2,... 00. (3.40)

Asumiendo que los autovalores de la matriz dindmica A se ubican en el
interior de un circulo de radio o < 1, centrado en el origen del plano complejo
z, como muestra la Fig.(3.6), se utilizard el teorema (3.1) para determinar
cual es la restriccion LMI que, correspondiéndose con este caso, debe ser
satisfecha.

Figura 3.6: Ubicacién de los autovalores de la matriz A

Resolucién 3.5. La restriccion |z| < o, puede expresarse mediante la Def.(3.1)
como una region LMI de la forma,

D={zeC:z 2" -0*<0}. (3.41)

Utilizando (5.17) su funcion caracteristica resulta

fo(2) = ( _Zof 5 ) <0, (3.42)

De acuerdo con la regla (3.1), los polos estaran dentro de dicha region si la
siguiente LMI es satisfecha:

B -Qo? QA
M(A,Q) = ( O -Q <0. (3.43)
De manera equivalente, utilizando la desigualdad de Schur, se tiene
-1
—Q+A'Q (—Q2 ) QA<0. (3.44)
o

Por lo tanto, por el teorema (3.1) y utilizando la regla (3.1), se puede afirmar
que la matriz A tiene sus autovalores en la region D de la Fe.(3./1) < 3 Q > 0,
tal que satisfaga la siguiene restriccion LMI:

A'Q A-Qo? <. (3.45)
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Elipsoide invariante en tiempo discreto

Haciendo P = @ en la desigualdad (3.44), pre y posmultiplicando por x(k)" y
x(k) respectivamente, resulta

z(k+1) z(k+1)
x(k)' AP Ax(k) - o® z(k)' Pxz(k) <0, (3.46)
— |
Vi[z(k+1)] Vi[z(k)]
VIz(k+1)] <o*V[x(k)]. (3.47)

Aplicando en forma recursiva la Ec.(3.47), comenzando en k = 0, el valor de la
funcién cuadratica V[z(k)], resulta

V{z(k)] < o2V [z(0)]. (3.48)

Luego, Vo € (0 1], cuando k — oo, V[z(k)] - 0. Las siguientes gréficas ilustran
el comportamiento de los estados en tiempo discreto.

Z2|

Viz(k)] V[z(k*)]\ = \V[x(o)]

Ve +1)___7*

(a) Curvas de nivel (b) Elipses y evolucién de los estados

Figura 3.7: Superficies de nivel de V[z(k)] y trayectoria de estados para n = 2.

A continuacién se formulan las siguientes definiciones [21]:

Definiciéon 3.6:

Se denota con ¥ (k,zp) a la trayectoria discreta que comienza en xg € R" y
describe la evolucién de los estados z(k) del modelo (3.40). Luego, se define
como dominio de atraccién del origen al siguiente conjunto:

Sz{ryeR" : gim Y(k,zo) = 0}. (3.49)

Definicién 3.7:

Un conjunto de puntos en el espacio de estados es un conjunto invariante,
si todas las trayectoria ¥ (k, z9) que comienzan en él, permanecen dentro de
él. Claramente, S es un conjunto invariante.
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Definicion 3.8:

Considérese la funcién cuadratica
V{z(k)] =x(k) Px(k), con P=P >0, k=0,1,2,....00,

y sea €(P,p) un conjunto de puntos en el espacio de estados que satisface
la siguiente desigualdad:  V(z) < p, con p>0.
Simbdlicamente, el elipsoide €(P,p) se define como

e(P,p)2{reR" : V(x)=2a'Px<p}. (3.50)

Se dice que el elipsoide €( P, p) es un invariante contractivo del modelo (3.40),
si la funcién V[z(k)] es estrictamente decreciente conforme la variable tem-
poral k£ aumenta desde cero a infinito, esto es,

V[z(k+1)] < V[z(k)], VYaee(P,p)y Vk>0. (3.51)

J

Obsérvese que si €( P, p) es un invariante contractivo, entonces €(P,p) c S, es
decir, el elipsoide estd incluido en el dominio de atraccion del origen ya que todas
las trayectorias de estados que comiencen desde cualquier punto xy dentro de él
tienden asintéticamente a cero, cumpliendo con la definicién de S en (3.49).

3.4. Resumen

En este cdpitulo se han definido las regiones LMI y los sistemas D—estables. Se
ha hecho uso del teorema (3.1) que permite vincular las regiones LMI con regiones
simétricas en el plano s o z, de la frecuencia compleja.

A través de ejemplos, se ha mostrado que el concepto de estabilidad de Lya-
punov para modelos LTI es un caso particular de la aplicaciéon de este teorema.

También a través de ejemplos y utilizando este teorema, se ha mostrado la
relacion que existe entre la ubicacion de los polos en el semiplano izquierdo o en el
interior de un circulo de radio unitario, con la existencia de un elipsoide invariante
y contractivo que limita la evolucién de los estados a una convergencia asintética
hacia origen.

En los capitulos siguientes se utilizara este concepto, el de la existencia de un
elipsoide invariante, para dar garantia de estabilidad de los sistemas representados
por modelos LTI, tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto.
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Capitulo 4

Formulacién del LQR robusto con
restricciones via LMI

4.1. Introduccion

En este capitulo se formularan las especificaciones para el diseno, siempre en el
marco de las LMI, de un regulador robusto con ganancia variable para ser aplicado
a un sistema no lineal con incertidumbres en sus parametros. El diseno contempla
ademas otras restricciones operativas, como ser, restricciones en la amplitud de
la variable manipulada y también restricciones en el rango de operacion de los
estados.

Primeramente se realizara la formulaciéon de un regulador lineal cuadratico (o
LQR) para un modelo LTI, tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto, que
utiliza un vector ganancias de realimentacién estatico. Luego, al mismo problema
se le agregard restricciones en la amplitud en la variable manipulada. Posterior-
mente se realizard una formulacion para un LQR robusto con restricciones y se
extenderan los resultados obtenidos a una realimentacién de estados con vector de
ganancias variable. Finalmente, a través de un ejemplo, se incorporara el uso de
una regiéon terminal que tiene en cuenta restricciones en los estados.

4.2. Formulacion del problema LQR para mode-
los LTI

4.2.1. Formulacién del LQR en tiempo continuo

Considérese el siguiente modelo LTT:
(t) = Az(t) + Bu(t), con x(0)=xz9, xeR", ueR™, (4.1)
y una ley de control lineal por realimentaciéon de estados, dada por
u(t) = Fa(t). (4.2)

49
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El sistema en lazo cerrado, resulta

(t) = Aaz(t), con xz(0)=x¢, donde Ay=A+ BF. (4.3)

Teorema 4.1: Estabilidad y desempeno nominal [43][11]

Dada una condicién inicial zy # 0 para un instante inicial ¢ = 0 en el modelo
LTT representado por la Ec.(4.1), y una entrada u(t) dada por la Ec.(4.2).
Entonces, si se satisfacen las siguientes LMI%:

1x6
0,
(xo @)>

QA"+ AQ+Y'B'+ BY QR)* Y'R”

4.4
R*Q ~Ip 0 <0, (4.4)
R*Y 0 ~Ip

siendo R, >0, R,>0, p>0, Q = P1p,
la matriz ganancia de realimentacion estatica F), definida como:
F2yQ

garantiza que el origen es asintoticamente estable para el modelo dado por
la Ec.(4.3), y que la funcién de costo cuadratico, definida como

Tl 1) = fo " (2(t) R (t) + u(t) Ryu(?)) dt, (4.5)

tiene al escalar p como cota superior, esto es

Joo (T, 1) < p. (4.6)

%@ e Y son las matrices variables de decision

Demostracién teorema 4.1.  a) Utilizando el complemento de Schur, es fdcil
ver que la primera LMI en (4.]) define el siguiente elipsoide inicial

(P, p) = {xo € R"|zj Pxo < p}. (4.7)

b) La sequnda LMI en (/.]) muestra que'
Veee(P,p), y Vt>0, V[z(t)]=2i(t)'PAy <0.

Recordar que (P, p) = {z¢ € R"|z{,Pxy < p} es un invariante contractivo del modelo (4.3),
es decir, es un conjunto incluido en el dominio de atraccién del origen, si

V[z(t)] = 22’ PAqz(t) <0, Va(t)ee(P,p), y Vt>0.
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En efecto, utilizando el complemento de Schur la misma puede escribirse

como
1
; 0 Rglc/zQ
( QA"+ AQ+Y'B'+ BY )+( QRY? y'RY? ) <0.
0 ! RrRY*Y
p
(4.8)
Operando matricialmente y luego, remplazando Y = FQ), se tiene
QA"+ AQ+Y'B'"+ BY + Q( )Q Y’(R )Y <0,
QA"+ AQ+QF'B'+ BFQ + Q( )Q QF’( )FQ<O
R,
QA"+ F'B)+ (A+BF)Q + Q( i F)Q<0. (4.9)
p p
Pre y pos multiplicando la desigualdad (4.9) por Q7' resulta
B B R, R,
(A7 + F'BY Q1+ Q1 (A+ BF) + (—+F’—F) <0, (4.10)
p p
P .
y reemplazando Q' por (—), se obtiene
P
(A'+FfB')(—P)+(—P)(A+BF) . (&uw&p) <0, (411
pl \p p p

Multiplicando por p y siendo A+ BF = A, la desigualdad anterior puede
expresarse del siguiente modo:

AlP+PAy + R, +F'R,F <0,
AL,P+PAy; < —(R,+F'R,F). (4.12)

Finalmente, pre y posmultiplicando la desigualdad (/.12) por x'(t) y x(t)
respectivamente, se tiene

2(t)' ( AP+ PAy )x(t) <-z(t)' ( Re+ F'R,F )x(t),
22(t)'PAqz(t) < —a(t)' ( Ry + F'R,F )a(t),
Viz(t)] < - (@(t) Rex(t) +u(t) Ryu(t)) . (4.13)

Siendo R, >0 y R, > 0, es claro que Yx(t) + 0 y Yu(t) # 0 el lado dere-
cho de la desigualdad (}.13) es negativo, lo que garantiza que el origen es
asintdticamente estable para el modelo en lazo cerrado (4.3).
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Ademdas, a partir de la desigualdad (4.13), se puede mostrar que la funcidn
de costo cuadrdatico dada por (4.5) es menor que p, del siguiente modo:

Vel < - [O T (@) Ry (t) + u(t) Ryu(t)) dt .

V[z(o0)] - V[2(0)] < - fo T (@) R (t) + u(t) Rou(t)) dt . (4.14)

Siendo el origen asintdticamente estable para el modelo (4.3),
th’m z(t)=0

y por lo tanto,
th V{z(t)] = 0.

Luego, se tiene que
VIz©)] > [ @) Ren(t) + ult) Ruu(t)) .
0
y siendo V[x(0)] = z{ Py < p, resulta que

Joo (1) < p.

(4.15)

(4.16)

De esta forma, el problema LQR puede ser resuelto via LMI, resolviendo el

siguiente problema de minimizacién?:

p,%rio p, sa (4,4). (4.17)
4.2.2. Formulacién del LQR en tiempo discreto
Considérese el siguiente modelo LTI
z(k+1)=Ax(k)+ Bu(k), con xz(0)=z9, zeR" weR™,
(4.18)
k=0,1,2,..., 00,
y una ley de control por realimentacion de estados, dada por
u(k) = Fa(k). (4.19)
El sistema en lazo cerrado, resulta
z(k+1)=Aqx(k), con z(0)=z(, donde A,=A+BF. (4.20)

2La accién de control que se obtiene al minimizar J., (x,u), resuelve en forma éptima el com-
promiso entre la velocidad de respuesta y la energia de control. La solucién a dicho compromiso
se debe a que cuanto mayor sea la energia de la senal de control el sistema responderd mas
rapidamente, pero mayores seran los sobrevalores o sobrepicos de la respuesta, y mayor serd el
costo de la senal manipulada, pudiendo provocar saturaciones o variables fuera de sus cotas [37].



4.2. FORMULACION DEL PROBLEMA LQR PARA MODELOS LTI 53

Teorema 4.2: Estabilidad y desempeno nominal [52][25]

Dada una condicién inicial zy # 0 para un instante inicial k£ = 0 en el modelo
LTT representado por la ecuacién (4.18), y una entrada u(k) dada por la
ecuacién (4.19). Entonces, si se satisfacen las siguientes LMIs®:

1 :17’0
0,
(xo @)>

Q QA'+Y'B’" QRY* Y'RL?

AQ+BY Q 0 0 (4.21)
1/2 >0,

R/7Q 0 pl 0

RPY 0 0 ol

siendo R, >0, R,>0, p>0, Q=Plp,
la matriz ganancia de realimentacion estatica F, dada por
F=YQ",

garantiza que el origen es asintoticamente estable para el modelo dado por
la Ec.(4.20), y que la funcién de costo cuadrético, definida como

Joo (T, 1) = ;x(k:)'Rxx(k:) +u(k) Ryu(k), (4.22)

tiene al escalar p como cota superior, esto es

Joo (T 1) < p. (4.23)

?@ e Y son las matrices variables de decisién

Demostracién teorema 4.2.  a) De manera andloga al caso en tiempo conti-
nuo, utilizando el complemento de Schur es fdcil ver que la primera LMI en
(4.21) determina el siguiente elipsoide inicial:

e(P,p) = {xo € R*x[Pxy < p}. (4.24)

b) La seqgunda LMI en (}.21) muestra que’

Vae(k)ee(P,p), v Yk>0, V]z(k)]-V[z(k+1)]>0.

3Recordar que el elipsoide €(P, p) es un invariante contractivo del sistema (4.20), es decir, es
un conjunto incluido en el dominio de atraccién del origen, si

Vize(k)]-V][z(k+1)] >0, Va(k)ee(P,p), y Vk=0. (4.25)
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En efecto, agrupando en bloques en dicha desigualdad, se tiene

Q QA" +Y'B’ QR;lx/Q Y’R}/Q
AQ+BY Q 0 0
> 0, (4.26)
RY*Q 0 pl 0
R20Q 0 0 pI )

y utilizando el complemento de Schur, se puede escribir

Q QA +Y'B’ QRY? Y'RY? \( p7'I 0 R*Q 0
- > 0.
AQ+BY Q 0 0 o ' J\RPQ o

(4.27)
Operando matricialmente, resulta
Q QA +Y'DB’ Q(&)QJrY’(&)Y 0
- P P >0, (4.28)
Q-Q(=)e-v(Z)y Qayvm
P P >0, (4.29)

AQ + BY Q

Segun el complemento de Schur la desigualdad anterior se satisface, si se
satisfacen simultaneamente las siguientes desigualdades:

@>0, y
Q_Q(EﬁQ_y(EﬂYZ(QW+YBQQMAQ+BY)>O
P P
Ordenando los términos, y luego remplazando Y = F'Q), se obtiene
! IR - > & / &
Q- (QA'+Y'B)Q-L(AQ + BY) Q(p)Q+Y(p)K
Q- (@4 +QFBQ (AQ+ BFQ) » (=)@ +or (=) Fa

p
(4.30)
Pre y posmultiplicando por Q', resulta

Q'-(A+F'BYQ'(A+BF) > (%) + F (%)F
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Reemplazando Q7' = r y A+ BF = A, se tiene
p

P P
() G- (2] ()
P P P P
Multiplicando por p, y luego premultiplicando por x'(k) y posmultiplicando
por x(k), es posible escribir

x'(k)Px(k) - a'(k)Al, P Aqx(k) > o' (k) Ry (k) + 2'(k)F' R, Fa(k),
—_— — ~—
[='(k+1)] z(k+1) u’ (k) u(k)

obteniéndose finalmente

VIz(k)]-V[x(k+1)] > 2" (k)Ryz(k) + u' (k) R,u(k). (4.31)

Como en el caso previo analizado en tiempo continuo, siendo R, >0 y R, > 0,
es claro que Yz (k) #0 y Yu(k) # 0 el lado derecho de la desigualdad (/.31)
es positivo, lo que garantiza que el origen es asintoticamente estable para el
modelo en lazo cerrado (4.20).

Ademds, a partir de la desigualdad (/.51), se puede mostrar que la funcion
de costo cuadrdtico dada por (4.22) es menor que p, del siguiente modo:

V[z(k)]-V[x(k+1)] > x(k) [R. + F'R,F]x(k),

—_— k=0,1,2..., 00.
- (4.32)
Ezpandiendo y sumando los términos en la desigualdad (4.32), se tiene
V[z(0)]-V[z(D)] > z(0)" © x(0)
Vz(W)]-V[z(2)] > z(1)" @ z(1)
+ +
V{z(2)]-V[z(3)] > z(2) @ x(2)
: > :
+ + (4.33)
V[z(m)]-V[z(l+1)] > z(l) @ z(l)

V[z(0)]-V[z(l+1)] > klzox(k)' (R, + F'R,Fla(k).
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Siendo el origen asintdticamente estable para el modelo (4.20),

lfim (k) =0

k— 00

y por lo tanto,

khj)n(x) V{z(k)]=0.

De esta manera la sumatoria en (4.33) para | - oo, resulta

VIn(0)] > 3 o(k)[Re + FRFIr(E), (4.34)
o bien,
VIz(0)] > Ju(z,u), (4.35)

y siendo V[x(0)] = z{Pxo < p, resulta que
Joo (1) < p. (4.36)

De esta forma, el problema LQR en tiempo discreto puede ser resuelto via
LMI, resolviendo el siguiente problema de minimizacion:

Jmin - op, sa (4,21). (4.37)

4.3. LQR para sistemas LT1 con restricciones en
el vector de entradas

4.3.1. Restriccion en la amplitud del médulo de la variable
manipulada

Las limitaciones fisicas inherentes al equipamiento dentro del proceso, imponen
restricciones “duras”sobre la variable manipulada® u(t) o u(k).

En esta seccién se vera cémo los limites sobre la senal de control pueden in-
corporarse al diseno del controlador mediante el uso de LMI.

Considérese que para todo t >0 o k >0, debe cumplirse que

u()]2 < Umx- (4.38)

A continuacién, se desarrollard una formulacion LMI para garantizar que la res-
triccion (4.38) sea satisfecha.

En primer lugar, téngase en cuenta que Vx(:) € (P, p), y Vt (6 k) > 0, se
satisface z(+)’Q~'x(-) < 1. Definiendo &(+) = Q='/2z(-), se tiene

e(-)e(-) <L (4.39)

4Indistintamente la dependencia temporal de las variables, sea en tiempo continuo o en tiempo
discreto, se expresa mediante ().
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Siendo u(+) = Fz(:), con x e R y u e R™
u()3 = x() F' Fa (). (4.40)
Recordando que F'=Y Q™! se puede escribir’

lul = 2'Q1Y'Y Q. (4.41)
Wl = 2'Q 12 Q12YTY Q12 QM 2y,
¢ SH'H e
definiendo
H2YQ"?, (4.43)
la desigualdad (4.41) puede escribirse como
lulf=¢" H'H ¢. (4.44)

La matriz H'H es simétrica, por lo tanto, puede ser diagonalizada ortonormal-
mente del siguiente modo [11][11]:

HH=T"AT, (4.45)
resultando
lul2 =" T'AT e, (4.46)
y definiendo v = T'e, se tiene
l=n l=n
VA=Y N < Amax(A) Y07, (4.47)
=1 =1

donde A\, con [ =1,2,...,n, representa los valores singulares de H, siendo A4 su
maximo valor singular.
Luego, se puede escribir

() € A (A) z<> (4.48)

La matriz T es ortonormal, por lo tanto, el vector v(+) es solo una rotacién
de vector (), es decir, ambos vectores tienen el mismo médulo, resultando

0()B € s () ()<C0) e
<1
y por lo tanto,
()3 < Amax (M) (4.50)
De esta manera, si se impone la condicién
Amax(A) <u2 ., (4.51)

se garantiza el cumplimiento de la desigualdad (4.38).

SPara mayor claridad en la notacién, en lo que sigue, se omite el argumento temporal en las
variables.
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Formulacién de la restriccién (4.51) via LMI

Teniendo en cuenta que los autovalores no nulos de H’H y H H’ son los mismos,
se tiene que

Amix(A) = Amax (H'H) = Amax (HH'), (4.52)
y reemplazando por la ecuacién (4.43), resulta
Amax(Q72Y'YQ7V?) = Mpax (YQTY') <. (4.53)
La desigualdad escalar (4.53) implica la siguiente desigualdad matricial

YQ Y’ <2, I, (4.54)

max

y utilizando el complemento de Schur, la desigualdad (4.54) puede escribirse como

/uiﬁxj Y
( Vi 0 ) > 0. (4.55)

De esta forma, si se satisface la LMI (4.55) se garantiza el cumplimiento de la
desigualdad (4.38).

4.3.2. Restriccién en la amplitud de cada componente

Considérese ahora que debe cumplirse la siguiente restriccion en la amplitud
pico de cada componente del vector u(-):

lu, ()| <y, .., VE,k<O0, r=1,2,...,m. (4.56)
Siendo
Uy Jiu o fin
: : : : Ty
w=|w |=| fo g || )
: : : : Tp (4.57)
Um jinl "' j;nn
F=y Q-1
u, = frx = y.Q 'z (4.58)
Luego, se puede escribir
lur()? =2(-)'Q y, v, Q () <u? , Vit k20, r=1,2,..,m. (4.59)
Haciendo
PQY Qe =2 QI QN QR QI

! a
€ 2 hlhy €

y procediendo en forma andloga a lo realizado anteriormente, se arriba a las si-
guientes restricciones LMI:
2

uz oy,
,max >0, con r=12..m. 4.61
( Yy Q ) (461
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Con este andlisis se concluye que si se satisface las LMIs (4.61), entonces se
garantiza el cumplimiento de la desigualdad (4.56).

A continuacién se muestra un resumen para el cdlculo de un controlador LQR
via LMI con restricciones en la manipulada, en tiempo continuo y en tiempo
discreto.

LQR para modelos LTT con restricciones en la manipulada

min s.a:
pvoro P

11:6
0,
(wo @)>

QA"+ AQ+Y'B'+BY QR)* Y'R)””

R*Q -Ip 0 <0,
R’Y 0 ~Ip

~~

Para tiempo continuo

Q QA +Y'B" QRY? Y'RY?
AQ+BY (@ 0 0
1/2 > 07
R)°Q 0 pl 0
RPY 0 0 pl
Para tiem;; discreto
2
( 1;/’7‘“[ g ) >0, (Restriccién en amplitud del médulo),

2
( Tmix I ) >0, con r=1,2,....m, (Restrlccmn en amplitud

¥ Q
de cada componente),
donde Q=Plp, Y=FQ, p>0, R,>0, R,>0.

Siendo la ganancia de realimentacién estdtica: F'= YQ™.
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4.4. LQR robusto para modelos LPV represen-
tados mediante modelos politéopicos

En el disenio de un sistema de control, es fundamental disponer de un modelo
matematico que represente lo mejor posible a la planta o sistema fisico a controlar,
de lo contrario es poco probable que los resultados obtenidos sean los deseados.

La técnica de control robusto busca encerrar todo lo que esta fuera del modelo
nominal en lo que se denomina modelo de incertidumbres, de forma tal que la
planta real que se quiere gobernar esté incluida dentro de una familia de modelos
formada por la planta nominal méas las incertidumbres.

Hasta aqui se ha visto como las LMI se aplican a modelos LTI, en esta seccién
se extienden los resultados obtenidos en las secciones previas, para resolver proble-
mas de control que involucren modelos lineales con incertidumbres paramétricas
o modelos LPV.

Se partira de un modelo LPV del cual se sabe que sus pardametros, aunque sean
inciertos, se encuentran acotados dentro de un intervalo determinado.

4.4.1. Modelo con incertidumbres en tiempo continuo
Modelo para sistemas inciertos

Considérese el siguiente modelo LPV:
z(t) = A(n(t)) =(t) + B(n(t)) u(t), =x(0)=z9, xzeR? weR™, (4.62)

donde 7(t) es un pardmetro vectorial que toma en cuenta las incertidumbres en
el modelo, como ser no linealidad del sistema y variaciéon en sus pardametros de
entrada []. La matriz de estado A(-) y de entrada B(-), dependen de este pardametro
n(t).

Luego, es posible incorporar la dindmica del modelo incierto (4.62) dentro de
un politopo convexo de n,, vértices que dependen en forma afin del parametro
n(t) [13], del siguiente modo:

[ A((®) | B(n(t)) T, VE>0, (4.63)

donde €2 es un politopo, con n,, modelos LTI en sus vértices, el cual es definido
como:

Q= CO{[AI | Bl]v [AQ | B2]a ) [Anm | Bnm]}’ (464)

donde Co significa cascara convexa, y las duplas [A4; | B;] son las matrices de cada
modelo LTT vértice.

Esto es, Vt > 0 existen n,, coeficientes no negativo a;(t), con j =1,2,...n,,, tal
que:

[AG(D)) | B(n(1))] = ﬁaj@)mj | B],
" (4.65)

Nm

;Oéj(t) =1.
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Ny, = 1 corresponde al modelo LTT nominal, y en tal caso a;(t) =1, V¢.
Es importante destacar que la representacion politopica abarca también a los
sistemas no lineales, modelados por

l’(t) = f(x(t),u(t),t),
of of

siempre y cuando sus matrices jacobianas [5— —] calculadas en distintos ins-
r  ou

tantes de tiempo o en distintos puntos de operacion, estén dentro del politopo de
incertidumbres €.

Formulacién del problema LQR robusto

En esta seccién se presenta la formulacion de un regulador robusto que tiene
en cuenta las incertidumbres en el modelo planteadas bajo una representacion
politépica como se vié previamente.

En particular, se modificara el problema de la minimizaciéon de una funcién
objetivo nominal, de la teoria clasica de LQR, minimizando una funcién objetivo
que representa el peor de los casos posibles tomando en cuenta todo el conjunto
de incertidumbre [9].

Considérese el modelo LPV de la Ec.(4.62) asociado a un conjunto de incerti-
dumbres representado por el politopo €2 de la Ec.(4.64). Se plantea la optimizacién
de la siguiente funcién objetivo de desempenio robusto como sigue®:

min max Joo (T, 1), (4.66)
u(t) e L2 [A(n) | B(n)] € Q

donde
Joo(x,u)zfo (' (t)Rpx(t) + u'(t) Ryu(t)) dt. (4.67)

La maximizacion hecha sobre el conjunto €2 corresponde a la eleccion de aquella
planta [A(n) | B(n)] € Q y Vt > 0, tal que si es utilizada como modelo de
representacion, conduce al mayor valor de la funcién objetivo J.,(x,u), conocido
como worst-case. Mientras que la minimizacion corresponde a la eleccion de aquella
acciéon de control u(t), de cuadrado integrable, que minimice el worst-case.

Este es un problema min-max que aunque resulte convexo, es computacional-
mente muy costoso [25]. En su lugar, y siguiendo el mismo planteo del capitulo
anterior, se buscard una cota superior para la funcién objetivo robusta Ec.(4.67),
y luego, se minimizard esa cota utilizando una ley de control por realimentacion
lineal” de estado via LMI.

Considérese el modelo LPV representado por la Ec.(4.62) asociado a un conjun-
to de incertidumbres representado por el politopo €2 de la Ec.(4.64), y considérese
la entrada u(t), dada por

u(t) = Fx(t). (4.68)

6Para simplificar la notacién se omitira la dependencia temporal del pardmetro y se reempla-
zard a las matrices A(n(t)) y B(n(t)) por A(n) y B(n), respectivamente

"Es importante recordar que en el problema original, al tener incertidumbres y /o restricciones,
la realimentacién de estados 6ptima no es necesariamnete lineal. Aqui se fuerza a que sea lineal
para poder utilizar las LMI y lo que se busca como resultado de la optimizacion es el vector de
ganancias F.
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El modelo LPV en lazo cerrado, resulta
(t) = Aa(n)z(t), con z(0)=xy, donde Ay(n)=A(n)+Bn)F. (4.69)
Cada modelo LTT vértice del politopo, es representado por

i(t) = Ajx(t) + Bju(t), x(0) = xo,

(4.70)
con j=1,2,...,n,
y cada modelo vértice en lazo cerrado, esta dado por
i(t) = A;,x(t), con x(0)=xzy, donde A, 6 =A,+B;F, (4.71)

de manera que A.(7n), puede ser representada mediante la siguiente combinacién
convexa:

Aa(n) = ) oA, (4.72)
j=1

Teorema 4.3: Estabilidad y desempeno robusto

Considérese el modelo LPV dado por la Ec.(4.62) y un conjunto de incer-
tidumbres € asociado a él descripto por la Ec.(4.64). Asumiendo que las
siguientes LMI son satisfechas:

( ;0 g) )>0, (4.73)

QA"+ A;Q+Y'B/+BY QR,” Y'R)
R;DQ -Ip 0 <0, con j=1,2,...,npy.

R*Y 0 -Ip
(4.74)

Siendo®” Q=P lp, Y =FQ, R,>0, R,>0, y p>0.

Entonces, la ley de control dada por (4.68) con matriz ganancia de realimen-
tacion estatica dada por F =Y (Q™!, garantiza que el origen es asintdtica-
mente estable para el modelo LPV (4.62) y que la funcién objetivo robusta
(4.67) tiene al escalar p por cota superior.

%@ e Y son las matrices de decision.

Demostracién teorema 4.3. La demostracion es similar a la del teorema (4.1)
para el modelo nominal. La LMI en (4.73) conduce a la determinacion del elipsoide
imnicial

(P, p) = {xo € R|z{ Pz < p}, (4.75)
y las n,, LMI en (4.7]) conducen a

Al P+PA;, < —(Re+F'R,F), con j=12,... ny. (4.76)
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Realizando una combinacion convezxa a cada lado de la desigualdad, se tiene

Sa; (A, P+ PA,) < =3 a;(Ro + F'R,F),
j=1

J=1

(Z%’A}d) P+P Y a;A;,  —(R,+F'R,F) Zm:%'-
j=1 J=1 < J=1

[ — —_———
AL () Aci(n) =1
Resultando,
Aa(n)'P+PAy(n) < —(Re+F'R,F). (4.77)

Luego, pre y posmultiplicando por x(t)" y x(t), respectivamente, se obtiene
z(t) (Aa(n)' P+ PAa(n)) x(t) < —z(t)' (R, + F'R,F) x(t),
y de (4.69), resulta

w < —(a(t)'Rex(t) + u(t) Ryu(t)) <O0.
Viz(t)] (4.78)

= V[z(t)] < 0.

FEsta dltima desigualdad demuestra que e(P,p) es un elipsoide invariante contrac-
tivo para todos los estados del sistema incierto, por lo tanto, la accion de control
u(t) =Y Qx(t) garantiza la estabilidad robusta.

Luego, integrando (/.78) en un intervalo de tiempo infinito

VIa(oo)]-VI2(0)] <= [ (o(t) Rua(t) + u(t) Ruu(t)) . (£79)
se tiene
Joo(T,u) = fooo (z(t)' Rpx(t) + u(t) Ryu(t)) dt < x{Pxqy < p, (4.80)

lo cual muestra que la accion de control u(t) =Y Q 'x(t), ademds de estabilizar
al sistema incierto le fija una cota superior a la funcion objetivo robusta.

Por lo tanto, el problema LQR robusto se puede formular como el siguiente
problema de minimizacion:

o p, sa (4,73) 'y (4,74). (4.81)
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4.4.2. Modelo con incertidumbres en tiempo discreto
Modelo para sistemas inciertos

De manera analoga a lo realizado para tiempo continuo se formulara el proble-
ma LQR para sistemas inciertos en tiempo discreto.
Considérese el siguiente modelo LPV:

x(k+1)=AMmk))x(k)+ B(n(k))u(k), con x(0)=mz9, k=0,1,2,... 00,
(4.82)
donde las matrices A(n(k)) y B(n(k)) dependen del pardmetro n(k).
Luego, es posible incorporar la dindmica del modelo incierto (4.82) dentro de
un politopo convexo de n,, vértices que dependen en forma afin del parametro
n(k) [50], del siguiente modo:

[A(n(k)) | B(n(k))] €, VE20, (4.83)

donde 2 es un politopo, con n,, modelos LTI en sus vértices, el cual es definido
como:

Q2 Co{[A1|Bi],[A2 | B, s [An,, | Bnl ) (4.84)

donde Co significa cdscara convexa, y las duplas [A; | B,] son las matrices de cada
modelo LTT vértice.

Esto es, Vk > 0 existen n, coeficientes no negativos «;(k), con j =1,2,..n,,
tal que:

[A(n(k)) | B(n(k))] = z%(k‘) [4; | Bj],
" (4.85)
Zflaj(k) -1,

Formulacién del problema LQR robusto

Siguiendo el mismo razonamiento de la seccién (4.4.1), pero aplicado a modelos
LPV en tiempo discreto, se pretende optimizar la siguiente funcién objetivo de
desempeno robusto®:

Joo (T, 1), (4.86)

min max
u(k),k=0,1,...,00  [A(n) | B(n)] € Q, k=0

donde

Joo(z,u) 2 Y (k) Ryx(k) + u(k) Ryu(k), con R,>0 y Ru>0.  (4.87)
k=0

Considérese el modelo LPV representado en la Ec.(4.82) asociado a un conjunto
de incertidubres representado por el politopo €2 de la Ec.(4.84), y considérese la
entrada u(k) dada por

u(k) = Fx(k). (4.88)

8Para simplificar la notacién se omitird la dependencia temporal del pardmetro (7(k)), es
decir, se reemplazard a las matrices A(n(k)) vy B(n(k)) por A(n) y B(n), respectivamente.
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El modelo LPV en lazo cerrado, resulta
x(k+1)=Aqu(n)x(k), con x(0)=x9, donde Ay(n)=A(n)+B(n)F. (4.89)
Cada modelo LTT vértice del politopo, es representado por

z(k+1)=A;x(k)+ Bju(k), z(0) =,
(4.90)

con 7=1,2,....npy,,
y cada modelo vértice en lazo cerrado, estd dado por
z(k+1)=A, x(k), con x(0)=xp donde A;, =A;+B;F, (4.91)

de esta manera A, (n), puede ser representado mediante la siguiente combinacion
convexa:

Aa(n) = Y oA, (4.92)
j=1

Teorema 4.4: Estabilidad y desempeno robusto[25]

Considérese el modelo LPV dado por la Ec.(4.82) y un conjunto de incer-
tidumbres 2 asociado asociado a él descripto por la Ec.(4.84). Asumiendo
que las siguientes LMI son satisfechas:

( }BO g) )>o, (4.93)
Q QA;+Y'B; QR* Y'R/”
A.Q+B;Y 0 0 ,
Rng ’ 82 ol 0 >0, con j=1,2,....,ny.
Ry 0 0 ol

(4.94)
Siendo® Q=P lp>0, Y=2FQ, R,>0, R,>0, p>0.

Entonces, la ley de control dada por (4.88) con matriz ganancia de realimen-
tacion estatica dada por F =Y (Q™!, garantiza que el origen es asintdtica-
mente estable para el modelo LPV (4.82) y que la funcién objetivo robusta
(4.87) tiene al escalar p como cota superior.

%@ e Y son las matrices de decision.

Demostracién teorema 4.4. La LMI en (/.93) conduce a la determinacion del
elipsoide inicial

e(P,p) = {xo € R*x[Pxy < p}. (4.95)

A continuacion se demostrard que si se satisfacen lasn,, LMI en (4.9]), enton-

ces el elipsoide e( P, p) es un invariante contractivo para el modelo en lazo cerrado
(4.89), esto es,

V[z(k)] - V[z(k + 1)] >0, Va(k)ee(P,p). (4.96)
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Realizando una combinacion convera con las n,, LMI en (/.94), se obtiene

Q Q(A;) QRY* Y'R)?

%O{ Ajle Q O 0 —
1 RY2Q o pl 0
Ry 0 0 ol
Q Q (Zm)ajA;d) QR Y'R)? (4.97)
j=1
= (ZajAjcl) Q 0 0 >0,
1
RQ 0 pl 0
Ry 0 0 ol
Q QAL(n) QRS Y'R/
Acl(n)Q Q 0 0
RPY 0 0 ol

A partir de aqui, la demostracion es similar a la del teorema (4.2) para el
sistema nominal, arribandose a

Viz(k)]-V]z(k+1)] > x(k)[Rs + F'R Flx(k),

>0,YVz#0

Vk20, y V[A(n) | B(n)]eQ

(4.99)
que a su vez implica

V[z(0)] > Z (k)'[R, + F'R,Flx(k), Yk>0, y Y[A(n)| B(n)] e,

(4.100)
y dado que V[z(0)] < p,= Joo(x,u) < p.
Por lo tanto, la funcién objetivo de desempenio robusto
min mMAax Joo (K), (4.101)

u(k), k=0,1,...,00 [A(n) | B(n)] € Q, k>0

se ve optimizada al resolver el siguiente problema de minimizacién via LMI:

L SR (4,93) v (4,94). (4.102)

4.5. LQR robusto con restricciéon en la variable
manipulada

En la seccién (4.3) se vid, tanto para modelos en tiempo continuo como para
modelos en tiempo discreto, que si se requiere que |[u(-)|ls < Umax, V £,k >0,
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entonces, debe ser satisfecha la siguiente LMI:
( Y“,laxj g )> 0. (4.103)

Mientra que si se requiere que |u,(-)| < w, ., VYV t, k>0, r=12..m.,se
deben satisfacer la siguientes LMI:

2
( U//’méx Yr )>O, con T = 172,,.,7m. (4104)

Como se observa, en ninguna de ellas aparece el modelo LPV, por lo tanto,
estas restricciones para el caso LTI nominal, son las mismas que las requeridas
para el modelo LPV con incertidumbres.

A continuacién se resumen en dos cuadros, para el modelo en tiempo continuo
y el modelo en tiempo discreto, el problema LQR robusto con restricciones en la
variable manipulada.

LQR robusto con restricciones en tiempo continuo

min p, s.a:
p Y, @0

(2 §)ro
(QA,"‘A Q+Y'B’+BY QRI/Z Y/Rl/2

R*Q ~Ip 0 <0, con j=1,2,..,n
R*Y 0 ~Ip

2
Un

Y,axl ) >0, para |[u(t)||2 € Umax, VE>0.

’"max ) 0, con r=1,2,..m, para |u.(t)]<u,,, Vt0.
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LQR robusto con restricciones en tiempo discreto

1
>0

(Io Q)

Q QA +Y'B; QR)” Y'R/

A;Q+BjY Q 0 0 ;

0 =1,2,...,n,.

R’Q 0 pl 0 TSR TRt
RY*Y 0 0 pl

wr, 1Y
(3 5 )0 para ol € e V20

2
(meéx g)>07 con r=1,2..m, para |u.(k)<u. .,V k>0.

4.6. Obtencién de una ganancia de realimenta-
cién variable, Fj,

Hasta aqui se ha visto como obtener una ganancia de realimentaciéon estatica
que garantice la estabilidad del origen y minimice una funcién de costo cuadratica
(o funcién objetivo) de un modelo LPV sujeto a restricciones en su sefial de control.

Una forma de ser menos conservador y aumentar la velocidad de respuesta sin
comprometer la estabilidad y las restricciones impuestas en el problema original,
es recalcular la ganancia del controlador en distintos instantes de tiempo en lugar
de utilizar una Unica ganancia para todo el proceso de regulacion.

El punto clave aqui es mostrar que al realimentar al sistema con un vector de
ganancias variable, el cual es recalculado en distintos instantes de tiempo, se man-
tiene la garantia de establilidad y todas las demas especificaciones de diseno. La
estrategia aplicada es similar a la de un controlador predictivo basado en modelo
MPC con horizonte de prediccién infinito [25].

Pero a diferencia de este no es necesario que el intervalo de tiempo, en que se
recalculan y aplican las ganancias, coincida con el periodo de muestreo del sistema.
En efecto, esta técnica también se puede aplicar a sistemas modelados en tiempo
continuo [11]. Otra diferencia importante, como se mencioné anteriormente, es que
no se calcula una ley de control, ya que ésta es siempre una realimentacién lineal
de estados, sino solamente el vector de ganancias.
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Para demostrar que esta metodologia mantiene la estabilidad robusta del sis-
tema realimentado, a continuacién, se hard uso de dos conceptos fundamentales
propuesto por Kothare?[25].

4.6.1. Planteo del problema

Considérese indistintamente el problema de las subsecciones (4.4.1) o (4.4.2).

I) Segun la definicién del elipsoide invariante Def.(3.5) o Def.(3.8), si el pro-
blema de optimizacién es factible en ¢t =0 o k£ =0, también lo serd en t =T
o k = K. Siendo T algin intervalo de tiempo dado y K = %, donde T
el tiempo de muestreo del sistema discreto. Es decir, que si los estados del
sistema son medidos en t =7 o k = K, se satisface la siguiente desigualdad
en el dominio temporal:

a) Para modelos en tiempo continuo

zh Q7V xr <1, (4.105)
b) Para modelos en tiempo discreto

T Q7 k<1, (4.106)
o de manera equivalente, se satisface la siguiente LMI:

a) Para modelos en tiempo continuo

/

T a s
(33T 0 ) 0, (4.107)

b) Para modelos en tiempo discreto

1
( e O )> 0. (4.108)

Noétese ademds, que ésta es la inica LMI (para tiempo continuo o tiempo
discreto) que depende explicitamente de la variable temporal en el problema
de minimizacién visto en las secciones (4.4) y (4.5). Por lo tanto, tomando
el estado z7 (0 zx) como condicién inicial, se plantea ahora el siguiente
problema de optimizacién:

9Kothare plantea estos conceptos solamente en tiempo discreto.
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LQR robusto con restriccion. Calculo de las ganancias en 7

min  p, s.a:
P Y, @0

1 x5
>0,
()
QAL+ A;,Q+Y'Bi+BYY QR Y'R/
R*Q -Ip 0 <0,

R*Y 0 -Ip
con j=1,2,...,np.

w, Y
(Y’ Q)>O.

LQR robusto con restriccion. Calculo de las ganancias en X

(4.109)

B IQI&O P, s.a:
1z
0,
( e Q ) ”
o) QA +Y'B, QRJ® Y'R)?
RY*Q 0 ol 0 ’ (4.110)
Ry 0 0 ol
con j=1,2,...,np.
u?néx Y
( % 0 ) > 0.

La solucién a este problema en tiempo continuo (o discreto), son los valores
6ptimos de @ e Y, que a continuacion se definirdn como Q7 e Y7 (Qx e Yx)
respectivamente, los cuales debido a la incertidumbre del modelo y a la res-
triccién impuesta en la variable manipulada, tendran, muy probablemente,
valores diferentes a los valores de () e Y 6ptimos obtenidos en el problema
de minimizacién con condicién inicial zg.

Como antes, el valor de la ganancia Fr =Yy Q7 (Fi = Y Qi¢'), minimiza la
funcién objetivo robusta (4.67) o (4.87), que ahora se define como Jr(x,u)
(Jic(x,u)), y su valor minimo resulta ser:

JT(Topt, uspt) = © Pr o7 < p,, para tiempo continuo, o
(4.111)
Jic(xopt, ugpt) = T P Tk < py, para tiempo discreto.
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IT) Lo clave aqui, es notar que!’
o QF xr <2l Q7' ar. (4.112)

Esto es debido a que Q7' es éptimo, mientras que Q! es solo factible en el
tiempo ¢t = 7. Por lo tanto, y utilizando la desigualdad (4.105), se tiene

elipsoide invariante contractivo

A

vy Q7w > Q7 w22k QF xr. (4.113)

~

dptimo inicial factible en T dptimo enT

El desarrollo previo realizado entre los instantes de tiempo t =0y ¢t =T,
puede repetirse entre los instantes de tiempos ¢ = 7 y t = (u+ 1)T con
pw=1,2 .. oo.

Lo mismo para el modelo en tiempo discreto, el desarrollo realizado entre
los instantes de tiempo k =0y k = K, puede repetirse entre los instantes de
tiempos k=l y k=(u+1)K con p=1,2,..., 0.

Sin pérdida de generalidad estableciendo a T =1 0 K =1, y definiendo
a(uT) =a(p) =y, o

r(pk) = x(p) =z,
se puede escribir:

Ty Q;}rl Tyl < T, Q;l Ty,
(4.114)
Vi=0,1,2, ..., co.

Notar que en cada instante de tiempo t = i, se resuelve un problema de op-
timizacion convexo, por lo que cada minimo obtenido es 1inico y corresponde
a la soluciéon éptima para ese instante.

Como resultado de este planteo, la funcién cuadritica V' (z,) = z], @' ,, con
u=1,2, ..., 00, decrece mondétonamente conforme p aumenta garantizando la
estabilidad asintética del origen para el modelo LPV de la seccién (4.5).

Siendo p, la cota superior de la funcién objetivo robusta, esto es
Ju(Topt; uspr) = @), Py vy <py, con p=1,2,..., 00, (4.115)

la misma reduce en cada instante, conforme el tiempo aumenta, a medida
en que se recalcula la ganancia.

0Por simplicidad, se contintia con la notacién para modelos en tiempo continuo, para modelos
en tiempo discreto solo se debe reemplazar K por 7.
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4.7. Prueba y mejora de los reguladores

En esta seccion se analizara el comportamiento de un CSTR en lazo cerrado
utilizando los distintos reguladores visto hasta aqui, estaticos, dindmicos, sin y con
restricciones, en tiempo continuo y en tiempo discreto. Se partird de un modelo
politépico que solo tiene en cuenta la no linealidad del sistema. Un anélisis detalla-
do para la construccién del modelo LPV de un sistema no lineal con incertidumbre
en sus parametros de entrada se realizara en el capitulo siguiente.

Ejemplo 4.1: Regulacién de un CSTR[14]

En este ejemplo se aplica la técnica de sintonizacién robusta, presentada previamente, a un reactor
continuo de tanque agitado CSTR propuesto por Morningred et al [33], donde el reactante A se transforma
en el producto B mediante una reaccién quimica exotérmica modelada por las siguientes ecuaciones”

Calt) = ‘Ivg)) (Cae - Ca(8)) - koe T Ca(1),

T(t) = 3/5)) (Tae - T()) + k1o 7B Ca(t) + “’/Eg

(1 _eﬁ%)(ne -T(1)).

La reaccién toma lugar en un tanque cilindrico agitado como se muestra en la siguiente figura:

U ! ge, T., Cse Desde proceso

e Tce Py
i e

qC ’ TCS
ﬁ 9o, T, Ca Hacia el proceso

Figura 4.1: Diagrama ilustrativo del CSTR y el control aplicado

La concentracién del reactante C4(t) y la temperatura del reactor T'(t) son consideradas variables
medibles. La concentraciéon del reactante es indirectamente controlada mediante la manipulacién del
caudal de liquido refrigerante g.(t) que circula a través de una serpentina.
Los objetivos del disenio son:

= Garantizar la estabilidad del sistema no lineal

= Minimizar el ruido de proceso y ruido de medicién

= Satisfacer la restriccién en la amplitud del caudal refrigerante cuyo rango de operacién es:

85 < qe(t) 2116 L min~ .

@ El desarrollo de este modelo y los valores de sus parametros constantes, también se pueden ver en
el Apéndice (C).
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Como se menciond al comienzo, para el diseno del regulador en tiempo continuo
se construye un politopo de manera simplificada que solo tiene en cuenta la no
linealidad del sistema. Para esto, se linealiza el sistema en tres puntos de operacion
diferentes y se toman los valores extremos de dos parametros de las matrices A;
y Bj que tuvieron mayor variabilidad. Con los valores maximo y minimo de estos
dos parametros, se construyen 4 modelos LTI vértices, en la forma:

(t) = Ajz(t) + Bju(t), x(0)=xz¢, con j=1,234.

Luego, en cada instante ¢t = uT, se resuelve el siguiente problema de optimizacion:

\

min  p, s.a:
p, Y, Q>0

1 z!
wT ] s 0,
(%T Q )

QA"+ A;Q+Y'B.+BY QR)” Y'R/

R;/2Q _IP 0 < 07
R*Y 0 ~Ip

con j=1,2,34.

1 Y
(v &)

donde se fijan los siguientes valores para la matrices de peso:

R,=1y R,=1.

7

La solucion a este problema son los valores 6ptimos de () e Y los cuales se
redefinen como @, e Y, respectivamente, de manera que la matriz ganancia
de realimentacion dindmica que satisface los objetivos planteados en ese instante

_ -1
resulta ser F, =Y, Q..

La Fig.(4.2) muestra la curva de reaccién y la recta de disipacién, ademds se
observan dos puntos cuya ubicacion se explica a continuacién:

Para analizar el desempeno del sistema de control con el regulador propuesto,
se introduce una perturbacién de estados que ubica a los mismos en los siguientes
valores: C'y = 0,08 mol L' y T = 443,16 K. Este vector de estado perturbado
esta representado con un circulo de color rojo sobre la curva de reaccién. En color
azul se representa el punto de operacion en estado estacionario, interseccion entre
ambas curvas, la ubicacién de este punto se corresponde con un caudal de liquido
refrigerante ¢. = 111,72 L min~!, un nivel de concentraciéon Cy = 0,14 mol L'y
una temperatura del reactor 7' = 431,32 K.
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250 T T T T T
c @ Perturbacion en t=0 min -
g m Estado estacionario L
S 200 -
8
c 150
QL
I% 100
—
=]
-+
o
o 50r
Q
£
& 0 1 1 1 L 1

340 360 380 400 420 440 460

Temperatura [K]

Figura 4.2: Curva de raccién y recta de disipacién para q.= 111,72 L min!

Resoluciéon 4.1. Se realizaron tres simulaciones, la primera de ellas es en lazo
abierto, la sequnda se realizo implementando el requlador con una ganancia de
realimentacion estdtica, mientras que en la tercera se implemento el requlador con
una ganancia de realimentacion variable que es actualizada cada seis sequndos. La
evolucion de los estados para los tres sistemas es representada en la Fig. (4.3)

0.22 T T T T

—— Lazo abierto
—— Ganancia constante
e——eGanancia Variable

02r

0.18

0.16

0.14

0.12

Concentracion [mol/litro]

0.08
420 425 430 435 440 445

Temperatura [K]

Figura 4.3: Diagrama de estados para los tres sistemas

En las Fig.(}.4) se representan, para los tres sistemas, la evolucion de la con-
centracion y la temperatura en funcion del tiempo.

©
N
N

445 . :
[
- 0.2F A
= 440 .
g o018t 1<
© [ 4
.S 0.16 7 g 435
© ©
5 0.14 @ 430 - N
o
g 012} 1E
) F 25t g
O o01f ]
0.08 . 1 420 L L
0 5 10 15 0 5 10 15

Tiempo [min] Tiempo [min]

Figura 4.4: Evolucién de la concentracion y la temperatura
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La Fig.(4.5) muestra la variable manipulada. Esta variable tiene una restric-
cion sobre su amplitud |A,, < 4|. La cota se establecid al hacer la diferencia entre
el mdximo caudal disponible y el valor del caudal que opera en el punto de equili-
brio. La Fig.(4.5(a)) muestra el incremento A, (t), mientras que la Fig.(4.5(D))
muestra todo el rango de q.(t).

Notese que la respuesta dindamica del caudal manipulado presenta discontinui-
dades. Este comportamiento es debido al recdlculo del vector de ganancias ya que
cada 6 sequndos un nuevo problema de optimizacion con una nueva condicion ini-
cial es resuelto. Ademds, también se puede notar que aunque el vector ganancia
se mantiene constante durante todo el intervalo, el caudal manipulado varia segin
cambian los estados. Esto no ocurre cuando el control se realiza en tiempo discreto
en el que el caudal también se mantiene constante durante todo el intervalo.

3 116
<
S
=)
— ]
£ b
£ o
3 o
= o
i =
o ‘S :
g - —— Ganancia constante o —— Ganancia constante
+—eGanancia variable ® —Ganancia variable
°
=1
©
L L O 106 L L
5 10 15 0 5 10 15
Tiempo [min] Tiempo [min]
(a) (b)

Figura 4.5: Caudal manipulado

La Fig.(4.0) muestra las ganancias calculadas via LMI para el diseno del con-
trolador con vector de ganancias constante y con vector de ganancias variable.

6 800
S5r © 700F
O =]
© = 600 |
247 @
@ 2 500 |
1%
€3 &
L"; ------ Ganancia constante © 400 .
S 2r ——Gananciavariable 1 © ., | [ 7 Ganancia constante
g S 300 —— Ganancia variable
21 =

© 200 |

©
O (U]

0 L L 100 . -

0 50 100 150 0 50 100 150
Iteraciones Iteraciones

Figura 4.6: Ganancias de realimentacion estatica y variable

4.7.1. Utilizacién de un conjunto terminal para reducir
la carga computacional y mejorar la utilizacion del
algoritmo de calculo

En la Fig.(4.6) se observa una fluctuacién en los valores de las ganancias, esto
ocurre a partir de la iteraciéon ntimero 11 aproximadamente. La razén de este
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comportamiento se debe a que los estados estan cerca del punto de equilibrio y el
algoritmo de optimizacién debe realizar su célculo con valores muy pequenos'!.

Para evitar esta oscilacion, en este trabajo se propone agregar un conjunto ter-
minal y conmutar entre dos vectores de ganancias, uno estatico y el otro variable,
como se detalla a continuacion:

Paso 1: Determinar un vector de ganancias estatico inicial sin restricciones Flg,
que tenga en cuenta el mayor alejamiento de los estados respecto al punto
equilibrio.

Paso 2: Determinar el tamano maximo del conjunto terminal, que no exceda los
limites de la regién de operacién y donde el vector de ganancia Fsi pueda ser
aplicado sin violar las restricciones impuestas (en este ejemplo, a la amplitud
del médulo variable manipulada).

Paso 3: Imponer una condicién que permita conmutar entre el vector de ganancias
variable F. y el vector de ganancias estatico Fgp, preservando las restriccio-
nes de diseno.

Nota: A efecto de utilizar la formulacién para el disenio de reguladores en
tiempo discreto, expuesta en la Ec.(4.110), se continda el ejemplo utilizando un
politopo cuyos vértices resultan ser n,, = 4 modelos LTI discretos.

Para el paso(1) se hace uso de las LMI del teorema (4.4) aplicado a cada uno
de los vértices del politopo para obtener Fsgr. Es decir, el primer paso consiste en
resolver el siguiente problema de optimizacion:

min p, s.a:
p, Y, @0

1z
> 0.
(2 8)
Q QA +Y'B, QR/® Y'R)?
0, con 7=1,234.
R}f@ 0 p[ 0 > U, )
R*Y 0 0 I
u p
Obteniéndose,

Fsp=YQ™. (4.116)

HRecordar que el vector de estados, que utiliza una de las LMI, estd en variable de desviacién.
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Paso(2) : Para la determinacion del conjunto terminal, se definird el siguiente
elipsoide:
e;(W,1) 2 {z e R?* x(k)Wz(k)<1}, con W >0, (4.117)

el cual debe ser contractivo para los siguientes modelos LTI (vértices) realimenta-
dos:
x(k+1)=(A;+BjFsg) x(k), con j=1,234, (4.118)

es decir, se debe cumplir Vz(k) que pertenezca a dicha regién terminal la siguiente
condicion:

z(k)Y W a(k)-z(k+1) W z(k+1)>0. (4.119)

Ademads también debe cumplirse, Y (k) que pertenezca a dicha region, las siguien-
tes restricciones:

a)
|Fsr (k)2 < Umax.- (4.120)

donde un4x €s la distancia minima entre los valores extremos del médulo de
la manipulada y .

b)
lv;(k+1)| <z, ., con i=12. (4.121)

donde z; . es la distancia minima entre los valores extremos del estado z;
dentro de la regién de operacién x;_ 2.

Maximizacién del volumen del elipsoide terminal

En este ejemplo donde x € fR2, el elipsoide es una elipse y su volumen es
simplemente el area de la elipse. El siguiente desarrollo es facilmente escalable a
R con n > 2.

Siendo la matriz W > 0, es posible diagonalizarla ortonormalmente en la forma:
W =Ty, A Ty, donde A = diag(A;, A2). Por lo tanto, la desigualdad (4.117), puede
representarse como

(k) T A Tw x(k) <1, (4.122)
definiendo w(k) = Ty x(k), resulta!?

wi A\ +wi A < 1. (4.123)

Tomando solamente la igualdad en la expresién anterior se tiene la ecuacién
candnica de la elipse, esta es:

w?  w;
— t+ —= =1, 4.124
@) 3) (4.124)

2445 v ;.. son los valores en estado estacionario de la manipulada y el estado x; respectiva-

mente.
BPor simplicidad en la notacién se omitira la dependencia temporal.
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donde
L. L. (4.125)
—F= =T, —F—= =T, .
Vo ’

son sus radios.
El drea de la elipse viene dada por la siguiente expresion:

Area = 1 1y, (4.126)
por lo tanto, para maximizar el drea es suficiente con maximizar ( WD ) , 0 bien
1 A2
minimizar
Al Ag = det(W). (4127)

Reemplazando en la desigualdad (4.119) por la Ec.(4.118), el problema plan-
teado en el paso(2) puede expresarse como:

min det(WW), s.a:
W>0

W—(Aj-l'BjFSR), w (Aj+BjFSR)>O, con j:1,2,3,4.
|Fsr (k)|2 < Umda-
(4.128)

lv;(k+1)| <z, , con i=12.

V;E(k) € Ef(VV, 1)

Planteo del paso(2) mediante LMI

Los problemas de optimizacién mediante LMI maximizan o minimizan funciones
lineales, a tal efecto, se reemplaza la funcién det(W') por log det(W).

La restricciones en la variable manipulada y en los estados, se plantean de manera
similar a lo realizado en las secciones (4.3.1) y (4.3.2), del siguiente modo:

a) |u(k)f3 = x(k)" FgpFsp x(k).
b) |zi(k+ 1) = (k) Ay Aa,, x(k), (4.129)
donde Ay, * (Aj; + BjiFsg), conj=1,234 e i=12
V x(k) € e4(W, 1), se realiza el siguiente cambio de variable:
2(k) £ WY% 2(k), resultando z(k)'z(k)<1. (4.130)
Representando a z(k) como:

z(k) =W 22(k), (4.131)
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se tiene,
a) (k)3 = 2(k) (W 2FLFspW™12) 2(k),
B) ui(k+ DI = 2(k) (WH2AL Aq W) 2 (k).
Diagonalizando ortonormalmente y definiendo
T} Ay Ty = (W Y2FLp FopW =12,
T Ay Ty = (W‘l/zA;lji Ay, W‘”Q),

resulta
a) |u(k)|3 = 2(k) TiAaTy 2(k),

= |u(k)P < Amax(Aa) 2(k) TToz(K), y
—_———
<1

b) zi(k+ 1) = 2(k) TyAT, 2(),

= |a;z(k + 1)’2 < )\méX(Ab) Z(k)’Tb,TbZ(k) .
—_——
<1

Por lo tanto, imponiendo las siguientes condiciones:

)\méx(Aa) = )\méX(FSRW_lFéR) < u2 y

max’

)\méX(Ab) = )‘méx(Aclji W_lAélji) < {L'2

Tméx’

se tiene que, Vz(k) eer(W,1) y V k>0,

|U(k)|2 < Umsx,

lzi(k+1)| <z, ., coni=1,2.

79

(4.132)

(4.133)

(4.134)

(4.135)

Luego, utilizando el complemento de Schur, resulta licito expresar las restricciones

en (4.128) del siguiente modo:

w (A] + BjFSR)’W .
W(A, + B;Fs) W >0, conj=1,234.
Unax! PSR )
Fip w ’
2
:Eim'cixl ACZJZ ;
Alclji W ) >0, coni=1,2.

(4.136)

El siguiente cuadro resume la formulacién LMI para los pasos (1) y (2).
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R
P.(1): Obtener la ganancia sin restricciones Fsr = Y Q!, resolviendo el si-
guiente problema de minimizacion:

min p, s.a:
p, Y, Q>0

1 = .
(%Q)o.

Q QA +Y'B, QR® Y'R/?

0, con j=1,234.
Ri/QQ 0 p[ 0 > Y, ) Ly Iy
RIPY 0 0 pl

P.(2): Con la ganancia Fgsp fija, obtenida en el paso anterior, maximizar el
conjunto terminal resolviendo el siguiente problema de minimizacién:

in log det a:
min - log et(W), s.a

w (A] + BjFSR)’W o _
W(Aj+BjFSR) W >0, con j=1,234.
Umdx] FSR
Flp W ) > 0.

Tiped At ) g 1=1,2 i=1,2
A/Cljl W > ) con 1 = )y < y j_ ) &

(4.137)

J

Para el paso(3), la condicién que se debe comprobar antes de realizar el calculo
en cada iteracion es:

x(k) W x(k) <1

Si dicha condicion se satisface, es porque el sistema se encuentra dentro del con-
junto terminal y, en tal caso, se aplica directamente Fsg. Si la condicién no se
satisface, se recalcula F. utilizando las LMI en (4.110).
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Simulacion

Se realizaron dos simulaciones, en la primera no se tuvo en cuenta la region
terminal utilizando un tinico vector de ganancias variable para toda la simulacion.
Mientras que en la segunda simulacién, se creé una region terminal y se realizd
una conmutacién del vector de ganancias variable al vector de ganancias estético
cuando el sistema ingresa en la misma.

En estas simulaciones se tomé como tiempo de muestreo T, = 0,1 minutos,
y se realizaron 50 iteraciones correspondiéndose a una corrida de 5 minutos. Los
resultados obtenidos se muestran en las siguientes figuras:

En la Fig.(4.7) se grafica la evolucién de los estados, también se grafican un
elipsoide inicial en color celeste y el elipsoide terminal en color verde. En esta
grafica no se observan diferencias entre las dos simulaciones excepto en un entorno
muy cercano al origen.

En la misma figura, si se puede observar que el sistema ingresa a la regién
terminal a partir de la iteracion niimero 11, que se encuentra practicamente en su

borde.

022 —
02—
018 |—

016 |—

012 —

01—

Concentracion [mol/ L]

008 [—

006 | | | | I ]

Temperatura [K]

Figura 4.7: Evolucion de los estados y regién terminal

En la Fig.(4.8), se observa la dindmica de la concentracién y el incremento
del caudal manipulado (figuras (a) y (b) respectivamente). En la primera no se
percibe diferencias entre las dos simulaciones, mientras que en la segunda si se
nota una pequena diferencia entre las iteraciones 12 a 21, lo que coincide con el
intervalo de tiempo en el que el sistema ingresa a la region terminal hasta que este
se encuentra muy cercano al punto de equilibrio.
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Figura 4.8: Concentracion e incremento del caudal

Finalmente en la Fig.(4.9) se grafican la ganancia de la concentracién y el
tiempo de cémputo del regulador (figuras (a) y (b) respectivamente). El color rojo
corresponde a la simulaciéon realizada utilizando, para el calculo del regulador, la
region terminal.

Es claro que, utilizando esta metodologia, solamente es necesario repetir el
célculo de las ganancias en las primeras 11 iteraciones (tiempo en que se ingresa a
la regién terminal) y luego conmutar a un vector de ganancias de realimentacion
estatico hasta el final del proceso. De esta forma, se logra un ahorro importante
en el uso de los recursos digitales.
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Figura 4.9: Ganancia y tiempo de computo.

4.8. Resumen

En este capitulo se ha analizado y desarrollado un procedimiento que permite
formular las especificaciones en el diseno de reguladores lineales cuadraticos, tanto
para modelos LTI como para modelos LPV. En este ultimo caso se ha hecho uso
de una técnica de control robusto que se basa en la construccién de una cascara
convexa o politopo utilizando modelos LTI.

Se han formulado las especificaciones que contemplan restricciones en la varia-
ble manipulada como asi también en los estados y se han extendido los resultados
obtenidos al diseno de un LQR que utiliza, para la realimentacién de estados, un
vector de ganancias variable. El desarrollo del procedimiento de diseno se ha rea-
lizado para modelos en tiempo continuo y en tiempo discreto, siempre en el marco
de las desigualdades matriciales lineales.

Como ejemplo, se eligié una aplicacién tipica de la ingenieria quimica, como
lo es un CSTR. La simplicidad del modelo politépico en la que solo se tuvo en
cuenta la no linealidad, fue para destacar los beneficios de aplicar un regulador con
caracteristicas dinamicas. La comparacién entre un regulador con caracteristicas
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estaticas y otro con caracteristicas dinamicas probd que este ultimo tiene una sig-
nificativa mejora en el tiempo de establecimiento, al menos tres veces mas rapido,
lo cual es signo de un mejor aprovechamiento del caudal del liquido refrigerante.

Sin embargo, en la simulacién también se observo la ineficacia de mantener una
ganancia de realimentacién variable, cuando el sistema se aproxima a su punto de
equilibrio, ya que la misma empieza a fluctuar.

Como solucién para evitar este comportamiento, se propuso la idea de utilizar
una region terminal. Dicha regién se delimita a partir de maximizar un conjunto
(elipsoide) en donde la ganancia de realimentacién estética mas agresiva no viola
las restricciones impuestas a la variable manipulada ni a los estados. Los resulta-
dos mostraron que la aplicacién de este concepto es viable, logrando una mejor
utilizacion de los recurso del controlador.

En el préximo capitulo, se retomara este ejemplo enfocandolo con mayor de-
talle en la construcciéon del modelo, respondiendo a situaciones més realistas, y se
implementard un regulador LQR dindmico con restricciones operativas tanto en
tiempo continuo como en tiempo discreto.



Capitulo 5

Ejemplo: Regulacion de un CSTR

5.1. Introducciéon

En esta seccién se aplicara la técnica de sintonizacién robusta de reguladores
lineales cuadraticos analizada en el capitulo precedente.

Retomando el ejemplo (4.1), se analizara con mayor detalle la dindmica del
reactor en lazo abierto utilizando un rango de operaciéon mas amplio e ingresandole
perturbaciones en sus parametros de entrada.

A partir del andlisis realizado, se construird un modelo LPV empleando un
politopo que contemple simultdneamente la no linealidad del sistema y las posibles
perturbaciones en sus parametros de entrada.

Luego de haber obtenido el modelo robusto del CSTR, se disenaran diferentes
reguladores con la técnica prevista y para compararlos, observando la dindmica
del sistema realimentado, se realizaran las siguientes simulaciones:

Primero, trabajando en tiempo continuo, se realimentard el sistema con un
regulador estabilizante que utiliza un vector de ganancias estatico calculado sin
restricciones. Seguidamente, se agregard una restriccién en la amplitud de la va-
riable manipulada y luego, se realimentara el sistema con un vector de ganancias
variable recalculado, cada cierto intervalo de tiempo, con restriccion en la amplitud
de la variable manipulada.

Posteriormente se discretizard el modelo y se repetiran las simulaciones en
base al diseno de reguladores en tiempo discreto, y por ultimo, se hara uso de una
region terminal para el diseno de un regulador que, sin perder desempeno, tenga
un menor tiempo de céalculo.

5.2. Planteo del problema

A continuacion, para una lectura mas clara, se reescriben las ecuaciones dife-
renciales que modelan al CSTR del ejemplo (4.1).

85
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Ecuaciones del CSTR a volumen constante

Oa(t) = qvgi (Cte — Cat)) - koeT® Cla(t). (5.1)
(1) = qvgg (Tpe - T(t)) + k1eTB Ca(t) + qvg’g (1-eath) (1 - 70).

(5.2)

El rango de operaciéon deseado para la concentracion Cy, estd dado por el
siguiente intervalo de valores:

1,4 mol L™ <C4 <0,05 mol L™,
que se corresponde con el siguiente rango de temperatura:
431,32 K < T < 453,40 K.

Los extremos de este rango de temperatura son alcanzados respectivamente, con
los siguientes valores de caudal del liquido refrigerante:

¢e=111,72 L min™", ¢.=83,77 L min"". (5.3)

En la figura (5.1 (a)) en color negro se observa la curva de reaccién, esta curva
muestra la velocidad con que se incrementa la temperatura en el interior del tanque
debido a la reacion quimica exotérmica producida.

Las rectas en color rojo y azul muestran la velocidad con que es disipado el
calor por el sistema refrigerante. La recta en color rojo corresponde a un caudal
de liquido refrigerante ¢, = 111,72 L min™", y la recta en color azul corresponde a
un caudal de liquido refrigerante g, = 83,77 L min ™.

La interseccién de estas rectas con la curva de reaccion determinan los puntos
de equilibrio entre el calor generado y el calor disipado, los puntos marcados son los
extremos del rango de operacién donde se desea que el CSTR opere, y se obtienen
de la siguiente ecuacién':

4e (CAe A X ) _ —[%TA@“ ge(t) (1 _e«zclcu?’))Tce] + [% a0 (1—651619“3))]T(75),

Hp ————
V A\ pep T (1+X) vV vV vV Vv
funcién sigmoide funcién lineal de disipacién
,ER
donde X = koeT® .
qe(t)

(5.4)
La figura (5.1 (b)) muestra la relacién que existe, en estado estacionario, entre la
concentracion del producto A y la temperatura del tanque, como asi también el
rango de operacién mencionado.

1Se recuerda que el desarrollo del modelo del CSTR y el de esta ecuacién se puede ver en el
Apéndice (C).
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Figura 5.1: Rango de operacién

5.3. Comportamiento del reactor en lazo abierto

Para visualizar la dinamica de este sistema no lineal en lazo abierto, se parte
de una concentracién inicial de valor C'y = 0,08 mol/l, y manipulando el caudal ¢.
se fuerza al sistema para que se estabilice en los extremos del intervalo donde se
desea operar.

En la Fig.(5.2) se muestra el resultado de dicha simulacién. En ella se observa
que el sistema alcanza rapidamente el punto de equilibrio donde la concentracion
es C'4 = 0,05 mol/l, pero no ocurre lo mismo para el punto de operacién donde
la concentracién es C'y = 0,14 mol/l. En este tltimo, el estado estacionario no es
alcanzado al menos en el tiempo de simulacion elegido, y esto se debe a que dicho
punto esta cerca de un punto de equilibrio marginalmente estable para el CSTR
en lazo abierto.
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5.3.1. Variacion en los parametros

Segun la Ec.(5.1) y la Ec.(5.2), existen tres® pardmetros cuyos valores se asu-
men constantes, pero en realidad podrian ser perturbados durante el funciona-
miento del reactor. Estos pardmetros son:

1. La temperatura de entrada del producto A (T'4,),

2. la concentracion de entrada del producto A (Ca.), y

3. la temperatura de entrada del liquido refrigerante (7).

Estudiando la Ec.(5.4) se puede comprender cémo es afectado el comporta-
miento del sistema cuando alguno de estos tres pardametros es perturbados. En
esta ecuacién se aprecia que la variacién en Ty, y/o T, afecta la ordenada al ori-
gen de la recta de disipacién, mientras que la variaciéon de Cy. afecta a la curva
de reaccion. Se analizara este ltimo caso.

El anélisis consiste en ingresar una perturbacién transitoria en la planta, modi-
ficando en +5 % el valor de C'4, con una variacién senoidal® y observar la respuesta.
La planta se encuentra operando en un punto de equilibrio estable cuyo valor de
concentracion es Cy = 0,12 mol/l.

En la Fig.(5.3) se muestra el resultado de esta simulacién. En la Fig.(5.3 (a))
en color azul esta representada la concentraciéon de entrada C4,, y en color rojo
la concentraciéon Cy(t), se nota que cuando la perturbacién en C4, es positiva el
sistema se recupera retornando a su punto de equilibrio, pero cuando la perturba-
cion invierte el sentido, el reactor no retorna a su punto de equilibrio original sino
que evoluciona hacia un nuevo equilibrio en donde el CSTR se apaga. La evolucion
de la temperatura se ve en la Fig.(5.3 (b)).

Este comportamiento desigual, segin el sentido con que ingresa la perturba-
cién, se entiende observando la Fig.(5.3 (c)). En dicha figura se ve que al despla-
zarse la curva de reaccion hacia arriba, consecuente con la perturbacion en sentido
positivo, siempre encuentra un punto de interseccién con la recta de disipacion.
Sin embargo, cuando el sentido de la perturbacion se invierte, la curva de reaccién
se desplaza hacia abajo (linea azul) volviéndose tangente con la recta de disipacion
dentro de la regién de operacion e intersectandose mucho mas abajo, indicado con
un punto en color rojo, en donde el sistema encuentra su nuevo equilibrio.

2En este trabajo, se asume que el caudal de entrada g., el volumen V, y las constantes fisicas
no cambian.

3Ge eligié este tipo de perturbacién para tener una variacién suave de este parametro en los
dos sentidos.
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5.4. Modelo politépico para el CSTR con incer-
tidumbres paramétricas

En la seccion (5.3) se ha realizado un andlisis del CSTR en lazo abierto, donde
ha quedado evidenciado su comportamiento debido a su naturaleza no lineal y a
una posible perturbacién en sus parametros de entrada.

Si la idea fuese disenar un regulador para que el sistema trabaje en un punto de
operacién determinado, entonces para la construccién del modelo LPV bastaria
con linealizar al sistema en dicho punto, y a partir del modelo lineal nominal
obtenido construir un politopo con los N = 8 modelos LTI vértices®.

Sin embargo, esto podria no ser adecuado para el diseno de un sistema de
control donde se pretende trabajar no en un punto sino en una regiéon de operacion.
En este caso, una opcién podria ser crear un politopo que, como cascara convexa,
encierre a la planta nominal no lineal en todo su intervalo de operacién, y luego
incorporar en el modelo politopico una matriz mediante la cual ingresa el vector
de perturbaciones que modela la variacion de los pardmetros. Finalmente, para el
diseno del controlador se impondria una restriccion que acote o minimice la norma
H,, de la matriz de transferencia que relaciona dicho vector de perturbaciones con
el vector de salidas. Esta forma de diseno se utiliza cuando las perturbaciones
externas son acotadas en amplitud pero sostenidas en el tiempo [12].

Aqui, asumiendo que la variacién de los parametros es transitoria se procedera
en forma diferente, esto es, se incluiran tanto a las incertidumbres del modelado,
debido a la no linealidad del sistema, como al vector de perturbaciones externas
dentro de un tnico modelo politépico, de la siguiente manera:

1. Dadas las ecuaciones diferenciales Ec.(5.1) y Ec.(5.2) se grafican los ocho
sistemas SISO no lineales, con entrada ¢.(t) y salida C4(t) € [0,05; 0,14]
mol/l, para los valores méximo y minimo de los tres pardmetros inciertos
Cae; Tae y The. Esto se muestra en la Fig.(5.4) y en la Fig.(5.5), correspon-
diéndose con esta tltima la tabla (5.1).

c C
4 CSTR 4

.

Figura 5.4: Representacion entrada-salida del CSTR perturbado

1Recordar que se tienen tres parametros (n = 3) y el nimero de vértices del politopo es
N =2",
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| Sistema | Cue | Tac | Tee |
0 (negro) nominal | nominal | nominal
1 (marrén) min min min
2 (rojo) min min max
3 (naranja) min max min
4 (amarillo) min mMax mMax
5 (verde) mAax min min
6 (azul) max min max
7 (violeta) MmMAax max min
8 (gris) mMAax mAax mAax

Tabla 5.1: Referencia de colores para la Fig.(5.5)

T T T T T w136
CA0.14
qc 67.77
CA 0.05
5K o -
1 1 1 1 1 1 1

0.04
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=
=
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e
o

90 100 110 120 130 140
Caudal (I/min)

Figura 5.5: Caudal refrigerante (g.) vs. Concentracién (Cy)
En la Fig.(5.5) también se observa el rango del caudal refrigerante necesario

para que el sistema incierto pueda ser regulado, esto es, g. € [67,77 ; 136]
1/min.

. Luego, utilizando estas ocho plantas y mediante la funcién convhull de

MATLAB, se contruye una region de operaciéon como se muestra en la
Fig.(5.6). Este poligono convexo, que encierra a todos los posibles puntos
de operacion, tiene 94 vértices que estan representados mediante circulos en
color azul en la Fig.(5.6 (a)). Cada vértice puede ser asociado con un modelo
LTI. Aunque es posible operar computacionalmente con este gran nimero
de modelos LTI, el tiempo empleado por el algoritmo de calculo utilizado en
el diseno del regulador es muy grande. Por esta razén, es necesario reducir
el niimero de vértices aproximando el conjunto original a uno tan bueno co-
mo sea posible y que al mismo tiempo mantenga la robustez del sistema de
control.
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Por las razones expuestas anteriormente, en esta tesis se propone implementar
un procedimiento general que permita reducir el nimero de vértices de la region
convexa obtenida a partir de la respuesta de un sistema no lineal perturbado. El
procedimiento aplicado se representa esqueméaticamente en la Fig.(5.6 (b)) y a
continuacion se detalla:

Procedimiento para construir una region de operacion politépica alter-
nativa

Paso 1. Considérese tres vértices, por ejemplo vy, vy y vs.

Paso 2. Compute los angulos 0, y 6, si la diferencia angular es menor que un valor
predeterminado, vy es eliminado y vaya al Paso 3. De lo contrario, vy no es
eliminado y se salte al Paso 4.

Téngase en cuenta que:

(a) Cuando varios vértices consecutivos son eliminados, la diferencia angu-
lar se incrementa respecto al angulo 6; original, pero mientras el valor
prefijado de la diferencia angular no es excedido, los vértices conse-
cutivos continuaran siendo eliminados. Cuando este limite angular es
superado, el ultimo vértice no es eliminado, luego, considerando a éste
y los dos vértices siguientes, se vuelve al Paso 2.

(b) El limite impuesto al valor de esta diferencia angular depende de algin
criterio impuesto por el disenador.

Paso 3. Si v, es eliminado, redefina a v3 como v, y vaya al préximo paso.

Paso 4. Teniendo en cuenta los dos ultimos vértices no borrados como vértices ini-
ciales, se reinicia el procedimiento con el siguiente vértice.

El resultado final obtenido, al aplicar este procedimiento a todos los vértices
de la regién de operacién politopica asociada con el reactor, se muestra en la
Fig.(5.6 (c)). La regién reducida, la cual es una aproximacién de la region de
operacién original, tiene solo ocho puntos de operacion vértices sin que se observe
una diferencia significativa entre ambas.
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Figura 5.6: Politopo de incertidumbres.

Finalmente, en la Fig.(5.7) se muestran los puntos en donde la ecuaciones
diferenciales deben ser linealizadas para obtener los ocho modelos LTI vértices
asociados con los ocho puntos de operacion encontrados. En la misma figura tam-
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bién se puede apreciar el rango de temperatura en el que operard la planta, esto

es, T € [430,2 ; 454,5] K.

0.15
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CA0.14
0.14 e,

—~0.13F
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O .12
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© = =
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T

430 435
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Figura 5.7: Puntos de linealizacién del sistema no lineal

Del analisis previo se concluye que para que el reactor opere en

rango de concentracion:

1,4 mol I < C'4 < 0,05 mol 17,

es necesario tener en su interior el siguiente rango de temperatura:

4302 K < T <4545 K,

el siguiente

y los extremos de este rango de temperatura son logrados con los siguientes valores
de caudal del liquido refrigerante:

¢e=1361min™", ¢, =67,77 1 min™".
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Figura 5.8: Curvas de reaccién y rectas de disipacion

480
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En la Fig.(5.8) se muestran los puntos de equilibrio que delimitan el intervalo
de operacién en donde se desea que el reactor opere, como asi también el caudal
necesario para poder controlarlo dentro de dicho rango. Notese la diferencia con la
Fig.(5.1 (a)) en donde solamente se tuvo en cuenta el sistema no lineal nominal.

5.4.1. Modelo politépico para el CSTR en tiempo continuo

En esta seccién, de acuerdo con los resultados de la seccion anterior, se deter-
minaran los ochos modelos LTI que conformaran la cascara convexa del politopo
que modela al sistema incierto dentro de la regién de operacion.

Linealizando las ecuaciones diferenciales Ec.(5.1) y la Ec.(5.2) en los puntos
marcados en la Fig.(5.7), se obtuvieron los ocho modelos LTT vértices.

La tabla (5.2) muestra las matrices A; y B;, y la funcién de transferencia H;(s)
de los sistemas LTT.

Como se vio en la seccién (4.4.1), las ecuaciones (5.6) y (5.7) determinan su

modelo LPV robusto.

() = A(n(1))x(t) + B(n(t))u(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t), (5.6)
z(0) = o,
donde = € R? es el vector de estados ([Ca T']'), u € R! es la variable manipulada
(q.), A € R>2 es la matriz de estados, B € R?*! es la matriz de entrada, C' € JR1*2

es la matriz de salida, D = 0 y n es un vector de pardametros que tiene en cuenta la
no linealidad de las Ecs.(5.1) y (5.2), y la variacién de sus pardmetros (Cae, T,

y Tce) [ ]

Utilizando la combinacién convexa de los modelos LTI, se tiene el modelo del
reactor dentro de la region de operacién

A(n(8)) - iaj@,qj,
B((1)) - iaj(ij, (5.7

8
Yoa;(t)=1, Vt>0.
j=1

donde o es el vector de pertenencia que relaciona el modelo LPV con los modelos
vértices LTI.
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Mod.LTI, A; H,(s) = CA((;)) polos
) ( -0,0190 0,0000 ) ( ) 0,04719 -9,4321
3,6000 0,0071 -1 0725 5%+ 11,885 + 23,08 -2,4466
) ( -0,0190 0,0000 ) ( ) 0,0468 -8,9122
3,6000 0,0068 -1 0645 s2+12,21s + 29,41 -3,2997
5 ( -0,0148 0,0000 ) ( ) 0,04438 ~3.,5578 + 3,0075i
2,7577  0,0077 -0,9054 s2+7,116s+21,7 | —3,5578-3,0075i
A ( -0,0114 0,0000 ) ( 0 ) 0,04154 ~1,8980 + 3,4469:
2,0826  0,0076 -0,8447 s2+3,796s + 15,48 | —1,8980 - 3,4469i
5 ( —0,0093 0,0000 ) ( 0 ) 0,03908 ~0,8819 + 3,2635i
1,6584  0,0075 -0,7964 s2+1,764s + 11,43 | —0,8819 - 3,2635i
6 ( -0,0078 0,0000 ) ( 0 ) 0,0369 -0,2090 + 2,92044
1,3672  0,0074 -0,7563 ) | s2+0,4181s + 8,573 | —0,2090 — 2,9204i
. ( -0,0075 0,0000 ) ( 0 ) 0,03752 0,1671 +2,1203i
1,3000 0,0078 0,7709 ~0,3342s + 4,524 | 0,1671-2,1203i
g ( —0,0075 0,0000 ) ( ) 0,0363 —0,0584 + 2,8112i
1,3000 0,0074 -0,7461 | | $2+0,1168s + 7,906 | —0,0584 —2,8112i

I Nota: Multiplicar las matrices A; por 10°.

C'=(1 0)y D=0 para todos los modelos.

Tabla 5.2: Modelos LTI vértices del politopo
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En la Fig.(5.9) se representan los polos de los 8 modelos LTI. En la misma se
observa que existe un modelo LTI entrada-salida inestable (indicado en color rojo),
lo que implica que el punto de equilibrio es instable en el sentido de Lyapunov.
Ademas, se observan dos modelos subamortiguados, asintoticamente estables pero
muy cerca de la estabilidad critica (indicado en color magenta).

A 18]
X 8 x ]
2%
X —
g
B AN I X )
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1 1 1 1 Y

10 -8 6 4 2 0 2

Figura 5.9: Ubicacion de los polos de los modelos LTT vértices en el dominio s
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5.5. Diseno del regulador en tiempo continuo

5.5.1. Regulador sin restricciones

Como se vio en la seccion previa, existe un modelo LTI entrada-salida ines-
table y otros dos modelos muy proximo a la estabilidad critica, por lo tanto, en
primer lugar se calculara un controlador que solamente garantice la estabilidad
del politopo. Por lo que a continuacién, se realiza el diseno de un LQR robusto
que hace uso del teorema (4.3), y que fue planteado en la Ec.(4.81), esto es:

[ .a: 5.8
e M ©8

1z
0,
(mo @)>

1/2
U

QAL+ A;Q+Y'B,+B;Y QR)” Y'R

R;/QQ -Ip 0 <0, con j=12 ... 1y
1/2
Ry 0 ~Ip

Siendo Y =FQ, R,>0, R,>0, y p>0.

Los valores de las matrices A; y B; son tomados de la tabla (5.2),y para determinar
la condicién inicial, se considera el ensayo realizado en la seccién (5.3), es decir,
partiendo de C'4 = 0,08 mol/l, se manipula el caudal ¢. para forzar al sistema a
que se estabilice en los extremos del intervalo de operacion.

Al resolver el problema de optimizacién (5.8), las ganancias de realimentacién
estatica para cada caso, resultaron ser:

Ca: 008 — 005 molfl
| zo=Xo-zs | Fc, | Fr |
Ac, - 0,03
Ag = ~10,09

1028,2 | 7,04

Ca: 0,08 — 0,14 mol/l
| 20=Xo-2ss | Fo, | FPr |
Ac, - 0,06
Ar=12

11454 | 7,87

Tabla 5.3: Ganancias del controlador

Como se observa en la tabla (5.3) el vector de ganancia estética, sensible a las
condiciones iniciales, cambia seguin sea la evolucion del sistema hacia uno u otro
extremo del intervalo de operacion.

Los polos de los ocho modelos LTI realimentados con los dos vectores de ganan-
cias, se muestran en la Fig.(5.10). Estos modelos LTI realimentados, conforman la
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cascara convexa del politopo que modela al sistema incierto en lazo cerrado. En
color verde se representan los polos para una concentracién en estado estacionario
C'ags = 0,05 mol/1, y en color azul para Cy,, = 0,14 mol/l.

6

X% XX \ jw
s L XX .
XX

.
5

Xx
“r XX .

X
. e el | | Y

-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2

Figura 5.10: Ubicacién de los polos de los modelos LTI vértices realimentados en
el dominio s.

Simulacion

Para analizar el comportamiento del sistema se procedera del mismo modo a
lo efectuado en la seccién (5.3), solo que ahora se hard en la planta nominal y en
dos plantas perturbadas, primero en lazo abierto y luego en lazo cerrado.

Concretamente, se simularan tres plantas: la planta nominal (en color negro)
y las plantas nimero 1 y ntimero 8 (en colores marrén y gris respectivamente) de
la Fig.(5.5), ya que son los sistemas perturbados mas alejados del CSTR nominal.

Sin embargo, debié hacerse una correccién. Se ha corrido levemente hacia la
izquierda al sistema ntmero 8, de manera que quedara en el interior del politopo
de vértices reducido, como se muestra en la Fig.(5.11). El corrimiento se hizo
modificando solamente el parametro 7., . llevandolo de 355 K a 354 K. Por este
motivo, el caudal méximo requerido cambié de 136 1/min a 134,7 1/min.

0.14 —

Concentracion (mol/l)

60 70 80 100 110 120 130 140

Caudal (I/min)

Figura 5.11: Tres sistemas elegidos para la simulacién
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En la Fig.(5.12) se muestra el resultado de la simulacién de estos tres sistemas
en lazo abierto.
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Figura 5.12: Evolucién de los tres sistemas en lazo abierto

En la Fig.(5.13) se muestran las simulaciones realizadas sobre los tres sistemas
en el lazo cerrado, empleando los reguladores calculados.
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Figura 5.13: Evolucién de los tres sistemas realimentados
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Determinacién del rango de caudal de refrigeracién requerido

A continuacién, para ver los requerimientos de caudal refrigerante, se simu-
lara una perturbacion de estado que abarque todo el rango de operacion (Cy €
[0,05; 0,14] mol/1) en los dos sentidos. Es decir, para un caudal de equilibrio que
se corresponda con una concentracién Cy, = 0,14 mol /1, se parte de una condicién
inicial C'y = 0,05 mol/1, y para un caudal de equilibrio que se corresponda con una
concentracion Cly, = 0,05 mol/l, se parte de una condicién inicial C'y = 0,14 mol/l.
De esta forma, en lo que respecta a la concentracién, AC4(0) = 0,09 mol/1.

En las Figs.(5.14) y (5.15) se muestran los resultados de esta simulacién.

°
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Figura 5.14: Evolucién de los tres sistemas realimentados con una perturbacion de
estados (en los dos sentidos) que abarca todo el rango de operacién
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En la Fig.(5.15 (a)) se observa que al pasar de una condicién inicial C'4(0) =
0,05 (0,14) mol/l a la concentracién en estado estacionario Cy,, = 0,14 (0,05)
mol/l, en el instante inicial el caudal manipulado tiene una variacién levemente
superior (inferior) a £65 1/min.

Como consecuencia de esto, en la Fig.(5.15 (b)) se puede apreciar que en la
planta nimero 1 (color marrén) al pasar de Cy = 0,14 — 0,05 mol/l se requiera
que ¢.(0) < 2 I/min, y que en la planta nimero 8 (color gris) al pasar de Cy =
0,05 - 0,14 mol/1 se requiera que ¢.(0) > 200 1/min. Estos dos valores de caudal del
liquido refrigerante, determinan el rango de caudal requerido para que el sistema
de control pueda regular al CSTR dentro del rango de operacion preestablecido.
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Figura 5.15: Caudal requerido para regular al CSTR dentro del rango de operacion

5.5.2. Regulador con restricciéon en la variable manipulada

Con la finalidad de acotar el rango de operacién del caudal del liquido refri-
gerante, se calculara una nueva ganancia en la que se impondra, como condicién
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adicional, una restriccion sobre el valor méaximo y minimo del caudal manipulado.
Se fijard como cota superior ¢, . =160 1/min y como cota inferior ¢. . =5 1/min.
max main
El problema con restriccién en la amplitud del moédulo de la variable manipu-
lada de la seccién (4.5), se reescribe a continuacion:

{ . s.a: 5.9
B oo ©9)

1z
>0,
(o @)
1/2

QAL+ A;Q+Y'B/+ B)Y QR Y'R,

R;'Q -Ip 0 <0, con j=1,2,....,np.
Ry 0 ~Ip

Umarl Y\

Y Q '

Siendo: Y =FQ, R;>0, Ry,>0, y p>0.

Los valores de las matrices A; y B; se tomaron de la tabla (5.2), y se fij6 el
caudal maximo y el caudal minimo, para cada caso, del siguiente modo:

Umbz = min {(160 - qcss) ) (qcss - 5)}

El vector ganancia de realimentaciéon estatica obtenido al resolver el problema
de optimizacién (5.9), result ser:

Cy: 0,05 - 0,14 mol/l
‘ SiStj ‘ Zo :XO_xss ‘ Aumfw ‘ FCA ‘ FT ‘

~0,09

0 22,08 48,28 | 616,83 | 4,50
~0,09

1 29,08 25,33 | 309,51 | 2,37
~0,09

8 22,08 69,84 | 936,64 | 6,50

Ca: 014 — 005 moli
‘ SiStj ‘ To = X0 — Tss ‘ Alar ‘ FCA ‘ Fr ‘

0,09

0 2208 76,23 | 1031,90 | 7,10
0,09

1 9208 59,82 | 787,89 | 5,60
0,09

8 2208 62,77 | 831,62 | 5,85

Tabla 5.4: Ganancias del controlador

El resultado de la simulacién estéd representado en las Figs.(5.16) y (5.17).
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Figura 5.16: Evolucién de los tres sistemas perturbados. Regulador disenado con
restriccion en la amplitud del caudal refrigerante

En la Fig.(5.17(b)) puede observarse que se satisface el requerimiento impuesto
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al caudal manipulado. Esta mejora se obtuvo a expensa de aumentar el tiempo
de establecimiento, como se aprecia especialmente en la evolucién de la planta
nimero 8 (color gris) al pasar de C'y = 0,05 mol/l a C4 =0,14 mol/l.
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Figura 5.17: Caudal del liquido refrigerante acotado a las especificaciones de diseno

5.5.3. Regulador con vector de ganacias variables

Como se dijo en la seccién anterior, la restriccion impuesta al calculo del vector
ganancia del regulador, para evitar que la variable manipulada se sature, aumento
el tiempo de establecimiento del sistema. Teniendo en cuenta que la restriccion
actla principalmente en el instante inicial, ya que alli el error de estado es maximo
y por ende es maximo el incremento del caudal manipulado, es 16gico pensar que si
el vector ganancia se recalcula a medida que el sistema evoluciona, esta restriccion
va perdiendo su efecto, y por lo tanto, el regulador se vuelve menos conservador
aumentando la velocidad de respuesta.

A continuacion se realiza el diseno de un LQR robusto, que fue planteado en
la Ec.(4.109). Esto es, en cada instante de tiempo ¢ = u7 con p = 0,1,2, ..., 00,
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se recalcula y aplica el vector de ganancias, resolviendo el siguiente problema de
optimizacién convexo:

min s.a:
pg0 P

1 !
I N 0,
(%T Q )

QA +A;Q+Y'B/+B;Y QR,” Y'R)

R;MQ -Ip 0 <0, con j=12,..ny,.
R*Y 0 -Ip
( ;/, g ) > 0.

Siendo: Y =FQ, R,>0, R,>0, y p>0.

En las figuras (5.18) y (5.19) se grafica la simulacién de la planta més lenta, planta
ntimero 8, al pasar de C'y = 0,05 mol/l a C4 =0,14 mol/L.
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Figura 5.18: Comparacion de la respuesta del sistema con restriccién para los dos
tipos de ganancias.



108 CAPITULO 5. EJEMPLO: REGULACION DE UN CSTR

En la Fig.(5.18) se compara la dindmica del sistema cuando es realimentado
con un vector de ganancias estatico (linea continua) y con un vector de ganancias
variable (linea a tramos), cuyo periodo de recalculo es 7 = 0,25 min, ambos vectores
fueron calculados con restricciéon en la manipulada. Se observa que en los dos casos
se respeta el caudal maximo disponible, sin embargo, el tiempo de establecimiento
del sistema realimentado con vector ganancias variable es mucho més rapido.

En la Fig.(5.19) se vuelve a comparar la dindmica del sistema realimentado,
pero en este caso el vector de ganancias estatico fue calculado sin restriccion,
mientras que el de ganancias variable fue calculado con restriccion en la variable
manipulada. Se observa que la velocidad de respuesta es similar en ambos casos,
sin embargo la diferencia de caudal requerido es notable.
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Figura 5.19: Comparacién de la respuesta del sistema realimentado, con vector
de ganancias estatico sin restriccién y ganancia variable con restriccién. La linea
continua muestra la simulacién con ganancia constante, y la linea a tramos muestra
la simulacion con ganancia variable.

Por 1ltimo, para concluir este ensayo donde se analizan los distintos reguladores
en tiempo continuo, se continia la simulacion alterando al sistema nominal con
una perturbacion inicial de estados que abarca todo el rango de operaciéon, y una
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perturbacién de +5% en su concentracién de entrada C.. Como antes, para el

parametro de entrada, se eligié una perturbacion suave en los dos sentidos. La
misma se muestra en la Fig.(5.20).
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Figura 5.20: Perturbacion en concentracion de entrada C'y,

En las Fig.(5.21) se muestra la respuesta del sistema y en las Fig.(5.22), la
variable manipulada y la ganancia en la concentracién para esta simulacién.
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Figura 5.21: Comparacion de la respuesta del sistema nominal, utilizando vector
de ganancias estatico y variable, ambos con restriccién en la variable manipulada.
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Figura 5.22: Comparacion de la respuesta del sistema nominal, utilizando vector
de ganancias estatico y variable, ambos con restriccién en la variable manipulada.

En la Fig.(5.22) se puede observar que esta restriccién tiene lugar solamente en
la corrida inicial donde la perturbacion de estado es méxima, alli las dos ganancias
coinciden (K¢, ~615). Por otro lado, la restriccién no tiene efecto cuando ingresa
la perturbacién en Cly., y por lo tanto, no es necesario tenerla en cuenta como
bien lo hace el regulador de ganancia variable y no asi el de ganancia estatica.
Esto ultimo queda evidenciado en la figura (5.21) al observar la lentitud que tiene
la respuesta en recuperase cuando se utiliza el regulador estatico.

Ubicacién de los polos de los modelos LTI en lazo cerrado

La Fig.(5.23) muestra la ubicacién de los polos de los ocho modelos LTI vértices
realimentados con un vector de ganancias estatico, calculado con restriccién y sin
restriccion en la variable manipulada, circulos en color rojo y cuadrados en color
verde, respectivamente.

También se muestra con el simbolo asterisco (*) los polos de los modelos LTI
realimentado con un vector de ganancias variable. En la misma se observa cémo
estos se desplazan desde una ubicacién inicial, donde el diseno del regulador tiene
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en cuenta la restriccion, hacia una ubicacién final en donde esta restricciéon es
sensiblemente ignorada.

El desplazamiento mencionado estd representado tomando cuatro momentos de
la simulacién: al principio marcado en la gfafica con el niimero (1), en un instante
intermedio marcado con el niimeros (2), y hacia el final de la simulacién marcados
en la gréafica con los nimeros (3) y (4).
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Figura 5.23: Ubicacién de los polos de los modelos LTT vértices realimentados con
vector de ganancias variable

5.6. Diseno del regulador en tiempo discreto

5.6.1. Discretizacion de los modelos LTI vértices

En esta seccion se realizarda un LQR en tiempo discreto, mediante el procedi-
miento de muestreo y retencion, para ser aplicado al CSTR bajo analisis.

Para poder discretizar el modelo politopico acotando el error por distorsién
(aliasing), es necesario determinar el tiempo méximo de muestreo. Con este fin, se
trazé el diagrama de la respuesta en frecuencia de los siete modelos entrada-salida
LTT estables y se establecié como méxima frecuencia angular, w4, = 100 rad/min.
En esta frecuencia el modulo de la respuesta del modelo més réapido, y por ende
el de todos los demds, estd atenuado en 50 dB respecto de su valor en continua’,
como se observa en las Fig.(5.24).

SEsto equivale a que H(wyngz) = 0,003 H(0).
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Figura 5.24: Diagrama de Bode de los 7 modelos entrada-salida LTI estables

Utilizando el teorema de Nyquist [19], el intervalo entre muestras, resulta
Ty < —— =0,031415927 min, (5.10)
Wmaa

por lo que se establecié Ty, = 0,03 min. En la Fig.(5.25) se muestra el proceso de
discretizacion con retenedor de orden cero.

/c dog H;(s) /c

TM ° TM

Figura 5.25: Proceso de discretizacién

En la tabla (5.5) estan representados las funciones de transferencia H(z) de
los ocho modelos LTI, sus polos, y sus matrices de estado A; y de entrada B;, que
seran utilizadas para el diseno del regulador.

En la Fig.(5.26) se grafica la ubicacién de los polos de estos ocho modelos y
un sector del circulo de radio unitario. En la misma se observa, como en el caso
continuo, que hay un modelo LTT entrada-salida inestable (indicado con color rojo)
y dos modelos muy cercanos a la estabilidad critica (indicado con color magenta).
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Mod.LTI, A B Hj(z) = CA((Z)) polos
qc(z
1 0,5129 -0,0011 0 1,889z + 1,677 0,7535
90,5390  1,1699 -0,0351 - 1,683z +0,7002 0,9292
9 0,5131 -0,0011 0 1,868z + 1,653 0,7654
90,0292 1,1580 -0,0347 -1,671z+0,6933 0,9057
3 0,50927 -0,0013 0 1,859z + 1,732 0,8951 + 0,0810z
74,2560 1,1975 -0,0300 22-1,792 +0,8078 0,8951 - 0,08101
4 0,6704 -0,0014 0 1,798z + 1,731 0,9396 + 0,09754
58,9150 11,2088 -0,0281 - 1,879z +0,8924 | 0,9396 —0,0975:
5 0,7239 -0,0014 0 1,727z + 1,696 0,9692 + 0,09521
48,3758  1,2145 -0,0265 —1,9382 40,9485 | 0,9692 - 0,0952i
6 0,7629 -0,0015 0 1,652z + 1,646 0,9899 + 0,08701
40,7064 1,2170 -0,0252 22 -1,982+0,9875 0,9899 - 0,0870z
7 0,7720 -0,0015 0 1,694z + 1,699 1,0030 + 0,0639¢
39,1695  1,2340 -0,0258 -2,006z + 1,01 1,0030 - 0,0639¢
< 0,7721 -0,0015 0 1,631z + 1,629 0,0947 +0,0841i
38,8856 11,2173 -0,0248 -1,9892 +0,9965 | 0,9947 - 0,0841:
| Nota: Multiplicar H;(z) por 107°.  C=(1 0) y D =0 para todos los modelos. |
Tabla 5.5: Modelos LT1, vértices del politopo discreto
0.1 1 I 1 X 1 X T
0.08 |- X Xx _
0.06 [~ X i
0.04 |- -
0.02 |- -
0 IX X X X —
-0.02 -
-0.04 -
-0.06 - % -
-0.08|- X X -
0.1 1 1 1 X 1| X 1
0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05

Figura 5.26: Ubicacién de los polos de los modelos LTI vértices en el dominio z

5.6.2.

nancias variable en tiempo discreto

Diseno de un regulador robusto con vector de ga-

A continuacién se realiza el diseno de un LQR robusto que fue planteado en la

Ec.(4.110). Este diseno se aplica al CSTR nominal de las ecuaciones (5.1)

y (5.

2),

para establecer el equilibrio cuando el sistema es alterado por una perturbacion
inicial de estados que abarca todo el rango de operacion, y por una perturbacion

de £5% en su concentracion de entrada C4,.
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Como antes, para el parametro de entrada se eligié una perturbaciéon suave en
los dos sentidos, mostrada en la Fig.(5.27).

1.05

Ca, (mol/l)

0.9 L L 1 1 L 1

3 4
Tiempo (min)

Figura 5.27: Concentracién de entrada C'4,

Nuevamente, como se hizo en tiempo continuo, se compara un regulador estati-
co y otro con vector de ganancias variable. Ambos se calculan con restriccién en
la amplitud de la variable manipulada, cuyo valor se fija en: g. . =160 1/min.

Para determinar las ganancias de realimentacion, se resuelve el siguiente pro-
blema de optimizacion:

,min p, s.a (5.11)
1 x;uc . 0,
Tuk Q
Q QA +Y'B, QR/® Y'R)?
1/2 >0,
RPY 0 0 pl

con j=1,2 ... n,.

u%nax Y
( v 0 ) > 0.

Siendo: Y =FQ, R,>0, R,>0, y p>0.

En el caso del regulador estatico se resuelve este problema una vez, y en el caso
del regulador de ganancias variables, se lo resuelve en cada instante de tiempo
k=upk, con p=0,1,2, ..., co.

Las matrices A; y B;, que conforman el modelo politépico discreto, son toma-
das de la tabla (5.5), y se fijan los siguientes valores para las matrices de peso
R.=1y R,=1.

El resultado de las simulacién se muestra en las Fig.(5.28).
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Figura 5.28: Comparacion de la respuesta del sistema nominal con perturbaciones
en los estados y en la entrada Cy,, utilizando vector de ganancias estético (graficas
en color verde) y variable (gréficas en color marrén).



116 CAPITULO 5. EJEMPLO: REGULACION DE UN CSTR

Los resultados obtenidos al comparar estos dos reguladores, son comparables a los
obtenidos en la seccién (5.5.3) y visualizados en las Figs.(5.21) y (5.22).

Para comparar el desempeno del sistema al utilizar ambos modelos, continuo y dis-
creto’, el vector de ganancias variable se actualizé cada ocho instantes de muestreo, es
decir, K =8 Ty = 0,24 min, de manera que el periodo de calculo sea similar al periodo
utilizado para la simulacién en tiempo continuo, el cual fue 7 = 0,25 min.

5.6.3. LQR con ganancia variable y eliposoide terminal

Finalmente, en el siguiente ejemplo, se agrega al diseno del regulador una region
terminal, como se hizo en en la seccién (4.7.1), para detener el célculo de la ganancia
variable y conmutar a un regulador de ganancias estaticas cuando sea posible.

Para la simulacion se eligié como punto de operacién C'4 = 0,12 [mol/litro] y como
caudal méximo disponible a ¢z = 114 [L/min]. La perturbacién aplicada es solo en
el parametro de entrada Cy4. y es la misma que en el ejemplo anterior, mostrada en la
Fig.(5.27).

Los resultados de la simulacién se muestran en la Figs.(5.29) y (5.30). En las mismas
se compara el desempeno del regulador de ganancia variable (color azul), con uno que
conmuta seglin se encuentre o no dentro de la regién terminal (color rojo).

015

Concentracién CAe [mol/litro]

0.105| L 1 1 1 1 |

3 4
Tiempo [min]

(a) Concentracién

Temperatura [K]
8
T

429 L L L L L |
09 0.1 0.1 . 0.12 . 0.13 0.14 0.15
Concentracién CAe [mol/litro]

(b) Espacio de estados y conjunto terminal

Figura 5.29: Comparacion de desempeno entre los reguladores propuestos: En
color azul, regulador con ganancia variable. En color rojo, regulador con ganancia
variable y conjunto terminal.

SRespecto al caso continuo, se aplicé una perturbacién mas rapida y se redujo el tiempo de
simulacién, para observar la diferencia entre los tiempos de muestreo y cambio de ganancia.
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Como se observa en la Fig.(5.29), practicamente no hay diferencia en la res-
puesta del sistema entre ambos casos, pero si en el consumo de tiempo del algo-
ritmo para el cdlculo del regulador, Fig.(5.30 (c)). En este ejemplo se actualiza la
ganancia junto con los instantes de muestreo, siendo 7, = 0,03 min.

=)
T

Caud_al [L/min]

102 1 1 1 \\".I 1 1 |

3 4
Tiempo [min]

(a) Caudal manipulado
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o
£ 03
>
w
Sozl” ) -
[She I~ . T ~ L LT
. PR AL . - O < s
e e R AN i s R ST e
01|
0 L 1 1 o T —
50 100 150 200 250

Iteraciones [n]

(¢) Consumo de tiempo en segundos

Figura 5.30: Comparacién entre las simulaciones con los reguladores propuestos:
En color azul, regulador con ganancia variable. En color rojo, regulador con ga-
nancia variable y conjunto terminal.
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5.6.4. Resumen

En este capitulo se ensayaron, sobre un CSTR, reguladores robustos diseniados
mediante LMI” utilizando modelos politépicos, tanto en tiempo continuo y como
en tiempo discreto.

En primer lugar se analiz6 el comportamiento del sistema en lazo abierto dentro
de un rango de operacién determinado. A partir de las ecuaciones diferenciales
no lineales que caracterizan al reactor, y de la incertidumbre en sus parametros
previamente acotada, se determinaron ocho plantas no lineales que junto con el
rango de operacién, permitié determinar el rango del caudal refrigerante necesario
para que el sistema opere en estado estacionario dentro del margen establecido.
También se pudo constatar que algunos puntos de equilibrio dentro de dicho rango
eran inestables en el sentido de Lyapunov.

Luego con las ocho plantas obtenidas y utilizando la funcién convehull de
MATLAB se construyé un poligono convexo que abarca todos los posibles puntos
de operacién. Utilizando los puntos vértices de este poligono y mediante un proce-
dimiento particular detallado en la seccién (5.4), se construy6 el modelo politépico
utilizado para realizar el calculo del vector ganancia del regulador a través de un
algoritmo basado en LMI.

El primer regulador disenado ha sido un LQR robusto con ganancia de reali-
mentacién estatica y sin restricciones. Con el mismo, se simularon tres plantas en
lazo cerrado, la planta nominal y dos plantas perturbadas que se ubicaban dentro,
pero muy cerca de los bordes laterales del politopo. A través de los resultados, se
comprobd que el regulador los estabiliza y con un buen desempeno, pero necesita
una excesiva cantidad de caudal refrigerante, especialmente en el instante inicial
de la regulacion.

Posteriormente se propuso un regulador LQR robusto con restriccion en la am-
plitud de la variable manipulada. La simulacién se realizé sobre las misma plantas
de manera satisfactoria en cuanto a la estabilidad y a la restricciéon impuesta, no
asi en cuanto al desempeno, ya que al menos en una de las plantas perturbadas
las oscilaciones y el tiempo de establecimiento se incrementaron notoriamente.

Para mejorar el tiempo de respuesta, se realizé un LQR robusto con restric-
ciones en el caudal manipulado, utilizando un vector de ganancias variable que se
actualiza cada cierto intervalo de tiempo. La simulacion sobre las mismas plantas,
mostré que el comportamiento de estas mejoré mucho su desempeno respecto a su
comportamiento con regulador anterior. Practicamente los sistemas respondieron
de forma similar a cuando se le aplicaba un regulador sin restricciones. También
resulté satisfactoria la simulacién realizada sobre la planta nominal a la que se la
perturbé ingresdndole una variaciéon temporal en uno de sus parametros.

Luego, se continud con la discretizacion del modelo el politopico, y se repitié
la ultima simulacién realizada en tiempo continuo, es decir, se construyé un LQR
robusto en tiempo discreto con restricciones en la variable manipulada y vector de
ganancias variable. Si bien el tiempo de muestreo esta determinado por la velocidad
de respuesta de la planta, la actualizaciéon de las ganancias no necesariamente debe

"Los resultados de la simulacién numérica presentados aqui fueron logrados utilizando
MATLAB con el toolbox de Yalmip [29].
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coincidir con este. Y aprovechando este concepto, se eligié para su actualizacion
un tiempo similar al utilizado en tiempo continuo, notandose en la comparacion
entre ambos casos un resultado similar.

Finalmente, y para el caso discreto, se construyé un conjunto terminal, dentro
del cual el vector de ganancias de realimentacion estético y sin restricciones no
satura a la variable manipulada.

Con la utilizacién de este conjunto terminal, se tuvo la opcién de poder conmu-
tar entre un regulador de ganancias variables con restricciones, y uno de ganancias
estaticas sin restricciones, sin que se vea alterado el desempeno del sistema. De
esta manera, se logré un mejor aprovechamiento en la utilizacion del algoritmo de
calculo.

En el proximo capitulo, se abordara el disenio de LQR en el que se permite a
la variable manipulada saturar con el objetivo de construir un regulador menos
conservador.
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Capitulo 6

Saturacion en el actuador

6.1. Introduccién

En este capitulo se disenara un LQR en el que se permite que la acciéon de
control sature. Sin embargo, es sabido que la saturacion del actuador puede de-
gradar severamente el desempeno del sistema en lazo cerrado e incluso producir
inestabilidad [3].

Por otro lado, restringir la variable de control de manera que no se violen los
limites del actuador conduce a disenos mas conservativos, haciendo que el sistema
de control trabaje lejos de su capacidad total.

Por lo general, hay dos enfoques para tratar el problema de la saturacién en
el actuador: 1) disenar leyes de control de baja ganancia que evitan la saturacion
como se realizo en el capitulo anterior, o bien, 2) determinar el dominio de atrac-
cién dentro del cual el sistema saturado mantiene la garantia de estabilidad [54].
Como se vera, este ultimo tiene la ventaja de ser menos conservador.

En el presente capitulo se explicita la saturacion mediante una combinacién
convexa de realimentaciones lineales. Luego, basado sobre la condicion del conjunto
invariante, se establece la garantia de estabilidad. De esta manera se permite al
actuador saturar, y por lo tanto, operar a la maxima capacidad. Ademas dado que
la senal saturada es representada por medio de una simple realimentacion lineal,
este regulador puede ser facilmente implementado mediante las LMI.

6.2. Conceptos preliminares y modelo politépico
para la realimentacién con senales saturadas

A continuacion, se dard un conjunto de lemas y definiciones que seran de utili-
dad para la representacién de una senal saturada mediante combinacion convexa
de realimentaciones lineales [51].

121
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6.2.1. Repaso sobre ciscara convexa (politopo)

Recuérdese que para un grupo de puntos, a;, as, ..., ag, un politopo (o cascara
convexa) estd definido como:

R R
Co{a,:re[l,R]} = {Zar a, : Zarzl, ozTZO}. (6.1)
r=1 r=1

El siguiente lema extiende el concepto de cdscara convexa a un vector formado
por puntos que pertenecen a distintos politopos e incluso de distintas dimensiones:

Dados los puntos, d,,a1,as,...,ag € R™ y los puntos oy, by, ba, ..., by € R™2,
Si o, € Co{a,:re[l,R]} y o, € Co{b;:te[l,T]}, entonces”

(ZZ )GCO {( ZZ) s re[LR]}, te[1,T] } (6.2)

“R™ es la dimension del punto y R es la cantidad de vértices del politopo, lo mismo
con R™2 y T.

Demostracién lema 6.1. Si 0, €Co {a,:r€[1,R]} y o,€Co {b:te[l,T]},
entonces existen «, >0 con r=1,2,... R y 5,20 con t=1,2,... T, tal que

R T
Oa = Z;arar, op = ;Btbt. (6.3)

stendo
R T
Ya, =) Bi=1, (6.4)

Por lo tanto',

Op

(6.5)

I

M=

NIl
Q

§

S

!'Notar que:
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Op

Ejemplo 6.1:

Asumiendo que R=2 y T =3 en el lema anterior, resulta que

- (") € Co {( Z: ) } con re[L,R]} y te[l,T]. (6.6)

0q € Co{ar:re[1,2]} y op € Co {bs:te[1,3]},

segun la Ec.(6.5), se tiene

Por lo tanto, se puede escribir

(&)eef(a)(2)(R)(2)(5) (7)) e

Considérese el conjunto D, formado por matrices diagonales de dimensién
m xm cuyos elementos sobre la diagonal son 0 y/o 1. Por ejemplo si m = 2,

oo o - (390 (20) (2 2) (2L

Existen 2™ matrices en ®. Supdngase que cada matriz en ® es definida
como Dy, con s=1,2,...,2m. Luego, se define al conjunto ® como

D = {D,:se[1,2m]}). (6.8)

Ademas, si se define a la matriz D, como,

Ds = I_Ds7

D, es una matriz diagonal, cuya diagonal es el complemento a 1 de la dia-
gonal de D,, y por lo tanto, D, es un elemento de ©.
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Definicion 6.2:
Dados dos vectores u, v € R™, entonces se define a
{ Dju+Dyv : s e [1,27] }, (6.9)

como el conjunto de vectores formados por algunos (o todos) elementos de
u 'y el resto (o ninguno) de v.

Ejemplo 6.2:

v . . . .
Dado un par de vectores u, v € fR?, segun la definicién anterior, se tiene

DI {(D1u+D_11)), (D2u+D_2'v), (D3u+D_3v), (D4u+D_4'u)}.

(6.10)
Al desarrollar los cuatro elementos por separado, resulta
u 'U
——

B 0 0 Ul 10 U1 _ U1
(D1U+D1’U) - 0 0 u * 0 1 (%) B U2 ’

B 00 Uy 10 vy _ v1
(D2u+ng) = 0 1 s + 0 0 vy = 9

[eni o

e
5

(2] - (2)
- (h)
n) - ()
n) - ()
)

) e

o O
N— | S— S— S —

(D4 ’U,+D41))

o =
o O

(
(
(prusDio) = |
(
[

—_ —_ —_ —_
S
N =
S— SN— S— S—
+
o O
= O
\—/ —_~ I/ A

v - |

6.2.2. Modelo politépico para la senal saturada

Definicién 6.3:

En tiempo continuo, la funcién sat[u(t)] es la funcién vectorial de satu-
racion standard, definida como:

sat[u(t)] = [sat[ui(t)], sat[ua(t)],..., sat[u,(t)]]’, donde

sat [u;(t)] = sign[w;(¢t)] min{ 1, |u;(t)|}, con i=1,2,..,m.
(6.13)

.
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Definicion 6.4:

En tiempo discreto, la funcién sat[u(k)] es la funcién vectorial de saturacién
standard, definida como:

sat[u(k)] = [sat[ui(k)], sat[ua(k)],..., sat[u,(k)]]’, donde

sat [u;(k)] = sign[u;(k)] min{ 1, |u;(k)| }, con i=1,2,...m.

—~
=2
—_
=~

S~—

-

Lema 6.2:

Sean los vectores u(-) € R™y v(-) € R™,
us () v ()
u()=| @O v =] 20| (6.15)
() o)
Supéngase que |v;(-)|<1 V i € [1, m],y V¢t k >0, entonces

sat[u(:)] € Co{ Dyu(:) +Dyv(-): s € [1,2m] }. (6.16)

Demostracién lema 6.2. Utilizando la definicion de saturacion en tiempo con-
tinuo, se tiene’

wi(t), si |u(t)] <1,
sat[u;(t)] = Viel[lm], y Vt =0 (6.17)
1, st fui(t)] > 1.

Mientras |v;(t)| < 1, se puede escribir

sat [u;(t)] € Co{ wi(t), vi(t)}, Vi e [I,m], Vi >0, (6.18)

como se muestra en la siguiente figura:

2Para mayor claridad en la ilustracién, la demostracién solo se realiza en tiempo continuo.
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e U (E)
- = = sat [ui(t)]
— Uj (t)

sat [u(t2)] = M (t2) wi(t2) + Aa(t2) Vi(te) =1

Sat[ ’ui(t4)] =\ (t4) Ui(t4) + /\2(t4) ’l)i(t4) =-1

4 Ty

.“_sat[ui(tl)] =1 ©i(t1) + 0 Vi(t1) = ui(t1)

sat[ui(ts)] = 1 i(ts) + 0 v(ts) = Ui(ts)

Figura 6.1: Representacién de sat[u;(¢)] en cuatro tiempos distintos mediante
combinacién convexa de u;(t) y v;(t). Representacién de un politopo, en distintos
tiempos, en R

Luego, para todo t > 0 y para todo i, con i = 1,2,---,m, se tiene m politopos
dependientes del tiempo en R2, esto es,

sat[ui(t)] € Co{ ui(t), vi(t)},
sat[ua(t)] € Co{ ua(t), va(t)},
(6.19)

sat[u,(t)] € Co{ un(t), v,(t)}.
Al aplicar inductivamente el lema (0.1), se tiene*:

o pardt m =2
s ]-(ztd) o () () () () )

e para m =3

3Para mayor claridad se omite la dependencia temporal.
4Para poder comparar con el lema (6.1), considere a; = u1, as =vy, y by =ug, by = vo.
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utilizando la definicion (6.2), la representacion (6.21) se puede escribir
como:
Uy
sat| uz |€Co{ Dyu+Dywv: s € [1,23]}. (6.22)
us

e Generalizando, mientras |v;(t)| <1, V>0

= sat[u(t)] €Co{ Dyu(t)+ Dw(t): s € [1,27], y Vt>0},
(6.23)
con lo que concluye la demostracion.

Ejemplo 6.3:

Considérese las siguientes senales u(t) y v(t), para wot € [O, g] :

ult) = ( up (t) = 1,6 coswot ) () = ( v1(t) = 0,5 coswyt )

us(t) = 1,6 sen wot vs(t) = 0,5 sen wot
Luego,
saafuo] - 2ebeatl Jeco{ (20 ). () () (23)}

Las Figs.(6.2) y (6.3) muestran el politopo generado por v(t) y wu(t) en el
cual estd confinado el vector satfu(t)].

En la Fig.(6.3) se puede observar las siguientes relaciones:

sat[u] =p1+p Apipr, pr=v+60 Aav, p;=b+0 Aub,
N—— N—— N——
=(pt-p1) 2(a-v) 2(u-b)
sat[u] = (1-p) p1+ (p) pf, Dp1=@1-60)v+(0) a pj=(1-0)0b+ () u
——— —— S—— — S——— e and
20 o 20, 20, R 202
sat[u] = pu1 p1+ p2 Py, p1=01 v+02aq, pj =01 b+ 02 u,
COIIILL1+,M2=].. con 91+02=1. con51+52=1.

sat{u] = p1 (01 v+02 a)+pua (61 b+ 02 u),

sat{u] =1 01 v+ 1 B2 a+ pg 01 b+ p2 42 wu,
N—— ~—— ~—— ~——
é)\l é)\Q é)\3 é)\4

sat{u] =A1 v+ A2 a+ A3 b+ M\ u,

donde A1+ Ao+ A3+ Mg =1.
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16 s . i 1.6 |~ . .
saclii=(s,) b ti=(1) |
4N O] e
) \ u=(=) Loeuf _
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A sl i / i 08| 4
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Figura 6.2: Politopo en R2. Representacién del politopo en tres tiempo distintos,
mediante combinacién convexa de u(t) y v(t).

P1P1

—_— o —

Ui

Figura 6.3: Representacion del politopo en el tiempo ¢, mediante una cascara
convexa de 4 puntos € R2.
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sae ) () () () o ()
o) ee{(n) (o)) ()

sat[u] € Co{Dsu+Dyv: s € [1,4]}.

Resultando

6.2.3. Modelo politépico para la realimentacion de estados
saturada

Definicién 6.5:

Dadas dos matrices F'y H € R™" entonces se define a
{D,F+D,H : s € [1,2m] }, (6.24)

como el conjunto de matrices formadas por algunas (o todas) filas de F'y el
resto (o ninguna) filas de H.

Ejemplo 6.4:

Dado un par de matrices F, H € 9R2*2, segtin la definicién anterior, se tiene
M={(D1 F+D H), (Dy F+D; H), (Ds F+D3sH ), (D4F+DsH) }.
(6.25)
Al desarrollar los cuatro elementos por separado, resulta
F S
—_——
o (0 0 Jui o fiz 10 hi1 hio 11 hi2
(D1F+D1H)_(0 0)(f21 f22 )+(0 1)(h21 h22) ( hor  hao )’
o (0 0 fu fi2 10 hi1 hia hi1 hia
(D2F+D2H)_(O 1)(f21 f22)+(0 0 (h21 h22) (f21 f22 )7
T (10 fir fiz 0 0 hii hio fir fi2
(D3F+D3H)_(0 0)(f21 f22)+(0 1 (h21 hzz) (h21 hao )’
o (10 Jii fiz 0 0 hi1 hio 1 fi2
(D4F+D4H)_(0 1)(f21 f22)+(0 0 (h21 h22) ( Jo1  fa2 )’
(6.26)
B hii hi2 hii hi2 fir fiz fir fi2
— M= {(h21 h22)’ (f21 f22 )’ (h21 ha2 )’ (f21 fzz)}
(6.27)
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Asumiendo que u(-) = Fz(+), el objetivo de esta seccién es ubicar a sat[Fz(-)]
dentro de un politopo cuyos vértices resultan ser un grupo de realimentaciones
lineales, como indica el siguiente lema:

Dadas dos matrices de realimentacién F'y H € R™" supdngase que
|Hz(-)| < 1. Entonces, por el lema (6.2) y haciendo uso de la definicién (6.5),
resulta

sat[Fz(-)] € Co{ DFa(-)+DHx(-) : s € [1,27] }. (6.28)

De esta forma se ubica a sat[Fxz(-)] dentro de una cdscara convexa de un
grupo de realimentaciones lineales.

En la préxima seccion el objetivo sera encontrar una formulacion que garantice
que la senal auxiliar v(-) = Hz(-), tenga un médulo menor o igual a uno, para todo
tiempo (continuo o discreto) mayor o igual a cero.

6.3. Estabilidad asintética del origen para un mo-
delo LTI realimentado con senal de control
saturada

Considérese el modelo LTI en tiempo discreto® representado por la siguiente
ecuacion:

x(k+1)=Ax(k)+ B sat[u(k)], x(0) = o, (6.29)
con una ley de realimentacion de estados, dada por
u(k) = Fa(k). (6.30)
Luego, el modelo en lazo cerrado, realimentado por u(k), resulta

x(k+1)=Ax(k)+ B sat[Fz(k)], con x(0)=x. (6.31)

Definicién 6.6:

Sea f; lafila ¢ de la matriz F e 8™ Se define como £(F") al siguiente
conjunto?:

SF){zeR" : |fix|<1,i=1,2,...m}, (6.32)

y se le denomina region lineal de la saturacion.

*Observar que £(F) es la regién donde la senal de control no satura, sat[f;z] = f;z.

Se analiza ahora una condicién de estabilidad asintética para el origen de este
modelo LTT.

°En lo que resta de esta tesis se trabajara en tiempo discreto.
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Considérese los siguientes subconjuntos en ™

e(P,p) = {xeR": 2’/Pr<p, P>0}, vy
(6.33)
L(H)

{xeRm: |hz|<1,i=1,2,...m }.

Teorema 6.1: Estabilidad para mod. LTI con entrada saturada

El elipsoide €(P,p) es un conjunto invariante contractivo del modelo en
lazo cerrado representado por la Ec.(6.31), si existen una matriz P > 0 y
una matriz H, tal que se satisfagan las siguientes restricciones:

P [A+ B(D,F+D,H)]
e(P,p)cL(H), y >0,
A+ B(D,F + D,H) pl (6.34)

Vse[1,2m].

Demostracién teorema 6.1. Dada la funcion cuadrdatica V[z(k)] = (k) Pz (k),
es necesario probar que:

Vo e(P,p) ¢ £(H) y Vk >0, se verifica que V]x(k)]>V[x(k+1)].

» Se asume, en primer lugar, que la condicion e(P,p)c £(H) se satisface.
Dada la definicion (6.6), la condicion e(P,p) c £(H) implica que Yz (k) €
e(P, p) se cumple que |h;x(k)| <1, coni=1,2,...,m. Por lo tanto, utilizando
el lema (6.3), la senal sat[Fx(k)] puede representarse mediante la siguiente
combinacion convexa:

2m
sat[Fa(k)] = > 6,(k)(DsF + DH)x(k),
om s=1 (6.35)
con Y o4(k)=1, y 6&,(k)>0, VEk>0.
s=1

Luego, el modelo en lazo cerrado dado por la Ec.(6.31), puede reescribirse
como:

r(k+1)=Ax(k)+B gés(k)(DsF + D,H)z(k),

2" — (6.36)
w(k+1) = > 0,(k) (A+ B(D;F + D;H))x(k), con x(0) = .
s=1
EACZS
Definiendo o
Ay, 2A+B(D,F+D,H), (6.37)

como la matriz dindmica de cada modelo vértice del politopo de saturacion,
se tiene que

Aa(5(k)) = 3 8,(k) Au.. (6.38)
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es la matriz dinamica del sistema realimentado con entrada saturada bajo
representacion politépica. De esta manera, el modelo de la Ec.(6.31) puede
representarse mediante la siguiente ecuacion:

x(k+1)=A4(5(k)) z(k), con xz(0)=xo. (6.39)

» Considérese ahora las 2™ LMI en las restricciones (6.34). Realizando con
ellas una combinacion convezra y teniendo en cuenta las ecuaciones (06.57) y
(6.38), resulta

gom P [A+ B(D,F + D;H)]'
> 6. (k) ( o )
s=1 A+ B(DF + D;H) p
2m 2m
P ;5S(k) ;58(16)‘42[5
- " - (6.40)

2m 2m
> 65(k)Aq, p! > 65(k)
s=1 s=1

( P Aa((k))’ )
= > 0.
Aa(6(k)) P!

Aplicando el complemento de Schur, y luego premultiplicando y posmultipli-

cando por x(k)" y x(k) respectivamente, se obtiene

2 (k) Pa(k) - (kY Aa(3(k)) P Aa(3(k)) 2(k) >0,
o(k+1)! a(k+1) (6.41)

V{z(k)]-V[xz(k+1)] >0,

lo que demuestra el teorema.

Condicién €¢(P,p) c £(H)

La demostraciéon anterior se realizo a partir de suponer que se satisface la
restriccién  €(P,p) ¢ £(H). A continuacién se verd la manera de garantizar el
cumplimiento de esta inclusién mediante una LMI.

La restriccion €(P, p) c £(H), puede expresarse mediante la siguiente formu-
lacién [24]:

min { 2'Pz : |hz|=1}> p, P>0, i=1,2,...,m. (6.42)

Para ver esto, nétese que €(P,p) c £(H), siy solo si, todos los hiperplanos
h,x =+1, i=1,2,...,m, estan completamente fuera del elipsoide

{xeR": 2Pz < p},
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es decir, en cada punto x sobre los hiperplanos h;x = +1, se tiene que x'Px > p,
para algtin valor de p. El siguiente ejemplo ilustra este concepto:

Ejemplo 6.5:

Sea x € R?, y considerando las matrices

H:(} _}) P:((l) (1’) (6.43)

£(H) es el poligono delimitado por las siguientes rectas:

1‘1+l‘2=1, LL‘1+£L‘2=—]_,

$1—$2=1, £C1—£L'2:—1, (644>
y €(P, p), es la regién donde se satisface
2 + 22 < p. (6.45)

La inclusién e(P, p) c £(H) se observa en la Fig.(6.5).

Determinacién analitica de la condicién €(P,p) c £(H) y su formulacién
mediante LMI

La desigualdad (6.42) representa un problema de optimizacién convexo con
restricciones de igualdad, cuyo minimo resulta ser:

24, Pop = (2" PT) min = p,

por lo tanto, se resuelve este problema de optimizacion utilizando el método de

Lagrange®.
Definiendo”
L(x,\) =2'Px -\ (hyx-1), (6.46)
la condicién necesaria® para encontrar un minimo, resulta
VI[L(z,\)]=V[(z'Px)-\ (hx-1)]=0. (6.47)

Derivando respecto a x y A e igualando a cero, se tiene la siguiente igualdad
matricial:

>

5 2P x4y — Aoph; 0
- - , (6.48)
1- hz Lop 0

o8

)
o

~|
>

6Se trabaja con la condicién h;x = 1, es ficil mostrar que al mismo resultado se llega con la
condicién h;x = -1

"Esta demostracién se realiza para una i genérica, es decir, se toma solo una restriccién de
igualdad, por lo tanto, A es un escalar. Luego, habra tantas restricciones como filas tenga H.

8Al ser P > 0 es claro que el punto obtenido es un minimo, por lo tanto, en este caso la
Ec.(6.48) es una condicién necesaria y suficiente.
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a) V(z) = 22 + 22, y trazas para distintos valores de p.
11T 23

(b) Plano Li(z) = x1 + 9, y rectas Ly (z) = 1.

|

|

i 0

(¢) Plano Lo(z) = x1 — 29, y rectas La(z) = £1.

(d) Trazas sobre el plano z = 0. En color celeste se representa el mayor elipsoide
e(P, p) totalmente incluido en £(H). La inclusién completa es con p < 0,5.

Figura 6.4: Inclusién: (P, 0,5) c £(H).
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de la cual se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

a)
2P 24 = Aoph!

b)

hi Lop = 1.

Premultiplicando la ecuacién (a) por x! . teniendo en cuenta la ecuacién (b) y

0p7
que x},Pry, = (2" P2 )min = p, resulta

! — / /
2z, Py = Aop Iy
N—— [ S—
P 1
2p = Aop

Luego, reemplazando \,, en (a), se obtiene

Pxo = phl,
y su transpuesta
x,op P = P hz
De la Ec.(6.50) se tiene
Top = P7lphl,

y multiplicando la Ec.(6.51) por la Ec.(6.52), se obtiene

v, P xop = ph;y P~'phi,

(S —
P

p = p*(hi P'RY),

1 = p (h PR,

(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

En consecuencia, la restriccién de inclusion: €(P,p) c £(H) es equivalente a

p (h; P7LhY) <1, con i=1,2,....,m.

(6.54)

El siguiente paso es utilizar el complemento de Schur para representar a la

desigualdad (6.54) en formato LMI, como se muestra a continuacién

-1
1-h; (5) h; > 0,
P

> 0, con 1=1,2,...,m.

(6.55)
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Se concluye que el origen del modelo LTT representado por la Ec.(6.31), es un
punto de equilibrio asintéticamente estable si se satisfacen las siguientes LMI:

\

1 A
P > 0, Vie[l,m], y
()
p
—_————

e(P, p) c £(H)

P [A+ B(D,F + D;H)]
>0, Vse[l,2m],
A+ B(D,F +D,H) Pl

V[z(k)]>V[z(k+1)]

(6.56)

lo que se corresponde con el enunciado del teorema (6.1).

6.3.1. Calculo del regulador

A continuacién, se modificardn las LMI en (6.56) para presentarlas de una
forma maés conveniente para el calculo del regulador.
Partiendo de la desigualdad (6.54), se puede escribir

1
——h; Pt P PYh>0, con 1=1,2,...,m,
P

1

- hiP_l
P > 0, Vie[l,m],
p-tp; Pt
Luego, multiplicando por p, la primera LMI en (6.56) puede representarse como
P!
1 (_)
P

> 0, Yie[l,m]. (6.57)

() ()

Mientras que en la segunda LMI en (6.56), si se pre y posmultiplica por
diag{ P!, I} y luego se multiplica por p, resulta’

(5

[A+B(D,F +D,H)]| (p)_1

(1;)_1 [A+B(D,F +D,H)|

()

9Dado que P >0y p> 0, estas operaciones no modifican su condicién de positiva definida.

>0, Vse[l,2m]. (6.58)
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Definiendo
-1 -1 -1 -1
P P P P

donde z; es la i-esima fila de Z, las LMI en (6.56) pueden ser representadas como:

\

Q [QA+ B(D,Y + D, Z)]

( )>0, Vse[1,2m],
AQ+ B(D,Y +D,Z) Q@

1 Zi
> 0, Vie[l,m].

Nétese que si F' = H, entonces Y = Z, y siendo que D, + D, = I, las LMIs en
(6.60) se reducen a

(6.60)

J

Q [QA+ BY]
( ) >0, (6.61)
AQ + BY Q
1wy
( ) > 0, Vie[l,m]. (6.62)
yi @

Las LMIs (6.61) y (6.62) se corresponden con la condicién de estabilidad para un
modelo LTI realimentado con u = F'x, donde las entradas, al aplicar una restriccion
en amplitud a cada componente, no saturan. Esto se vio en en la subseccién (4.3.2)
siendo, en este caso, u; , =1, Vie[l,m].

6.4. LQR para modelos LPV en tiempo discreto
con entrada saturada

6.4.1. Formulaciéon del problema

1. Considérese para un instante inicial k£ = 0 y una condicién inicial x(0) # 0,
un modelo LPV representado por la siguiente ecuacién [9]:

z(k+1) = A(n(k))z(k) + B(n(k)) sat[u(k)],
(6.63)
con z(0)=z9, y k=0,1,2,..., 00,

siendo su entrada
u(k) = Fa(k), (6.64)
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reemplazando (6.64) en (6.63) el sistema en lazo cerrado, resulta

x(k+1) = A(n(k))z(k) + B(n(k)) sat[Fa(k)],
(6.65)
con x(0)=mz¢, y k=0,1,2,...,00.

2. Considérese que las matrices A(n(k)) y B(n(k)), varfan dentro de una regién
convexa delimitada por un politopo como se vio en la seccién (4.4.2), esto
es,

[A(n(k)) | B(n(k))] e Co{[A]|Bi],[Az | Ba], ... [An,, | Bnol b

[A(n(k)) | B(n(k))] = 72%’(/6) [4; | B,

donde iaj(k) =1, y a;(k)>0, Vk=>0.
=1

(6.66)

3. Considérese que se cumple la condicién establecida por el lema (6.3), luego
la entrada saturada puede ser representada por la siguiente combinaciéon
convexa de realimentaciones lineales:

sat [Faz(k)] € Co{ DFx(k)+DHx(k), s € [1,27] },

om

sat [Fx(k)] = ;&(M(DSFJFEHWU{)» (6.67)

2771
donde Y 4,(k)=1, y 6,(k)>0, Vk>0.
s=1

Al utilizar la representacién politopica de las matrices en el sistema realimen-
tado, el sistema (6.65) puede expresarse como

w(k+1) = S a(k) (Ayz(k) + Bysat[F(k)]), (6.68)

j=1

y luego al utilizar la representacién politépica de la saturacién en la Ec.(6.68), se
tiene

ek 1) = (k) (ij(k) +B Yo.(k) (D8F+DSH)m(k:)),

j=1

w(k 1) =3 ay (k)6 (k) (A, + By (D.F + DoH) ) (k). (6.69)

j=1s=1

~
=Acljs
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Definiendo

Acljs = A] + B](DSF +FS‘H)7 (670)

el sistema LPV en lazo cerrado de la Ec.(6.65), puede ser representado como el
siguiente sistema auténomo:

x(k+1)=Au(n(k),0(k))x(k), con z(0)=umx,
N 2™ (671)
donde Au(n(k),8(k)) 2> > a;(k)ds(k) Aa,,.

j=1s=1

En este problema LQR, la meta es obtener una ganancia de realimentacién
estatica F, tal que se logre el siguiente objetivo de desempeno robusto:

Problema LQR robusto con entrada saturada

min mMax Joo (2, sat[u]), (6.72)
u(k), k=0,1,....00  [A(n(k)) | B(n(k))] € Q, k>0

donde
Joo(z, satu]) = g(:) [x(k) R,x(k) + (sat [u(k)])' Ru(sat [u(k)])],

con R,>0 y R,>0.
(6.73)
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6.4.2. Diseno del regulador

Teorema 6.2: LQR para un modelo LPV con entrada saturada

Para el modelo LPV con saturacién en el actuador dado por la Ec.(6.63), y
para una entrada dada por la Ec.(6.64), el elipsoide €(P,p) es un conjunto
invariante contractivo del sistema en lazo cerrado dado por la Ec.(6.68), si
existe una matriz ) > 0 y una matriz H € R™"  tal que se satisfagan las
siguientes desigualdades matriciales:

1 z
> 0, 6.74
(5 ) (6.7
Q QA"+ (DY +D,2)'B; QRY® (DsY+Ds2)R}/’
AjQ+ B;j(DsY +DsZ) Q 0 0 >0
rRPQ 0 pI 0 " (6.75)
RY2(D,Y + D5 2) 0 0 ol
Vse[1,2™] y je[l,mm].

1 Zi
> 0, Vie[l,m]. (6.76)

@

Siendo

p>0, Q=Plp Y=2FQ, Z=HQ, z=hQ. (6.77)

Mas aun, utilizando la matriz ganancia de realimentacion estatica dada por
F =YQ™!, para cualquier condicién inicial z( € €(P,p), se tiene que la
funcién objetivo de desempeno robusto dada por la Ec.(6.73) satisface la
siguiente desigualdad: Ju(x,sat[u]) < z{ Pz < p.

Demostracién teorema 6.2. La LMI en (6.7}) conduce a la determinacion del
elipsoide inicial
(P, p) ={wg e R": x(Pxo < p}. (6.78)

Mientras que la LMI en (6.76) conduce a la existencia del conjunto
LH)={xzeR": |hx|<1,i=1,2,..,m },
tal que
e(P,p) c £(H),
y que permite expresar a sat [Fx(k)], como
2771

sat [Fx(k)] = ;6s(k)(DsF + D,H)x(k), con ;és(k) =1.

A continuacion se demostrard que si se satisfacen las (nm, +2™) LMI en
(6.75), entonces el elipsoide €(P,p) es un invariante contractivo para el modelo
en lazo cerrado (6.08), lo que garantiza su estabilidad asintética.
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Para ello, téngase en cuenta que utilizando las definiciones en (6.77), el ele-
mento (2,1) de la matriz en (6.75) puede escribirse como

A;Q+Bi(DY +D,Z) = (A;+B;(DsF+DyH)) Q,
(6.79)
AAcljS Qv
y el elemento (4,1) de dicha matriz, puede escribirse como
R(D,Y +D,Z) = R*(D.F+D.H) Q, (6.80)

y dado su simetria, las LMI en (6.75) pueden reescribirse del siguiente modo:

Q QA, QR Q(D.F+DH)R/
Acij/s2 v @ 0 0 > 0,
u2 D. (6.81)
RY(D,F+D,H)Q 0 0 ol

Si se satisfacen las (n,, +2™) desigualdades en (6.81), agrupdndolas en una
combinacion convexa, es posible escribir:

Q QAL QR Q(D.F+D.H)R/
Ny, 2™ 7
= Acl,-, Q Q 0 0
o (k) (k s >0,
;; (k)05 (k) Ri/QCL 0 ol 0
RIA(D,F+D,H)Q 0 0 ol
(6.82)
y utilizando (6.71), resulta'®
Q Q AL () QR Q (z as<k>(DsF+DsH>) R/?
s=1
Acr(ndx) Q Q 0 0 0
RY?Q 0 I 0 o
@ p
R (22 65(k)(D5F+DSH)) Q 0 0 ol
s=1
(6.83)

Luego, utilizando el complemento de Schur, la desigualdad anterior puede re-
presentarse como sigue:

Q Q Ay (ndk) )
A (ndy) Q Q

om L / { RI/Z 0
QR Q(Z&S(k)(DsF+DSH)) rR2 [ 5 ° = Q
s=1 om > 0.
o LI | R | Zo:(k)(DsF+DH)| Q 0
0 0 p s=1

(6.84)

10Para simplicar la notacién, se redefine A (n(k)d(k)) como A (néy).
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Resolviendo el sequndo término matricial, reagrupando en una unica matriz y
aplicando nuevamente el complemento de Schur, se obtiene

Rw om o !/ Ru om L
Q-Q A;l(n(sk)QilAcl(n(Sk)Q - Q? Q+ Q(Z 0s(k)(Ds F + DsH)) 7 (Z 6s(k)(DsF + DSH))Q >0,
s=1

s=1
(6.85)
pre y posmultiplicando por Q1,

Q7' - AL (ndk)Q ™ At (ndk) — R+(22 5s<k)(DsF+DsH)) R“(2 6s(k)(DsF+DsH>)>o, (6.86)
P P 1

s=1 s=
. P .
y siendo Q7' = | — |, se puede escribir
p
P_A;l(nék)PAcl(nak) - Ry + (227:1l 5S(k)(DsF+DsH)) Ry (227:“ JS(k)(DsF‘*‘DsH)) > 0. (6-87)
s=1 s=1
Pre y posmultiplicando la desigualdad (6.87) por x'(t) y x(t) respectivamente

y realizando un pasaje de término, se tiene

o' (k) Pz (k) —2' (k) Ay (0 ) PAci (ndg )z (k) >

Viz(k)] V]z(k+1)]
2m o ! 2m o (6.88)
' (k)Rzz (k) + x' (k) (Z 3s(k)(DsF + DSH)) R, (Z 3s(k)(DsF + DSH)) z(k),
s=1 s=1

sat[Fz(k)]
y finalmente utilizando (6.67), resulta

V{z(k)]-V[x(k+1)] > x(k)'R,z(k) + (sat[Fx(k)]) R.(sat[Fz(k)]),

>0,Va#0

VE>0, y V[A(k) B(k)]eq.
(6.89)
Lo cual muestra que el elipsoide €(P, p) de la desigualdad (6.78), es un invariante
contractivo para el modelo (6.68).
Partiendo de la desigualdad (6.89), realizando la sumatoria en un intervalo de
tiempo infinito, y siendo que el modelo realimentado es asintoticamente estable, se
tiene

o0

V{z(0)] > Z (k) Ryx(k) + (sat[u(k)]) Ru.(sat[u(k)]),
k=0 (6.90)

Vk20, y V[A(n(K)) | B(n(k))]eQ.
Finalmente, dado que V[z(0)] =x{ P z < p,= Joo(x,sat[u]) < p.

Por lo tanto, el objetivo de desempeno robusto

min mMAax Joo (2, sat[u]), (6.91)
w(k) k=0,1,. 00 [A(k)|B(k)]eQ,k20
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se satisface al resolver el siguiente problema de minimizacion via LMI :

L Jun, P sas (6,74), (6,75) y (6,76). (6.92)

siendo F=YQ™.

A continuacion se muestra un resumen comparativo para obtener la solucién de
un LQR robusto en tiempo discreto, con entrada saturada y entrada sin saturar:

LQR robusto con restriccion en la amplitud de la entrada para

tiempo discreto via LMI

Bl 1 2
1z
(2 &)

Q QAL +Y'B; QR® Y'R/?
A;Q+B;Y 0 0
]Q1/2 J Q@ >0, Vjie[l,nm].
R;/Q 0 pl 0
Ry 0 0 ol
1 Yi

> 0, Vie[l,m].
y; Q
Siendo p>0, Q=P lp, Y=2FQ, v =f;Q,

LQR robusto con entrada saturada en tiempo discreto via LMI

g o
1z
( 20 Q )>0.
Q QA +(D,Y+D,2)B] QRY? (D.Y +D,2)'RY?
A;Q+Bj(DsY +D:2Z) Q 0 0
1/2 >0,
RY?Q 0 ol 0
RY*(D,Y + D, 2) 0 0 oI

Vse[1,2™] y je[l,nm].

1 Zi
> 0, Vie[l,m].

Siendo p>0, Q=P lp, Y2FQ, Z=HQ, z=hQ,

Como se dijo previamente, si no se permite saturar, esto es, si |F'z| < 1, entonces
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las LMI del segundo cuadro se reducen a las del primero. Es decir, el problema
con restricion en la variable manipulada es un caso particular del problema con
saturacion, por lo que este tltimo es menos conservador.

Nota: En las formulaciones previas para el cdlculo del controlador se tomé como
condicién inicial z = 2(0), obteniéndose una ganancia de realimentacién estatica
F. De la misma forma que se hizo en el capitulo (4) y en el capitulo (5), esta
ganancia de realimentacién puede recalcularse'! en forma periédica en los instantes
de tiempo k = pu/C, donde la tinica LMI a ser modificada es la que define el elipsoide
inicial, reemplazando xy por x,k, con 1 =0,1,2,...00. En adelante, entiéndase que
xg es la condicién inicial del algoritmo de célculo, es decir, z,k.

6.5. Simulacion

En esta seccién, se compara el comportamiento de la respuesta del sistema
realimentado con entrada acotada y entrada saturada. A tal efecto, se aplica una
perturbacién en la concentracién Cly., como se muestra en la Fig.(6.5). El sistema
estd estabilizado en Cy,, = 0,12 mol/1, y el limite maximo del caudal manipulado
se ha fijado en 114 1/min.

1.06

1.05 |- -

1.04 |- -

1.03 | -

1.02 |- -

Concentracién (mol/l)

1.01f -

1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3

4 5
Tiempo (min)

Figura 6.5: Perturbacién en Cy,

La Fig.(6.6) muestra un diagrama esquematico del proceso que se explica bre-
vemente a continuacién: Luego de muestrear y tomar la desviacion de los estados
respecto al equilibrio (Xj;), el regulador LMI calcula la ganancia para el incre-
mento de caudal a ser aplicado (Ag,,), dicho incremento se suma al caudal de
estado estacionario (g.,,), para posteriormente ingresar al limitador. Finalmente,
la manipulada saturada ingresa al sistema.

Hyer seccién (4.6)
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Regulador

LMI

Age, = Fpx AX, T;ss

Figura 6.6: Diagrama esquematico del proceso.

145

En las figuras (6.7) y (6.8) se muestra el resultado de la simulacién, el color
verde corresponde a la utilizacion del regulador con saturacién y el gris al regulador

con entrada restringida.

0.125 -

0.12
=
o
S
~0.115}
C
=
(%]
o
+< 011 |-
C
(]
o
[y
(]
O o115k
0.1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 . 4 .5 6
Tiempo (min)
(a) Concentracién
439,50
439 |
438.5-
—~ 438 |-
X
m437.5_
—
>
4+ 437 |
@©
—
8436.5_
5
= 436 |-
435.51-
435 |
4345 1 1

©

1
0.1 0.105 0.11 0.115
Concentracién (mol/l)

(b) Evolucién de los estados

Figura 6.7: Respuesta del sistema, con entrada saturada (color verde) y con entrada

restringida (en color gris).
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Obsérvese en la figura (6.8 (a)) que el regulador entrega una senal manipula-
da sin restricciones (color verde), ésta luego pasa por el limitador, simulando al
actuador saturado, donde se trunca Fig.(6.8 (b)).

No obstante, utilizando esta senal truncada como entrada al sistema, se man-
tiene la garantia de estabilidad y desempeno. Esto ltimo se debe a que la senal
saturada estd incluida en la cdscara convexa de realimentaciones lineales (una sin
restriccion u(k) = Fz(k) y la otra restringida v(k) = Hx(k)), y aunque solo se
aplique u(k), que posteriormente el actuador limita, la sefial truncada pertenece
a la cdscara convexa formada entre u(k) y v(k).

145~

140}
135
£ 130}
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=
=~ 125} %
S 120) " E
©
O
115
.",
110} 1
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105 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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(a) Caudal a la entrada del limitador
114 ~
113 |-
112 |
Sl
€
=
110 |
©
©
5109 |-
©
(]
108 frr’ i
.
107 |- bt

106 1 1 1 1 1 1 1 1 l
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo (min)

(b) Caudal a la entrada del sistema

Figura 6.8: Caudal manipulado, con entrada saturada (color verde) y con entrada
restringida (en color gris).

La Fig.(6.9) muestra, para este ejemplo, que el indice de desempeno del sistema
que utiliza entrada saturada es mejor que el sistema que utiliza entrada acotada,
dando un p un poco mas chico en cada iteraccién.
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7000 T T T T T T T T

6000 |=
5000 |-
4000 |-
3000 |-
2000 |-

1000 =

d 1/1
1 2

L 1 1 \1; 1
6 8

4
Tiempo (min)

Figura 6.9: Comparacion de desempeno entre un regulador que satura y otro que
restringe la accién del actuador.

Para finalizar esta prueba se hace uso del conjunto terminal, cuyos resultados
se grafican en las figuras (6.10) y (6.11). En las mismas, se compara el comporta-
miento del sistema con entrada saturada con y sin conmutacién, cuando le ingresa
una perturbacién representada en la Fig.(6.5).

0.1251"
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0.1151-

0.1 |

Concentracién [mol/litro]

0.1051-

0.1 1 1 1 1 1 1 1 1
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@ @ @ @
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T T T T 1
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T T
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0,095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12 0.125 0.13 0.135 0.14  0.145
Concentracién [mol/litro]

(b) Evolucién de los estados y conjunto terminal

Figura 6.10: Respuestas del sistema con entrada saturada, con y sin conmutaciéon
con vector de ganancias estatico sin restricciones.
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En color azul se muestra la simulacién cuando se utiliza un regulador con vector
de ganancias variable que no conmuta, y en color rojo se muestra la simulacién
cuando se utiliza el mismo regulador pero que conmuta con otro que hace uso de
un vector de ganancias estatico sin restricciones al ingresar los estados al conjunto

terminal.
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Figura 6.11: Comparacién entre simulaciones que utilizan entrada saturada, con
y sin conjunto terminal
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Como en la simulacién realizada en el capitulo anterior, se observa que en la
respuesta del sistema, Fig.(6.10), no hay practicamente diferencias respecto al uso
de la conmutacién entre reguladores. Sin embargo, si se nota la diferencia respecto

al tiempo de calculo que le lleva a los algoritmos para determinar las ganancias
Fig.(6.11 (c)).

6.6. Resumen

En este capitulo se desarrollé una formulaciéon para el diseno de reguladores
que permiten la saturacion en el actuador, con el objetivo de lograr un diseno
menos conservador haciendo que el actuador opere a su méaxima capacidad.

En la seccién (6.2) se analizé y determiné qué condiciones deben ser satisfechas
para poder representar una senal saturada como una combinacién convexa de
realimentaciones lineales.

En la seccién (6.3) utilizando el concepto del elipsoide invariante se formuld,
dentro del marco de las LMI, el diseno de un regulador con saturaciéon para modelo
LTT con garantia de estabilidad. Luego en la seccién (6.4), se expuso el diseno de
un LQR con saturacién en la variable manipulada para un modelo LPV.

En la seccién (6.5) se realizaron dos simulaciones, primero se comparé la res-
puesta del sistema y su indice de desempeno cuando éste es realimentado con una
entrada saturada y con una entrada sin saturar, donde se noté una sutil mejora
del sistema que utiliza entrada saturada. En la segunda simulacion, determinando
un elipsoide terminal, se comparo la respuesta del sistema y el consumo de tiempo
en el algoritmo de calculo, donde se noté una sensible mejora para el regulador
con entrada saturada que utiliza conmutacion.

En el préximo capitulo, buscando reducir atin mas el conservadurismo, en lugar
de utilizar una funcién de Lyapunov cuadrética como se ha hecho hasta ahora, se
utilizara una funcién de Lyapunov dependiente de la saturacién.
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Capitulo 7

Diseno de un LQR robusto con
saturacion en el actuador
mediante una funcién de
Lyapunov dependiente de la
saturacion

7.1. Introduccion

El propdsito de este capitulo es reducir aiin més el conservadurismo en el disenio
del controlador, utilizando como enfoque una funcién Lyapunov dependiente de la
saturacion. Este enfoque captura informacion sobre la gravedad de la saturacion
y conduce a la creacién de un controlador menos conservador, ampliando asi el
dominio de atraccién [54].

Durante este capitulo, se analizara la estabilidad de un sistema discreto con
saturacion en la senal de control mediante el uso de una funciéon de Lyapunov que
depende de la saturacién. Como se ha mencionado previamente y se demostrara
mas adelante, esta funcién proporciona informacion en cada instante de tiempo
sobre la severidad de la saturacion en el actuador, lo que a su vez lleva a la
implementacion de un controlador menos conservador [9].

Es importante destacar estudios previos en sistemas LPV [15] [1], en donde
el regulador se disena basandose en la informacion obtenida de la variacién de
los parametros de la planta e introduciendo en dicho diseno una variable auxiliar,
en tal caso, se hizo uso de una funcion de Lyapunov dependiente de parametros.
En este caso, el procedimiento de andlisis es similar, pero en lugar de tener en
cuenta la variacién de los parametros de la planta, se tendré en cuenta el nivel de
saturacion de la variable manipulada.

151
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7.2. Estabilidad asintética del origen para un mo-
delo LTI

7.2.1. Determinacion de un nuevo dominio de atraccion

Segun el lema (6.3) VYx(k) € £(H), es decir, para todo z(k) que satisfaga
|Hz (k)| < 1, la senal saturada puede representarse como

sat[F(k)] = Y2, 6,(k)(D,F + D,H)x(k), se[1,2m]. (7.1)

Y segtin el teorema (6.1), si se cumplen las retricciones correspondientes, el elip-
soide (P, p) es un invariante contractivo para el sistema (6.31). Garantizando, de
esta forma, que el origen sea un punto de equilibrio asintéticamente estable.

Como se ha visto previamente, en cada iteracion k = pu/C del algoritmo de célcu-
lo, se utiliza un elipsoide inicial como dominio de atraccion. Este elipsoide es la
proyeccion sobre el espacio de estado de la funcién de Lyapunov cuadratica, expre-
sada por V{z,] = x, P, x,, donde se asume K =1 para mayor claridad. El hecho
de que este elipsoide se contraiga a medida que el tiempo aumenta implica que
la funcién de Lyapunov decrece mondtonamente, garantizando asi la estabilidad
asintotica del origen en el espacio de estados.

Ahora bien, la idea es ampliar el dominio de atraccion mediante el uso de una
funcién de Lyapunov en la cual la matriz P, depende del nivel de saturaciéon. Esto
implica que el conjunto de atraccién ya no serd necesariamente un unico elipsoide.

A continuacién, se mostrard mediante un ejemplo complementario a la demos-
tracién realizada para el lema (6.2), cémo el vector (k) depende de los estados y
del grado de saturacion. Luego, se definird una funciéon de Lyapunov dependiente
de dicho vector. Es importante destacar que en el capitulo anterior se utilizé una
combinacion convexa de vectores de coeficientes que dependian del tiempo, repre-
sentados por §(k), pero para ser precisos, este vector realmente depende de los
estados y deberfa ser denotado por d(z(k)) [9]. No obstante, por simplicidad en
la notacion, en este texto se continuard utilizando la notacién anterior, es decir,
d(k) para el vector y , para sus elementos.
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Ejemplo 7.1:

Considérese el siguiente modelo LTT:
z(k+1)=Ax(k) + B sat[Fx(k)]. (7.2)

Se asume que la matriz de ganancias para la regulacién por realimentacién
lineal de estados F), y la matriz auxiliar H son conocidas.

Luego, para todo z(k) que satisfaga la condicién |Hz(k)| < 1 (lema (6.3)),
se puede escribir

2m

sat[Fz(k)] = 6,(DsF + D H)x(k), (7.3)

y por lo tanto el modelo (7.2), resulta

w(k+1) = Ay(6(k)) z(k), Va(k)e£(H), donde

Acl(é(k))é§5S(A+B(DSF+EH))7 y 25521-

Se desea determinar el vector d(k), para tres instantes de tiempo ki, ko y
ks, que se correspondan con los siguientes valores de la senal realimentada:

a) Fx(ky) <1, b) Fa(ke) =2, ¢) Fa(ks)=3. (7.5)

7

Resolucién 7.1. Se asume una unica entrada u(k) = Fx(k), por lo tanto, m =1,
y segun la definicion (6.2), el conjunto D, resulta ser

D={D, =0, Dy=1}. (7.6)

A continuacion, se reescribe la matriz dindmica del modelo realimentado y la senal
saturada para esta condicion:

Aq(5(k)) = 01(A+ B(DF + D H)) + 65(A+ B(DoF + Dy H)),

(7.7)
sat[Fz(k)] = (0,(D1F + DiH) + 05(DyF + Dy H)) (k),
resultando Ay(5(k)) = 6,(A+ BH) + 6,(A + BF),
sat[Fr(k)] = (6,1 + 6, F) (k) (7.8)

siendo 0; +0d9=1.

Ahora se procederd al andlisis de cada caso para algin valor dado de H, que
cumple la condicion de que |Hx(k)|< 1.

En particular, se supone que para los tres instantes de tiempo, H = %F para
alguna F conocida.
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Para Fx(ky) < 1 la senal no satura, por lo tanto, sat[Fxz(ki)] = Fax (k).
Reemplazando en la Ec.(7.8), se obtiene

Fax(ky) = (61H + 62 F) x(ky),
Fa(ki) = (615 + 02) Fx(ki), (7.9)

1= (51% + 52.
Por otro lado, debe cumplirse que &1+ do = 1.

Resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones,

%51 + 52 = 17
(7.10)
51 + 52 = 1,
resulta,
01=0, y do=1. (7.11)

Por altimo, al reemplazar estos coeficientes en la matriz dindmica de la
Ec.(7.8), se obtiene:

Aq(d(x(k1)) = A+ BF, (7.12)
Este resultado es el esperado, ya que la variable manipulada no satura.

Para Fx(k) = 2, se tiene que sat[Fx(k)] =1 y reemplazando en la Ec.(7.8),
resulta

1:(51%+(52)X2, y 514‘52:1, (713)
resolviendo este sistema de ecuaciones, se tiene
3 1
01 =— 09 = —. 7.14
1= y 02 1 ( )

Reemplazando en la matriz dindamica de la Ec.(7.8), se tiene

Aa(3(k)) = 3(A+ BH) + (A + BF),

Aa(6(k))=A+B(H+1iF),

(7.15)
Aa(0(k))=A+B(3 3+ HF,
Aa(5()) = A+ BO)F,
Luego, multiplicando por x(k)
z(k+1) = Az(k) + B(3) Fa(k),
—
2 (7.16)

x(k+1)=Ax(k)+ B x1,

lo que coincide con la Ec.(7.2).
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c) Para Fxz(k) = 3, se tiene que sat[Fz(k)] = 1 y reemplazando en (7.8),
resulta

1=(613+02)x3, y 6 +0y=1 (7.17)

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se tiene que
51 =1 y 52 = 0, (718)
y reemplazando en la matriz dindmica de la Ec.(7.8), se obtiene

Aq(6(k))=A+BH,

(7.19)
Aq(0(k)) = A+ B(3)F.
Luego, multiplicando por x(k)
z(k+1) = Az(k) + B(3) Fz(k),
3 (7.20)

x(k+1)=Ax(k)+ Bx1,

que coincide con la Ec.(7.2).

En este ejemplo se ha representado el modelo (7.2) mediante la ecuacion (7.4),
y se ha observado cémo los coeficientes varian segun el nivel de saturacién. A
continuacion, se utilizara una funcién de Lyapunov que esté condicionada por
estos coeficientes.

7.2.2. Funcién de Lyapunov dependiente de la saturacién

Considérese el modelo del ejemplo (7.1) para un instante inicial k£ > 0 y una
condicién inicial (k) # 0.
Sea la matriz P(d(k)) definida como!

P(R)) = 36, P,
= (7.21)

siendo P;>0, Vse[l,2m].

1[30] Para dos instantes de tiempo consecutivos (k) y (k +1), se tiene:

P(6(k)) = 2f:és(k) Py(k), y P@(k+1))= 25:65(1@+ 1) Ps(k+1).

Para diferenciarlos, se denomina a (k) Ps(k) como d,Ps, y a ds(k +1)Ps(k + 1) como 6, P,.
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Definicion 7.1:

Se define a la siguiente funcion:
V(z(k)) = z(k) P(6(k))z(k), (7.22)

como funcién de Lyapunov dependiente de la saturacion, y ademas, se define
al siguiente conjunto:

E(P(5(K)), p)  {x € B V(a(k)) < p}, (7.23)

como conjunto de nivel de V(x(k)).

. J

El siguiente teorema asegura la estabilidad del origen del modelo LTT retro-
alimentado a través de una retroalimentacion lineal de estados, utilizando una
funcién de Lyapunov dependiente de la saturacion:

Teorema 7.1: Condicién de conjunto invariante

El conjunto €(P(d(k)),p) es un invariante contractivo para el sistema en
lazo cerrado representado por la Ec.(7.4), si existen las matrices H € R™*"
GeRvn y P, e R >0, Vs,re[1,2m], tal que satisfagan las siguientes
restricciones:

P, [G(A+ B(D,F +D;H))]
€(P(0(k)),p) c L(H), ¥ o >0,
G(A+ B(DsF + D.H)) G+G -P,

Vs, re[1,2m]. a1
7.24

Demostracién teorema 7.1. La demostracion es similar a la realizada en el
teorema (0.1) de la seccion (6.3), con algunas variantes debido a la dependencia
de la matriz P respecto del vector 6(k).

Si las restricciones (7.24) se satisfacen, es licito escribir

gm om P, [G(A+ B(D,F+D,H))Y
Z Z 050, >0,
s=lr=l G(A+ B(D,F+D,H)) G+G' -P,
2" 2" — 7 (7.25)
> 6P G > 6;(A+B(D,F +D,H))
s=1 s=1
>0,
2m L om
G > 0,(A+B(DsF +D,H)) G+G' =Y 6P,
s=1 r=1
resultando

( P((k)) [GAa(6(k))] )
> 0. (7.26)

GAS(k)) G+G - P(3(k+1))
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Utilizando el complemento de Schur, se puede afirmar que la desigualdad (7.26)
implica:
P(5(k))>0, v G+G' -P(0(k+1))>0. (7.27)

Ademds, si se tiene en cuenta la siguiente desiqualdad®:
(G-P)PY(G-P) >0,

se puede deducir que:

GP'G'">G+G' - P.

Por lo tanto, para todo k >0, se cumple lo siguiente:
GPlY(k+1)G'>G+G -P(k+1)>0. (7.28)

En conclusion, se puede afirmar que si se satisface la desigualdad (7.26), tam-
bién se satisface la siguiente desigualdad matricial:

( P((k))  [GAa(6(k))] )
> 0. (7.29)
GA,4(6(k)) GPY(k+1)G
Pre y pos multiplicando la desigualdad (7.29) por?
diag{l,G-'} y diag{l,(G7')'} (7.30)
respectivamente, se obtiene
( P((k))  Aa(o(k)) )
> 0. (7.31)
Aa(3(K)) P (k+1)

Aplicando el complemento de Schur, para luego pre y posmultiplicar por x (k)" y
x(k) respectivamente, resulta

w(k) P(k)x(k) —x(k) Aa(6(k)) P(6(k+1)) Aa(d(k))z(k) >0,
w(k1y 2(k+1) (7.32)

V(z(k))-V(z(k+1))>0,
que es lo que se queria demostrar.

Como se comentd en la introduccién, la utilizacion de la variable auxiliar G,
fue introducida por [18] y utilizada por [I] para la determinacién de una matriz
de Lyapunov dependiente de los parametros del sistema.

Es importante observar que si en el teorema (7.1), se igualan P, = G =
P, Vs,r € [1,2™], se recupera el teorema (6.1). Es decir, este tltimo es un ca-
so particular del primero, y esto de por si implica que el teorema (7.1) es menos
conservador.

?Esta desigualdad siempre se satisface VP > 0.
3Con esta multiplicacién, la matriz resultante sigue siendo positiva definida como la original.
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Con todos los conjuntos de nivel que satisfacen las condiciones de este teorema,
se puede hacer una eleccién del mas grande de ellos para obtener la estimacion
menos conservadora del dominio de atraccién [24] [51] .

Sin embargo, una simple eleccién de E(P(d(k)),p) es la interseccion de los
elipsoides e,(P;, p), esto es,

C(P(6(k)), p) = nilies(Ps. p)- (7.33)

Aunque esta estimacion es la mas sencilla, no obstante, es menos conservadora
que la estimacién basada en una funcién de Lyapunov cuadratica [54].

A continuacién se reformula el teorema (7.1) para que contenga una restriccién
LMI que garantice la inclusion (P (6(k)),p) c £(H), cuando el conjunto de nivel
es el representado por la Ec.(7.33). Se utiliza la desigualdad (6.55) de la seccién
(6.3) para cada elipsoide correspondiente a la matriz P, con s = 1,2---, 2™,

Esto es, el elipsoide €,(P;, p) c £(H) si

Pl
1-h; (—5) h; > 0, con i=1,2,...,m,

p (7.34)
lo que equivale a que sean factibles las siguiente LMI:

1 hy

p >0, con i=1,2,....m. (7.35)
i (5)
“\p
Luego, N2 e,( Py, p) ¢ £(H), si se satisfacen simultdneamente
1 hy

>0, con i€[l,m], y se[l,27]. (7.36)

Finalmente, para este conjunto de nivel, el teorema (7.1) puede reformularse
del siguiente modo:
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Reformulacién del teorema ()

El conjunto &(P(5(k)), p) = N2 es(Ps, p) es un invariante contractivo para
el sistema en lazo cerrado representado por la Ec.(7.4), si existen las matrices
HeRmn GeRvn y P, e R >0, Vs,re[l,2m], tal que las siguientes
restricciones sean factibles:

1 h;

p > 0, Vie[l,m], y Vse[l,27],
h! (_S) (7.37)

mngS(Pwp) € ’Q‘(H)

( P, [G(A+ B(D,F +D,H))]
>0, Vs,re[l,2m].

G(A+ B(D,F + D,H)) G+G'-P,

V(z(k) > V(z(k+1))
(7.38)

7.3. Estabilidad asintética y desempeno robusto
para el modelo LPV

7.3.1. Planteo del problema

Considérese el mismo problema de la subseccion (6.4.1), pero con la diferencia
de que ahora se concidera P(d(k)) >0y V[z(k)] = z(k)' P(d(k))x(k), para definir
el conjunto de nivel E(P((k)),p) ={x e R": V(x(k)) < p}.

La meta es obtener una ganancia de realimentacion estatica F, tal que se
logre el siguiente objetivo de desempeno robusto:

min max Joo (2, sat[u]), (7.39)
u(k), k=0,1,...,00 [A(n(k)) | B(n(k))] € Q, k>0

donde

Joo(z, satu]) = g;) [(k) R.x(k) + (sat [u(k)])' R.(sat [u(k)])],

con R, >0 y R,>0.
(7.40)

El siguiente teorema garantiza la estabilidad del origen y el desempeno robusto
de un modelo LPV realimentado mediante una realimentacién lineal de estados,
utilizando una funcién de Lyapunov dependiente de la saturacién [5]:
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Teorema 7.2: Condicién de conjunto invariante. Estabilidad y

desempeno robusto

Sea F' ¢ SR™*™ una matriz de realimentacién de estados. El conjunto de
nivel €(P(d(k)), p) es un conjunto invariante contractivo para el modelo en
lazo cerrado de la Ec.(6.65), si existe una matriz H € R™*" que satisface
las siguientes restricciones:

a)
P,—(A;+ B; (DsF +D,H)) P, (A;+B; (DyF+DyH)) >
R,+ (D,F+D,H) R, (D,F+D,H), 7y
(7.41)

E(P(6(k)),p) c £(H),

Vi=12...n, vy Vsr=12,..2m

c) Ademsds, para cualquier condicién inicial xy € E(P(0(k)),p), el
indice de desempeno satisface la siguiente desigualdad:

Joo(z, sat[u]) < p.

Para la demostracién del teorema (7.2) se utilizara el siguiente lema [53]:

Sean las matrices My € R™™, g=1,2,-1, y PeRmn, P> 0.
!
Si Zbg =1, y 0<by<1, entonces
g=1

l ! ! l
(Z by Mg) P( b, Mg) <Y by M!PM,. (7.42)
g=1 g=1 g=1

Demostracién lema 7.1. La demostracion formal se encuentra en [53], aqui se
ejemplificard para l = 3.
A partir de la siguiente desigualdad:

(M, - My,) P (M, - M,) >0, (7.43)

se tiene

MP Mgy + My PMy, > M;P My + M; PM,. (7.44)

El desarrollo del siguiente producto:

(i by Mg),P (i by Mg) : (7.45)
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resulta igual a

B2M!PM; + B2MLP M, + b2 M, P M+

bybo (M P My + M4 PM,) + bobs( M P Ms + MiPMy) + bsby (MLP M, + M!PMs).

(7.46)
Utilizando la desigualdad (7./4), se tiene
buba(MIPMs + M4PM,) < byby(M!PM, + MPMs,),
bobs (M P My + MiPMsy) < byby(MLP My + MLPMs), (7.47)

bsby (MLPM;y + M!PMs) < bsby (MLPMs + M| PMy),

por lo tanto, se puede escribir
3 ! 3
(Z b Mg) P(Z b, Mg) <
g=1 g=1
b3 M| PN + b3 M P My + b3 M} P M+

biba(M{PMy + MiPMy) + bobs(MiP My + MiPMs) + byby (ML PMs + M{PM,).
(7.48)
Agrupando el sequndo miembro de la desigualdad anterior, se tiene

M{PMl b1 (b1 + bQ + b3) +M2,PM2 bQ (b1 + bg + b3) +M§PM3 b3 (bl + b2 + bg) .

————— e ———

=1 =1 =1
(7.49)
Finalmente, resulta

3 ! 3
(Z by Mg) P(Z by Mg) <
g=1 g=1 g

que es lo que se queria comprobar.

3
by M!PM,, (7.50)
1

Utilizando la desigualdad (7.42), se procede a la demostracion del teorema
(7.2).

Demostracion teorema 7.2. Como se hizo anteriormente, la condicion de es-
tabilidad y desempeno robusto se establece exigiendo que se cumpla la siguiente
desiqualdad:

V{z(k)]-V[x(k+1)]>x(k) R,z (k) + (sat [u(k)])' R.(sat [u(k)]).
AV[z(k)]

Sila inclusion (b) en (7.41) es satisfecha, utilizando la Ec.(6.67) en la Ec.(6.71),
se tiene

(7.51)

Ny, 2™ Ny, 2™
Vz(k+1)]=z(k) (Z > ajésAéljs) P(k+1) (Z > ozjésAcljs) z(k), (7.52)

J=ls=1 j=1s=1
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Por otro lado, utilizando la Ec.(06.67) en el sequndo miembro de la desigualdad
(7.51), resulta

2k | Ro + (22 55(DyF + DSH)) R, (ij 5,(DsF +DSH))l 2 (k), (7.53)

Por lo que la desiqualdad (7.51) puede reescribirse como,

Nom

(k)| P(k) - (Z QZ o0 Agljb)P(k +1) (% 22: aj(SsAcljs)

j=1s=1 j=1s=1

(k)

(7.54)

s=1 s=1

> z(k) Rw+(22m65(DsF+DSH)) R, (%65(D5F+DSH))]x(k).

Lo cual implica que la condicion de establilidad y desempeno rubusto, se satis-
face si se mantiene la siguiente desiqualdad matricial:

P(k) - (nzm 2§ Oéj5sA2ljs) P(k+1) ("Zm 227”: %‘5sAcljs)

j=1s=1 j=1s=1
(7.55)

/

> Rw+(2§5s(DSF+EH)) R, (%53(D3F+D_SH)).

s=1 s=1

Por el lema (7.1), se puede asequrar que

N 2™

Ny, 2™
PIDICITE Af:ljs) P(k+1)| > Oéj5sz4czjs)

j=1s=1 j=1s=1

!/

Tom 2m Nm 2m
= Z Q Z (53Aclj5 P(k‘ + 1) Z aj Z 55140[].5
j=1 =1 j=1 s=1

S~—— ~—
M; M;

(7.56)

IA

Tm 2m 2m
;Oéj(z_:l(ssAéljs P(k"'l)(;ésAcljs)
J_ = =

M]’ M;

Nm 2m

>oajy0s Ay, P(k+1)Aa,,
Jj=1 =1

IA

Ny 2™
= Z Z ajés Aéljsp(k + 1)Acljsa

j=1s=1
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Y
2m ! 2m
(Z 5s(DF +EH)) R, (Z 8s(DF +EH))
s=1 s=1
(7.57)
2m
> 0s(DsF + DsH) 'Ry (DsF + D H).
s=1
Por lo tanto, si se mantiene la siguiente desigualdad:
N 2 s=2™ - -
P(k) - Z Z a;jds Ay, P(k+1)Ag;, = Ro = ) 0s(DsF + DsH)' Ry(DsF + DsH) > 0,
=1s=1 s=1
(7.58)

se satisface la desigualdad (7.51).

Reemplazando (7.21), en los tiempos (k) y (k+1), en la desiguadad (7.58), y
teniendo en cuenta que

Nm 2m 2m
Zozjzl, Z5S=1 y Z&:l,
j=1 s=1 r=1

es posible reescribir la desigualdad (7.58) como la siguiente combinacion conveza:

%2

LM“%
”MN%

[PS ~ Al PrAay, = Ry~ (DoF + DoH) Ry(DSF + EH)] >0,

lo que es equivalente a que se satisfagan las siguientes desigualdades: (759
PS._ A;ljsPrAcljS -R,-(D,F+D,H)R,(D,F+D,H) >0, (7.60)
Viel[l,nm], y Vs,re[l,2m].

Finalmente, si se reemplaza (6.70) en (7.60), resulta
~ (4 +Bj (DsF+D,H))P(Aj+B; (DsF+D,H))
> Ry+(D,F+D,H)R,(D,F+D,H), (7.61)

Vie[l,ng], y Vsre[l,2™].

de esta forma, queda demostrado la primer parte del teorema (7.2). Esto es, si se

satisfacen los items (a) y (b) en (7.41), el conjunto de nivel €(P(5(k)),p) es un
mvariante contractivo.

Para demostrar el item (c) se procede como se hizo anteriormente, es decir, si
se satisface la desigualdad (7.61), se satisface (7.51). Luego, tomando esta ultima
desigualdad y haciendo la sumatoria en un intervalo de tiempo infinito, resulta

oo

V[z(0)] > Z [x(k) R,z (k) + (sat [u(k)])' R.(sat [u(k)])], (7.62)

k=0
y dado que
E(P(0(k)),p) ={xeR:V(x(k))<p} Vk>0,
(7.63)
Joo(z, sat[u]) < p.
lo cual completa la prueba.
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Diseno de regulador

Con base en la condicién de conjunto invariante establecida en el teorema (7.2),
se plantea a continuacién un problema de minimizacion para calcular el vector de
ganancias del regulador, junto con una formulacién LMI para resolverlo.

P s.a: (7.64)
1.
z(0)'Ps z(0) < p,
2.
ﬁngs(Psvl)) c £(H),
3.

P,—(Aj+Bj (DsF+D;H)) P.(Aj+B; (DsF+DH))>
R, +(Ds,F +D,H) R, (D,F+D,H),

cons=1,2,...,2" r=1,2,...2" 'y j=1,2,.. 0.

Teorema 7.3: Solucién al problema ( ) via LMI.

En el intervalo k£ = puK“ la ganancia de realimentacion F' puede ser obtenida
mediante F = YG™!, donde Y y G son soluciones del siguiente problema de

optimizacion LMI:

min , a: 7.65
Qs>0, Qr>%)’ Y, Z, G 2 =@ ( )

Qs (A;G+B;j(DsY +D,2)) G'RY? (DsY+D;Z)R)?
(A;G +Bj(DsY +DsZ)) G'+G-Qr 0 0

172 > 0.
RrY*G 0 P 0
RY*(D,y + D, 2) 0 0 P

Donde s=1,2,...,2" r=1,2...2" i=1,2..m, y j=12,..,np.

Ademss, siendo G € R™*" invertible, se han definido las siguientes variables

Qs = G’EG, Q2 G'&G, Y+ FG, Z=HG, 2z *hG.
p p

?Como ya se sabe, k = i es el instante inicial para el algoritmo de céalculo.
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Demostracién teorema 7.3. Se comenzard con el item (3) del problema
(7.64), dado que es alli donde se define la variable matricial G de la que
dependen las otras variables matriciales.

» En la desigualdad del item (3) dividiendo por p, se tiene

(%)_(Aj+3j (D8F+EH))'(%)(AJ~+BJ‘ (D.F +D.H))

- (&)—(DSF+EH)' (%) (D,F + D,H) > 0.

P
(7.66)
Renombrando
Aa,, =A;j+B; (DF+D,H), (7.67)
y definiendo
M =D,F+D,H. (7.68)
Se reescribe la desigualdad (7.66) como
P. P,
()=, (2) Aa - (Z2) -2 () ar -0, (7o)
p =\ p p p

la cual, utilizando el complemento de Schur, puede ser representada como la
siguiente LMI:
P
()2
P P P 7

-1
Ay, (—PT)
p

Considérese una matriz K € SR™" invertible. Luego, premultiplicando por
diag(l, K) y posmultipicando por diag(I, K'), resulta

(£)-(5)- ()

> 0. (7.70)

P p p
> 0. (7.71)
P -1
KAa,, K(—T) K’
P
Teniendo en cuenta que
-1 /
(K— 5) (5) (K— 5) > 0, (7.72)
p/\p p
se obtiene .,
K(ﬂ) K’zK'+K—(i). (7.73)
p p
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Por lo tanto, si se satisface

(E)—(—RI)—M’(—RU)M Al K
p p p s
>0, (7.74)

Iz
KA, K'+ K- (—)

p

con P; >0y P, >0, también se satisface la desigualdad (7.71).

La desigualdad (7.7}) puede representarse de la siguiente forma:

i P >0, (7.75)
P,
KAy, K’+K—(—) 0 0
p
PS / / 1 1
(7) Aa, K r: wmr: \| » 0 R 0
1 1
KAy, K'+K—(5) 0 0 0o = |\ rRZM 0
p p
(7.76)

y utilizando el complemento de Schur, resulta

(E) A K’ 1 1
p b R} M'R;
P,
KAq,, K’+K—(—) 0 0
P > 0. (7.77)
R O ( p 0 )
RZM 0 0 p

Premultiplicando por diag(K ', K=1, I, 1) y posmultipicando por diag( KT, KT I,1),
se obtiene’

4Aqui se opté por escribir K~7 en lugar de (K’)~!, por ser una representacién més concisa.
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1 1
K1 (E)KT K-1Al, K'R? K'M'R?
P 7
b,
Ag, KT (K‘1+K‘T—K‘1(—)K‘T) 0 0
P > 0.
RZKT 0 p 0
REMEK-T 0 0 5
(7.78)
Definiendo G = KT gy reemplazando esta variable en la desigualdad anterior,
resulta
P 1 1
G’(—S)G G'Al, G'R; G'M'R;
p 7
P,
e (oro-a(B)d) 0
p > 0. (7.79)
1
R:G 0 p 0
RZMG 0 0 p

Reemplazando en esta desigualdad con la Ec.(7.67) y la Ec.(7.68), se puede

escribir
G'(&)G G'(A;+ B; (D,F +D,H)) G'RE G'(D.F+D,H)RE
p
_ P,
(A, + B, (DoF + D, H))G G’+G—G’(—)G 0 0
p
R:G 0 0 0
R:(D,F + D H)G 0 0 p
(7.80)

Finalmente, definiendo

QSEG'(%)G, QréG’(%)G, Y+ FG, Z=+HG, (7.81)

> 0.
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se obtiene
Q. (A;,G+B; (DY +D,Z)) G'R: (D.Y+D,Z)R:
A;jG+ Bj (DY + D7) G'+G-Q, 0 0
1 ” O’

RZG 0 p 0

R:(D.Y +D.7) 0 0 P
(7.82)

con lo cual queda demostrado que si se satisface el item (3) del teorema
(7.3), se satisface el item (3) del problema (7.64).

La condicion inicial del item (1) del problema (7.6]), es reemplazada por
Zuxi. Luego, la desigualdad

Ty Ps e <p, con s=1,2,...2™, (7.83)
equivale a la siguiente LMI:

4
1 T

Pl
e ()
A

Cada LMI en (7.8/) puede reescribe como

>0, con s=1,2,..2™, (7.84)

1 x;”c
Pl >0, (7.85)
rue GG (—S) GG
P
o bien, como
1 x:”c
P _1 >0, (7.86)
o & (0(2)6)

P
siendo Qs = G’ (—s) G, se tiene
P

1 :UL,C
> 0. (7.87)
xulC G leG’

Utilizando la desigualdad

G Q;'G" =G+ G - Qy, (7.88)
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se puede afirmar que si la siguiente desigualdad se mantiene:

A
1 Tk

>0, con s=1,2,..,2™, (7.89)
T G'+G-Q,

entonces se mantiene la desigualdad (7.87). Por lo tanto, si se satisface el
item (1) del teorema (7.3), se satisface el item (1) del problema (7.64).

» Como ya se ha visto en la desigualdad (7.36) para la reformulacion del teo-
rema (7.1), la condicion n% e;(Ps,p) ¢ £(H), con s € [1,2™], se satisface,
si se satisfacen las siguientes desigualdades:

P!
1-h (—) hi > 0, con s=1,2,..,2" e i=1,2,...m, (7.90)
p

las que pueden reescribirse como

AP
1-h; G (G'(—)G) G'h; >0, con s=1,2,...,2m e i=12,..m.
P
(7.91)
Siendo z; = h;G, se tiene
1-2,Q;1 20 >0, con s=1,2,..,2m e i=1,2,..,m, (7.92)
y expresando esta ultima desiqualdad como una LMI, resulta
1 Zi
>0, con s=1,2,..,2" e i=1,2...m (7.93)
z Qs

A continuacion se muestra un resumen comparativo para obtener la solucién de
un LQR robusto en tiempo discreto, con entrada saturada utilizando una funciéon
de Lyapunov cuadratica y utilizando una funcién de Lyapunov dependiente de la
saturacion.
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LQR Robusto con entrada saturada. Funcion de Lyapunov

cuadratica

B 5
1 a:;,C
> 0.
Ty Q
Q QA% +(DsY +Ds2)'B; QRy® (D.Y +D:2)R)/?
A;Q+B;(DsY + D, Z) Q 0 0 o
RY20Q 0 ol 0 ’
RY*(DY + D5 2) 0 0 pl

Vse[1,2™] y je[l,nm].

1 Zi
> 0, Vie[l,m].

Siendo p>0, Q=P lp, Y=2FQ, Z=HQ, =z =hQ,

LQR robusto con entrada saturada. Funciéon de Lyapunov depen-

diente de la saturacion

min 0, s.a:
Qs>0, Qq>0, Y, Z, G

1 z:”c
>0,
TuK G’ +G-Qs

Qs (A;G+Bj(DY +D,2)) G'RY? (D.Y+Ds2Z)RY?
(A;G+B;(DsY +DsZ)) G'+G-Qr 0 0 0
RY?aq 0 P 0 ’
RY*(D,Y + D, 2) 0 0 o

1 Zi
> 0,
z Qs

donde s=1,2,..,2" r=1,2..,2" i=1,2..,m, y j=1,2,.. nm.

Ademsds , siendo G € R"™*™ invertible, se han definido las siguientes variables:

QséG,EG, QréG’&G, Y*FG, Z=HG, =z =hG.
P 4
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7.4. Simulacion

Para comparar el comportamiento de la respuesta del sistema realimentado
con entrada saturada en la que se han utilizado, para el célculo de la ganancia,
una funciéon de Lyapunov cuadratica y una funcién de Lyapunov dependiente de
la saturacién, se repiten las condiciones planteadas en la seccién (6.5).

En la Fig.(6.5) se muestra la perturbacién aplicada en la concentracién Cy.,
y en la Fig.(6.6) se presenta el diagrama esquemético del proceso. El sistema esta
estabilizado en C4,, = 0,12 mol/1, y el limite maximo del caudal manipulado se
fij6 en 114 1/min.

Para realizar esta comparacién se van a presentar cuatro ejemplos.

7.4.1. Ejemplo 1

En la figuras (7.1 y 7.2) se exhiben los resultados de la simulacién. Las grafi-
cas en color verde corresponden al uso de un regulador con entrada saturada que
emplea una funcién cuadratica, y en rojo corresponden a la utilizacién de un regu-
lador con entrada saturada que emplea una funcién dependiente de la saturacién
(SDLF).

Caudal (I/min)

Q
o
By
2
=

4 5
Tiempo (min)

(a) Caudal a la entrada del limitador y caudal auxiliar

14 =

13 |

Caud_al (I/Enin) -

=
3
T

4 5
Tiempo (min)

(b) Caudal a la entrada del sistema

Figura 7.1: Resultados de la simulacién
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En la figura (7.1 (a)) se observa que ambos reguladores generan los cauda-
les manipulados sin restricciones, y también los caudales auxiliares. Si bien estos
ultimos no se aplican, son necesarios para dar garantia de estabilidad. En color
negro se muestra el nivel de saturaciéon fijado, y como puede ser construido con
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una combinacién convexa de los dos caudales mencionados.

La figura (7.1 (b)) muestra que durante la saturacién, al sistema le ingresa
la misma senal independientemente del regulador utilizado, solo se aprecia una
pequena diferencia entre sus flancos, por lo tanto, para ambos sistemas de control
la respuesta de la variable controlada es practicamente la misma, como se observa

en la Fig.(7.2).

0.125 =
0.12
0.115 =

011

Concentracién (mol/l)

0.105 =
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Figura 7.2: Respueta del sistema realimentado con los dos reguladores en presencia

de la perturbacién en Cy,.

Sin embargo, existe una notoria diferencia entre sus dominios de atraccion,
como se muestra en las figuras (7.3 (a)) y (7.3 (b)). Estas gréficas se explican a

continuacion:

0.105 0.11 0.115 0.12 0.125
Concentracién (mol/l)

(b) Evolucién de los estados
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Figura 7.3: Dominio de atraccion en los instantes t; y ts.

La Fig.(7.1 (a)) indica, para dos tiempos diferentes (t; y t2), que se toma una
muestra del valor del caudal entregado y el valor del caudal auxiliar, calculados por
el regulador SDLF, ambos caudales estan representados en color rojo. Con dichos
valores y el valor del caudal con el que se satura la manipulada, representado por
la linea negra, se determinan los coeficientes A\; y Ay. También en esos tiempos el
algoritmo entrega los valores de las matrices P, y P,, con los cuales simplemente
se calcula la matriz P como su combinacion convexa, esto es, P = A\ P + Ao Ps.

En cada una de las figuras (7.3 (a)) y (7.3 (b)) que se corresponden con los
tiempo t; y to respectivamente, las elipses correspondientes a P, y P, estan repre-
sentadas con color azul, y con color rojo esta representada la elipse correspondiente
a la matriz P, mientras que en color verde se representa la elipse generada por
el algoritmo que utiliza una funcién cuadratica. Claramente se observa, en ambas
figuras, que la elipse en color rojo es mas grande que la elipse en color verde.

Aumentar el dominio de atraccion significa que el regulador, calculado para
una determinada condicién inicial, tiene mayor alcance. Es decir, hay estados que
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este regulador puede controlar, mientras que otro con menor alcance no. Pero
ademds, como muestra la Fig.(7.4) y solo a modo ilustrativo, aumentar el dominio
de atraccién implica mejorar (disminuir) el indice de desempeno p.
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Figura 7.4: Elipsoide inicial, funcién de Lyapunov e indice de desempeno (p). En
color verde: funcién de Lyapunov cuadratica, y en color rojo: funcién de Lyapunov
dependiente de la saturacion.
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7.4.2. Ejemplo 2: Cambio del nivel de saturacién

Continuando con el andlisis del comportamiento del sistema con este tipo de re-
guladores, se realiz6 otro ensayo en el que se redujo el nivel de saturacion, llevando-
lode 114 1/min a 110 1/min, obteniéndose los siguientes resultados que se comentan
a continuacion.

El algoritmo que utiliza una funcion de Lyapunov cuadratica para el cédlcu-
lo del vector ganancia, arrojé un resultado infactible. Mientras que el algoritmo
que utiliza SDLF encontré los valores de las ganancias sin inconveniente. Esto se
muestra en la Fig.(7.5). Como antes, en color verde y rojo estd representada la
simulacién para ambos reguladores cuando el nivel de saturacién es 114 1/min,
mientras que en color negro esta representada la simulacién para el regulador que
utiliza SDLF, con un nivel de saturacién de 110 1/min.
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Figura 7.5: Resultado de la simulacion para ambos reguladores con ¢g =
114 1/min, y gsu = 110 1/min para el regulador que utiliza FLDS.
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7.4.3. Ejemplo 3: Incorporacién de un conjunto terminal

En la Fig.(7.5 (e)) se observa el consumo de tiempo de los dos algoritmos para
cada iteraccion, notandose que el algoritmo SDLF es aproximadamente cuatro
veces mas lento que el que solo utiliza una funcién cuadréatica. Claramente la
ventaja de construir un regulador menos conservador tiene como contrapartida un
aumento notable en el tiempo de calculo.

Con la finalidad de reducir el tiempo de célculo cuando sea posible, se construyo
un elipsoide terminal para poder aplicar una ganancia estatica sin restricciones.

Sin embargo, este conjunto terminal resulté6 ser muy pequenio debido a la
restriccion impuesta en la variable manipulada, téngase en cuenta que ahora
Jsat = 110 1/min. Esto se puede apreciar en la Fig.(7.6).
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Figura 7.6: Evolucién de los estados y regién terminal para Cy,, = 0,12 mol/1 y
@sat = 110 1/min.

Aumento del tamano del conjunto terminal

Para poder aumentar el tamano del conjunto terminal, se calcularon diferentes
elipsoides siguiendo la evolucion de los estados durante la perturbacion. Es de-
cir, se construyeron otros conjuntos terminales para distintos puntos de equilibrio
del sistema realimentado, y se modificé el algoritmo de cédlculo para que pueda
conmutar entre estos conjuntos, de esta forma, la region terminal resultante es la
union de todos ellos. Esto se observa en la Fig.(7.7).
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Figura 7.7: Aumento de la regiéon terminal mediante la unién de elipsoides
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Aplicando este concepto se repite la simulacion cuyo resultado se puede obser-
var en la Fig.(7.8).

Para esta simulacion se construyeron siete elipsoides terminales centrados en
los puntos de equilibrio que van desde C4,, = 0,12 mol/1 a C4,, = 0,09 mol/1, con
incrementos Ac, = -0,005 mol/1.

Se puede observar que el LQR con FLDS, siendo ¢ = 110 1/min, actia so-
lamente durante un pequeno intervalo de tiempo, cuando los estados estan fuera
del conjunto terminal. Dentro del mismo, actiia un LQR con ganancia estatica
reduciéndose considerablemente el tiempo de cémputo del algoritmo de célculo.
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Figura 7.8: Resultados de la simulacion para un regulador que conmuta entre un
LQR con FLDS y un LQR con ganancia estatica.
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7.4.4. Ejemplo 4

Para finalizar este estudio, se realizé otra simulacién que tuvo en cuenta una
perturbacion de estados y una perturbacién en el parametro Cy, del sistema.

Esto es, para el sistema que esta estabilizado en Cy_, = 0,12 mol/1 se parte de
una concentracion inicial C'y = 0,06 mol/1, y se aplica una perturbacién en Cy, en
ambos sentidos, como se muestra en la Fig.(7.9).
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Figura 7.9: Perturbacion en Cjy,

Para poder aplicar el regulador con ganancia de realimentacion estatica sin
restricciones, se construyé un conjunto terminal para ¢s, = 110 1/min que abarca
todo el rango de operacién, esto puede observarse en la Fig.(7.10). En la misma
también se observa, en color rojo, la evolucion de los estados donde el tramo en
color negro destaca el intervalo en el que el regulador con FLDS satura.
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Figura 7.10: Evolucién de los estados y region terminal
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En la Fig.(7.11) se muestra el caudal manipulado y la evolucién de la con-
centracion, también se destaca en color negro el intervalo en el que la variable
manipulada satura.
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Figura 7.11: Entrada y salida del reactor

Finalmente, en la Fig.(7.12) se muestra la ganancia en la concentracién y el
consumo de tiempo del algoritmo.
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Figura 7.12: Ganancia en la concentracion y tiempo requerido para su cédlculo
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En este capitulo se hizo uso de un regulador con saturacién en el actuador y
que utiliza, para el calculo de su vector ganancia, una funciéon de Lyapunov que
depende del nivel de saturacién (SDLF).

Se pudo mostrar que este regulador es mas eficiente que aquél que utiliza una
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funcion de Lyapunov cuadratica en cuanto al uso del caudal manipulado. Es decir,
el LQR que utiliza FLDS permite regular al sistema empleando menor caudal que
el LQR que utiliza funcion cuadratica, el cual para el mismo valor de la variable
manipulada arroja un resultado infactible.

Sin embargo, esta mejora es a expensa de un mayor tiempo de calculo, téngase
en cuenta que se utilizé6 una sola entrada, es decir m = 1, y el nimero de LMI
que utiliza el algoritmo para el calculo de la ganancia es: 2™n,,, donde n,, es el
nimero de modelos LTI vértices del politopo.

Para reducir este tiempo, se hizo uso de un conjunto terminal que abarca todo
el rango de operacion, ya que en dicha region se puede aplicar directamente una
ganancia de realimentacién estatica y sin restricciones para la cual el consumo de
tiempo del algoritmo es infimo.

Este conjunto terminal es la unién de elipsoides terminales calculados en dis-
tintos puntos de equilibrio del sistema, y el algoritmo de calculo en funcién del
valor de los estados conmuta entre estos.
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Capitulo 8

Conclusiones

8.1. Resumen y conclusiones de la tesis

En las dltimas décadas se ha comprobado que una amplia gama de proble-
mas de diseno de controladores pueden ser reducidos al problema de optimizacion
convexa estandar, utilizando Desigualdades Matriciales Lineales o LMI.

Las LMI han resultado ser una herramienta muy potente para el diseno mul-
tiobjetivo de controladores. Sin embargo, aunque esta herramienta matemaética
posee una representacién concisa y efectiva, tiene como contraparte, que la formu-
lacién del problema desde el punto de vista conceptual es muy poco intuitiva.

Teniendo en cuenta esta dificultad, a lo largo de esta tesis se ha tratado de
abordar el desarrollo de un controlador que satisfaga multiples especificaciones de
diseno, utilizando la formulacion LMI, con un aumento gradual en su complejidad.

Para ello, se comenzo con un regulador estatico aplicado a un modelo LTI
en tiempo continuo y sin restricciones, hasta llegar al diseno de un regulador
variable para un modelo LPV en tiempo discreto, con restricciones en sus estados
y saturaciéon en el actuador. Utilizando como garantia de estabilidad una funcién
de Lyapunov que dependa del nivel de saturacion y finalmente, incorporando el
concepto de conjunto terminal de manera de optimizar el uso de los recursos
digitales.

A continuacién se hace un resumen de como fueron tratados los temas:

En el capitulo (2), se ha realizado una introduccién tedrica sobre las LMI.
Analiticamente y mediante representaciones graficas, se ha mostrado que las LMI
definen regiones convexas, y que multiples LMI implica la interseccion de dichas
regiones, la cual también resulta ser una regién convexa.

Luego, se ha mostrado como el complemento de Schur permite la transforma-
cién de una Desigualdad Matricial Cuadratica, muy comun en la especificacion
propia de un problema de control, en una Desigualdad Matricial Lineal.

En el capitulo (3), se han definido las regiones LMI y los modelos D—estables,
en tiempo continuo y en tiempo discreto. Se ha demostrado y utilizado un teorema
que permite vincular a dichas regiones LMI con conjuntos simétricos del plano s
o del plano z.

A través de ejemplos, se ha visto que el concepto de estabilidad de Lyapunov

183
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para modelos LTI es un caso particular de la aplicaciéon de este teorema, y se ha
mostrado que la convergencia asintotica al origen de un modelo LTI, debido a la
ubicacion de sus polos en el semiplano izquierdo o dentro del interior de un circulo
de radio unitario, tiene su equivalente en el dominio temporal con la existencia de
un elipsoide invariante y contractivo que limita la evolucién de los estados.

El concepto del elipsoide invariante contractivo, el cual también se represento
graficamente para modelos en tiempo continuo y discreto, es fundamental para
dar garantias de estabilidad en el diseno del controlador bajo formulacién LMI.

En el capitulo (4), se ha analizado y desarrollado el procedimiento para formu-
lar las especificaciones que permitan el diseno de reguladores lineales cuadraticos,
tanto para modelos LTI como para modelos LPV. En este 1ltimo caso se ha hecho
uso de la técnica de control robusto, utilizando una cdscara convexa (politopo) de
modelos LTI, para incorporar la incertidumbre en los parametros del sistema.

Se han formulado las especificaciones que contemplan restricciones en la varia-
ble manipulada como asi también en los estados, y se han extendido los resultados
obtenidos para formular las especificaciones de diseno que contemplen una re-
alimentacion de estados variables. El desarrollo se ha realizado para modelos en
tiempo continuo y en tiempo discreto.

Como ejemplo, se eligié una aplicacion tipica de la ingenieria quimica, como lo
es un CSTR. La simplicidad tanto del ejemplo como la del modelo politépico, fue
prevista para destacar los beneficios de proponer un regulador con caracteristicas
dindmicas. La comparacion entre un regulador con caracteristicas estaticas y otro
con caracteristicas dinamicas muestra que este ultimo tiene una significativa me-
jora en el tiempo de establecimiento (al menos tres veces méas rapido), y esto es
debido a un mejor uso del caudal del liquido refrigerante.

Sin embargo, en la simulacion también se observé la ineficacia de mantener
al vector de ganancias variable cuando el sistema se aproxima a su punto de
equilibrio, ya que la misma empieza a fluctuar. Este hecho se debe a que, para
el calculo de dicho vector, se requiere utilizar valores de desviacion de los estados
cercanos a cero.

Como solucion, para evitar este comportamiento, se propuso la idea de la re-
gién terminal. Esta regién se delimita a partir de la maximizacién de un conjunto
(elipsoide) en donde la ganancia de realimentacién estdtica més agresiva no viola
las restricciones impuestas a la variable manipulada ni en los estados. Los resul-
tados mostraron que la aplicacion de este concepto es viable, logrando una mejor
utilizacion de los recurso del controlador.

En el capitulo (5), se ensayaron sobre un CSTR, todos los procedimientos de
diseno desarrollados anteriormente. Esto es, se aplicaron las especificaciones en el
diseno de reguladores robustos mediante LMI, utilizando modelos politépicos en
tiempo continuo y en tiempo discreto.

En primer lugar se analiz6 el comportamiento del sistema en lazo abierto den-
tro de un rango de operacién determinado. A partir del modelo no lineal y de la
incertidumbre en sus parametros previamente acotada, se construyeron ocho plan-
tas no lineales que junto con el margen de operacion, permitié determinar el rango
del caudal refrigerante necesario para que el sistema opere en estado estacionario
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dentro del rango establecido. También se pudo observar que el comportamiento
del sistema para algunos puntos dentro dicho rango, es inestable.

Luego con las plantas obtenidas y a partir de un procedimiento original, se
construyo el modelo politopico de vértices reducido que contempla todas las in-
certidumbres tanto en el modelo como en los parametros del sistema, utilizado

para realizar el calculo del vector ganancia del regulador a través de un algoritmo
basado en LMI.

El primer regulador disenado ha sido un LQR robusto con ganancia de reali-
mentaciéon estatica y sin restricciones. Con el mismo, se simularon tres plantas en
lazo cerrado, la planta nominal y dos plantas perturbadas que se ubicaban dentro
del politopo pero muy cerca de sus bordes laterales. A través de los resultados se
comprobd que el regulador los estabiliza y con un buen desempeno, pero necesita
una excesiva cantidad de caudal refrigerante especialmente en el instante inicial
de la regulacion.

Posteriormente se propuso un regulador LQR robusto con restriccion en la am-
plitud de la variable manipulada. La simulacién se realizé sobre las misma plantas
de manera satisfactoria en cuanto a la estabilidad y a la restricciéon impuesta, no
asi en cuanto al desempeno, ya que al menos en una de las plantas perturbadas
las oscilaciones y el tiempo de establecimiento se incrementaron notoriamente.

Para mejorar el tiempo de respuesta se realizo un LQR robusto con restric-
ciones en el caudal manipulado utilizando un vector de ganancias variable que se
actualiza cada cierto intervalo de tiempo. La simulacion sobre las mismas plantas,
mostro que el comportamiento de éstas mejoré mucho su desempeno respecto a su
comportamiento con regulador anterior. Practicamente los sistemas respondieron
de forma similar a cuando se le aplicaba un regulador sin restricciones. También
resulto satisfactoria la simulacion realizada sobre la planta nominal a la que se la
perturbé ingresdndole una variacion temporal en uno de sus parametros.

Se continué con la discretizacion del modelo politépico y se repitio la ultima
simulacion realizada en tiempo continuo, es decir, se construy6 un LQR robusto en
tiempo discreto con restricciones en la variable manipulada y vector de ganancias
variable. Si bien el tiempo de muestreo esta determinado por la velocidad de
respuesta de la planta, la actualizaciéon de las ganancias no necesariamente debe
coincidir con este. Y aprovechando este concepto, se eligié para su actualizacion
un tiempo similar al utilizado en tiempo continuo notéandose, en la comparacion
entre ambos casos, un resultado similar.

Finalmente, y para el caso discreto, se contruyé un conjunto terminal dentro
del cual el vector de ganancias de realimentacion estatico y sin restricciones no
satura a la variable manipulada.

Con la utilizacion de este conjunto terminal se tuvo la opcion de poder conmu-
tar entre un regulador de ganancias variables con restricciones y uno de ganancias
estaticas sin restricciones sin que se vea alterado el desempeno del sistema. De
esta manera, se logré un mejor aprovechamiento en la utilizacién del algoritmo
reduciendo su tiempo de célculo.

En el capitulo (6), se abordé el disefio del LQR en el que se permite a la variable
manipulada saturar con el objetivo de construir un regulador menos conservador.
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Esto es porque al restringir la variable manipulada, de manera que no se violen
los limites del actuador, conduce a que el sistema de control trabaje lejos de su
capacidad total.

Se desarrollé una formulacién para el diseno de reguladores que permiten la
saturacion en el actuador haciendo que el mismo opere a su maxima capacidad. Se
determiné qué condiciones, en término de LMI, deben ser satisfechas para poder
representar a la senal saturada como una combinacion convexa de realimentaciones
lineales. Para ello se agregd una restriccién que confinaba al dominio de atraccion
a un elipsoide €(P, p) inscripto en un poliedro £(H).

Empleando el concepto del elipsoide invariante, primero se desarroll el diseno
de un regulador con saturacién para modelos LTI con garantia de estabilidad.
Luego, utilizando el mismo concepto de estabilidad, se formuld el diseno de un
LQR con saturacién en la variable manipulada para un modelo LPV.

Se realizaron simulaciones que permitieron comparar la respuesta del sistema
y su indice de desempeno cuando éste es realimentado con una entrada saturada y
con una entrada sin saturar. En esta simulacion se not6 una leve mejora del LQR
con entrada saturada cémo también un aumento en el tiempo de célculo.

Posteriormente, empleando un elipsoide terminal, se comparé la respuesta del
sistema y el consumo de tiempo en el algoritmo de calculo, para el regulador con
entrada saturada con y sin conmutacion.

En el capitulo (7), se hizo uso de un regulador con saturacién en el actuador
y que ademas utiliza, para el cdlculo de su vector de ganancias, una funcién de
Lyapunov que depende del nivel de saturaciéon (SDLF).

Se pudo mostrar que este regulador tiene un mayor dominio de atraccién y
es mas eficiente, que aquél que utiliza una funciéon de Lyapunov cuadrética, en
cuanto al uso del caudal manipulado. Es decir, el LQR que utiliza FLDS permite
regular al sistema donde el LQR con funciéon cuadratica, para el mismo valor de
la variable manipulada, arrojé un resultado infactible.

Sin embargo, esta mejora es a expensa de un mayor tiempo de calculo, téngase
en cuenta que se utilizé una sola entrada, es decir m = 1, y el nimero de LMI que
utiliza el algoritmo para el calculo de las ganancias es: 2™n,,, siendo n,, el nimero
de modelos LTI vértices del politopo.

Para superar esta dificultad y reducir el tiempo de calculo, se hizo uso de
un conjunto terminal que abarca todo el rango de operacién aplicando un vector
ganancia de realimentacién estatico y sin restricciones, para el cual el consumo de
tiempo del algoritmo es infimo.

Este conjunto terminal, que abarca todo el rango de operacion, se realizé me-
diante la union de elipsoides terminales calculados en distintos puntos de equilibrio
del sistema, y el algoritmo de cédlculo, en funcién del valor de los estados, conmuta
entre estos.

8.2. Trabajos Futuros

Se plantean las siguientes tareas a realizar en el futuro:
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1. Extender el politopo a mas de una entrada manteniendo la convexidad, para
poder modelar sistemas mas complejos.

2. Abordar el diseno de controladores para sistemas que presentan saturacion
del actuador y perturbaciones acotadas y sostenidas en el tiempo, con el fin
de minimizar sus efectos sobre la variable controlada y mejorar el desempeno
del sistema.

3. Llevar estas implementaciones a ejemplos practicos, tanto en la ingenieria
Quimica como en otras disciplinas de la ingenieria, donde se detecte la ne-
cesidad de emplear estos algoritmos para reducir el tiempo de computo.

4. Evaluar los resultados de estas implementaciones practicas y continuar in-
vestigando para mejorar las teorias existentes y aplicarlas.
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Apéndice B

B.1. Demostracion del teorema 3.1

Demostracién teorema B.1. : Considérese en primer lugar, que si \;(A) es un
autovalor de la matriz A e R™", y si \i(A) € C, entonces \i(A) también serd un
autovalor de A, la razén es, que en los sistemas reales los polos (autovalores) son
reales o aparecen de a pares conjugados [27].
Siendo ademds v € C los autovectores de la matriz A, por dlgebra lineal cldsica
[/1], se sabe que
v*A = v,
(v*A)* = (Av*)*, (B.1)
Alv = v\,

donde
A= dwg ()\17 >\2, )\n)

Utilizando directamente la definicion (5.4), se puede demostrar que si Mp(A, Q) <
0, entonces el producto

(Iev" )Mp(A,Q)(I®v)<0. (B.2)
Con esta afirmacion y reemplazando la Ec.(5.3) en (B.2) , se tiene

(Iev)[LeQ+M®(AQ)+ M o (AQ)'](I ®v) <0. (B.3)

Distribuyendo el producto de la desigualdad anterior, y utilizando las Ecs.(3.7)
y (B.1), se obtiene para cada uno de sus términos las siguientes iqualdades:

(Ieov ) (LeQ)(I®v)=LevQu,
(I®v)(Me(AQ))(I®v) =M \w*Qu,
(Iov ) (M'®(AQ) )T ®v) =M @ v QuA*,

lo que permite reescribir a la Ec.(B.2) como sigue:
Lev'Qu+Me M Qu+ M ®v*Qul* <0.
Siendo el producto v*Qu un escalar, puede extraerse como factor comin,

(LeT+MeX+ M &\ )v*Qu <0,
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y stendo ademds Q) = Q' > 0, entonces v*Qu es un escalar positivo, por lo que
necesartamente la matriz

(LeI+MeoX+ M o\)<0. (B.4)

La desigualdad anterior puede ser reescrita como sigue:

1. AL AFL
Le|l . . . |+Me| . . . +Mel . .. <0,
o1 W X

Lel . . Mo\ . . Mo . .
. .o +1 . .o +1 . .o < 0.
. . Lel . . Mo, . . Mo

FEs decir, la desigualdad matricial (B./]) puede escribirse como n desigualdades
matriciales, en la forma

(L1+MeoN+M ®A)<0, coni=1,..n.
Teniendo en cuenta la Ec.(5.5), se tiene
(L+MN+M'X\:)<0, coni=1,..n, (B.5)
y por la Def.(3.2), se concluye que
foN)=L+sM+s*M'<0, coni=1,.nyV s=M\.

Por lo tanto, queda demostrado que los autovalores de la matriz A pertenecen a la
region D, es decir,

A es D-estable, si 3 Q) >0 tal que

Mp(A,Q)=LeQ+M® (AQ)+M' ® (AQ)" <0.



Apéndice C
Modelo del Reactor

C.1. Modelo del Reactor

1. Balance global de masa

V=00 a0 [Se].

(C.1)

minutos

2. Balance de masa para el producto A

Cantidad de sustancia del producto A dentro del volumen es:

V(£)Calt) [(litros) ( mol )]

litros

y la variacién temporal de sustancia del producto A dentro del volumen,
resulta

Consumo 4

d [V(tsz(t)} = () Coae = 4 ()Ca() = V(D) ke TE Ca(t),  (C.2)
vr(A): A-»B

Resolviendo, se tiene

V(£)Ca(t) +V(£)Ca(t) = .
Ge(t)Cae = g (D)Ca(t) = V(1) koeT® Ca(t),

(ae(£) = 4:(£)) Ca(t) + V(1) Ca(t) =
qe(t)cAe - QS(t)CA(t) - V(t)koeﬁgCA(t)’

V(£)Ca(t) = ]
Ge(t) (Cae = Ca(t)) = V(£)koe T Ca (),
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y finalmente se obtiene

mol

Ca(t) = D (0 - (1)) = ke T Ca(t) [

o ] (4

mainutos litros

3. Balance de energia

Cantidad de energia dentro del volumen es:

gmmos) ( calorias
litros

o, V(OT() [( )(litms) (Kelm'n)]. (C.5)

gramos Kelvin

La variacién temporal de energia dentro del volumen, resulta

d [pe,V (DT (1)]
dt

= pCpde(t) Tac = peypqs ()T (1) -

Qr: Calor generado por la reaccion Calor disipado en la serpentina

(-8m) V(D) kT Ca) +a.(B)pey (1- 50 ) (T - T(),

—_——— —_—
Cambio de entalpia vgr(A): A—»B
(C.6)
4 [VOTE)] _
dt
2k 2(-k3)
A e A
Ay “Ep (L) L
() Tae = qs ()T () + | ko—= | V() eT® C(t) +qe(t) [ 1 - e\ 7w ) oO | (Tee = T(1)),
PCp
(C.7)

Resolviendo, se tiene

V(OT)+V()T(t) =
(O e~ (OO + RV (DT Ca(0) + () 1- <>) (T~ T(t)),

(4:(1) = a:()) T(1) + V(DT (1) = .
Ge()Tae = qo()T(£) + by V (£)eTH Ca(t) + go(t) (1 ) (T - T(1)),

V(OT(t) =
00(0) (Tae = T(0) + VT Ca(0) + 0.0 (1658 ) (7= T(0),
(C.8)
y finalmente se obtiene
T(t) - qvgg (Tpe - T(t))+k1ef<t’?0A(t)+% (1-c5®) (-1 [0 ],

(C.9)
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En las ecuaciones previas se han definido las siguientes constantes:

1 calorias calorias
" AHg minutos _mol y kgt e minutos Kelvin
0 pc, | gramos  calorias ’ 37 ey calorias
litros gramos Kelvin litros Kelvin
litros Kelvin [ litros ]
minutos mol minutos

(C.10)

En resumen, las ecuaciones diferenciales no lineales para el modelo del reactor,
resultan

Ecuaciones del sistema no lineal

litros ]

1. Balance global de masa en [—
mainutos

V(t) = q.(t) = ks /V (2). (C.11)

2. Del balance de masa para el producto A se obtiene la variacién de la
mol ]

concentracion en funcién del tiempo en [ . .
mainutos litros

Calt) = 3/8 (Coae = Ca(t)) = koeTH Cua(1). (C.12)

3. Del balance de energia se obtiene la variaciéon de la temperatura en
Kelvin ]

minutos

funcién del tiempo en [

T(t) = %g (Tae ~T(t)) + k16T Ca(t) + ‘{/—8 (1 - e%) (The —T((é)i?-))
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Constante Simbolo Valor Unidades
Densidad p 1103 gomos
litros
calorias
Calor especifico c 1
P P gramos Kelvin
lort
Coeficiente transferencia de calor h, 7 10° - caroras -
minutos Kelvin
l 7/
Cambio de entalpia ANgr -2 %10 catorias
mol
Energ. activ. | <&
erg. Gaey [ mol ] Er 1+ 104 Kelvin
R mol K
1
Factor frecuencia de colisién ko 7,2 % 1010 ,
minutos
f DNy, i 18 + 1012 litros Kelvin
0 pPCp ! minutos mol
ha ks 7 % 102 _litros
Pep minutos
litros?
Coeficiente de la valvula ky 10 Z_TOS
manutos

C.1.1. Puntos Estacionarios

En estado estacionario las variaciones de volumen, concentracién y tempera-
tura resultan nulas, esto es:

V(t)=0, Ca(t)=0, T(t)=0. (C.14)
1. De la Ec.(C.11), se tiene

Go(t) - kan/V (1) = 0. (C.15)
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2. De la Ec.(C.12), se tiene

qe(t)

) (Cae=Ca() - koe T CLa(t) = 0. (C.16)

3. De la Ec.(C.13), se tiene

qe(t)
V(t)

(Tae = T(1)) + ke T Ca(t) + qvgg (1 - e(>) (T - T(t)) = 0. (C.17)

A partir de la Ec(C.12), se puede escribir

qe(t) ~ (@) n
L e [}
V(t “Ep
Cae = 1+qe—(t;k0@w> Ca(t), (C.18)
Calt) = (1?;()'

Notar que a volumen y concentracién de entrada constantes, C'4(t) es solo funcién
de la temperatura de la reaccion.

C.1.2. Curva de reaccion y curva de disipacién

A continuacién se reescribe la Ec.(C.13), del siguiente modo:

T(t) =
eBoan 24D (1wt (- 1) + B8 (1 - 1)),

_ Vi(t) V(t)
velocidad de aumento de temperatura

velocidad de disminucion de temperatura
(C.19)
En la ecuacién anterior, se observa que se produce un aumento de la temperatura
debido a la reaccién y una disminucién de la temperatura debido a la disipacion
y también una disminucién debido al ingreso de reactante. En estado estacionario
la temperatura del reactor se estabiliza, resultando 7' (t) =0, lo que conduce a la
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siguiente igualdad:

fyeT® Cu(t) =
qe(t) qc(t) Zky _
i @ TO) - (1 _en >) (T - T(t)).
k1
—
Soe T O (1) -
(C.20)
q.(t) q.(t) Q_.Lf _
ey @ T(0) - 42 (107 ) (1 - 7)),
~—\,_./
LX
- (Ta=T(0) - 293 (1250 ) (7, - (1),
y al reemplazar C4(t) por la Ec.(C.18), se tiene
AHp X _ QC(t) et
I Careyy = (e T0) = 20 (1) (2 - 7)),
Cae po X L p )~ D (1 oy,
pc, HR(1+X) - _( Ae — ())_qe(t)( —ede )( ce — ())7
(Kelvin)
Ge(t) [ Cae X ) _ o _(e® ge(t) _
b (o cmimy) = (G e (1) - To)
funcion sigmoide de T funcion lineal de T
(C.22)

El lado izquierdo de la Ec.(C.22) representa la velocidad de calentamiento
de la mezcla dentro del reactor, que como se observa, a volumen constante y
concentracion de entrada constante solo es funcién de la temperatura. Mientras
que el lado derecho de dicha ecuacion representa la velocidad de enfriamiento de
la mezcla dentro del reactor, la que a volumen constante, temperaturas de entrada
del reactante y del fluido refrigerante constante y para un caudal refrigerante fijo,
es una funcion lineal de la temperatura.
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‘Calor generado )l calor disipado v‘s. temperatura [

50—

io estable

©  Equilibr

® FEquilibrio inestable

L | L 1 1

340 360

380 400 420 440 460 480

T [Kelvin]

Figura C.1: Generacion y disipacion del calor vs temperatura
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A continuacion se expresa la temperatura de la mezcla en funcién de su con-

centracion

CAe

(1+X) = Ca (D)

V(t) 2R\ Cae

(“qea)’“e ”) 0]

V(t) ;Et _ CAe 3

RO (0A<t) 1)’

G}E—g _ (CAe _1) Qe(t)
Ca(t) ko V(1)

“Epn _ m(( Cae _1) ge(t) )

() Ca(t) ko V()

() - “Er

CAe
(e )

qe(1) )
Fo V(D)

(C.23)
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