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Resumen

Esta tesis esta dedicada al estudio de pesos A, locales, caracterizaciones de los mis-
mos, acotaciones de operadores locales en espacios tipo BMO asociados a estos pesos y
su aplicacion para obtener estimaciones a prior: de operadores diferenciales elipticos.

En el capitulo 2, dado un entorno geométrico general, probamos caracterizaciones
de una version local de pesos de Muckenhoupt A.,. Una de las formas de definir estos
pesos es como la uniéon de todas las clases de Muckenhoupt A,, con 1 < p < oo. En
este trabajo consideramos esta forma de definicién pero mediante las clases A, [-locales
introducidas en [HSV19], las cuales son pesos que verifican este tipo de condicién pero
solo sobre bolas (-locales, esto es, bolas contenidas en un abierto €2 del espacio y cuyo
radio estd acotado por una fraccion (el parametro 5 € (0,1)) de la distancia del centro de
la bola al borde de €. Asimismo, estudiamos como caracterizar nuestros pesos mediante
desigualdades como las de [Fuj77] pero que involucran versiones locales de operadores
clasicos del Analisis Armonico tales como la funcién maximal S-local y las transformadas
de Riesz [-locales. Ademas, logramos probar que pidiendo una condiciéon adicional a
la clase A, -local se caracteriza a los pesos w para los cuales se tiene la acotacion de
integrales singulares locales desde el espacio de funciones f tales que f/w € L, al
espacio BMO? | el cual es un espacio de tipo BMO relacionado al peso w y que toma las
estimaciones correspondientes solo sobre las bolas [-locales. La condiciéon mencionada es
la que denotamos Bg, con p > 0, la cual describe, en el espacio euclideo R", a la clase de
pesos w para los que existe una constante C' > 0 tal que

n—+p
r / w(x)dx <C
w(B) S3(B)—B |z —|mtp

para toda bola (-local B, donde
Ss(B) = | J B(x, pdist (2, Q).
z€EB

Esta clase tiene un par de caracterizaciones que nos permiten probar los resultados de
[Fuj77] en nuestro contexto S-local.

En el capitulo 3, como en [CFLI1] y [SS06], consideramos en el contexto euclideo, R
con la distancia euclidea y la medida de Lebesgue, operadores diferenciales elipticos de
segundo orden definidos sobre el abierto () y estudiamos estimaciones a prior: en normas
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del espacio BMO?(€)y) donde w es un peso A; local y Qy un abierto tal que Qy C Q. En
[CFLI1] se ha obtenido este tipo de estimaciones en normas LP(Q2), donde 1 < p < oo,
v en [SS06| en espacios de Hardy h'(2). Cabe destacar que, en estos trabajos, los coefi-
cientes de los operadores diferenciales considerados no tienen condiciones de continuidad
o suavidad, pero estos se encuentran en un subespacio adecuado de los espacios BMO
usuales. Siguiendo estos articulos, vemos que debemos obtener acotaciones sobre espa-
cios BMO? de ciertas integrales singulares locales y sus conmutadores. Para operadores
no-locales, este tipo de acotacion se obtiene en [FFRV20| con las clases usuales de pesos
de Muckenhoupt. Llegamos a nuestro fin guiandonos de ese trabajo. Sin embargo, por
las técnicas usadas en [CFLI1|, vemos que las acotaciones mencionadas deben obtenerse
también para ciertas integrales singulares locales con niicleo variable y sus conmutado-
res. El estudio de los armoénicos esféricos (como en [CFLI1]) nos posibilita conseguir las
estimaciones buscadas via las ya obtenidas en el caso con nicleo no variable. Cabe men-
cionar que, mientras en [SS06| las estimaciones interiores a priori involucran derivadas
de primer orden, en las nuestras éstas son removidas.
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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo tiene como objetivo estudiar con méas detalle aspectos del Analisis Ar-
monico vinculados a la clase de pesos introducida en [HSV14]: A saber, consideremos
un espacio métrico (X, d) con propiedad de homogeneidad débil (PHD), esto es, hay un
N € N tal que, en cualquier bola B(z,r) del espacio, la cantidad de puntos en la bola
cuya distancia de uno al otro es mayor que r/2 es a lo sumo N. Tomemos un conjunto
(), abierto propio de X, con la propiedad de que todas las bolas contenidas en él son
conjuntos conexos y, para x € €2, denotemos

p(x) =d(z,Q°) = inf {d(z, 2) : z € Q°}.
Dado 8 € (0,1), definimos la familia de bolas (-locales como
Fy= {Bla,r) 1 €9,0< 1< Bola)}.

también, equipamos 2 con una medida (positiva) de Borel o que duplica sobre la familia
Fjs, es decir, hay una constante C' (que depende posiblemente de ) tal que, para toda
B € Fjg, se tiene

1 (B) < Cp (%B) , (1.0.1)

donde, si B = B(z,r) yt > 0, tB = B(x,tr). Ahora, en relacion a esta familia de bolas,
los autores en [HSV14] estudiaron clases de pesos satisfaciendo condiciones como las de
Muckenhoupt pero solo sobre bolas de estas familias. Mas precisamente, sea w un peso
sobre Q. esto es, w € L, .(Q) tal que w > 0 ¢. t. p. de Q. Dado p € (1,00), escribimos
w e Aﬁ si, y solo si, hay una constante C' tal que

para toda B € Fjp. Por otra parte, escribimos w € A? si, v solo si, hay una constante C

tal que
),
— [ wdp < Cw(z),
w(B) Jp (=)
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para toda B € Fg y para c. t. p. x € B, 0, lo que es equivalente,
Msu(a) < Cula),

para c. t. p. de €, donde Mg es la funcion mazimal de Hardy-Littlewood [3-local definida

por .
Mpf(x) = sup —/B|f|du

BeFg:xeB ILL(B)

parax € Qy f € L. (Q).

Con respecto a la medida p considerada, cabe indicar que no es dificil ver que si se
verifica (1.0.1), dado s € (0,1), hay una constante C; tal que

1(B) < Cop(sB), (1.0.2)

para toda B € Fz. Mas aun, en [HSV14] se prueba lo siguiente.

Proposicién 1.0.3. (Proposicion 5.3, [HSV14]) Dados X y ) como antes, si ju es una
medida de Borel sobre  y 0 < o, < 1, tenemos

(i) 1 es finita y positiva sobre Fg si, y solo si, es finita y positiva sobre F,.

(i1) v duplica sobre Fg si, y solo si, duplica sobre F,.

También se prueba en el trabajo mencionado que, para todos 0 < a, <1y 1<p<
00, Ag = Aj, por lo cual, cuando sea conveniente, denotamos w € Aé"c siw € Af) para
algin 5 € (0,1). Ademas, como sucede con las clases usuales de pesos de Muckenhoupt,
estos pesos también satisfacen una propiedad de duplicacién: hay una constante C' tal
que, la medida inducida por w, esto es

M@:wa

para E' C €2 medible, satisface (1.0.1) sobre Fj.

El interés por estudiar esta clase de pesos, surge de su primera apariciéon en trabajos
de Lin, Nowak y Stempak, [LS10] y [NS06]. Cuando X =R y Q = (0,00), el operador
maximal local y las clases de pesos correspondientes han sido consideradas por Nowak y
Stempak en [NS06]. También, en |[HSV14| se cubren los resultados obtenidos en |LS10],
los cuales se consiguen en un entorno métrico que, en nuestro caso, corresponde a X = R"
con la métrica do, (doo(z,y) = méx{|z; — ;| : 1 < i < n})y Q= R"— {0}, siendo p
la restriccion de la medida de Lebesgue. Alli, los autores basaron su prueba en un lema
geométrico construido para el caso especifico bajo consideracion. Dicho lema les permite
resolver el problema extendiendo una restriccion de un peso A,-local a un peso A,-global
para aplicar los conocidos resultados de acotacion para el operador maximal usual de
Hardy-Littlewood. Tal técnica parece dificil de adaptar a nuestro entorno general y, més
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atn, hay pesos locales que no son la restriccion de algtin peso global. Es por ese motivo
que resulta interesante estudiar los pesos locales desde un punto de partida inicial, o sea,
sin aplicar (en lo posible) el conocimiento previo que se tiene sobre los clasicos pesos de
Muckenhoupt.

Volviendo a [HSV14|, el objetivo principal alli fue probar que, como sucede en el
contexto de las clases A, usuales, la condicién Ag caracteriza a los pesos para los cuales
el operador My es acotado sobre LP (€2) (el espacio de funciones L” en ) con respecto
a la medida inducida por w) cuando p > 1y, cuando p = 1, la condiciéon Af caracteriza
a los pesos para los cuales el operador My es tipo débil (1,1) con respecto a la medida
inducida por w. Mas precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.0.4. (Teorema 1.1, [HSV14]) Sean X, un espacio métrico con PHD, y Q) ,
un abierto propio de X, con la propiedad de que las bolas contenidas en €l son conjuntos
conezos. Entonces, dados € (0,1) y una medida de Borel pu sobre Q2 verificando (1.0.1),
tenemos

(i) Hay una constante C' tal que

> Q

w({zreQ: Msf(z) >A}) <~ [Ifll o

para todos A > 0 y f € LL(Q), si, y solo si, w € Af.

(7i) Dado p € (1,00), hay una constante C' tal que
HMﬁf.HLﬁ(Q) <C Hf“LZ,(Q) s

para toda f € LP (), si, y solo si, w € Aﬁ.

En el teorema anterior, y en lo subsecuente, si g es una funcién p-medible sobre (2
y E C Q es medible, denotamos g(E) = ng dp. En este punto es importante destacar
ciertos lemas y resultados, utilizados para demostrar el Teorema 1.0.4, que aplicaremos
en el desarrollo de nuestro trabajo. Para ello, consideremos la siguiente definicion.

Definicién 1.0.5. Dados € (0,1) y E C Q medible, la nube de E es el conjunto

Ns(Ey=|J B

BeF3:ENB#2

Lema 1.0.6. (Cubrimiento tipo Whitney, Lema 2.3, [HSV14]) Sean X, Q y B como en
el Teorema 1.0.4. Entonces, dado a € (0,/80), existe W, C Fg, cubrimiento de Q, que
verifica

(Z) St P = B(:L‘p,Tp) eWw,, 10P € ]:@ ]

a
gp(.fp) <rp<ap(rp).



10 Introduccién

(ii) Dadas P y P" en W,, si PN P # & entonces P' C 5P y P C 5P'.

(iii) Hay un M € N, que solo depende de B y a, tal que, si By = B(xq,rg) € Fp, pero
5By ¢ Fs, entonces
Wa(Bo) = {P € Wa . PﬂNﬁ(B(D 7é @}

tiene a lo sumo M elementos. Ademds, si P € W,(By) y x9 € P, se tiene P C %BO.

Cabe notar que, si en (iii) del lema anterior, By € Fg/5, entonces también resulta
#WG(BU) S M;

va que W,(By) C W, (B(xo, 8p(z0))). También es importante indicar que algunas de las
ideas y argumentos de la demostracion del Lema 1.0.6 se aplicaran en las demostraciones
de nuetros resultados. En particular, tenemos la siguiente observacion.

Observacion 1.0.7. Para cada j € Z, denotemos
Q={reQ:27" <plz)<2'}.

Entonces, se vé en la demostracion del Lema 1.0.6 que existen m y n, nimeros naturales
que solo dependen de 3, tales que, dada By = B(xq, o), si g € {, se tiene

Jo+m+1
Bc |J o
Jj=jo—m—n
para toda B € Fj que verifica By N B # &. Luego, se deduce
Jot+m+1
NsBoyc | @,
J=jo—m—n

esto es, si © € N3(By) hay un j tal que jo—m—n<j<jo+m+1lyx€Qy, porloque

p(x) < 27 < 200FmHL < 9m+25(00)

p(l.o) < 2]'0 < 2j+m+n < 2m+n+1p($).
Asi, obtuvimos que hay una constante Cz > 1, que depende solo de 3, verificando
B
C5'p(xo) < p(x) < Cyp(ay),

para todo x € N(By).

Como una consecuencia del Lema 1.0.6 tenemos el siguiente resultado, el cual aplica-
remos reiteradamente en el desarrollo de este trabajo.
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Lema 1.0.8. (Lema 3.1, [HSV1}]) Sean X, Q y 5 como en el Teorema 1.0.4, y C,, 3 una
constante que verifica

u(B) < Gy (3.
para toda B € Fgz. Entonces, dados a € (0,5/80) y By € Fgz, tenemos
(i) Si M y W,(By) son como en (iii) del Lema 1.0.6, resulta
u(P) < CYlsu(P)
para todos P y P en W,(By).

(ii) Si By ¢ Fgss, hay una constante C, independiente de By, tal que

1 (N3 (By)) < Cp (%B) |

Observacion 1.0.9. La desigualdad anterior tiene una generalizacion util. Dado un niimero
entero N > 2, sea Cy una constante que verifica (1.0.2) para s = 1/N. Entonces, si
B(xz,r) € Fg — Fgn, por (ii) del Lema 1.0.8, tenemos

1t (Ns(B(x,7))) 1 (N(B(z, Bp())))
Cp(B(z, Bp(z)))

ccmn (B (= Lota))

CCyp (B(z,1)) .

IA A

IN

IN

En la demostracion del Lema 1.0.6 se usa una version local de un muy bien conocido
lema de cubrimiento.

Lema 1.0.10. (Cubrimiento de Vitali local, Lema 2.2, [HSV1]]) Sean X, espacio métrico
separable, y Q@ C X, abierto propio no vacio. Consideremos 3 € (0,1) y I' C Fp tal que

suprg < 00,
Bel

donde rg denota el radio de una bola B. Entonces, hay una subfamilia A C I, disjunta y

a lo sumo numerable, tal que
UBcl B

Berl BeA

donde B = 5B, si B € Fgss, y B ZNﬁ(B); si B € Fg— Fgys-

Cabe mencionar que el hecho de que sea posible aplicar el Lema 1.0.10 en la demos-
tracion del Lema 1.0.6 se debe a que un espacio con PHD es separable. Esto dltimo no
es dificil de ver con la siguiente observacion.
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Observacion 1.0.11. Dado un espacio métrico (o casi-métrico) (X, d) con PHD, por defi-
nicion, hay un N € N (N > 2) tal que, para todos zp € X y r > 0,

#{x,y € B(xo,r) : d(x,y) >r/2} <N,

donde # denota el nimero de elementos de un conjunto finito. Luego, hay una red maxi-
mal de puntos en cada bola B(xzg,r) con distancia de uno a otro no menor a /2, o sea,
existen xy, Ta, ..., Tm, en B(xg,r), con my < N, tales que d(x;, ;) > r/2, parai# j,y
sid(z,z9) < ryx# x;, para cada j, entonces d(z, z;) < r/2 para algan 7. Asi, deducimos
que

B(xzg,r) C U B(zj,r/2).

Sea A un conjunto de puntos en B(zg,r) con distancia de uno a otro no menor a r/4. Si
AN B(xg,r) tiene mas de un elemento, por la PHD tenemos

#AN B(xj,r/2) < # {x,y € B(zj,r/2) : d(z,y) > —} <N

para cada 7, por lo que

#A SE#AH B(z,7/2) < N2

i=1
Ahora, inductivamente, supongamos que, dado n € N,

#{z.y € B(xo,r) 1 d(z,y) 2 r/2"} < N".
Entonces, hay una red maximal de puntos x1, s, ..., T, en B(zg,r) con m, < N"y
d(z;,z;) > r/2" para i # j. Asi resulta

mn

B(xo,r) C | B(xj,r/2").

J=1

Sea A un conjunto de puntos en B(xq,7) con distancia de uno a otro no menor a r /2"
Si AN B(xg,r) tiene mas de un elemento, por la PHD tenemos

2'!L
#AN Blagr/2) < # o € Blayr/2) s dla) 2 ) <
para cada 7, por lo que
#A <D #ANB(w;,r/2") < N
i=1

Por lo tanto, probamos que, para todos o € X, r >0y n €N,
#{x,y € B(xg,r) : d(x,y) >r/2"} < N™

En particular, de lo anterior se deduce que siempre podemos encontrar puntos z1, xo, .. .,
T, en B(xzg,r), con m, < N", tales que
Mn

B(xg,r) C U B(z;,r/2").

Jj=1
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Continuando con el desarrollo tedrico del Andlisis Armoénico vinculado a las clases
Ag , en [HSV19|, Harboure, Salinas y Viviani estudiaron operadores integrales singulares
relacionados con las familias de bolas S-locales: A saber, un operador T es un operador
integral singular [(3-local si T es acotado sobre L?(€2,du) y tiene un nicleo K, el cual es
una funcion real valorada definida en Q2 x Q — {(z,z) : z € Q}, localmente integrable y
que verifica

1. Dada f € L°(2), tenemos

Tf(z) = / K (2, 9) £ (9)du(y),

en c. t. p. x ¢sop(f), y T'f(xz) = 0 si sop(f) N B(zx, Bp(z)) = 2.

2. Existen constantes positivas C'y ¢, tales que

C
RIS Bt )y
para T # y, y
_ x/ ) — x/ C d(x7x/) :
K (o) = K )l 1K) = Klpa') < s (G20

para todos x, ¥’ e y que satisfacen d(z,2') < %d(m, Y).

El siguiente teorema se deduce de los resultados probados en [HSV19| (Teorema 2.1,
Proposicion 3.3 y Corolario 3.4).

Teorema 1.0.12. ([HSV19]) Un operador integral singular B-local es acotado sobre
LE(Q), para 1 < p < oo, siw € AL y es de tipo débil (1,1) si w € AP

Ahora bien, la primera parte de esta tesis tendrd como objetivo continuar con el
estudio de las propiedades de los pesos A, locales y las acotaciones de las integrales
singulares locales sobre espacios relacionados a estos pesos, extendiendo asi, de alguna
manera, los resultados mencionados. De este modo, en el Capitulo 2 consideramos la clase

de pesos A%, dada por
AL = A

1<p<oo

para 0 < 8 < 1. También, como indicamos antes, podemos denotar a esta clase como A,

ya que, para todos 0 < o, 8 < 1, A% = A% . Lo primero en lo que estaremos interesados
serd en obtener caracterizaciones para estos pesos como las del Teorema 1 en [Fuj77|.
Esto es, a grandes rasgos, una caracterizacion a través de la funcion maximal S-local
cuando nuestro ambito geométrico sea un espacio métrico general, a la cual se agregara
una caracterizacion a través de transformadas de Riesz [-locales cuando el espacio sea el
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euclideo usual. Luego, siguiendo lo hecho en [Fuj77|, conseguiremos una acotacién para
integrales singulares [-locales de la forma

1T flprr0s < ClIf/wllpee s

donde w € A% es un peso satisfaciendo una condicién extra sobre su integrabilidad y
BMO?’ es un espacio tipo BMO vinculado a w. Por otra parte, cuando el espacio sea el
euclideo usual, reemplazaremos T" por una transformada de Riesz S-local y la desigualdad
anterior caracterizara a la clase de pesos locales involucrados. La condicion de integra-
bilidad a la que nos referimos es una modificacién de la considerada por Muckenhoupt
y Wheeden (en [MWT76]) al estudiar este tipo de acotaciones para el caso no local de la
transformada de Hilbert en el ambiente euclideo usual. Cabe mencionar que esta clase
fue luego considerada también por Fujii en [Fuj77].

En este punto es importante destacar que en el Capitulo 2 usaremos también las
ideas y argumentos en las demostraciones de los resultados en [HSV19]. En particular, la
estrategia mas notable alli fue notar que el espacio métrico considerado es equivalente a
un espacio casi-métrico con una propiedad sobre las bolas, a la que llamaron propiedad
P, que permite convertir a cada bola en un espacio de tipo homogéneo.

Definiciéon 1.0.13. Sea X un conjunto no vacio con mds de un elemento. Una funcion
d: X x X —[0,00) es una casi-métrica si salisface

(i) d(x,y) = d(y, x) para todos x ey en X.
(i) d(x,y) = 0 si, y solo si, x =y.
(7ii) Hay una constante k > 1 tal que
d(z,y) < w(d(z, 2) + d(2,y))

para todos x, y y z en X. Luego, decimos que (X,d) es un espacio casi-métrico con
constante triangular k. Si ademds tenemos que hay una medida p definida sobre una o-
dlgebra que contiene a las d-bolas de X y satisface (1.0.1), para toda d-bola, decimos que
(X, d, p) es un espacio de tipo homogéneo.

Por una d-bola, nos referimos al conjunto
Bu(w,r) = {y € X : d(z,y) < r}

para x € X y r > 0. En [MS79], los autores probaron que, para toda casi-métrica d, hay
una métrica ¢ y constantes positivas C'y «, tales que

Co(z,y)* < d(z,y) < Co(z,y)%,

para todos x e y en X. En particular, este notable hecho muestra que toda casi-métrica
es equivalente a otra casi-métrica, digamos d’, tal que las d’-bolas son conjuntos abiertos.
Un resultado similar, y también de profunda importancia, fue probado por los mismos
autores en [MS80]:
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Teorema 1.0.14. (Teorema 2.7, [MS80]) Sea (X, d, u) un espacio de tipo homogéneo con
constante triangular k. Entonces, se puede construir una casi-métrica § que verifica

Iz, y) <d(z,y) < 3%2(5(:1:,3/),

para todos x e y en X, y ademds hay una constante C' tal que, st v € X, R > 0,
0<r<2kR eye€ Bs(z,R), se tiene

p(Bs(y,r)) < Cu(Bs(x, R) N Bs(y, 7)) -

Observacion 1.0.15. En realidad, para demostrar el teorema anterior, Macias y Segovia
probaron que, para el espacio casi métrico (X, J), hay una constante o € (0,1) tal que,
si x, R, r e y son como antes, hay un z € X que verifica

B(S(Z,O'T) - B(g(f, R) N B5<y7r)'

Esta es la propiedad a la que, como en [HSV19], llamaremos propiedad P. Es facil ver que
la propiedad P implica la desigualdad del teorema anterior y que, ademés, cada J-bola
con la casi-métrica y la medida inducidas sobre ella por § y u, respectivamente, es un
espacio de tipo homogéneo donde las constantes triangular y de duplicacién dependen de
las dadas por el espacio original, por lo que son las mismas para cada d-bola.

El trabajo de esta tesis se desarrollara, en general, en espacios donde se satisfaga la
propiedad de diferenciacion de Lebesgue, esto es, que cumplan con lo expresado en la
siguiente definicion.

Definicién 1.0.16. Sean (X, d) espacio métrico, @ C X abierto propio no vacio y p
medida de Borel sobre ). Diremos que en el espacio métrico medible (2, d|q, 1) hay di-
ferenciacion de Lebesgue si existe L subconjunto medible de 2 tal que p (21— L) =0 y,
para todo x € L, hay un r, > 0 verificando que, st {Bj}jeN es una familia de bolas tales

que Bj1y C Bj C B(z,1,) y {z} = () Bs, tenemos
keN

o
jlggom/&\f(y)—f(w)\du(y) —o,

para toda f € L}, (Q). Los elementos del conjunto L se llamardn puntos de diferenciacion
de Lebesgue.

Poniendo condiciones méas fuertes sobre el espacio métrico (X, d) se puede conseguir
que se verifique la Definicion 1.0.16. En particular, por el Teorema 3.14 en [AM15] pagina
93, si suponemos que hay una medida de Borel u sobre (X, d) la cual duplica sobre bolas
y C.(X), el espacio de las funciones continuas en (X, d) con soporte acotado, es denso
en LP(X,du), para todo p € [1,00), entonces se verifica la Definicion 1.0.16 para pu. Mas
precisamente, considerando solo espacios métricos por simplicidad, tenemos el siguiente
teorema.
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Teorema 1.0.17. (Teorema 5.1/, [AM15]) Sea (X, d) un espacio métrico en el cual hay
definida una medida de Borel p que duplica sobre bolas. Entonces las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

(i) p es Borel-semiregular.

(i) Para toda f € L}, se tiene

mnMB@w»”A;)M@)—ﬂwwmeO

r—0+

para c. t. p. v € X.

(iii) Para toda f € L}, se tiene

loc

Hmuw@m»{é(ﬁwmmwzﬂm

r—0t

para c. t. p. x € X.

(iv) Para todo a € (0,1], el espacio de las funciones Lipschitz a en X con soporte
acotado es denso en LP(X,du), para todo p € [1,00).

(v) El espacio de las funciones continuas en X con soporte acotado es denso en
LP(X,dp), para todo p € [1,00).

En (i) del teorema anterior, una medida de Borel u sobre (X, d) es Borel-semiregular
si, para todo E conjunto p-medible con p(E) < oo, hay un conjunto de Borel A tal que
p((E—-A)U(A-E)) =0

Ahora, en el contexto més general que consideraremos para nuestros resultados (X,
Q y p como en el Teorema 1.0.4) podremos aplicar el siguiente teorema.

Teorema 1.0.18. (Teorema de Diferenciacion de Lebesque, Teorema 1.8, [Hei01]) Sea
(X,d) un espacio métrico en el cual hay definida una medida reqular de Borel p que

duplica sobre bolas. Entonces, para toda f € L}, ., no-negativa, se tiene

Hmuwwww{L(ﬁ@mmw:ﬂ@

r—0t
para c. t. p. x € X.

Observacion 1.0.19. Siendo X, Q y pu como en el Teorema 1.0.4, si ademéas (X, d) tiene la
propiedad Py u es regular, se tiene la propiedad de diferenciacion de Lebesgue. En efecto,
como veremos en el Lema 3.2.2, para cada bola B € Fg3, (B,d|p, 1t|s) es un espacio
(métrico) de tipo homogéneo. Asf, si {P;} C Fpz/s5 es un cubrimiento tipo Whitney para
2 dado por el Lema 1.0.6, cada P; es un espacio métrico que verifica las hipotesis del

Teorema 1.0.18, por lo que, para toda f € L (), no-negativa, se tiene

Hmﬂ@@WWJL(YWaWZf@)

r—0t
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en c. t. p. v € P}, para cada j. Entonces, como {2 = UP;, por el Teorema 1.0.17 tenemos

ltm ju(B(z, 7)) / ) = Sty =0

r—0t

para toda f € L} () yenc. t. p. z € Q.

loc

Otro hecho notable que queremos destacar es que, asi como en el contexto euclideo
la descomposicion de ciertos subconjuntos del espacio en cubos diadicos con propiedades
especificas nos permite demostrar algunos de los resultados clasicos del Anélisis Armonico,
en espacios de tipo homogéneo podemos copiar esta técnica gracias a que, para un espacio
casi-métrico (X, d) con propiedad de homogeneidad débil, siempre se puede construir
una familia D de subconjuntos de X los cuales juegan el rol de los cubos diddicos en los
espacios euclideos. Sabemos que disponemos de un tal sistema diadico D por los resultados
dados, por ejemplo, en [HK12]. Segiin ese trabajo (y otros como el de [Chr90]), en nuestro
espacio métrico mediante la propiedad de homogeneidad débil, podemos construir un
sistema con la siguiente estructura.

Observacion 1.0.20. De acuerdo al Teorema 2.2 de [HK12|, en nuestro contexto, dados
JEZy0<d<1/12, existe una familia de conjuntos

D;={Q, ke K()},

(la familia de los conjuntos diadicos en el nivel j) donde K (j) C N (que podria ser todo N)

es una familia de indices que se construye de tal manera que los elementos de D = 'UZDj
je
cumplen propiedades similares a la de los cubos diadicos, esto es

1. Existen a € (0,1) y A € (1,00) tales que, para cada Qi € D; hay un xfﬂ € X que
verifica

B (:Ei,aéj) C Q{C CB (xi,Ach) )
2. Si Qi €D; v Q; € D;, con i < j, son tales que Qi C @}, entonces
B (v}, A’) C B (], Ad") .
3. Para todos j € Z,k € K (j), i < j, hay un tanico | € K (i) que verifica Q] C Qi

4. Si i < j, para todos k € K(j) y I € K (i), se tiene QL C Q! (estrictamente) o
QN =2

5. Hay un n € N tal que, para todos j € Z y l € K (j — 1), se verifica

#{keK():QcQ '} <n

6. Para todos j € Z, k,l € K (j), si k # [ entonces Qi N Q{ =g.
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7. Para cada j € Z,

U oi=x.

kel (j)

8. X es acotado si, y solo si, existen j € Zy k € K (j) tales que X = Q4.

Esta construccion sera ttil en el Capitulo 2 cuando probemos que pesos de Muc-
kenhoupt locales también satisfacen una desigualdad tipo Holder inversa, esto es, un
resultado similar al del siguiente teorema, probado por Coifman y Fefferman (en [CFT74])
en el contexto euclideo usual.

Teorema 1.0.21. (Desigualdad de Hélder inversa, Teorema IV, [CF74] pagina 246) Sean
l1<p<ooywée A, Entonces, existen constantes positivas C' y 6 tales que

=
(i / w1+5dx) : < <« w dr,
1Ql Jg QI Jg

para todo cubo Q) de lados paralelos a los ejes coordenados.

Este resultado fue generalizado en el contexto de espacios de tipo homogéneo (ver,
por ejemplo, [MS80| y [ABIO5]). En este trabajo probaremos que una desigualdad como
la anterior también es valida para pesos de Muckenhopt locales sobre bolas de Fj.

En el Capitulo 3 consideramos el contexto euclideo (X = R™, d la distancia euclidea y
p la medida de Lebesgue) y obtenemos una estimacion a priori interior sobre un dominio
Q0 (abierto de R™ conexo y acotado), para ciertos operadores diferenciales elipticos, con
normas en un espacio BMO relacionado a un peso A, local sobre 2. Con este objetivo en
mente, estudiamos la acotacion en tales normas de los conmutadores de ciertas integrales
singulares locales con un multiplicador en un subespacio adecuado del espacio BMO
considerado. Entonces, tal acotacion se extiende a integrales singulares locales con niicleo
variable. Cabe mencionar que estas estimaciones son nuevas en espacios BMO con peso
y ademads se obtienen para clases de pesos mas amplias que las clases A, usuales.

En relacion con los resultados antes mencionados, recordemos que dado un operador
integral singular (no-local) T'y una funciéon b € L}, (R™), se define su Conmutador T,
por

T,f = bTf — T(bf).

Uno de los primeros trabajos en los que se estudié acotaciones de estos operadores fue el
de Coifman, Rochberg y Weiss, [CRWT76], donde se prueba quesil < p < ooy b€ BMO,
existe una constante C' tal que

ITof1l, < ClIbll gaso /11, 5

para toda f € LP (R"). Por otro lado, también fue de interés estudiar estimaciones como
la anterior sobre espacios BMO vinculados a un peso. En ese sentido, y més préximo
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a nuestra investigacion en esta tesis, cabe mencionar algunos resultados obtenidos en

[FFRV20).

Dada una funcion ¢ : [0,00) — [0,00), si hay una constante C' tal que

[ 80y < oot
T t2 - 7

r

para todo r > 0, se denota ¢ € W,.. Luego, dada ¢ € Wy, no-decreciente y tal que,
para alguna constante C, ¢(2t) < Cp(t) para todo t > 0, consideremos un peso v tal
que, para 1 < p < oo, v”’es un peso de la clase A; de Muckenhoupt. Si f € L. (R") se
definen

o, = 0 s | 15— duldy

||f||BMOp(v) = ||f||BMo )+ ||f/v||

Denotemos BMO,(v) y BMOE(v) a los espacios de funciones cuyas respectivas canti-
dades anteriores son finitas (notar que tomando v = ¢ = 1 tenemos el espacio BMO
clasico). Ademas, dada una funcion ® : R™ x (0,00) — (0,00), si f € L}, (R") se define

loc

1
= S — fpld
”f“L]MOq) sup (I)(I',T’)|B’/B|f fB| Y

B=B(z,r), r<1/4

1
I
B=B(z,r), r>1/4 |B| B

siendo LM Og el espacio de funciones cuya cantidad anterior es finita. Ahora, con estos
espacios y considerando w(z,r) = v(B(z,r))p(r)r " para x € R" y r > 0, definimos

w(z,r)

Qx,r) =
(.7) [REED gt 4 o, 1)

sir <1,y Q,r) = 1 para r > 1. Entonces, mediante una extension adecuada de

un operador integral singular para que éste pueda estar bien definido (en c. t. p.) en
BMO?(v), en [FFRV20] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 1.0.22. (Teorema 1.13, [FFRV20]) Con las notaciones anteriores, se tienen

(a) Dado un operador integral singular T, si para todo x € R", Q(z,-) € Wx, con
una constante independiente de x, y b € LM QOq, hay una constante C, independiente de
b, tal que

”be”BMOp <C ||b”LMOQ ||fHBMOp (v)

(b) Sibe BMO y, para cada j =1, ..., n, hay una constante C' tal que

H(Rj)b fHBMOf;(v) <C HfHBMOg(v) 7

donde R; denota la j-ésima transformada de Riesz, entonces b € LM Og.
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Tenemos también el siguiente corolario del teorema anterior.

Corolario 1.0.23. (Corolario 1.14, [FFRV20]) Si ¢ = 1, Q(x,-) € Wx, con una cons-
tante independiente de x, y b € LMO(j1o5()|41)-1, tenemos

||be||BMo§’(v) <cC HbHLMO(“Og(‘ ) Hf”BMof(v) :

)+~

Cabe mencionar también que la estimacién dada en el corolario anterior para el con-
mutador T con b € LMOj10g(+1)-1, fue estudiada en [SS05] para v = ¢ = 1.

En este trabajo obtendremos versiones locales de los resultados antes mencionados que
seran ttiles para conseguir estimaciones a priori de operadores diferenciales en derivadas
parciales de primer y segundo orden. Como en [SS06] y [CFL91|, consideremos el operador
eliptico L definido por

0*u
1<i,j<n v

en c. t. p. de R", donde los coeficientes a; ; satisfacen las siguientes propiedades:
(ij = Ay
para todos i, j, y hay una constante v € (0, 1] tal que

P < ) as(@)&g < v e
1<i,j<n

para todo § € R" y c. t. p. # € R". Recordamos que cuando los coeficientes a;; son
al menos uniformemente continuos, los resultados de existencia y unicidad junto con
las estimaciones a priori de WP con 1 < p < oo, son bien conocidos (ver [GT83],
péagina 235). Ademas, la teoria de operadores con coeficientes discontinuos pertenecientes
al espacio VMO se remonta a los afios 90, con los trabajos de Chiarenza, Frasca y
Longo (|CFLI1]) para operadores elipticos, y Bramanti y Cerutti (|[BCC93|) para el caso
parabodlico, donde se obtuvo una estimaciéon de me y los resultados de existencia y
unicidad derivados de ella. En particular, queremos destacar algunos de los resultados de
|CFLI1| en los cuales nos apoyamos para obtener los nuestros en el Capitulo 3.

Sea I' la funcion sobre R™ x R™ tal que, para c. t. p. xg, la aplicacion y — I'(xq, y)

es la solucion fundamental de L,, = > ai7j(xo)%;yj. Denotemos también
1<i,j<n '
or 0T
Fi xr,Yy) = x,Y), FL'.Z‘?Z/ =7 5 Yy).

Es sabido que las derivaciones I'; j(x,y) son nicleos de C-Z en la variable y. Ahora, en
|CFLI1| tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.0.25. (Teorema 3.1, [CFL91]) Sean n > 3, B una bola de R* yu € Wi (B)
con 1 < p < oco. Entonces, para c. t. p. x € B,

82;%@) = U-p-/BFi,J’(ﬂfax—y) Z (api(x) —ank(y))

1<h,k<n

0%u
OynOyi,

(y)dy



+v.p- /B Lij(z, x —y)Lu(y)dy + Lu(x) /Snl Uiz, y)y;do(y).

En el teorema anterior, si 2 es un abierto de R"”, W2P(Q) es el espacio de Sobolev de
las funciones u € LP(Q) tales que, para 1 <i,j <mn, g;‘ y &c a - estan en LP(Q), siendo
estas ultimas, derivadas de u en el sentido débil. Una norma en este espacio se define

mediante la expresion

lallyesiey = lullzo@ + D ||5

1<i<n

p

0%*u
8[L‘ia$j

au

’L

2.

Lr(Q)  1<ij<n

Lr(Q) '

Luego, WZP(Q) es el espacio de las funciones u € W2P(€2) para las cuales hay una sucesion
{um} de funciones C* con soporte compacto contenido en (2 tal que

Til_{nOOHU Umezp = 0.

Cabe destacar que el teorema anterior es consecuencia de considerar el siguiente re-
sultado de [Lor72].

Sea A = (¢; ;) una matriz n x n simétrica y de coeficientes constantes para la cual hay
un A > 0 tal que

D &l = AP

1<i,5<n
para todo £ = (&, ..., &) € R™. Consideremos el operador diferencial
E Cz,]a 81: + § Cz ] — Cn41
1<i,j<n I 1<i<n Li
con ¢y, ..., Cp,y1 nimeros reales y ¢,11 > 0. Denotando por E a la solucion fundamental

de £, podemos ahora enunciar el resultado citado.

Lema 1.0.26. (Lema 2, [Lor72[) Si1 <p <ooy f € LP(R"), se tienen
(i) E f € W2P(R").
(1) L(E* f) = .
(i) ||E = fllyznmny < C I f|logny, con C independiente de f.
Notar que, en nuestro caso, ¢; = --- = ¢,11 = 0y, dado zg € R” fijo, ¢;; = a;(x0)

y E =T(zo,-). Volviendo a [CFLI1], se denota VMO al espacio de funciones f € BMO
tales que

lim sup |B(5L‘,S)|_1/( )‘f_fB(x,s)‘dyZO
B(x,s

r—0 B(z,s), s<r

El principal resultado de [CFLI1]| es el siguiente.
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Teorema 1.0.27. (Teorema 4.2, [CFL91]) Sea Q un subconjunto abierto de R™ y con-
sideremos el operador L en (1.0.24) donde ademds los coeficiente a; ; estdn en VMO N
L>® (R™). Entonces, dados 1 < ¢ < p < oo yu € W2I(Q) tal que Lu € LF (Q), se tiene
u € VVlgof(Q) Mds ain, dados Q' y Q, abiertos acotados, tales que Q' C Q" y Q' C Q,
resulta

el < € (Nl o + 1ol o)

donde C' es independiente de u pero depende de n, v, p, dist(Y,0Q"), los coeficientes a; ;

y

oy~

M = max max
1<6,j<n |a|<2n

Loo(QxSn—1)

En el teorema de arriba, Wicp(Q) denota el espacio de las funciones u tales que, para
todo abierto Q' tal que ' C Q, u € W?P(Q). El siguiente lema es esencial para demostrar
el teorema anterior.

Lema 1.0.28. (Lema 4.1, [CFL91]) Bajo las hipdtesis del teorema anterior, dado 1 <
p < oo, existen constantes C' y ry, que dependen de n, v, p, los coeficientes a;; y M,
tales que, para toda bola B(xo,7), con v < ro y B(xo,7) C Q, y toda u € WP (B(xo,7)),
se tiene P2

O0z;0x;

max
1<2,5<n

<C ||Lu||LP(B(w0,T’)) .
LP(B(xo,r))

Siguiendo la misma linea de [CFL91|, en [SS06] se obtuvieron estimaciones a priori
interiores en cierto tipo de espacios de Hardy. Efectivamente, Sun y Su consideraron
nuevamente el operador diferencial eliptico L como en (1.0.24), con las mismas condiciones
para los coeficientes a; ;. Sin embargo, ellos tomaron el espacio LM O, el cual es el espacio
de funciones f € L} (R") tales que, la cantidad

1+ |Inr
oo = sup 12l / = foldy

B=B(z,r), r<1 |B|

+ su — — dy,
pr>1 |B|/B’f fB| Yy

B=B(z,r), r>

es finita. Luego, introdujeron el espacio LM Oy, esto es, el espacio de funciones f € LMO
tales que

i 1+ |Ins|
11m su e a—
THOB(msp8<r |B(z, s)| B(z,s)

‘f - fB(a:,s)| dy =0.
Ademas, dada una funcion ¢ € C5° con sop(¢) C B(0,1), ¢ > 0y [ ¢ dx =1, definieron
my f(x) = sup |(f * i) (z)|,

0<t<1
con fe Ll (R"), r€R"y ¢(z) =t "p(t '), y el espacio de Hardy local

W (R")=h!={feL' :m,felL'}.
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También, dado un dominio 2 de R™ (abierto conexo), Sun y Su definieron

h'(Q) ={feL'(Q): f=Fl|g para alguna F € h'}

Hthl(Q) :inf{HFth : f:F|Q y F e hl}.

Posteriormente, consideraron el espacio de Sobolev-Hardy h?!(), es decir, el espacio de
. . 2 .
funciones u € h'(Q) tales que, para 1 < 4,5 < n, g—; y aig;j estan en h'(Q), siendo
estas tltimas derivadas débiles de u. Con estas definiciones, en [SS06] se obtuvieron los

siguientes resultados.

Teorema 1.0.29. (Teorema 5.1, [SS06]) Sea Q un dominio acotado de R™ y consideremos
el operador L en (1.0.24) donde ademds los coeficiente a; ; estan en LMOy N L>® (R™) y

) ~1
11;12})& (Hai,j”oo + HCLZ'JHLMO) sV

Entonces, dada u € h*Y(Q), para todo Q', abierto conezo tal que Q' C €, resulta

0?u
Z 8%817]

1<i,j<n

< Ol ) + 190y + 1 Ellsey)
hi(QY)

donde C' es independiente de u pero depende de n, v, p, 2, ' y los coeficientes a; ;.

La siguiente proposicion es esencial para demostrar el teorema anterior.

Proposicién 1.0.30. (Proposicion 5.1, [SS06]) Bajo las hipdtesis del teorema anterior,
ewisten constantes C' y 1o, que dependen de n, v, p y los coeficientes a; ;, tales que, para
toda bola B(xg,7), con v < rg < 1 y B(xg,7) C Q, y toda u € h*>1(Q) con sop(u) C
B(zo,71), se tiene

< C|Lulfjq) -

Ya que, como es sabido, el espacio BM O clasico es el dual del bien conocido espacio de
Hardy (no-local) H', nuestros resultados obtenidos en el Capitulo 3 son, en cierta forma,
una version dual de estos dltimos, y los espacios LM O que consideramos representan una
version S-local de los considerados por Sun y Su.

Las estimaciones interiores de BM O para derivadas de soluciones de ecuaciones elip-
ticas lineales de segundo orden, con coeficientes en un subesacio adecuado LM O, fueron
estudiados por primera vez por P. Acquistapace en [Acq92|. Después de eso, Q. Huang
en [Hua96| obtuvo estimaciones interiores en BMO,, (donde v es una funcién continua y
positiva) para las derivadas de segundo orden de las soluciones de sistemas de ecuaciones
elipticas en forma de no divergencia con coeficientes en VMO, N L*> (donde w es una
funcion que se define a partir de ). Ademaés, se pueden encontrar resultados similares



24 Introduccién

pero para operadores diferenciales de segundo orden modelados en los campos vectoriales
de Hormander en el grupo de Carnot en [BF13] (ver también las referencias alli). Rela-
cionado al caso con una funcion peso, en [HSV14| se obtuvieron estimaciones interiores
en LP, con 1 < p < oo, para operadores diferenciales elipticos de orden 2m, con m > 1,
para clases de Muckenhoupt A, locales y, recientemente en [CD18|, con condiciones de
contorno de Dirichlet para pesos en las clases de Muckenhoupt A, usuales. Sin embargo
en [CD18| los autores demostraron que la clase A, local es necesaria para obtener los
resultados relativos al operador A™. Finalmente, en [CVV18|, se obtienen estimaciones
interiores en L” con pesos en clases A, locales para el operador de Schrodinger.

Hacemos un comentario final con respecto a la notaciéon: En muchas ocasiones, de-
notaremos con la misma letra C' a (posiblemente) distintas constantes que aparecen en
los pasos de alguna estimacion. Cuando nos resulte importante indicar los parametros
sobre los cuales depende alguna de estas constantes, estos apareceran como subindices en
dichas constantes.



Capitulo 2

Caracterizacion de pesos Ay locales y
condicion By, local

2.1. Introduccién: Pesos de Muckenhoupt locales y es-
pacios BMO relacionados

En un espacio métrico (X, d) con PHD (ver Capitulo 1, pagina 5), consideramos un
abierto propio 2 C X tal que las bolas contenidas en él son conjuntos conexos y, para cada
S € (0,1), la familia de bolas Fp definida en el Capitulo 1. Ademés, el conjunto (2 estara
provisto de una medida de Borel p duplicante sobre F3. Para esta familia, definimos la
clase de pesos Ag como sigue.

Definicion 2.1.1. Sea w € L .(Q) no-negativo en casi todo punto de Q y 1 < p < oo.

loc

Diremos que w es un peso en Ag, y se denotard w € Ag, St

o (s ) i ) <

Para p =1, diremos que w es un peso en Af, y se denotard w € Af, 51

1 ~1
sup [ ——— | wd inf w (x < 00,
s (o fy ) (i wo)

donde el infimo se toma en casi todo punto de cada bola B. Para p = oo, se definird
entonces
B _ B
AL = 4]
1<g<0

Observacion 2.1.2. Como sucede con las clases usuales de pesos de Muckenhoupt, tenemos
Aﬁ C Ag, para todos 1 < p < ¢ < co. La demostraciéon de este hecho es la misma que la
del caso euclideo.
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Observacion 2.1.3. Es importante destacar que, si 0 < v < f < 1, AP = A% (ver [HSV14],
Teorema 3.4, pagina 622), para 1 < p < oo, por lo que denotaremos

Ale= | ] AL

0<B<1

Ahora, para cada = € €2, denotamos p () = d (x, §2°). Asi, en el contexto geométrico
local consideraremos los conjuntos

55(B) = | B(x, Bp(a))

zeB

&(B) = ) Blx, Bp(x)).

zeEB

para B € Fz. Con estos nuevos conjuntos introducimos las siguientes clases de pesos.

1
loc

Definicion 2.1.4. Sean p > 0 y w un peso (w € L, .(Q) y no-negativo en c. t. p. de ).

Por un lado, denotaremos w € 15’5 St

iy w(z)du (2)
B=B(&,r)eFs ’UJ(B) Ss(B)—-B :u(B (&,d(é,l’)))d(g,%)

5 < 00.

Por otro lado, stmbolizaremos w € gg 51

L w(e)dp (z)
B=B(§,r)€F 3,3 w(B) Es(B)—B H (B (57 d (57 ZL‘))) d (57 l’)

Notar que B C E3(B) si B € Fpj3 (ver Lema 2.6.1).

5 < 00.

Ahora, sean 8 € (0,1) y w un peso. Dada g € L}, (), denotamos su promedio sobre

loc
B como g = ﬁ fB g dpu. Entonces tenemos la siguiente definicion.

Definicion 2.1.5. Dado N € N (N > 2), diremos que f € L, .(Q) es una funcidn de

loc

BMOZN y denotaremos f € BMOPN | si existe Csn > 0 tal que

1

—_— — du < C

w(B)/B‘f fel dp < Cg N
pamBE]:%,y

1
@/B ] du < G

para B € Fg — Fs. Mds aun, para N =1, se denotard f € BMO?Y = BMO? si eriste
N

Cs > 0 que verifica
1
- _ <
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cuando B = B (z,r) conxz € Q yr < fp(zx), y

1
d C
W(B (@, p (@))) /BWM) 7l die < G

con x € ).

Observar que, en cada uno de estos espacios, el infimo de las constantes que verifican
las desigualdades indicadas es una norma en el espacio. En efecto, pues si se tiene

1
w(B (z, Bp (x )))/:Bﬂp( ))|f| =0,

para cada z € (2, dado que se puede tomar un cubrimiento numerable {B (z;, 8p (;))};
de ©Q (X es separable por tener la PHD), se deduce que f = 0 en c. t. p. de Q. Asi,
denotaremos con || f|| 5,08~ al infimo de las constantes involucradas. Veremos que, si w

es un peso que duplica sobre Fg, los espacios BMOZYN  con N recorriendo los ntimeros
naturales, coinciden entre si, aunque las normas varien dependiendo de N.

Lema 2.1.6. 5% w es un peso que duplica sobre Fz entonces
BMOPYN = BMO?,
para cada N € N.
Demostracion. Sea N > 2 fijo. Tomamos f € BMOZY. Sea B € Fsz. Como [,|f —
fol dp <2 [, |f] du, es trivial que

||f||BM05, <2 HfHBMOfi’N J

de lo que se deduce BMOZN c BMO?. Sean ahora f € BMO? y B = B (x,r) € Fz. Si
r < %p(m), se tiene

1
_B)/B‘f — fal dp < 1| fll paros -

Por otro lado, dado que w es un peso que duplica sobre Fjg, existe Cg y > 1 tal que, para

toda B’ € Fg,
1

Entonces, si r > Np( resulta

1
dy < d
/|f\ = w(B(x,%p(ﬂf)))/B(x,ﬁp(x»‘f' :
Csn

du
w(B (@ bp @))) /B@,gp@) 71 4

< CB,N Hf”BMoﬁ'

Asi obtenemos
||fHBMoﬁW < CﬁvN HfHBMOﬁ ’
y luego BMOP < BMOSN. O
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Ahora consideramos operadores locales de tipo integral singular definidos como en
[HSV19], esto es

Definiciéon 2.1.7. T es un operador integral singular f-local (con 0 < < 1) si

1. T es lineal y acotado sobre L* (Q, dpu).

2. Hay un nicleo K : Q) x Q — R tal que, para toda f € LY (Q),

Tf(w)ZAK(x,y)f(y)du(y)7

9.

para c. t. p. x ¢sop(f), yTf(x) =0 si x € Q es tal que sop(f)N B (x, Bp(x))

3. Existen constantes positivas C, § tales que, si x, y € ) son distintos, se tienen

(i) |K (z,y)| < Cp (B (z,d (z,y)))""

(ii) |K (z,y) = K (', 9)| + | K (y, 2) — K (y,2')]

L

< Cu(B(z,d(z,y)) " (d(z,y)

siempre que d (x,y) > 2d (x,z').

Para estos operadores tenemos el siguiente resultado de acotacion.

Teorema 2.1.8. Dados 0 < 8 < 1, T operador integral singular 3-local, y w € A2 N B?,
donde § es el exponente asociado a T en 3.(ii) de la Definicion 2.1.7, existe C' > 0 tal
que, si [ satisface 5 € L>(Q), entonces

f
I oo < €| £

‘ ‘ ’
o0

es decir, T es acotado de L(2) en BMO?5.

A su vez, cuando sean X = R”, d la distancia euclidea usual, y p la medida de
Lebesgue, el teorema anterior tiene un reciproco (en un cierto sentido). Para ver esto se
consideran versiones locales de las muy conocidas transformadas de Riesz. Sean € C* (R)
talque 0 < <1,n(t)=1silt| <3, yn({)=0si|t|>1 Paracadaj=1,...,n,se
define una j-ésima transformada de Riesz —Ilocal por

) zi—y; (lr—yl
R (z) = lim 2 ( )f y) dy,
/ ( ) e—0 |x—y|>e ‘x_y‘nJrln Bp (x) ( )

para casi todo x € Qy f € L¥(Q). Asociado a estos operadores se tiene el siguiente
resultado.
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Teorema 2.1.9. Dada n como antes, si existe C' > 0 tal que, para cualquier [ que
satisface % € L>™(Q) y para cada j =1, ..., n, se tiene

s

<<l
w o

‘BMOE, -

B
entonces w € A% N BY.

Para las demostraciones de los teoremas anteriores, en la siguiente seccion se estudiara
mas a fondo la clase de pesos A%

2.2. Caracterizacion de pesos A/ en un contexto gene-
ral

Considerando el contexto presentado, daremos antes algunas definiciones y notaciones
que se usaran sistematicamente en este trabajo. Como en [HSV14|, dado g € (0,1), si
g € L .(Q,du), su funcion mazimal B-local se define como

Msg(z) =  sup % /B 9ldp,

BeFg:zeB M

para cada x € ). Dada B € Fg, su nube es el conjunto

No(By= | V.

VEF5:VNB£D

Ademss, denotaremos B = 5B si 5B € Fz, y B = N3(B) cuando 5B ¢ Fs. Teniendo
esto en cuenta, el objetivo serd probar las siguientes equivalencias.

Teorema 2.2.1. Sea w € L .(Q,du), no-negativo en c. t. p. de Q, con u medida du-

loc
plicante sobre Fg y regular en el espacio métrico (2, d|q). Entonces, son equivalentes las

siguientes afirmaciones:
(i) we A5

(i) Hay una constante C' > 0 tal que, para toda B € Fz, se tiene

/NMB(U’XB) dp < C/ w dp.
B iB

2

(iii) Hay una constante C' > 0 tal que, para toda B € Fp, se tiene

/wlogJr d d,uSC'/ w dp.
B Wip ip
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(iv) El peso w duplica sobre la familia Fgz y para cada € € (0,1), ezxiste a € (0,1) tal
que, para toda B € Fp y cualquier conjunto medible & C B, se tiene

M(E)Sau(B):‘/Ewduée/deu-

Para probar las equivalencias dadas, sera 1til obtener algunos resultados previos. En
particular, nos disponemos a conseguir una desigualdad tipo Hélder inversa local en
espacios métricos para pesos que satisfagan (iv) del Teorema 2.2.1. Con este fin, nos
introducimos en el contexto dado en [MS80|. Antes damos la siguiente definicion.

Definiciéon 2.2.2. Dado un espacio casi-métrico (X,d) con constante triangular k > 1
(ver Definicion 1.0.13), se dird que tiene la propiedad P si existe o € (0,1) tal que, para
cualesquiera x € X, R >0,y € B(z,R), yr € (0,2kR], hay un z € X tal que

B(z,0or) C B(z,R)N B (y,r).

Fjemplo 2.2.3. Sean X un espacio vectorial, ||| una norma en X, B (z, R) una bola en
(X, '),y € B(z,R) y 0 <r <2R.Si B(y,r) C B(z,R), la propiedad P se verifica
con z = y para cualquier o € (0,1). Suponemos entonces B (y,r) € B (x, R). Si z =y,
en este caso debera ser R < r < 2R, y luego

B(z,r/2) C B(z,R) = B(y,r) N B(z, R).

Consideramos entonces z # y. Si ||y — z|| > §, tomamos z = y + %Hi:zll yz €B (z, g)
Entonces,
12—yl <N =2l + 2 =yl <,

I =all < 112/ = 2l + |}z - al
r
= 1 =2l + |lly - 2l - 3|
T T
< = —z|—=z <R
Lty —all - S <R,

porloqueB(z ) CB(y,r)yB(z,

' 5 ) C B(z,R). Para |ly — z|| < %,sean z =  (z +y)
) Entonces,

N3

y 2 €B(z1%).
12 =yl < 112" =2+ Iz =yl
1
= |z =2l + 5 llz —yl
< 7"+7‘<
—+-<r
4 4 ’
y

!/

—af < =zl e -l

1
= I =2l + 5 lly =l
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L
< = <R

4 4=

por lo que B( ﬁ) C B(y,r)y B( i) C B (z,R). Asi, tomando o = i se verifica la
propiedad P en (X, ||-]).

Dado un espacio casi-métrico (X, d), en [MS80| se prueba que siempre se puede cons-
truir una casi-métrica 0 con las siguientes propiedades:

Para cada z,y € X, 6(z,y) < d(z,y) < 3k%0(x,y); (2.2.4)

(X,0) tiene la propiedad P. (2.2.5)

En nuestro contexto serd k = 1 y los resultados se probaran para el espacio casi-
métrico (X, 9). Con el fin de trabajar con la geometria local en este espacio y luego
trasladar lo probado al espacio con la métrica inicial d, haremos algunas ohservaciones
bésicas sobre la relacion entre la teoria pesada local en el espacio métrico (X,d) y la
correspondiente al espacio casi-métrico (X,d). Antes, sera conveniente dar el siguiente
lema.

Lema 2.2.6. Sean 0 < v < % Y,
B (y,r). Entonces, B (z,1) € Fg.

en el espacio métrico (X,d), B(y,r) € F,, y z €

Demostracion. Si 2’ ¢ €, se tiene

p(y) <d(y,2) +d(z22) <yp(y) +d(z,7),

por lo que tomando infimo sobre 2z’ ¢ ), obtenemos

(L= p) <p(z).
Con este hecho se sigue que

r<vp(y) < ﬁp(@ < Bp(z),

por la eleccion de ~. [
En la demostracion del lema anterior probamos un lado de una desigualdad que sera
frecuentemente aplicada en este trabajo, por lo cual la enunciamos a continuacion.

Lema 2.2.7. Sean (X,d) espacio métrico, 0 < f < 1 y Q abierto propio no vacio del
mismo. Entonces, para todos £ € Q y x € B(§,Bp(§)), se tiene

(1= 8)p(&) < p(x)

IA

(1+8)p(&).
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Demostracion. Sean £ € Qy x € Bg(£). Si z € 0, tenemos

plr) < d(z,§) +d(€, 2) < Bp(§) +d(&, 2)

p(§) < d(&,x) +d(z, 2) < Bp(§) + d(z, 2),

por lo cual la conclusion de la demostracion es clara. O

Observacion 2.2.8. Sean Fjj = {By(x,r) : 2 € Q, 0 <r < fd(x,Q)} y Fj = {Bs(z,r) :
e 0<r<po(x,Q}. Si Bs(y,r) € Fj entonces, por (2.2.4) tenemos

0(y, Q%) < d(y, %) < 36(y, %)

y luego r < B6(y, Q) < Bd(y,Q°), o sea, By(y,r) € ]—"g. Inversamente, si By(y,r) € F4,
se tiene r < Bd(y, Q) < 360 (y,Q°), y luego, Bs(y, %T’) € ]-"g. Mas atin, si Bs(y,r) € ]-"g/3,
resulta

Bs(y,r) C Ba(y,3r) € Fj.

Asi aseguramos que, para cualquier B € fg/g, B cCq.

Observacion 2.2.9. Sean v, medida de Borel que duplica sobre la familia F4, y v < §
Por (2.2.4) se tiene,

Bd(y,T) C Bé(Qﬂ") C Bd(y73T)7
para todos y € Qy r > 0. Si Bs(y,r) € .7-"3/2 entonces By(y, 6r) € Fd, y luego

v(Bs(y,2r)) < v(Bal(y,6r)) < Cv(Ba(y,7))
< Cv(Bs(y,r)).

De este modo, se deduce que v duplica sobre la familia ]-"3.

Observacion 2.2.10. Sean v, medida de Borel que duplica sobre la familia F2, v < %, y
o € (0,1) dado por (2.2.5) y la Definicion 2.2.2 para (X, d, v). Veamos que si Bs(y,r) € .7:3,
ésta es un espacio de tipo homogéneo con la casi-métrica § y la medida v (restringidas a
la bola). Si z, z € Bs (y,r) y t > 6r, se tiene por (2.2.4)

0 (2,1) d(z,y) +d(y,z)
3

<
< 3(0(z,y) +d(y,2)) <6r <t,

asi, Bs(y,r) C Bs(x,t). Luego

v (By (,2t) N By (y,1) = v (Bs (y,r)) = v (Bs (2,£) O By (y, 7))

Ahora sea t < 6r. Por la Observacion 2.2.8 se tiene By(y,r) € ]—"j y esto, junto con el
Lema 2.2.7, nos da

Gy B
t < 6~d (y, Q) < d(z,Q° < =d(z,0°
< 6vd (y, )_1_37 (z, )<18 (z,9Q°),
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ya que € Bs(y,r) C By (y,3r) y ademas 13737 < 1(183{/111111 = %. Entonces, By (z,6t) €

Fgays. Luego, por la propiedad P, existe un z € B; (x,t) tal que

v(Bs (z,2t) N Bs(y,r)) < v(Bqy(z,6t)) < Cv(By(z,3t))
< Cv(By(z,6t)) < C'v(Bs(z,0t))
<

C'v(Bs(x,t) N Bs(y,r))

(donde C' depende también de o), ya que By(z,6t) € F%, por el Lema 2.2.6. Asf,

(B(;(y, 7), 0| Bs(y.r)» V\Bg(yﬂ,)) es un espacio de tipo homogéneo con constante triangular 3
y donde la constante de duplicacion de v|p,(,) depende de o y 3, pero es independiente
de Bs(y,r).

Observacion 2.2.11. Sean p y v medidas de Borel sobre €). Se dird que v es comparable a
p sobre la familia Fjs si para cada € € (0,1), existe o € (0,1) tal que, para cualesquiera
B € F3y E C B (medible), se tiene

p(E) <ap(B) = v(E) <ev(B)

(asi, (iv) del Teorema 2.2.1 dice que la medida generada por w es comparable a pu).
Veamos que v es comparable a y sobre .7-":3, con v < §, si v es duplicante y comparable
a (1 sobre fg. Sean C' > 1, una constante de duplicacion de v sobre F4, y ¢ € (0,1).
Tomamos o € (0, 1) correspondiente a & para la comparabilidad sobre Fg. Si Bs € .7-:5/ y
By es la bola con mismo centro y radio, pero respecto a la métrica d, 3By € }"g, por la
Observacion 2.2.8. Entonces, si E C Bs es medible y tal que u(E) < a u(Bjs), se tiene
p(E) < ap(3Bg), y luego

v(E) < %y (3By) < ev (By) < ev (Bs).

Observacion 2.2.12. Sean p, medida de Borel sobre Q que duplica sobre F4, v w €
Ag (Q,d, ), con 1 < p < oo. Veamos que w € A) (€,4, 1), o sea, w verifica la condicion

A, sobre bolas de ]:,‘YS, con v < g Si Bs € .7-:‘3 y B, es la bola con el mismo centro y radio
que Bs, pero respecto a la métrica d, se tiene 3By € F¢, por Observacion 2.2.8. Entonces,
por duplicacion de u sobre F4, existe C' > 1 (independiente de B,) tal que

. p—1 o p—1
ool e = [ en(f, v
Bs Bs 3By 3B,

> [w]Ag M (3Bd)p
cr [w}Ag 1 (Ba)?
C? [w] 45 1 (Bs)"

VAN VAN VANRE VAN

Observacion 2.2.13. Sean pu, medida de Borel sobre €2 que duplica sobre una familia

F?, v w un peso que también duplica sobre }"g. Veamos que si v < g y w verifica

)

una desigualdad tipo Holder inversa con respecto a p sobre las bolas de F3. . entonces

3y?
verifica este tipo de desigualdad sobre ]—"j. Sean s > 1 el exponente de la correspondiente

desigualdad tipo Hélder inversa para w, By € .7-";1, y Bs la bola con mismo centro y radio,
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pero respecto a la casi-métrica d. Por Observacion 2.2.8, Bs € .7-"3‘,57, y luego, ya que p

duplica sobre .7-";){/ y, por la Observacion 2.2.9, w duplica sobre ]:gw se obtiene

() = (s )
()
50 o

- o / y d/
< I
1(Ba) By

Ahora, para obtener una desigualdad tipo Hoélder inversa local, recurriremos al Lema
5.2 en [ABIO5]. Alli, dado un espacio de tipo homogéneo (X,d, ), siempre se puede
construir una familia D de subconjuntos de X llamados conjuntos diddicos, los cuales
juegan el rol de los cubos diddicos en los espacios euclideos (ver Observacion 1.0.20).
Diremos entonces que un peso w esta en AE (lo que denotaremos como w € AZI,’), para
1 < p < o0, si verifica la condiciéon A, usual sobre los elementos de D. Es facil probar
que un peso que verifica una condicién A, usual esta en AE. Dicho esto, presentamos el
lema en cuestion.

IN

IN

Lema 2.2.14. Sea (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo donde las funciones continuas
son densas en L'(X) y tal que sus bolas son conjuntos abiertos. Si w € Af para alguna
familia diddica D, con 1 < p < 0o, existen constantes positivas C' y o, que dependen solo
de p, la constante de la condicion AE de w y las constantes geométricas del espacio, tales

que 1
L 4o g )HU L d
<u<@>/¢;“’ nyoos u<@>/¢;“’ o

Observacion 2.2.15. En realidad, para demostrar el lema anterior se usa una condicion
mas debil que la condici6n AE. A saber, examinando la demostracion del Lema 5.2 en
[ABIO5], se ve que basta pedir que existan constantes vy 5 en (0,1) verificando que,
para cada Q € Dy E C Q (medible) tal que pu(F) < au(Q), se tiene w(F) < fw(Q). Es
facil probar que si w € Af entonces w verifica esta condicion.

para todo Q) € D.

Para probar el siguiente resultado, usaremos la siguiente propiedad de los elementos
de D: Existen constantes positivas a y A tales que a < 1 < A y para cada Q) € D hay
una bola Bg, con centro en (), verificando

aBg C Q C ABQ. (2.2.16)

También, en lo que sigue, diremos que un peso w es comparable a la medida y sobre una
familia Fp si la medida inducida por w es comparable a 1 sobre Fj.
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Teorema 2.2.17. Supongamos que la medida [ es regular sobre el espacio métrico
(Q,d|q), y sean B € (0,1) y 0 < v < % Siw € L. (Q,du) es no-negativo en c. t.
p. de ), duplica y es comparable a pu sobre la familia Fp, existen C > 1 y s > 1 tales que,

para toda B € F,, se tiene

G ) < 31 [

Demostracion. Veamos que w verifica la desigualdad buscada sobre las bolas de ]-"gw,
donde 4 es la casi-métrica equivalente a d dada por [MS80|. Sea B = Bs(E,r) € F3,.
Por la Observacion 2.2.10, (B, d|g, 1t|p) es un espacio de tipo homogéneo con constante
triangular 3 y donde la constante de duplicacion de p|p es independiente de B. Sea D una
familia de conjuntos diddicos de (B, d|p, iu|g) como la de la Observacion 1.0.20. Por la
Observacion 2.2.11 sabemos que w es comparable a u sobre F?, para cualquier x < 3/3.
Veamos que w verifica la propiedad dada en la Observacion 2.2.15. Por la propiedad P
(Definicion 2.2.2) y la Observacion 2.2.9, hay una constante Cy > 1 (independiente de B)

tal que, para cada bola Bs con centro en B y radio no mayor a 6r, se tiene
w(B(;) < C’ow(35 N B) (2.2.18)

Ademas, por la Observacion 2.2.10, (B, d| g, w|p) es también un espacio de tipo homogéneo
donde la constante de duplicacion de w|g no depende de B. De este modo, existe C; > 1
tal que

w(AB;NB) < Cyw (aBs N B), (2.2.19)

para todo bola B; con centro en B, donde a y A son las constantes dadas en (2.2.16).
Ahora, supongamos que fijamos un ntimero x > 37y, para € = (2C,C;)~!, consideramos
un correspondiente o € (0,1) dado por la comparabilidad de w con u sobre F°. Sea
Q € Dy By = B(zg,rg) N B. Por (2.2.16) sabemos que

B($Q,&’I“Q)QBCQCB($Q,A’I“Q)QB.

Entonces, por un lado, si suponemos Arg > 6r, tenemos B C B (zg, Arg), y luego, si
E C Q es medible y u(E) < au(Q), resulta F C By u(F) < au(B), por lo que

Ahora, supongamos Arg < 6r. Si tomamos z ¢ 2, vemos que
1
2069 < 8(6.70) +(rq, )
< 376(57 Qc) + (5(1’@, Z)7

por lo cual

(é _ 37) 5(E,9°) < b(zg, ),



36 Caracterizacion de pesos A, locales y condicion B, local

y luego 8
Arg < 1896(6,9°) < 1—1—6(xq, ),
-
donde 5
87 g in__g PP
- < =
3— 3 3 - = 37—5 6
y
8y 18
3—3y  1/3

Asi, si tomamos k = ;15377 tenemos 3y < k < /3y B(zg, Arg) € F°. Luego, si E C Q
3
es medible y u(E) < au(Q), entonces E C B(xg, Arg) v p(E) < ap(B(zg, Arg)), por

lo que

w(E)

IN

cw(B (zg, Arg)) < eCow (B (xg, Arg) N B)
<

< eCCrw (B (zq,arq) N B) < sw(Q),

DO | —

debido a (2.2.19) y (2.2.18). De este modo conseguimos ver que w verifica la propiedad
buscada. Luego, debido a la Observacién 2.2.15, es posible aplicar el Lema 2.2.14 para el
espacio de tipo homogéneo (B, d|p, iu|g), por lo que existen constantes positivas C' y o,
independientes de B, tales que, para cualquier () € D, se tiene

140
<,u(Q)1/ wH"du) < Cwg.
Q

Como (B,d|p, pt|g) es acotado, debido a la Observacion 1.0.20, existe Qg € D tal que
B = Q. Asi, la desigualdad de arriba se obtiene con B en lugar de (Q tomando @ = Q.
Finalmente, se consigue probar el resultado debido a la Observacion 2.2.13.

]

El siguiente lema sera ttil para extender la desigualdad obtenida arriba sobre cualquier
familia Fp.

Lema 2.2.20. Sean 0 < v < 8 < 1 y w un peso que duplica sobre Fz y que verifica
una desigualdad tipo Holder inversa sobre F.,. Entonces, w verifica la misma desigualdad
sobre Fpg.

Demostracion. Sea s > 1 el exponente para el cual w verifica una desigualdad tipo Holder
inversa sobre F,. Sea B = B (z,r) € F3 — F,. Consideramos n € N tal que % < 2M.
Como consecuencia de la PHD (ver Observacion 1.0.11), existen M € N (que depende de
n, pero es independiente de B) y {z1,...,2,,} C B tales que

n T
B B( —) 2.2.21
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con m < M. Ademés, para cada j se tiene

r .8
2n — n

)< 7 550(2) <0 (2),

o sea, {B (zj,r/2")},_, ,, CF,. Supongamos que B (z;,2r) € Fj. En ese caso se tiene
p(B) < Cp (B (xj, 2%)) :

por duplicacion de p. En caso contrario (2r > 8p (z;)), por el Lema 3.1 en [HSV14]| (ver
Lema 1.0.8 en el Capitulo 1), si v es una medida que duplica sobre Fz, hay una constante
C,p tal que, si V € Fg— Fgss, v (N (V)) < Cppv (V). Entonces, para cada j,

p(B) < nWNs (B, 8p(x;)) < Cupp (B (x5, 8p (x;)))

< (B (:cj, %p(xy))) < Clan (B (25:57) )

1(B) < C (B (xj, 2%)) , (2.2.22)

y, como w duplica sobre Fz, tenemos
w(B(2,22)) < w (B, 6p () < Cugw (B (z, 5p(2)))

. Cl <B ( ;Qnm)) < Clygw (B (2,79 (2)))
< C),w(B). (2.2.23)

0 sea,

IN

Luego, llamando C” a la mas grande de las constantes en (2.2.22) y (2.2.23), por (2.2.21)
y la hipotesis dada, resulta

/Bwsd,u = Z/ (25, r/2"
Cusy ZN ( (xﬂ’ ))18 (/B(xj,r/w) v dﬂ)

< Cusn (0’)28 "Mu(B) " w (B).

IN

]

Claramente, el Teorema 2.2.17 y el Lema 2.2.20 nos proporcionan el siguiente corolario.

Corolario 2.2.24. Supongamos que la medida p es reqular sobre el espacio métrico
(Q,d|q). St w € L (Q,du), es no-negativo c. t. p. de Q, duplica y es comparable a
p sobre la familia Fg, existen C' > 1 y s > 1 tales que, para toda B € Fz, se tiene

(i ) <
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Como sucede en el caso no-local, la condicién Aé"c también proporciona una desigual-
dad tipo Hoélder inversa.

Teorema 2.2.25. Supongamos que la medida p es regular sobre el espacio métrico
(Q,d|g), y sean f € (0,1) y 0 < v < 3% Siw € Aé"c, con 1 < p < oo, existen
C >1ys>1tales que, para toda B € F,, se tiene

Demostracion. La demostracion es similar a la del Teorema 2.2.17. Sea B = Bs(&,r) €
]—"gw donde 4 es la casi-métrica equivalente a d dada por [MS80]. Por la Observacion 2.2.10,
(B, 6|, pt|p) es un espacio de tipo homogéneo con constante triangular 3 y donde la
constante de duplicacion de p|p es independiente de B. Veremos que w € A, (B, d|g, ii|p)
y, posteriormente, w € Ag, donde D es una familia de conjuntos diadicos de (B, d|g, t|5)-
Luego, podremos aplicar el Lema 2.2.14 y el resto de la demostraciéon seguira como la del
Teorema 2.2.17. Ahora, como w € Ag(@d, p), tenemos w € Ar(€2,9, u), para cualquier
k < /3, por la Observacion 2.2.12. Sean z € Byt > 0.Sit > 2r, resulta B = BNBs(x,t)
y vale trivialmente que

—1 p—l
/ w dp (/ wp—ldu) < [w] 41 1 (BN Bs(z,t))".
BNBs(x,t) BNBs(x,t) v

Cuando t < 2r, podemos considerar la constante Cy de (2.2.18) con xgq en lugar de w. De

6y
337
tenemos 3y < k < 3/3 y Bs(x,t) € F°. Luego, obtenemos

. p—1 . p—1
/ w dp (/ wp—ldu> / w dp (/ wp—ld,u)
BNBs(x,t) BNBs(x,t) Bs(z,t) Bs(x,t)

< fwl g 1 (Bs(a, 1))
< CFfwl, 1 (B O Byl 1))

este modo, si tomamos kK = max {37, }, como en la demostracion del Teorema 2.2.17,

IN

N

]

El Lema 2.2.20, junto con este iltimo teorema, nos proporciona el siguiente corolario.

Corolario 2.2.26. Supongamos que la medida v es reqular sobre el espacio métrico
(Q,d|q). Siw e Al con 1 < p < oo, existen C > 1 y s > 1 tales que, para toda

yJ—
B € Fs, se tiene
1 / s c
— [ W’ du) < —/ w dp.
(M(B) B w(B) Jg

Para la demostracion del Teorema 2.2.1 necesitaremos también el siguiente resultado,
el cual es una version sobre bolas de una familia local de la muy conocida descomposicion
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tipo Calderdn-Zygmund de un espacio tipo homogéneo acotado, como la dada (por ejem-
plo) en el Lema 3.1 de [MS80|, pagina 13. Nuestra prueba del mismo se basa en técnicas
desarrolladas por H. Aimar y R. Macias en [AM84] (ver también [Aim85]).

Lema 2.2.27. Dados B € Fg, f € L'(Q,du), no-negativa en c. t. p. con soporte conte-
nido en B, y X\ > fp para el cual {y € Q: Maf(y) > \} # @, existe {B;} C Fgz, familia
disjunta numerable, tal que

5 <A< I, pora coda ) (2:2.28)

fv < A, para toda V € Fp con centro en un punto fuera de U fBZ, (2.2.29)

donde E; =5Bj, si bB; € Fp, y E = N3(B;) cuando 5B; ¢ Fp.

Demostracion. Sea E = {y € Q: Mgf(y) > A}. Entonces, si y € E, hay una B, € Fp
tal que y € B,y fp, > A. Consideramos

F={zecQ:3r,€(0,8p()] / fBar > A}-

En particular, si x € 'y z € B(z,7,), tenemos

A< fB(z,rm) S Mﬁf(z)a

por lo que B(x,r,) C E. Asi deducimos

E = U B(x,r,).

zel

Cabe destacar que la descomposicion de E anterior es valida sobre cualquier familia de
bolas { B(x,t;)}zer verificando B(x,t,) € Fg ¥y [Bzt) > A Sea V = B(x,71,), con x € I.
Como 0 < X < ﬁfvaf dp, debe ser VN B # &, o sea, B C N3(V) (y también
V' C N;3(B)). Entonces

1
P d A 2.
WN5(V)) /NWBf nEfpsh (2.2:30

para todo x € I'. Ahora, sea v, = sup{t € (0,8p(z)] : fB@sy > A}. Es claro que, para
todo x € ', r, <7, < Bp(x). Siry <7, tomamos 0 < § < g% y t, tal que

méx(rx, Yz — 5) < tac S Yz

IBats) > A

Como resulta
5ty > 5(Ve — ) > Y,
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tenemos fp(s,) < A cuando 5t, < fBp(x). Si r, = 7, escogemos t, = v, y se sigue
verificando lo anterior. Denotando B, = B(z,t,) y teniendo en cuenta que B, = 5B,, si
5B, € Fs,y B. = N3(B,) en caso contrario, por (2.2.30) se obtiene

f5. <A< I3, (2.2.31)
para cada x € I', y ademas
E=|JB. (2.2.32)
zell

Buscamos ahora una subfamilia numerable de { B, },cr. Sea, para cada j € Z, Q; = {z €
Q: 271 < p(x) <27}. Si B= B(,7), sea kg el entero tal que & € ,. Por resultados en
[HSV14| paginas 615 y 616 (ver Observacion 1.0.7), se sabe que existen enteros m y n,
dependientes solo de 3, tales que

ke +m+1

Nﬁ(B) - U Qja

Jj=ke—m—n

por lo cual, si B(x,t) € Fz es tal que B(z,t) N B # &, se tiene ¢t < fBp(z) < f2retmtL,
Asi, dado que cada B,, con x € I, es una bola de N3(B), se deduce

sup{t, : v € '} < 2kermtl,

Luego, aplicando el Lema 2.2 de [HSV14| (ver Lema 1.0.10 en el Capitulo 1), tenemos
que existe {B;} C {B;}ser, subfamilia disjunta a lo sumo numerable, tal que

UB]‘CECUE;,
J J

por (2.2.32), y
fﬁ; S A < fBjJ

para cada j, por (2.2.31). De este modo hemos probado (2.2.28). Por tltimo, si B(x,t) €

F3 no estd contenida en U/é;, es claro que = ¢ T, por lo cual fg() < A, probando asi
(2.2.29). O]

Ahora estamos en condiciones de proceder con la demostracion de nuestro teorema de
caracterizacion de pesos en A,

Demostracion del Teorema 2.2.1. (i)=(ii). Sea 1 < p < oo para el cual w € AL, En-
tonces, por Corolario 2.2.26, w satisface una desigualdad tipo Hoélder inversa, sobre Fg,
para algtin s > 1. También, se sabe de [HSV14]| que la funcién méaximal local es de tipo
fuerte (s, s) con respecto a u (ver Teorema 1.0.4). Luego, si C' > 1 es tal que, para toda

Be Fg, p (E) < Cu(B), se obtiene

1 1
s =
s

[ Mstwxmin < ([ Matwraan) ()
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< ( / deu)s ()
B
< C/ w dp < C'
B

w d,
B

o

dado que w € Ag implica que w duplica sobre Fg.

(ii)=(iii). Veamos que basta probar

/ wlog™ ﬂdu < C/ w dy, (2.2.33)
B Wp B

paratoda B € Fg. Sean B = B(z,r) € Fzy f = wyp. Dadas nuestras hipétesis, sabemos
que vale el teorema de diferenciacion de Lebesgue en (€2, d|q, t]q) (ver Observacion 1.0.19).
Asi tenemos que f (x) < Mpf (z) en casi todo = € €. Entonces, es claro que (ii) implica
que w duplica sobre Fz. De este modo, si C’ > 1 es una constante de duplicacién de w
sobre Fj3, tenemos

_ v (iB)

“u) = um

y, si vale (2.2.33), resulta

/w10g+ Yoy = / wlog ——dj:
B Wipg {xGB:w%BSW(m)SC/wl B} 3B

2 2

wlog idlz

- /{xEB:w(x)>C’w%B} Wip

< log C'w(B) + / w [ log — + log —Z du
< logC'w(B) + wlog ﬂalu
{zeBw(z)>wp} wp
wWp
+log w (B
2
1
< (g0’ +CJu(B) < (2logC'+ O (3B),

por lo que se verifica (iii).

Ahora probaremos que (ii) implica (2.2.33). Sean By f como antes. Veamos que vale

la estimacion
/ Mpf dp < C/ w dj, (2.2.34)
{M5f>w3} B

con C independiente de B. Si y ¢ N3(B), tenemos que Mzf(y) = 0, pues dada B’ € Fj
para la cual y € B', resulta BN B = @, y luego u (B')™" [ | fldp = 0. Se sigue que

[ Mardu= [ Mo dp.
{Mgpf>wg} {2eN3(B):Mg f(z)>wp }
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Luego, si 5B ¢ Fp, se tiene a partir de nuestra hipotesis

/ M/gfd,ttﬁ/ ./\/l/gfduSC’/ w dp.
{Msf>wp} N5 (B) iB

2

Por otra parte, cuando 5B € Fp, aplicando nuevamente (ii) se sigue

[ Msawsc[ war [ Mo dp,
(Mg f>wp) 1B (N(B)—5B)N{Mp f>us)

por lo que solo debemos estimar el segundo término de la derecha. Sean y € Ng(B) —5B
y B =B, 1") € Fgtal que y € B'y BN B’ # @. Entonces, si z € BN B’ se tiene

5r < d(z,y) <d(z,z)+d(z,2") +d(',y) <r+ 2
por lo que 2r < r'. Luego, si iy € B,
d(y,2") <d(y,x) +d(x,z) + d(z,2") < 2r+r" <2,

de lo cual se deduce B C 2B'. Entonces B C B, por lo que w(B) < C'u(B') (con C'
independiente de B y B’) y luego

1 C’
d dis.
() /B,'f' b u<B>/B“’ p

Asi, para cada y € N3(B) — 5B, tomando supremo sobre las bolas B’ € Fs tales que
y € B’, resulta

M f(y) < C'wg.

De este modo se obtiene

/ Mof dii < Clugp ({Msf > wp))
(/\/ﬁ(B)—5B)ﬂ{Mﬁf>’wB}

< Cupt [ |fldp=C [ wan
wp Jo B

donde la constante C,, 3 aparece por la desigualdad tipo débil (1,1) de la maximal local
(ver Teorema 1.0.4). Con esto se consigue (2.2.34).

Por otro lado, dado A > fg = wp, por Lema 2.2.27, existe { B;} C Fj familia disjunta
numerable que verifica (2.2.28) y (2.2.29). Como se vio en la demostracion del lema, se
tiene .

UB; C {y € Q: Mgf(y) > \} C UB,;.

Entonces, siendo de nuevo C’ la constante para la cual p (V) < C'u(V), para toda
V € Fp, resulta

Py €05 MT0) > ) > ) > C{A; /Nf n
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1 / 1
> fduz—/ f dpu.
C'A Jus; ST

Asi, integrando la desigualdad de arriba con respecto a A, obtenemos (por Teorema de

Fubini)
/001/ fddA</oo/ dy d\
Yy I > H
wi C'A S0y wp J{Maf>A}

Mg f(y)
-/ [ avdut)
{Mpf>wp} Jwp

</ MafW)dn () <€ [ w d
{Mgf>wp}

B

donde aplicamos (2.2.34) en la dltima estimacion. Finalmente, la implicacion queda de-
mostrada al observar que (de nuevo por Fubini)

/ —/ Fodudy = / / IO 4y dyu )
wp A {f>A} {f>wp} Jwp A

= / ﬂwmgﬁ@wuw
{f>wp}

wp
= /wlog”Lid,u.
B Wp

(iii)=(iv). Veamos primero que w duplica sobre F3. Sea B € Fp. Entonces, por (iii)
y por duplicaciéon de p, se tiene

/B‘”d“ - /{

5B

}w du—l—/Bm{wa%B}w du

w

< (log2)™ / w log dp + 2w gp (B)
Bﬂ{w>w%B} w%B

< (log2)_1/wlog‘L v du—i—QC’/ w dp
B wip iB
< ((log2)_10+20’)/ w dp.
ip

2

Por otro lado, tenemos que (iii) implica (2.2.33) ya que, si B € Fgy C' > 1 es una
constante de duplicacién de u sobre Fg, resulta

/wlongﬂdu = / wlogﬂdu
B wp {reB:wp<w(z)<C'wg} wp

w
+/ wlog —dp
{zeB:w(z)>C'wp} wp
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< logC’/wdp—l—/ w log d du
B {acEB:w(x)>w%B} w%B

w1
+log —2 / w dp
WB J{zeB:w(z)>C'wp}

< (QIOgC"—I—C)/wdp,.

B

Ahora, finalmente, probemos que (2.2.33) implica que la medida inducida por w es com-
parable a p sobre Fs. Sean € € (0,1), B € F, y E C B, medible. Denotamos

EO:{:EEE:w(:I:)> ;Z%W}

Por (2.2.33) se sigue

B
log™ E'u—()/ w dp < / wlog™ id,u <C [ wdp. (2.2.35)
2u(E) Jg, B Wwg B

Por otro lado,

B E—FE
/ wdus/ o >w3du§M/wdu§5/wdn,
E—Ep E—Ep QM(E) QM(E) B 2 /g

por lo cual, si fuera [, w dp < § [w du se tendria [w du < e [yw du. Asi, con-
siderando E' tal que [, w du > e [pw dp, resulta [ w du > 5 [w dy, y luego, de
(2.2.35),

E) " [pwdp e’

lo cual implica

€ _ €

2¢ 2 u(B) < w(E).
Entonces, tomando a = %6_20/5
u(E) < ap(B).

, se deduce que [pw dp < e [w du, si E es tal que
(iv)=-(i). Por Corolario 2.2.24, existen C' > 0 y s > 1 tales que, para toda B € Fj,

(i ) <3t [

Sea dv = w du. Si B € Fg, de la desigualdad anterior se sigue

1 o v (B)®
— Ty < P ———,
Jpwtdv /Bw v ([pwtdv)

s—1
(/ w_ldy) / w*'dv < C*v (B)*,
B B

y luego



2.3 Demostracion del Teorema 2.1.8 45

/ wrdy (/ (w ) dV) L o<oFu Bt
B B

Por lo tanto, si se toma ¢ = 1+ s—%’ resulta w™! € Ag(y), esto es la clase A, sobre Fg con
respecto a la medida v. Entonces, hemos visto que si un peso verifica una desigualdad tipo
Holder inversa, sobre una familia F3, con respecto a una cierta medida regular, hay un
q € (1,00) para el cual el inverso de tal peso esta en la clase Aqﬁ con respecto a la medida
inducida por el peso. Ahora, ya que v es una medida de Borel que duplica sobre Fz y
es regular en el espacio métrico (€2, d|q), se puede obtener una desigualdad tipo Holder
inversa con respecto a v para w™! sobre Fs, por Corolario 2.2.26. Por el argumento previo,
hay un p € (1,00) tal que w esta en la clase Ag con respecto a la medida inducida por
w™!, la cual es p. O

o0 sea,

2.3. Demostracion del Teorema 2.1.8

Con los resultados previos a la demostracion del Teorema 2.2.1, podemos probar el
Teorema 2.1.8. Pero antes es necesario ver que 7' f esta bien definida c. t. p. en €2, para
f tal que % € L*>* (). En lo que sigue, para 1 < p < oo, se denotard con L} (Q) al
conjunto de las funciones medibles f : Q2 — R tales que fyxx € LP(£2,du), para cualquier
K que sea union finita de bolas de U Fp.

Be(0,1)
Observacion 2.3.1. Sean f € L] (©2) con 1 < p < oo y T un operador integral singular
S-local. Veamos que T'f esta bien definida c. t. p. de Q. En efecto, sean B y B’ en Fjp
tales que BN B’ # @. Si {P;} C F3 es un cubrimiento tipo Whitney de € dado por el
Lema 1.0.6, por (iii) (del lema), los conjuntos Sg (B) y Sg(B’) estan cubiertos por una
cantidad finita de bolas P;. Entonces, por el Teorema 1.0.12, T’ (fxgﬁ(B)) yT (fXSB(B’))
estdn bien definidas en c. t. p. de Q ya que fxs,) Y fXxss(m) estan en L? (Q,dp). Ahora,
probemos que T’ (fxgﬁ(B)) =T (fxgﬁ(B/)) c. t. p. de 2. Sean K una unio6n finita de bolas

de %J ).7-"a tal que Sz (B) USs(B’') C K, v {f.} una sucesion de funciones continuas
ac(0,1

con soporte acotado en € tal que f, — fxx en LP (£2,du) y en c. t. p. de €. Entonces,

JuXssB) = fXs5B) Y JaXssB) = fXss87), donde fuXs,B) Y faXss) estan en L (€2).
Ademaés, para cada n, ya que si x € BN B’ tenemos B (z, fd (z,2°)) C Sz (B) NSz (B'),

resulta T(anSﬁ(B)—sﬁ(B/)) = T(ansﬁ(B')—sﬁ(B)) =0c t.p.en BNDB, por 2 de la
Definiciéon 2.1.7. Luego, para cada n resulta

T (faxss) = T (fa (Xsa8) = Xs581)) + T (faXss(5)
= T (faxssm-ssm)) = T (faXssm)-s53) + T (faxsss))
= T (faxsss))

en c. t. p. de BN B’. Asi obtenemos

T (fxssm) = M T (faxsom) = Hm T (faxsye)) =T (Fxsamn)
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en c. t. p. de BN B’. Ahora, para cada i podemos definir
Tf =T (fxsyr))

c. t. p. de P,. Como QQ = UP; y, si P,N P, # O, T(fxgﬁ(pi)) =T (fXSB(Pk)> c. t. p. de
P, N Py, Tf queda bien definida c. t. p. de €.

Observacion 2.3.2. Si w es un peso local y 5 € L™ (Q2), para cada K que sea union finita

de bolas de U Fgz tenemos
Be(0,1)

| flxe < H%H wxk € L, ().

[e.9]

De este modo, f € L, .(Q) y, por la observacion anterior, T'f esta bien definida c. t. p.
de Q.

Observacion 2.3.3. La Observacion 2.3.1 también nos permitird ver que T'f esta bien
definida c. t. p. de Q cuando f € BMO?.

Antes de probar el Teorema 2.1.8 daremos el siguiente lema que se usara en su de-
mostracion.

Lema 2.3.4. Sean T una integral singular B-local y w € A . Entonces, dadas B € Fgs y
una funcion g con soporte en B tal que % € L>®(Q), se tiene

/ITg|du§CH£H w(B),
B W oo

donde C' es una constante independiente de B y g, y B es como en (11) del Teorema 2.2.1.

Demostracion. Por un lado, por el Corolario 2.2.26, hay un s > 1 tal que w verifica una
desigualdad tipo Holder inversa sobre F5. No es dificil ver que, mediante esta desigualdad
y la de Holder usual, w® duplica sobre Fj. Luego, por el Lema 3.1 en [HSV14] pagina 618
(Lema 1.0.8), hay una constante C' > 0 que verifica

w® <‘7> < Cw®(V),
para toda V' € Fg. Por otro lado, tenemos
s g HS s
< ||Z ~
c. t. p. de €, siendo
w*(B)

#(B)
por lo que g € L*(€2). Entonces, como T es acotado sobre L*(2, du) (ver [HSV19]), resulta

1/s
/B|T9|dM < (/Q\Tglsdu) u(B)®

[ wxpdn < ¢ u(B) < CulByuB)
Q
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1/s
< c( / Iglsdu) u(B)
Q

cllz. (o (8)) " wear
Nl

IN

IN

[

Observacion 2.3.5. Sean T una integral singular S-local, w € A% y B € Fs. Veamos que,
en general, sih € L} v % € L>(Q), Th es integrable sobre B. En efecto, si £ es el centro

loc
de B, como vimos en la Observacion 2.3.1 resulta

Th =T (hxs,(Bs0©))) »

c. t. p. de B(&, 8p(§)), v asi, por el Lema 2.3.4 tenemos

hxs,(B(e,s
[ oo < [ (w))whuusc\‘w w(B(E, 5p(6)))
7p

[e.9]

Demostracion del Teorema 2.1.8. Tomamos f tal que £ € L® (Q), B € Fs, y denotamos

h=Ixgy fa= fXSg(B)*E’ siendo B como en (ii) del Teorema 2.2.1 (observar que fo =0
si 5B ¢ Fj). Entonces, dado que, por la Observacion 2.3.5, T'f; y T fo son integrables
sobre B, podemos escribir

/ TF— (Tf) ldp — / ThH+Tf — (Th),| dy
B B
Tfd Tf — (T du. 3.
< /B\ Al u+/BI fom (Th)gldn.  (2.3.6)

Ahora, por el Lema 2.3.4 resulta

[ ralduzc
B

gwa(B), (2.3.7)

Asi, s6lo nos queda estimar el segundo término de (2.3.6). Para ello, considerando la
propiedad 2 de la Definicion 2.1.7, con B = B (£, 1), se sigue

/B|Tf2—(Tf2)B’dM
w7 [ [ 178G - ThE) () du o)

B)™! K(z,y)— K (¢, du (y) du (2 du (2
< w7 ] K G Kl W) () ()

IN

< [ Lo )~ K @I @l ) ()
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), /sm (€)= K ()l 1] (o) i ) dp ()
//S ‘K o y> <§7y)‘ ‘f(yﬂd,u(y) d/L(Z).

Entonces, teniendo en cuenta que w € Bf donde § es el exponente en la propiedad 3.(ii)
de la Definicion 2.1.7, se tiene

/ T — (Th) 5l du

d&
<of [ nBEdc) (d Y 15 e ) e
fH i (5B) (5r)" w(y)

< d

N H Sp(58)-58 (B (é,d(f,y)))d(é,y)‘S n

< w (5B) < C" fH (2.3.8)

w
De este modo, llevando (2.3.7) y (2.3.8) a (2.3.6), obtenemos
wB)" [ T~ ()] du < cH%H | (239

para toda B € Fg. Por lo tanto, ya que se tiene [, |Tf — (Tf)z|dp < 2 [5|Tf — aldp,
para cualquier a € R, por (2.3.7), (2.3.9), v el Lema 2.1.6, se deduce

f
I oo < €| £

2.4. Caracterizacion de pesos A mediante transfor-
madas de Riesz

Cuando X = R", d es la métrica euclidea usual y p la medida de Lebesgue, conside-
ramos los siguientes operadores de tipo transformadas de Riesz locales definidos por

B,n |z —yl
Ry f(x —Vp/| |n+1 (Bd($790)>f(y)dy,

para x € () y para cada j = 1,....,n, con f definida sobre €2 . Aqui, n es una funciéon
C> ([0,00)) tal que 0 <n <1, conn(t)=1si0<t <3, yn(t)=0sit>1 También
denotaremos

K" (x,y) = K; (v =) (%) (2.4.1)
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siendo, como es usual, K; (z) = z;|z|7""!, para cada z € R" — {0}. Ya que la funcién n
permanecerd fija en los resultados que presentaremos, escribiremos directamente K f =
K%y RS = RO

j g i

Lema 2.4.2. Sea w € L} (Q) tal que w > 0 c. t. p. de Q. Entonces, para cada j =

loc
1,...,n, son equivalentes las siguientes condiciones

(i) existe una constante C' > 0 que verifica, para toda B € Fg,

[’Rf(wXB)‘dng/wdw,'
B B

(ii) existe una constante C' > 0 que verifica, para toda B € Fp,

/~|Rj(wXB)\dx < C/ w dx;
B B

donde B es como en (ii) del Teorema 2.2.1.

Demostracion. (i)=-(ii). Sean B = B(§,r) € Fgy f = wxp. Se tiene
[ R f(2) de < I+ 11, (2.4.3)
B

donde

Kj(x —y)f(y)dy| dx

I:/V.p.

B

U—/V.p.
B

Para estimar I, dado = € B, desde (2.4.1) notamos que Ki(z—y) = Kf(:p, y) cuando
y € B (2.36d(x,2)), v | K]

/{yeBtlr—yKéﬂd(%QC)}

Kj(z —y) f(y)dy| dx.

/{yesz—yz;ﬂd(x,ﬂc)}

< |Kj|. Luego, se sigue

v.p. Ki(z —y)f(y)dy

/{yeB:xy|<;ﬁd(x,Qc)}

= |Rf(x) - / K (z, y)w(y)dy
{yeBilo—y|>1pd(z.0)}

IN

R+ [ (o — ) w(y)dy

{veBila—y|>1Bd(=.0%) }

R f()] + (W)n/ﬂ dy.

IN
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r< |
B

Para I1,six € B resulta

Entonces

()| de + 27 /E (Bd (z, Q)" dz /B w dy. (2.4.4)

Ki(x —y)f(y)dy

<(saem) fyoo

I1 < 2"/~(Bd (2, Q)" dx/ w dy. (2.4.5)
B B
Entonces, llevando (2.4.4) y (2.4.5) a (2.4.3), se tiene

[ Rs@las < [ |Rlr@)

—0—2”+1/~(ﬁd (x, QC))_ndx/ w dy
B B

< (o+2n+1 /B (ﬂd(x,Qc))_ndJE) /B w dy,

por lo cual, para probar (ii), basta ver que [z (8d (x,Q)) " dx estd acotada por una

'/{yEB:x—yz;Bdum}

por lo que

constante independiente de B. Para ello, primero, suponemos 5r < fd (&, €)°). Se tiene
entonces 57“(% —1) <d(z,9Q°), para z € 5B = B. Asi resulta

/j§ (B (2, 0)) " dz < / (GrlL= ) "o = |BO.1)| (1= 5) "

Por otro lado, para 5r > [(d (&,€)°), se tiene B = N3(B). Entonces, por la Observa-
cion 1.0.7 y el Lema 1.0.8 resulta

/Ewd (@, 0)) " de < O (Bd(E, Q)" IN3(B)| < Clr™ |N3(B)]
< Canpr " |B| = Cay,

donde Cjg,, es una constante que depende solo de 8 y n.

(ii)=(i). Si B € F3 y f = wxp, tenemos que

. / K, (z — 9)f(y)dy
{yeB:|z—y|< 5 Bd(x,Q°)}

R f(2)| <

+ K7 (x,y) f(y)dy

/{yEB:x—yI%ﬁd(%Qc)}
< IR f(2)| +2 / 1K (= )| w(y)dy

{yeBila—y|>3Bd(z,Q°)}
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< IR ()] +2 (W) [wa

por lo cual la demostracion de esta implicacion se sigue andlogamente a la anterior. [

Observacion 2.4.6. Para cada j = 1,...,n, si K; es como en (2.4.1), definimos la j-ésima
transformada de Riesz truncada local como

R f(x) = vp. / K,(x — y)f (y)dy

B(x,Bp(x))

en c. t. p. x € Q, para f € L¥(Q2) (las mismas son consideradas en [HSV19]). Dada
una tal f, podemos suponer que esta se extiende sobre todo R" siendo igual a 0 en °.
Entonces

Rij(w) = ifo) - [ (e = ) (0)dy,

R"—B(x,8p(z))

de lo cual se deduce que el Lema 2.4.2 también es valido con EJ/B en lugar de RJ@.

Ahora, para la demostracion del resultado principal de esta seccion, consideraremos el
clasico espacio de Hardy H' sobre R™, el cual definiremos, como en [FS72| (pagina 144),
como el espacio de las funciones f € L' tales que

1l = £+ D IRl < oo (2.4.7)
j=1

Tomando el ntcleo de Poisson
_n+l
Py(z) = cot (2> +22) " %,

para x € R" y t > 0, por el Teorema 4 en [FS72| (p4gina 151) tenemos

[ supls Rlds < C 7). (2:48)
Rn t>0

para f € H', con C independiente de f.

Teorema 2.4.9. Sea w € L .(Q) un peso. Entonces, son equivalentes las siguientes
condiciones

(1) hay una constante C' > 0 que verifica, para toda B € Fp,

/N‘Rf(wXB)‘d:pSC’/wdx,
B B

para cada j =1,...,n;

(ii) hay una constante C > 0 que verifica, para toda B € Fg,

/~./\/l5(wXB)dx < C’/ w dx.
B B
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Demostracion. (1)=-(ii). Sean B = B({,r) € Fg y f = wyp. Elegiremos un ¢ € R" con
|C| = or, donde 0 < ¢ < 1 se determinara solo dependiendo de § y lo suficientemente
pequeiio de modo que, al definir g(z) = —f(z + () para z € R", se obtenga

R;(f +g)| do < c/ w da. (2.4.10)
R~ B

Para fijar ideas, procedamos con la demostracién suponiendo que escogimos un tal ( y
obtuvimos la desigualdad anterior. Ya que || f +gll;, < 2|[/f[l,, = 2 [pw dz, (2.4.10)
implica

1+ gl + S IR (F + 9l < c/ w d,

=1 B

por lo que, de (2.4.7), f +g € H' y luego
/ sup [(f +g) * Pi|lde < C||f + gl < (J’/ w dr, (2.4.11)
R t>0 B

debido a (2.4.7) y (2.4.8). Ahora, veamos que podemos obtener, para todos s > 0y = € B,
la estimacion

o[ sy (w sl rg PN ). @4

or
1+

5" /x_y|<s fy)dy < c, (?) wg . (2.4.13)

> 5. Si |z — y| < s entonces

Sea A > 1 arbitrario. Cuando < s se obtiene

or
1+X

Por otro lado, sea

n+1

’:L’ _9’2 o _n+l
1+ —— > 272
S

y
1+Ns<[{|<|C+z—y|l+|lr—y|<|(+z—y|+s,
o sea,
[z —y+ (] > As,
por lo que
<1+—|x ;2*”' ) - <1+—‘x_i2+ ¢l ) > 27" — (14 227" >0,

para cada y € B (x,s). Entonces

(275 — () o / F()dy

lz—y|<s
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n+1

< [ <s(|x_y|2+52>—"?_3(|x_y+<|2+32)—2

o ( [ Pa-niwa- [ Py f(y)dy>

< otsup|((f +9) * B) (2)].

t>0

) Py

Asi, tomando A = v/2, en este caso tenemos

t>0

/| RLE (en (277 - 3—"31))1 sup|((f +9) % P)(x)].  (24.14)

Luego, (2.4.13) y (2.4.14) prueban (2.4.12). Finalmente, tomando supremo sobre s > 0
en (2.4.12) y aplicando (2.4.11), se consigue

B s>0

/~/\/l5(wXB)dx < C sups_"/ fly)dydz
B lz—y|<s

B
< C”—/wdm
1B| /5

+C’ sup |(f + g) * P,| dx
R t>0

< C’”/wdz,
B

por duplicacién sobre F3 de la medida de Lebesgue.

Ahora determinaremos ¢ € R"™ con |(| = dr de modo que valga (2.4.10). En un

principio, pedimos § < min{l, %} Supongamos B € Fp/5. Se observa que |¢| <

(1 — B)p(&) donde denotamos p(z) = d(z,9°). Entonces, B(§ + (,r) C B(&,p(&)) vy
2|¢| < 4r. Por otro lado, estimamos (como es usual) la condicion de suavidad para los
nticleos K. De hecho, dado que, para cada z € R" — {0}, se tiene

IVE; ()| < Vn(n+2) 2|77,

por teorema del valor medio del calculo en varias variables y la desigualdad de Schwartz,

se deduce

K, () — K, (z — )] < ﬁ(n+2)#, (2.4.15)

siempre que  # 0y | —y| > a|z|, con 0 < @ < 1. De este modo, la estimacion anterior
nos proporciona

[ RGgld
Rr—5B
< /Bw(z) /|mz|>2|C |K;(z —2) — Kj(x — 24 ()| dedz
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2
/w z / - n+ )Jﬂldxdz
lo—z>2¢| (277 — 2[)

< 2”+1\/ﬁ(n+2)|5”_1|/w(z)|(|/ t2dtdz
B 2[¢]

IN

— I n(n+2) |5 /B w dz. (2.4.16)

Por otra parte, tenemos

[ Rg@lds = [ RprOlde< [ (Rifa)|do
5B 5B B(&,5r+(cl)

[ Rt | (RSl ds
6B—-5B 5B

< [uw [ o~ gl dedy+ [ |Ryf(e)] do
B dr<|z—y|<Tr 5B
7
< |S" Y log—/wdy+/ |R; f(z)| dz.
4/p 5B

IN

y luego, por el Lema 2.4.2 y la hipotesis dada, resulta
7
[ R glde < 15 ogg [way2 [ (Rif@)|do
5B 4Jp 5B
< C/ w dy. (2.4.17)
B

Entonces, sumando (2.4.16) y (2.4.17) se obtiene (2.4.10). Supongamos ahora B ¢ Fs.
5

En este caso B = N3(B). Tomando ¢ < % tenemos 0 < ml’n{l, %} y, para cada

2 € B, 2] < B1-B)p(€) < Bolz), por lo cual B(z,2|(]) € Fs. Luego, si parax € 2 hay
un z € B que verifica |z — z| < 2|(|, entonces x € Ng(B). Se deduce de esto y (2.4.15)
(como se hizo para probar (2.4.16))

/ Ry(f + )| do
R"—N3(B)

< /Bw(z) /R"NB(B) |K(x —2) — Kj(x — 2+ ()| dxdz

IN

w(z Ki(x —z2) — Kj(x — 2 dxdz
/B ( >/|x V=) e =40
< M (n42) ]S / w dz. (2.4.18)

Por otro lado,

[ IR+ g) s
Np(B)

. d . d
< [v @l /N Ol
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R; d R; d
< [ i@ [ ROl

+f Rif (@ + O do
Np(B)=(Np(B)=C)

< 2/ |ij(x)|da:+/ |R; f(z + ()| dz. (2.4.19)
N (B) N (B)—(Ng(B)—()

Para estimar la tltima integral, sean € Ng(B) y B' = B(2',r') € Fgtal que x € B’ y
BN B # @. Como se vio en la Observacion 1.0.7, existe C' > 0, dependiente solo de (3,
tal que 7’ < Bp(z') < CPBp(§) < 5Cr. Luego, si 2”7 € BN B’ se tiene, para todo z € B,

e+ —z| <|x—2a|+|2" = 2"+ |2" — 2| + or < Car . (2.4.20)

Ademads, como se prob6 anteriormente, para cualquier z € B, B(z,2|(|) € F3 ¥, luego,
si |z + ¢ —z| <2 || entonces z + ¢ € N3(B). Dicho de otro modo, si x ¢ N3(B) — ¢
entonces

|z +¢—z| >2|C], (2.4.21)

para cada z € B. Asi, con (2.4.20) y (2.4.21), se deduce

/ R, f(x + O)) da
Ng(B)—(N3(B)—()

< [ [ 2+ ¢ — 2 "dadz
B 26r<|z+(¢—z|<Cgr

C
< 19" log2—§ w dz,
B

por lo cual, por la hipotesis dada y el Lema 2.4.2; se tiene en (2.4.19)

/ Ri(f + )| do < c/ w d. (2.4.92)
Nﬁ(B) B

De este modo, sumando (2.4.18) y (2.4.22) se obtiene (2.4.10) en este caso. Esto completa
la demostracion.

(ii)=(i). Se puede observar que, en la demostracion del Teorema 2.2.1, cuando se
prueba que la condicion (ii) implica (iii), en realidad se ve que (ii) del Teorema 2.4.9
implica (2.2.33). Ademas, al ver que (iii) implica (iv), se prueba que, si w satisface (2.2.33),
w es comparable a p sobre Fp. Asi, en este caso, w es comparable a la medida de Lebesgue
sobre Fg. Veamos que w es también un peso duplicante. Dado ¢ = 1/2, le corresponde
un « € (0,1) de modo que se verifica la desigualdad en (iv) del Teorema 2.2.1. Ahora,
tomemos ¢ tal que

(1-—a)/"<t<1,

osea, 0 <1—1t" < a. Entonces, dada B € Fj3 con radio 7, se tiene

|IB—tB| = |B(0,1)|r" —|B(0,1)] (¢tr)"
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= (1=1")|B] <alB|,

y luego

w(B)—w(tB)=w(B—-tB) < -w(B),

N | —

0 sea,
w(B) < 2w (tB),

de lo cual se puede deducir que w duplica sobre Fjg.

Luego, por las conclusiones anteriores, w verifica (iv) del Teorema 2.2.1, y asi, hay un
p € (1,00) tal que w € Ag. Como Rf es acotada sobre L7 (), dz), para todos ¢ € (1,00)
y 7 = 1,...,n, el resto de esta demostracion es como la demostracion de que (i) del
Teorema 2.2.1 implica (ii), poniendo RJ@ en lugar de M. [

El teorema anterior nos proporciona la siguiente caracterizacion de pesos en AY°
mediante transformadas de Riesz locales.

Teorema 2.4.23. Sea w € L} () un peso. Entonces, cada una de las condiciones de

(i) a (iv) del Teorema 2.2.1 son equivalentes a la condicion (i) del Teorema 2.4.9.

Observacion 2.4.24. Por la Observacion 2.4.6 y el Lema 2.4.2, el Teorema 2.4.9 también
vale con Rf en lugar de Rf. Entonces, como en el Teorema 2.4.23, cada una de las
condiciones de (i) a (iv) del Teorema 2.2.1 son equivalentes a que existe una constante
C > 0 que verifica, para toda B € Fp,

[‘ﬁf(wxg)’dng/wdx,
B B

paracada j=1,...,n.

2.5. Condiciéon B]lfc

Consideremos la siguiente clase de pesos.

Definicion 2.5.1. Sean w € L} () un peso, 0 < 3 <1 y 0 < p < co. Denotaremos

loc
w e Df, st existen C >0 y 0 <e <n+p tales que, para todos B € Fz yt > 1, se tiene

w(B) < Ct"7P*w (t7'B) .

Probaremos que, a pesar de su aparente diferencia, se verifica Bg = Dg. En este
punto, vale la pena mencionar que la clase Bg es una version local de una clase de pesos
va estudiada en el contexto euclideo (ver, por ejemplo, [MW76] y [HMWT73|). Méas atn,
la identificacion con la clase Dﬁ que buscamos probar fue estudiada por [HSV97] en el
contexto euclideo, para clases de pesos no-locales. Los siguientes lemas son adaptaciones
de resultados que aparecen en ese trabajo. Antes de introducirlos, damos una definicion.
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Definicién 2.5.2. Una funcion real ¢ definida en un intervalo I (podria ser I = R) es
casi-decreciente si existe una constante C > 0 tal que, para todos t; y ty en I, se tiene

p(t2) < Cp(ty),
siempre que t1 < to.

Lema 2.5.3. Sea ¢ una funcidn definida en (0, M], no-negativa, no-decreciente, y tal
que existen constantes positivas ci, co, Yy T, para las cuales

/M @ds < 01@
t tr

ST+1 —

p(t) < e (%) ;

para todo t € (0, M]. Entonces, la funcion t — @(t)t™" es casi-decreciente en (0, M| con
constante 2" ¢y cs.

Demostracion. Sean tq y ty tales que 0 < t; < to < M. Entonces

o) _  be(%) <2€2/t2 o(s) ;-

622—
r — r+1 1

M t
< 202ﬁ fr(fl)ds < 2clcgié§)

S 2T+10102¢(t1) )
ty
O]

Lema 2.5.4. Dada ¢ definida en (0, M|, no-negativa y no-decreciente, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) Ezisten ci, co, 7 > 0 tales que, para todo t € (0, M],

/M gp(s)ds < 01@
t tr

ST+1 —

p(t) < e (g) ;

(i) existen a > 1 y r > 0 tales que, para todo t € (0, M],
a” t
n<Lo(l);

(iii) existen C' >0, r >0, y e € (0,r) tales que, para todos A > 1 y t € (0, M],

p(t) <CN g (;) :
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2r+2c2¢y

Demostracion. (i)=(ii). Sea a = e > 1. Supongamos que, para algin ¢, € (0, M],
se tiene ¢(ty) > %p(“2). Entonces, por el Lema 2.5.3, para cada s € (0, ),

w(to)gzmc ©(s)

- 162— =
O S
y luego
v (2) Mo(s) " o(s)
€1 (m)r = to 5r+1d = s+l ds
fo t t
> / (2T+16102)_1Md8 = (2T+1clcg)_1Mloga
to tos t

a

a” t
1P\ LAY
o B )
a
lo que es una contradiccion. Por lo tanto, (ii) debe satisfacerse.

(ii)=-(iii). Sean A > 1y k € Nj tales que a® < X\ < a*"1. Aplicando k + 1 veces la
hipotesis dada, se obtiene

(t) < “ (t < a : 1 <
80 — 290 a — 2 QO CL2 —
am\ t a” . [T
< o P\ gt §2k+1)\<‘0 SV

para todo ¢ € (0, M]. Tomando ¢ = min (r/2, (log, a)™') se tiene

\ < 2(k+1)logya < (2k+1)1/5

y luego
(t) a’ r i < a_T r i
80 - 2k+1 4’0 A )\a SO )\
t
— € e
CNp ( A) :
con C'=a".

(iii)=-(i). Sea t € (0, M]. Para A = 2 se tiene o(t) < C2"*p(it). Ademés

M % % r—e
[y, [t e,
t 1 1

8r+1 (t)\)vdrl >\T'+1t7‘
S CM / )\flfed)\ — g gO(t)}
N e i

por lo que se establece (i). O
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Observacion 2.5.5. Las constantes involucradas en las desigualdades de los lemas an-
teriores no dependen de M. Asi, en particular, se pueden extender a (0,00), como en
[HSVI7].

Lema 2.5.6. Para todos p € (0,00) y 3,7 € (0,1) se verifica DJ = Dj.

Demostracion. Supongamos v < . Como F, es una subfamilia de Fjs, es claro que
Dﬁ C D). Por otra parte, si w € D] entonces, w duplica sobre F, y luego, por la

Proposiciéon 1.0.3, también duplica sobre Fg. Si B(z,r) € Fs, se tiene B (:p, %r) € Fy,

por lo que, dadas las constantes C'y € de la definicion de D], para cada ¢ > 1, resulta

w(B (z,7r)) < C%n“’(B(%’%r>)

Cp,Ct" P 5w (B (x,tlgr)>

< C’BﬁCt"“’_ew (B (x,t_lr)) ,

IA

donde la constante C, aparece por duplicacion. Asi, w € Dg , completando la demostra-
cion. .

Teorema 2.5.7. Dados 3 € (0,1) y p € (0,00), se verifica BS C DS.

Demostracion. Veamos primero que, en un contexto general (X, d, ), si w € Bg entonces
w duplica sobre Fg. Por la Definicién 2.1.4, existe C' > 0 tal que, si B = B(&,r) € Fg,

tenemos
1 1

S Mt e
+w<%B)
<P i T
+w<%B)
g(%%c+nw(§ﬂ, (2.5.8)

donde Cjp aparece por la duplicacion de p sobre Fjp.

Ahora, volviendo al contexto euclideo, veamos que existe C' > 0 tal que, para toda

w(B) < Cw (B - %B) .
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Sean B = B(z,r) e y tal que |z —y| = 3r. Entonces, B (y,r) C B — %_B y B C
B (y Z ) Ahora, suponiendo B € Fg, con 6’ gﬁ, veamos que existe v < 1 para el cual
B (y,%r) € F,. Como |z — y| < 38'p(z), por el Lema 2.2.7 tenemos

donde

Entonces, B (y, ;Zr) € F,, cony = 5 35, < 1. Luego, dado que, por (2.5.8), w duplica
sobre Fj3 y, por la Proposicion 1.0.3, también duplica sobre F,, se obtiene

oy <o (5(u1)) (s (nl)) ccw(a-L8).  @so

Probaremos ahora que w € DB//Q de donde, por el lema anterior, se sigue w € Dg.

Sean B = B(x,7) € Fz oy m € N para el cual Zm(ﬂ) <r< %. Entonces, por (2.5.9)
se tiene

8 p(x)

/ 2 w(B(x,Qs))dS

"p(x) gntptl
SmtT

!
& w(Ba 25)) ,
- 8'p(2) grtprl OF
k=1 ok+

|

IA
—
o

02
N

VAN
Q
o
0]
[\}
NE
S
—
oy
—
\_5%
| =®
o
HE
N
oy
—
}3
[N}
=
8
N
N~

IA

n+p w(y)
04 IOg 2 Z / BIP(I B/plgz)) |y _ x|n+p dy
2

< C4nte 1og2/ &)ﬁ
B(I’BIP(“))’B(%%> ly — z|ntP

w(B)

rrte

< 4P log2 / &)Mdy < Chns
Sy(B)—B |y — TP

donde las ultimas dos desigualdades se deben a que B C B( x, Bola )> y a la Defini-
cion 2.1.4, respectivamente. Por lo tanto, tenemos que

B p(z)

/2 w(B@.s) ;o wBE) (2.5.10)

gntp+l yn+p
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paratodosx € Qyr e (O, @] , donde la constante es independiente de r y x. Ademas,

como w duplica sobre Fjg /o, hay una constante Cz’)ynﬁ tal que

w (B (z,r)) <C), sw (B (x, g)) : (2.5.11)

para todos x € Q y r € (0, ﬁlg(x)] De este modo, por (2.5.10) y (2.5.11), aplicando el

Lema 2.5.4 con ¢(t) = w(B(z,t)) y r = n+p, se deduce que existen C' > 0y e € (0,n + p)
tales que, para todos A > 1yt e <07 —ﬂ";(“)},

t
w(B(z,t)) < CAN"P*w (B (x X)) : (2.5.12)
donde, observando la demostracion del Lema 2.5.4, vemos que C'y ¢ dependen solo de n,
P, Cpnp y €, 5 Finalmente, (2.5.12) dice que w € D2, O
Para establecer el reciproco del teorema anterior, necesitamos algunos lemas.

Lema 2.5.13. Sea 0 € (0,1). Entonces, para cada 0 € (O,min{%,al;—fa}), existe 0 €
(0,1 — o) tal que, si B= B(§,r) € Foo,

So(B) C B(&, (0 +0)p(¢))-

Demostracion. Tomamos 0 < 0 < ml’n{%,;’fa} yr < Oop&). Six € By z €
B(z,op(z)), por el Lema 2.2.7 se tiene

|z =& < op(x)+00p(€)
< o(1+00)p(€) + Oop(€)
= (0400 +00)p(£).

Asi, si d = 6o+ 60, se obtiene z € B(&, (0+0)p(£)) con o+ < 1. Luego, B (z,0p(x)) C
B(&, (0 +0)p(€)), para cada x € B, y entonces

Ss (B) = | B(x,0p(x)) C B(&, (0 +8)p(¢)).

zeB
O

Observacion 2.5.14. En el lema anterior, si o es proximo a 0, 012;‘70_ puede ser arbitraria-

mente grande. Como queremos que fo sea una fraccion de o, pedimos 6 < 1/5.

Observacion 2.5.15. El lema anterior es también cierto para espacios métricos mas gene-
rales.

Lema 2.5.16. Para todos p € (0,00) y 8,0 € (0,1) se verifica Bg = By.
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Demostracion. Sea w € Bﬁ. Si o < B es trivial que w € By, por ser F, C Fgy S;(B) C
Sp(B). Supongamos entonces 3 < o y consideremos 6, € (0,1) como en el lema anterior
con 0 < B/o.Si B = B(,r) € Fpr C Fp se tiene,

Bj|rP BlrP
[ -
L3-8 |y =& B(&(o+0)0(E))~ B(&.0op(e)) [ — €]

BlrP
+/ Mdy. (2.5.17)
(00061 |y — [P

Para estimar la primera integral en (2.5.17), tomemos v € (0 + §,1). Ya que, por Teo-
rema 2.5.7 y Lema 2.5.6, Bg C Dg = Dy, existen C. y ¢, independientes de { y r, tales

- w(B(e.(o-+ p(e) < Crreu (5 (¢ Y )

(‘”iﬁ, que es mayor a 1. Llevando esto al primer término de la suma de (2.5.17),

BlrPw
/ o,
B(.(0+8)0(€))—B(edop(e)) |Y — &l

< Cgg) B+ OO)

< a0 (m) (M)w ®)
o () (i)

B D
/ | B|r wn+ <c/ (2.5.18)
B(e.(o+8)p(&)—B(ebop(e)) [Y — E["TP

Por otro lado, para la segunda integral en (2.5.17), ya que w € Bg, resulta

D p
/ | B|r w(y)dy < / |Blr w(y)dy
Bedope)—B |y — &P Sy(B)-B |y — &["1P

< Cwﬂ,p/Bw(y)dy. (2.5.19)

cont =
se obtiene

por lo que

Por lo tanto, llevando (2.5.18) y (2.5.19) a (2.5.17), se deduce que

1BJr* w(y)
w (B) /s 5ly— §|n+pdy <C, (2.5.20)

para toda B = B({,r) € Fy,, donde C' no depende de B. Sea ahora B = B(&,r) €
Fr — Foo, 0 sea, Oop (€) <r < op(€). Como w duplica sobre F,, se tiene

wNe(B)) < wN(B(&0p(£))
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Cuow (B (& 0p(€))))
Cuoow (B(£,00p(8))))
Ow7g79w(B> .

IAIACINA

Entonces, ya que S, (B) C N, (B), de lo anterior se deduce

| Blr? w(y) s /
e W S gy Wel(B) £ O 5.
w (B) /SJ(B)—B ly — &[ntp y= w (B)rn+pw (No(B)) < (2.5.21)

donde C’ no depende de B. Por lo tanto, (2.5.20) y (2.5.21) implican que w € B7. O

Teorema 2.5.22. Dados € (0,1) y p € (0,00), se verifica Dg C Bﬁ )

Demostracion. Sea B = B(§,r) € F, tal que 5B ¢ F,. Si © € N,(B), existen 2’ y
z” tales que x € B(2/,yp(2')) y 2" € B(a',yp(2')) N B. Ahora, como se vio en la
Observacion 1.0.7, hay un m € N (que depende solo de ) tal que p(z') < 2™2p(£), y
entonces

jz =& < Jr—a| [ = < 2qp (@) + 7
< 2"Fp () +r < (275 + 1)

Asi, tenemos
|z — & < (2™5 + 1)r, (2.5.23)

para cada @ € N,(B), donde m es el entero que verifica 2" < if—z < 2™ (ver paginas
615 y 616 en [HSV14]). Notemos que

1
25 +1=2""180+1 < 1+—780+1:cw,
-7

por lo cual h/m+fyc7 = 0. Ahora, fijado £ € (0,1), tomamos v > 0 tan pequeno de modo
v—0

que e, < 3. Asi tenemos ¢, B € Fp, para cada B € F.,, y ademés, por (2.5.23),
N,(B) C ¢,B, (2.5.24)

para cada B € F,—F, 5. Seaw € Df. Notemos que, si B = B ({,r) € F,—F,/5 tenemos,

por (2.5.24),
Blrp
/ de < |B|rp7"_”_p/ w dx
s, (B)-B |T —&["TP eyB—B

< Chw(cyB) < Cpppwd ™ w(B). (2.5.25)

Si ahora suponemos B € F, 5, tomando kg € N tal que 5fB e F, — F, /5, resulta

Bl
[ o,
s, (B)-B [T — &P

B|rP B|rP
_ / |Blrrw(z) , / |Blr*w(z) (2.5.26)
S.(B) 5

—5k0B ’13 - §|n+p k0 B—B ’33 - 5’”“’ .
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Por un lado, ya que w € Dg, la integral del segundo término en (2.5.26) se estima como

ko—1

BlrP
/ | B|r w(x)dx _ ’B|7’p2/ w() d
skop_p [T — &P 1p_gep |T — [P
ko—1
< |B|rP 5k ”p/ w dx
| B kzzo( ) .
ko—1

< Cn%@w Z(5k)—n—p(5k+1)n+p—aw (B)
k=0
< npﬁwz (5%)~ = Cw (B), (2.5.27)

donde C' no depende de B. Por otro lado, por ser 5B € F, — F5, podemos aplicar
(2.5.25) a la integral del primer término en (2.5.26), obteniendo asi

Bl
[ i,
S, (B)—stop | — &P

</ iBlrruts)
= Js srom)—skop [T — &["TP
| Br? / |5%0 B (5k0r)pw(x)d
= \rko BRI (Fkosr\P T
|5kOB| (5k0’l")p S (SkOB) 5k0 B |ZL’ _ €|n+p
C —E&
= (5k0)"+pw (5kOB) <C <5k0) w(B) < Cw(B). (2.5.28)

Luego, llevando (2.5.27) y (2.5.28) a (2.5.26), se tiene

| BlrPw(z)
Lo s o gpte < Cu®) (2.5.20)

para toda B € F, 5. Por lo tanto, de (2.5.25) y (2.5.29) se deduce que w € B) = Bg, por
el Lema 2.5.16. OJ

2.6. Demostracion del Teorema 2.1.9

Antes de empezar con la demostracion del Teorema 2.1.9 serd conveniente obtener
algunos resultados que proporcionaran més informacion sobre las clases de pesos Bﬁ y

Bg . Para ello volvemos a considerar un contexto métrico mas general, como al principio
de este capitulo.

Lema 2.6.1. Dado € (0,1), si B € Fg/3 entonces B C Eg (D).
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Demostracion. Sea & el centro de B. Si x e y estan en B, por el Lema 2.2.7 se consigue

2 2
A(.) < Tp(€) < (@) < Bp o)
ya que 2 < 3 — f3. De este modo, B C B (x,8p(x)), para cada = € B. ]

Lema 2.6.2. Dado $ € (0,1), sea 0 < o < [3/3. Si w es un peso para el cual existe
C' > 0 tal que, para toda B = B (§,r) € F,, se tiene

/ p (B) rPw(x)dp (z) < Cw(B) (2.6.3)
(

p(B (& d(E, x))d (& x)" ~

entonces w € gg

Demostracion. Veamos primero que w es duplicante sobre Fy, (por lo que también lo es
sobre F3). Razonando de manera similar a (2.5.8), pero aplicando esta vez el Lema 2.6.1),
si B= B ({,r) € Faqa, tenemos

w(B) < L_

IA
N\

3
Q

g(?@0+nw(?ﬂ,

donde Cjy aparece por la duplicacion de p sobre Fz, y ademés se consider6 que Ez (B) C
s (3B). Ahora, solo se debe probar que se tiene también (2.6.3) con B = B (§,7) € Fg3—
Fa. De hecho, si C, 5, es una constante de duplicacion de w tomada sobre dilataciones
en un factor de 5/a de bolas de la familia F,, se consigue

p(B) rPw(x)dp (x)
fowyw B AE e T < )
< w(B( Bp(g)))
< wﬁaw( (§,ozp( )))
< Cwﬁ,aw(B)a
con lo que probamos el lema. O

Lema 2.6.4. Dados p € (0,00) y 8 € (0,1), B) = BE.

p



66 Caracterizacion de pesos A, locales y condicion B, local

Demostracion. Sean p € (0,00) y B € (0,1). Ya que, s (B) C S5 (B), para toda B € F,
es trivial que B C lS’ﬁ Luego por el Lema 2.5.16, basta ver que Bﬁ C By, para algin

~v € (0,8). Tomamos o= y B € F510 con centro {. Para Cada x € B siy € B,

por el Lema 2.2.7 se tiene

11+25

20 20 20

d(z,y) < 7506 < g (@) < 5rla).

Luego, por un lado, dado z ¢ €, resulta

p(@) < d(,y) +d () < p(e) +d (5, 2),

de lo cual sigue que
20
1-5)rl@)=<ply).

Por otro lado, si 2’ € B (z,0p (x)), tenemos

d(y) < op(e)+d(ey) < 2p(x)

9
< glj(;ap(y) =Bp(y) -

Por lo tanto, obtuvimos que

B (x,0p(x)) C B(y,5p(y)),

para todos x,y € B. De esto se deduce que
Sy (B) C &3 (B). (2.6.5)
Luego, dados w € gg y B= B (£,1) € Fy)10, se tiene por (2.6.5)
/ p(B) rPw(z)dp (x)
5. umr—p (B (€ A& ) d(€ o)

1 (B) riwo(a)dp (2)
= / TBEAE ) dEaT SO0 E),

por lo cual w € B/ = BE. O

Ahora podemos volver al contexto euclideo y pasar a la demostracion del teorema
principal de esta seccion. Primero, analizaremos cierta estructura geométrica que se pre-
senta en R™ con cubos de lados paralelos a los ejes coordenados, y que sera tutil para
probar que w € Bf bajo las hipotesis dadas para las transformadas de Riesz locales. La
siguiente construccion se sugiere en la demostracion del Teorema 2 en [Fuj77| (pagina
533). En lo que sigue, como es usual, si x € R" denotamos = = (x1,...,2,).
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Proposicion 2.6.6. Para cada cubo (Q C R™ con lados paralelos a los ejes coordenados,
R™ puede particionarse en una familia finita de conjuntos con interiores disjuntos tales
que, st J es uno de estos conjuntos, existen cubos Q)1 y Q2 verificando

2
@Q1UQ: C EQ’ (2.6.7)
@l =1:1= (1) (26.5)
He e \1oe) o
Y
sup |z — x| < inf |z —y], (2.6.9)
r€Q yeQ2

para todo z € J — Q, siendo | el lado de Q). Ademds, hay un entero k entre 1 y n tal que,
stx €Qr,ye ey zeJ—Q, severifican

xy, < min {yx, 2, } (2.6.10)
0
max {yg, 2} < T,
Y
I é (2.6.11)

Demostracion. Consideramos n = 2 y dividimos R? en subconjuntos de la forma
I ={ @) 02 (-1 o < (-1) 1,
con i, j, k y [ valiendo 1 0 2, y 7 # j.
Para fijar ideas, tomamos la region
J1222 ={(x1,22) : 0 <2y < a2} (2.6.12)

y sea () un cubo con lados paralelos a los ejes coordenados de centro 0 y lado [. Tomamos
%Q, o sea, el cubo con lados paralelos a los ejes coordenados de centro 0 y lado I’ = -

13°
y dentro de éste, los cubos
U] 3
Q“-PZ‘ax{gﬁ}

i [ 3
Q2 = [— —} X -_57_§:| )

U 3
Vi = (—Z7§) €

y los vértices
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X2

0<-xi1<Xz

0<x1<xz

O<xa<-X
0<x2<x

X1

0<-X2<-X1 0<-X2<%
0<-x1<-X2

0<xi<-Xz

. . . . . eyl
Figura 2.1: Las regiones interiores de los conjuntos J; 7.

U 30
Vo = (Za —g) € Q.

Sea P (t), t > 0, la parametrizacion estandar de los puntos de la semirrecta que tiene
origen en Vj y direccion Vo — Vi, o sea

P(t) = Vi+t(Va—W)
(v s
- 4 7278 4

con t > 0. Queremos ver que si z € J1222 —Q, h(t) =|z— P(t)| es creciente cuando t
varia en [0, 00). Poniendo z = (21, z2) obtenemos

U \? 3 31\?

U U I 3l 30"\ 3l

) = 2 et (—= ) 2 (- )
,(3 o ol % z')
= U|comp——=+t=——2z——+t=

> [ §z —z—l3l/
> 2" AT 15 )

Ahora, como z ¢ @, si 0 < z; < é, deberd ser zo > % Por el contrario, si z; > %, por ser

y luego
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Xz
Qs
3l'/8 /
/|
I'/4
t Xi
-1'/2 -1'/4 I'/2
1
=0
13
3l \
-31'/8 \
Q:

Figura 2.2: Los cubos %Q, @1y Q-.

2,2 . .
z € Ji5, se tendrd 2o > 2 > % Entonces, obtenemos arriba

1 z
h/(t) > l/(522+2’2—21—ﬁ)
1 Lol
> (2. v
= l(zzz 16)>l(4 16)
31
)
2> 0

De este modo, como queriamos probar, |z — P (t)|* es creciente cuando ¢ € [0, c0). Esto
dice que, en particular, si P es cualquier punto sobre la semirrecta con origen en V; y que

pasa por V5, se tiene
‘Z—%|§|Z—P|,

para todo z € leg — Q. Sea y € (). Como (), esta contenido en la clausura del semiplano
inferior a la recta que pasa por Vi y Vs, si P, es el punto de interseccion entre esta recta

y el segmento que une y y z, por lo anterior se deduce
[z=Vi|<|z =P <]z —yl.
Por otro lado, si x = (x1, 22) € @1, tenemos

I I

— < < ——
4 =T1=Tg
y
3[’< <l’
E— x J—
8_ 2_27
O Ssea

!/ !/

O<z1+§§z1—x1§zl+z

(2.6.13)
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0< l’< < 3
29— =<z —Ty < 29— —
275 SR TS

vaque z1 >0y 2o > % Entonces
|z —z| < |z — W, (2.6.14)
para todo x € (). Luego, (2.6.14) y (2.6.13), implican

sup |z — x| < inf |z —1y].
z€Q1 yeQ2

Notemos también que, para cada (x1,2z2) € Q1, (y1,%2) € Q2 ¥ (21,22) € J127’22, tenemos
1 < min{y;, 21} (ver figura 2.3).

(21,22)

12 Zt

Figura 2.3: Los puntos de coordenadas x; y y; se hallan en los cubos Q1 v ()2, respecti-
vamente. El punto (21, 29) estd en el conjunto J1222 y fuera de Q.

Ahora, ya que cualquier region Jf}l puede obtenerse mediante una rotacion y/o re-
flexion de J1222 , se pueden conseguir cubos como ()1 y )2 aplicando a estos los mismos
movimientos rigidos con los cuales se obtiene la region dada desde leg . Los cubos asi
conseguidos, para cada region Jf}l, verifican (2.6.9), para todo z € Jf}l — Q. Extendemos
lo anterior a R?® proporcionando asi la idea para generalizar los siguientes argumentos a

R™ con n > 3, mediante induccién. Denotamos

JEvkaks {(m,xz,xs,) 10 < (=), < (-1 ey, < (-1 xz‘g} (2.6.15)

11,12,13
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con 11, 19 y 13 distintos entre si y valiendo 1, 2, 0 3, y kq, ko v k3 valiendo 1 o 2. Como el

caso de R?, se tiene
3 _ k1,ko,k3
R* = 11,82,83

Sean Q un cubo de R?® con centro en 0 y lado [ (como se considero antes), y z =
(21, 22,23) ¢ (. Supongamos que z € Jfgﬁ”h y, para fijar ideas, |zo| > % Tenemos
entonces que, si Q' es la proyeccion de @ sobre el plano que contiene los puntos de R3
con tercera coordenada 0 (el cual podemos identificar con R?), (21, 23) € kl”” —@'. Sean

| v Q) los correspondientes cubos del plano que verifican (2.6.9). Si k3 = 2 definimos

Q1= Q) x {l—, l—}

8 4
' 3
Q2 = @5 x [—§7—Z] :

Entonces 23 > 0y, siw = (71,72,73) € Q1Y y = (Y1, Y2, ¥3) € Q2 (por lo que (21, 22) € @}
v (y1,y2) € Q%) tenemos, por un lado,

(21— 21)" + (22— )" < (21— )" + (22— 12)°,
debido a (2.6.9). Por otro lado, cuando z3 > & resulta
|23 — ys| = |zs — ys| + 23 — @3]

. i
Si0<z3< IZ, vemos que
/

|23 — 23] < 1 < |2z — ysl.
De este modo, en ambos casos se deduce
|23 — @3] < |23 — 3
y luego
|z —z| < |z —yl,

para todos © € Q1 y y € Qo. O sea, (2.6.9) se verifica en R? con 2 € J flg?f’k“‘ Q, vy
Q- definidos arriba. Si k3 = 1 (por lo cual z3 < 0) se toman

v
Q1 = Q) x {—17 —g}

I 3U

= ! X [
Q? QQ 47 ]

y se vuelve a deducir (2.6.9) como en el caso anterior. Se puede observar también que,

en el caso particular recién dado, para k; = 2, si zo > [/2 entonces (z1, 22) € J1222 Q'

lo que corresponde al caso en la figura 2.3, y si zo < —[/2 entonces (zl, z) € Jiy — @,

siendo J1,2 — @' la reflexion con respecto al eje 25 = 0 de la region J1,2 - Q. A51 resulta
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1 < min{y, 21} cuando k; = 2. Para k; = 1, los cubos correspondientes y las respectivas
regiones se obtienen por reflexion con respecto al eje 1 = 0, y de este modo se tiene
x1 > max{y, z1} (ver figura 2.3). Asi, la idea de como se puede obtener (2.6.9) en R,
con n > 3, mediante induccion, es clara. Ademas, tenemos que

QIUQQC%Q

l n
@il =16l = (155 ) -

Mas atn, podemos observar de la construcciéon de los cubos Q)1 y @2 lo siguiente: si
(z1,...,2n) & Q, para algiin m, que suponemos mayor a 1 para fijar ideas, |z,| > /2y
hay un conjunto lelz’ * tal que (zm 1, 2m) € Jfll;]f Luego, si Q] y (), son las proyecciones
de Q1 y @2, respectivamente, sobre el plano que contiene a (z,,_1, 2, ), entonces resulta

(1> Zm) € Qs (U1, Um) € Qb para cualesquiera (1, 2n) € Q¥ (Y1, yn) €
(@2, v, por la forma en que se construyeron estos cubos,

Tmo1 <min{ym_1, Zm_1}

MAaX {Ym—1, 2m-1} < Tpm—1,
| >
ym 1 Tm—1| = 52

(esto se aprecia en la figura 2.3 reemplazando 1 por m — 1). Por tltimo, notemos que
la invarianza por traslaciones de la geometria en R"™ permite extender todos los hechos
anteriores a cubos con lados paralelos a los ejes coordenados pero con centro en cualquier
punto distinto del origen de coordenadas. Esto concluye la demostracion.

]

Demostracion del Teorema 2.1.9. Ahora, probemos que w € Bf. Sean B = B(&,r) €
Fs/0 ¥y Q el cubo de centro £ y lados de longitud [ = 2r/y/n paralelos a los ejes coorde-

nados (Q C B). Observamos que, si y € Ez2 (B) y « € B, se tiene y € B (z,5p (z)), por

lo cual
<!l’ - y!)
Bp (x)
De este modo, si f es una funcién que tiene soporte sobre Eg/5 (B) y Rff estd definida
en casi todo punto de €2, resulta

Rfa) = v [ K- ('gng') o)y

= V.p. /K r—y) f(y)dy = R, fxa (x), (2.6.16)
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para casi todo x € By para cada j = 1,...,n. Sean J una region como en (2.6.15)
(extendida a R™ y trasladada en &) y f = wxe, ,(8)ns—5- Para J y Q, sean Q1 y Q2 los
correspondientes cubos dados por la Proposicion 2.6.6. Luego, ya que

Rif = (Rif)q,

< |R;f = (R;f) 4]

+ (R f)p — (Bif)o,

|R;f — (R;f)g]

HQ ™ [ IR @)= (Rif) | do,
Q1

IN

por un lado, de (2.6.7), (2.6.8), (2.6.16), y la hipotesis dada, respectivamente, tenemos

J.

R;if(y) = (B;f)g,|d

< / R (4) — (R;f) | dy

81 -

< 2/B|ij(:n)—(ij)B‘dx
= Z/B‘Rff(a:)— (R1) | de
< Cw(B). (2.6.17)

Por otro lado, tomamos j = k siendo k el entero positivo para el cual vale (2.6.10).
Entonces, para todos © € Q1, y € Q2 y 2 € E52(B)NJ — B, de (2.6.9) y (2.6.11), se
deduce

Yi— 2z ri—E o Y% Zj — T
|y . Z|n+1 ’I‘ Z|n+1 _ |y . Z|n+1 |l‘ Z|n+1
s YT S l

|y_z‘n+1 - 52|y_z‘n+1
Ahora, ya que y € By z ¢ B, se tiene
ly =zl <r+[§—2] <2[6 -2

y luego, en lo anterior resulta

Y; — %5 Tj— 25 l
_ > . 2.6.18
’y_z|n+1 |.CE— Z‘n+1 2n+152‘€_2’n+1 ( )
Entonces, de (2.6.17) y (2.6.18) se obtiene
1@ |Qn] w (2)

2n+152 53/2(B)OJ B |§ . Z|n+1

Yi — % XTi — Zj;
/ / / < ’ nj-&-l B |{L‘]—Z|n]+1> f(Z) ddedy
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IN

dy

J.

- |Q1|
Q2

/ (Ryf (4) — R;f (2)) da

1

Ry f (5) = (Rif)g, | dy < C1Q1| w (B).
Asi, de la definicion de [ y (2.6.8), conseguimos

n+1 1
/ M) b < 5o (104)" 0 Cw (B).
Ez/2(B)

nJ—B |§ — Z|nJrl

Por tltimo, ya que hay un nimero finito de conjuntos J (que depende solo de n y crece
con n) y su union es R”, se concluye

n+1
/ r—wfj)ldz < Cw(B), (2.6.19)
£5/2(B)-B |€ — 2|

para toda B = B (§,r) € Fg/10. Por lo tanto, w € g,i@/z por el Lema 2.6.2 y luego, por los
Lemas 2.6.4 y 2.5.16, w € BY.

A continuacién pasamos a probar que w € A . Para ello es suficiente ver que existe
C > 0 tal que, para cualquier B € Fjg, se tiene

/E ‘Rf(wXB)‘ dr < C/Bw dz, (2.6.20)

dado que, por el Teorema 2.4.23, esto implica w € A%. Primero, sea B € F5 — Fpas Y
consideremos un cubrimiento tipo Whitney W para €2 dado por el Lema 1.0.6. Por dicho
lema, sabemos que la familia

W(B) = {P €W : PNNs(B) # 2}

es finita con W(B) < M, donde M es un niamero independiente de B. Si para cualquier
V € Fjz se denota por V* a la bola maxima en la familia concéntrica con V, esto es
V* = B(xy, Bp(xy)), siendo xy el centro de V, se puede escoger para cada P € W(B)
una bola maxima B} tal que PN By # @y By N B # &. Entonces, dado que P* es una
de las bolas de la nube N3(B}5), B} es una bola de la nube Ng(B), y w duplica sobre
estas nubes, se obtiene

[‘Rf(wXB)’dx < / ’R?(WXB)‘dx
B Nis(B)

ﬁw Bl dx

= ng%B)/P*)RJ( ! >‘d

= HR?(MXB)HBMOB Z w(F)
Y Pew(B)

< Clixsle Y, wNs(Bp)

PeW(B)
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< O ) w(Bp)
PeW(B)
< C'M w(N3(B)) < C"M w(B).

Asi, conseguimos (2.6.20), para toda B € F — Fp/25. Ahora, sea B € Fg/95 y denotemos
1/n
f=wxg, f1 = wxip ¥ fo = WXp_1p- Por un lado, ya que el radio de B es (‘C—Bn‘> ,

vemos que para casi todo z € B — %B se tiene

g <[ 2W 2O (L
mne| < [ pmipr < g (58).

Luego, teniendo en cuenta que, por la hipotesis dada y la duplicacién de w, tenemos

L ()= [Enfyar < [ [in-(#5), e

. wom
< C'w(B),

IN

IN

se consigue

R 1| da

o), | < oo

—§B

< C'w(B)+ %w GB) ‘B - 23‘ ,
(®8),] = Eoame®+ g (%)
< (% 4 ) W (2.6.21)

Por otro lado, vemos que para casi todo x € };B se tiene

4" 1
ZE)’S/ %dygﬁw(B——B).
B-1iB |z — y | B 2

Luego, dado que tenemos

[ (5, -

IN

Jio < | |mn - (Rin), |

C HXB—%BHOO w (5B)
< C'w(B),

IN
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nuevamente por la hipotesis dada y la duplicacion de w, se consigue

dz

s (), | = cwto

47C 1 1
< C'w(B n B—-B||-B
“’”*\Br‘”( 2 )‘4 ‘

0 sea,

w (B)

< (4"C+4mC) T (2.6.22)

Por tltimo, va que f = fi + f2, de la linealidad de las transformadas de Riesz locales
y los promedios, junto con (2.6.21), (2.6.22), la hipotesis dada y la duplicacion de w,
obtenemos

éB‘Rff‘dx < /53‘}%51“—(Rff>53‘dx+/53‘<}%ff>53‘dx
< Clislow 6B+ B8l (|(86) | +] (%) )

5B

Blw (B
< cup) o e sene ).

Por lo tanto, conseguimos (2.6.20), para toda B € Fg/95, que es lo que querfamos. ]

2.7. Relacién entre las clases A7 y Bg

En esta seccion estudiaremos la relacion entre los pesos de la clase A% y los de la
clase BY.

Observacion 2.7.1. Si p es una medida de Borel sobre €2 que duplica sobre F3, no es dificil
ver que existen Cg, 03 > 1 tales que, para todos B € F3 y t > 1, se tiene

1(B) < Cat’p (t7'B). (2.7.2)
Proposicién 2.7.3. Sip >0y 1 <q<1+p/ls entonces Aqﬁ C Bg.

Demostracion. Sea w € Aqﬁ. Si B € Fgy E C B es medible, de igual manera que en el
caso de las clases A, usuales, se tiene

w(E)\ _ ~w(E)
(mB)) =By (2.74)
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siendo C' una constante que es independiente de B y E. Ahora, scan B = B ({,r) € F3y
ko el ntimero natural tal que 27% 8p (£) < r < 27k0F13p (£). Si denotamos ro = 277 8p (€)
y By = B (§,10), tenemos

By C B C 2By

y 2¥By € Fp, con k = 1,...,ky. Entonces, por la duplicacion de pu y w, (2.7.4), y (2.7.2),
resulta

(B) rPw(z)dp (z)
ﬁB) B (B f d(&,x)))d (&, )"

‘?m\

- / w(2By) (2r0)” w(z)dp (x)
5 Jarnie—2kBg 11 (2% By) (2F70)"
ko—1 k
< e S ot B (2B
— 1 (2% By)
ko—1
(2¥By)
< 2°Cw (B PR [ —A
< w3 (1 0>)
< 2°CCH 'w (Bo) Y (2%l "< 0w (B),
k=0
con C' < oo, ya que 03 (¢ — 1) — p < 0. Luego, w € Bg, por el Lema 2.6.4. ]
Consideramos ahora el espacio euclideo, esto es X =R" d = ||, y du = dzx. Veremos

que, para clases usuales (no locales) de pesos, no es cierto que A, (R") sea una subclase

de B, (R™).
Proposicién 2.7.5. Sip>0yq>1+p/n, A,(R") —B,(R") # @

Demostracion. Sean a € (p,n(qg—1)) y w(z) = |z|* Es sabido que w € A, (R"). Si
m € N, tenemos

B(0,1
| 20Dl _ —
BOm+1)-B0,1) | B (0, [2])][2]P B(0,m+1)—B(0,1)

m+1
= C, / to Pt
1

- Cn<m+1)a_p_17
a—p

y de este modo

[ Boba,
o B (O Je)[Jal

. B0, 1) w ()
m=0 J B(0,m+1)—B(0,1) B (0, [z])| ||

dr = 0.

v
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Entonces, para cualquier C' > 0 resulta

[B(0.1)]w ()
/Rn_Bm,n B0 e ep > Cv (B 0.1),

por lo que w ¢ B, (R"). O

Podemos ver también que lo anterior es cierto para clases de pesos locales.

Proposicion 2.7.6. Dados f € (0,1) y Q C R", abierto propio no vacio, sip > 0y
q>14p/n, AZ(Q) —BJ(Q) # 2.

Demostracion. Sean xy € Qy a € (p,n(¢—1)). Es sabido que |- —z0|* € A, (R"). Luego,
si w(z) = |& — 2o|*xa (x), w € AP (Q). Sean dy = d (x9,9Q°) > 0y By = B (o, Bdo/m),
para cada m € N. Entonces, {B,,} C F3y, si m > 2, por un lado se tiene

/ (Bdo/m)" P w (@) , / (Bdo/m)" " w () ,
S3(Bm)—B Bi—Bm

|z — xo|?HP - |z — xo|?tP

— (ﬁdo/m)”+p/ |z — xo|* " Pdx
Bi—Bm
Bdo
= C, (Bdy/m)"? / t P lqt
Bdo/m
ntp (Bdo)* ™" — (Bdo/m)*™"
a—p

= C, (ﬁdo)”+“ m—n—pﬂ.
a—p

= G, (Bdo/m)

Por otro lado,

Bdo/m
w(B,,) = / |z — x0|*dx = Cn/ tatn=lq
0

m

(5d0/m)a+" agn MO
_—= _— d - .
Cn a+n Cn (Bdy) a+n

Asi resulta

(Bdo/m)" Pw () a—
fSB(Bm)*Bm |033*10|”+p du me—P (a+n) (1 — (1/m) p)
w (By,) a—p
(a+mn)(m*P—1)

a—p ’

para cada m > 2. Por lo tanto

(Bdo/m)" P (x)
lim fsﬁ(Bm)—Bm |z—ao|" P du = 00
m—o0o w (Bm)
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y de este modo, para cada C' > 0, hay un m € N, suficientemente grande, tal que

Sp(Bm)—Bm

|z — @[t

Entonces, w ¢ Bf. O

Lo probado arriba muestra que, para cualquier p > 0, A% () no es una subclase de
Bf (), con Q subconjunto de R™. A continuacion se vera que tampoco vale, en general,
la contencién inversa.

Proposicién 2.7.7. Para cada § € (0,1), si Q@ CR"™ es un abierto propio que contiene

al cubo [0,1]", eziste p, > 0 tal que, para cualquier p > p,, Bg Q) — A2 (Q) # @.

Demostracion. Sea w; el peso construido en [FM74| sobre la recta real de la siguiente
manera: Para cada m € NU {0}, definimos f,,,(z) =1/2,si0<x <4 ™ 103.47m ! <
r <47y fu(r) = 3/2 para 4 ™1 < 2 < 3-47™71 extendiéndose de forma periddica
sobre (47™ 1]. Denotemos con n(zx) al entero positivo tal que

4—n(;v)—1 <z < Zl—n(z)7

para 0 < z < 1. Entonces, se define

wi(@) =[] fule)

para 0 < z < 1, wi(z) = 1 paraz > 1y wi(z) = wi(—x) si x < 0. Dado k € N,
denotando
Iy = (47%/2,47%)
£, = {x €Iy :w () > 3%2_2]"’_1} ,

se prueba en [FM74]| que

. |Ex]
k11_>rr010 A =0 (2.7.8)
' E
lim L) (2.7.9)

k—oo Wq (Ik)

por lo que w; ¢ A (R), pero w; duplica sobre R, o sea, existe C' > 0 tal que, para todos
r>0yxeR, se tiene

x+r x4+

T
7 T 3

Ahora definimos
Wy (T1, ... xn) = wy (27) .
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Veamos que w, duplica sobre R". Sean n > 1, £ € R", r > 0 y, para cada z € R" y
[ >0, Q(z1) el cubo de centro z y lados de longitud [ paralelos a los ejes coordenados.
Entonces, ya que

B(&r)c Q& 2r)

Q (& r/vn) CB(&1r/2),

teniendo en cuenta (2.7.10), se puede deducir que hay una constante C,, > 0 tal que

/ wy, (z) dx

B(&r)

[
Q(&,2r)

Entr ot &1+r
= / / wy (z1) drydz, . . . dxy,

IA

En—r Ea—r JE—r
n—1 &1+ \T/ﬁ
< T) (2vn)" " C / ) () diry
7’L 1_2%
e Ent \T/ﬁ o+ \T/ﬁ S1t+5=
= (2\/5) 1Cn/ i / i / i wy (1) dzxydzy . . . dz,
571*2\;,7 52*2% 51*2:}5
- (2\/5)71_1 Cn/ wy, (z) dz
Q(&r/vn)
< (2\/ﬁ)n_1 C, wy, (z) dz.
B(&r/2)

Pasamos ahora a construir subconjuntos de (2 sobre los cuales w, no verifique la
condicién (iv) del Teorema 2.2.1. Con este fin, ponemos ¥ = 3-47F"1(1,1,...,1) y
I =Q (&F,2-471) (notar que I} = I;). Entonces,

I} C B(&F 47" W/n) =

Dado g € (0, 1), como {Sk}k C [0,1]" y d([0,1]",Q°) es estrictamente positiva, podemos
tomar un kg suficientemente grande tal que, para cada k > ko,

47N < B ([0, 1], ) < Bd (65, 9°).
Asi, By, € Fp, para cada k > ky. Luego, por un lado,

EkX[]?_1:{332331GEk,.TjElk,j:2,...,n}CI,?CBk

y ademés
B x 7Y | Bl 11"
| B |B(0,1)] (471y/n)"
2n | Ek|

B0, 1) (v/n)" [1x]”
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por lo cual, de (2.7.8),
’ B x 171
koo |Byl

wy, (Ekxl,?_l) = / // wy (x1) dxydzy . . . dzy,
I I Ek

Por otro lado,

y, por la duplicacion de w,,

wy (By) < Clw, (I})

= / / / w1 ZEl dxldx2 d
Iy, Iy,

== Cl |Ikn 1w1 (Ik)

De este modo tenemos

wy, (By x I}71) o wi(Ey)
wy, (By) — Clwy (1)’
donde, por (2.7.9), el lado derecho tiende a 1/C’, lo cual se puede suponer no mayor a 1.
Por lo tanto, dado cualquier a € (0, 1), podemos hallar k > kg, suficientemente grande,

tal que
|Ej, x I

<
| By

wy (B x I 1
>
donde Ej, x I} C By, € Fs. Entonces, por el Teorema 2.2.1, w,xq ¢ A2 (Q).

Ahora veamos que, para algin p, > 0, w,xe € B} (Q), para todo p > p,. Como w,
duplica sobre bolas de R", si denotamos (), a alguna constante de duplicacién mayor a
1, no es dificil ver que, para cada t > 1 y para toda bola B, se tiene

w, (B) < C,t'°82 %y, (t_lB) )

Tomamos p,, = log, C,, > 0. Entonces, sip >p, ye=n+p—p,, resulta 0 <e <n-+p
y, por la desigualdad de arriba,

w()<ctn+pa ( lB)

para cada t > 1 y toda bola B. Asi, por el Lema 2.5.22, w,xq € Bg (Q). ]
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Capitulo 3

Estimaciones a priori en espacios
BMO.

3.1. Preliminares y teoremas de acotacion

En este capitulo consideramos el contexto euclideo, X = R", d la distancia euclidea y
i la medida de Lebesgue. Obtenemos una estimacion a priori interior sobre un dominio
Q) (abierto de R™ conexo y acotado), para ciertos operadores diferenciales elipticos, con
normas en un espacio BMO relacionado a un peso A, local sobre 2. Con este objetivo
demostramos la acotaciéon en tales normas de ciertas integrales singulares locales y sus
conmutadores, Teoremas 3.1.19 y 3.1.21, en la seccién 3.3, y Teorema 3.1.23, en la sec-
cién 3.4. Con el proposito de enunciar tales teoremas, consideraremos a continuacion las
definiciones necesarias.

Sean w un peso que duplica sobre F3(€2), donde 2 C R™ es abierto propio, p(§) =
d (&,9°) para cada & € Q. Se consideran las siguientes definiciones.

Definiciéon 3.1.1. Diremos que f € L} (Q) es una funcion de BMO?P , con1 < q < oo,

loc w,q’?

si existe C' > 1 constante (que puede depender de (B, q y w), tal que

% (ﬁ/B\f(x) - fB‘qu)}z <C

At |f<ac>rqu)é <o

para B € Fg—Fs. Si f € BMOqu se define [f] 5,08 como el infimo de las constantes
5 ’ w,q
que verifican ambas desigualdades. Se denota BMO;? a BMO?  conw =1 sobre .

w,q

para B € Fs, y
5
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Observacion 3.1.2. Como en el Lema 2.1.6, se puede demostrar que f € BMOEW es
equivalente a que existen N € N (N > 2), Cy > 1 tales que

% (ﬁ [ 1@ —fB|qu); < Cy (3.1.3)

paraBe}"%,y

1

% (%/B ]f(x)\qu)q <Cy (3.1.4)

paraBe}"g—]:%.

Definicién 3.1.5. Diremos que f € BMO? es una funcion de LMO;’;, con 1 <q< oo,
st existe C' > 1 tal que

(1+log WT(% (ﬁ/}g\f@) —fB\qda:)é <c, (3.1.6)

para toda B = B(&,r) € Fz. Si f € LMO? se define [f]LMog como el infimo de las
constantes que verifican (3.1.6). Se denota LMO? o LMO? .

Se probara en la seccion 3.2 que si w € RHqB, con 1 < ¢ < oo, se tiene que, para cada
a,B € (0,1) y s € (1,q), los espacios BMO%, BMO? y BMO;?}’S son equivalentes en el
siguiente sentido: existen constantes positivas C, g y Cs s tales que

0;15 [f]BMOg < [f]BMO?U < Cap [f]BMOg

[f]BMoﬁ < [f]BMOEJ,S < Cﬁ,é’ [f]BMOZ :

Por otro lado, para los espacios LMO se tiene, para cada o, 5 € (0,1) y s € (1,00), la
igualdad de los espacios LM O, LMO? y LMO?, pero no se dispone necesariamente de
una equivalencia de seminormas. Sin embargo, hay una constante Cz s > 1 tal que

[f]L]WOSB/\/H S Cﬁ,s [f]LMOB .

Consideraremos ahora un nicleo integral K : R" — {0} — R que verifica las siguientes
condiciones: Existe C' > 0 tal que, para todo = # 0,

K@) < o (3.7
||
para cada x 0y A > 0,
K(A\x)=\"K (), (3.1.8)

o sea, K es homogéneo de grado —n; existen constantes positivas C'y  para las cuales

1)
[K(z—y) = K(z)| < O|x|g|/n|+5, (3.1.9)
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siempre que |z| > 2|y|; v

K(y)do(y) =0. (3.1.10)
Sn—1
Denotaremos
Ckx = if{C : C verifica (3.1.7) y (3.1.9)}. (3.1.11)
Es conocido que el operador definido por
Th =v.p.K xh,

con K satisfaciendo (3.1.7), (3.1.9) y (3.1.10) con constante C, verifica
TRl < CCk AL
para toda h € LP(R™) con 1 < p < oo y C independiente de K.

Se considerard el siguiente operador integral

Bnf(z) =v x—y il ]
TP f(z) = v.p. /Q K( ( e ))f(y)dy, (3.1.12)

donde f € L} () yneC®([0,00) estal que 0 <n <1, np(t)=0sit>1,yn(t) =1
si 0 <t < 1/2. Diremos que T?" es una integral singular 3-local.

Observacion 3.1.13. Veamos que, por (3.1.8) y (3.1.10), se tiene

/r<xy|<R Kz =y (’;p—(xy)’) dy =0, (3.1.14)

para todos 0 < r < R < ooy ¢ € R" En efecto, haciendo el cambio a coordenadas
polares obtenemos

/T<xy|<RK(x =y <|;p—($|> dy = /R - K (tu)n <ﬁ|;—1(LI)) " do(u)dt
= / /Sn lt_"K <5p(x)) t" o (u)dt

R t
OS/ 77( )t‘ldtglog§<oo.
. Bp(z) r

Notemos también que T77f(x) estd bien definida, si f € BMOJ con w € RHY para
algin ¢ > 1, por

ya que

T f (x) = TP (fxsym)) (x) (3.1.15)
para c. t. p. ¢ € B con B € Fz. En efecto, si E C Q es compacto, 1 <s <qgy W = {P;}
es un cubrimiento tipo Whitney como en la Observacion 3.2.4 con a = /85, tenemos

) : w(k,)
() §¢</ " dx) oot 2 TR

J:PjNE#2
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donde la suma de arriba es finita y (como veremos mas adelante en el Lema 3.2.23)

[f]BMofj,S < C[f]BMOEJ

con C independiente de f. Entonces, fxg € L*(2) y luego, por la Observacion 2.3.1,
queda probada nuestra afirmacion.

Ahora, recordamos una definicion dada en el capitulo anterior pero, en este caso,
expresada en el contexto euclideo.

Definici6on 3.1.16. Sean p > 0 y w un peso (w € Li,.(Q) y no-negativo en casi todo
punto de Q). Denotaremos w € Bf) si

n—+p d
sup S / L)nﬁ < 0. (3.1.17)
Ben)ers W(B(E: 1) Js,Ber)-er 1§ — [P

Observacion 3.1.18. Es facil probar que w € Bg es equivalente a que

PP / (x)dx _
sup —t < 0.
B(¢r)eFs W w(B(E,r)) Bler)—B(er) 1§ — x["HP

Mas atin, como es probado en el Capitulo 2, Teoremas 2.5.7 y 2.5.22, w € Bg si, y solo
si, existen C' > 0y 0 < e < n + p tales que, para toda B € Fgy t > 1, se tiene

w(B) < Ct"™P~*w (t7'B) .

Es importante indicar que si dicha condicion vale sobre bolas de Fj, para algan § € (0, 1),
vale también sobre F,, para cualquier a € (0,1). Ademas, se tiene A® C Bg, para todo
se[l,1+p/n).

Teorema 3.1.19. Sean T?", una integral singular B-local, y w € RH(f N B? para algin
q € (1,00), donde § es el exponente de reqularidad en (3.1.9). Entonces, existe C' > 0 tal
que, para toda f € BMO?, se tiene

(777 f] a0t < Clflpuos-

Una acotacion analoga a la anterior se tiene sobre LMO?.

Teorema 3.1.20. Sean T?" integral singular B-local y 0 < o < min{ ﬂ} Enton-

B
) Jn
ces, existe C' > 0 tal que, para toda f € LMOP, se tiene

[Tﬂ’nf] LMOB < C[f]LJV[Oﬁ+ﬁU~

Finalmente, dados b € LMO? y g € BMO?, se denota
Tbﬁ’"g = bTPg — TP (bg)

al conmutador correspondiente de 77" y b. Usando los teoremas antes mencionados se
obtiene el siguiente.
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Teorema 3.1.21. Sean T?" integral singular 3-local, 0 < o < min {\%, %} yw e Af.

B, se tiene

Entonces, existe C' > 0 tal que, para toda f € BMO

|:Tb67nf:| 508 < C[b]LMOB+\/EU [f]BMOg’

donde C no depende de b.

Sera necesario tener la acotacion de arriba para integrales singulares locales con niicleo
variable. En ese caso, el nicleo K del operador local definido en (3.1.12) sera una funcién
real definida sobre R™ x (R™ — {0}) tal que, para c. t. p. x € R™, la funcion z — K(z, 2)
es un nicleo de Calder6n-Zygmund. Denotamos

R _ . |z -y
SEN f () —V.p./QK(x,x Y ( e ) fly)dy (3.1.22)

a este tipo de integral singular local.

Teorema 3.1.23. Sea S una integral singular local como en (3.1.22), donde ademds
K(z,-) tiene derivaciones parciales hasta el orden 2n, para c. t. p. x € Q. Se supone
también que

0*K
M, = méax (z,2) < 00
laj<2n || Oz Loe(QxSn=1)
y
0*K
Ms; = max sup [ (v, 2 } < 0.
lal<2n egn-1 | 02 LMOB(R)

Entonces, existen C,C" > 0 tales que, si b € LMO®, Sbﬂ”7 es el conmutador correspon-

}, yw e Af, para toda f € BMO?, se tienen

w?

diente, 0 < 0 < min{\%, %

[Sﬁmﬂ BMOS < O[f]BMOfZ

[55777f:| . < C/[b]LMOH+ﬁU [f]BMfOE)’

donde C,C" dependen de My y M, y C' es independiente de b.

3.2. Equivalencias de espacios BMO y LMO locales

Para las demostraciones de los Teoremas 3.1.19, 3.1.20 y 3.1.21, seré 1til tener una des-
igualdad tipo John-Nirenberg como la dada en [MW76|. Esta se puede obtener aplicando
el Teorema 3.2 en [TT16], el cual enunciamos a continuacion.
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Teorema 3.2.1. Sean (X,d) un espacio métrico y u una medida reqular de Borel para
la cual existe una constante C' > 0 tal que

p(B(x,2r)) < Cu(B(z,r)),

para todos x € X y r > 0. Entonces, dado w € A,(X), con 1 < p < oo, tenemos
f € BMO(X,w) si, y solo si, para cada s finito tal que 1 < s < p', hay una constante
Cy que satisface

1/s
(w(B)* / If—fBISwl_Sdu) <o,

para toda bola B. Mds ain, hay una constante C > 1 (que también depende de s) que
verifica

1/s
Cfemoxw) < sup <w(B)_1/ If = fB|sw1_SdM> < ClflBmo(xuw)-
B

En el teorema anterior, denotamos por BMO(X,w) al espacio de funciones f €

L} (X) satisfaciendo

loc

[.ﬂBMO(X,w) = sup w(B(.CE,’I“))_l/( )‘f_fB(:r,r)|d:u< o0.
B(z,r

zeX,r>0

Cabe destacar que el caso con X = R, d la distancia euclidea y p la medida de Lebesgue,
fue probado anteriormente en el Teorema 2.2, pagina 7, en [Mor03|.

Ahora, buscamos una version para pesos en Aé"c del Teorema 3.2.1. Para ello consi-
deramos un entorno con mayor generalidad que R™. Asi, en lo subsecuente, seran (X, d)
espacio métrico con la propiedad P (Definicion 2.2.2), Q abierto propio no-vacio de X,
B € (0,1) y p una medida regular de Borel sobre el espacio métrico inducido (2, d|q) que
duplica sobre Fj.

Lema 3.2.2. Hay una constante C' tal que, para todos B € Fgs3, v € B yt >0,
u(B(x,2t) N B) < Cu(B(x,t) N B).

En particular, (B,d|g, it|g) es un espacio de tipo homogéneo.

Demostracion. Sea B € Fg/3. Por un lado, sir es el radio de B y t > 2r, para todo x € B
tenemos B C B(x,t) y luego

p(B(x,2t) N B) < u(B) = u(B(x,t) N B).

Por otro lado, debido a la propiedad P, existe o € (0,1) tal que, si x € By t < 2r, hay

un z € X que verifica
B(z,0t) C B(x,t) N B.

Veamos que
u(B(x,t)) < Cu(B(z,t) N B), (3.2.3)
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con C' independiente de x, t y B. Como B € Fg/3, por el Lema 2.2.7 en el Capitulo 2, en
este caso tenemos
2

b2 < 20l < (o) < ola).

donde € es el centro de B. Entonces B(z,t) € Fp. Si suponemos B(z,2t) € Fp, hay una
constante C,, 3 de duplicacion de p sobre Fp tal que

1 (B(a,)) < 11(B (2,28)) < Coppi (B (2,01)) < Copopt (Bla,t) N B).

Si por el contrario B (z,2t) ¢ Fpz, tenemos 2t > [p(z) y hay una constante Cpg de
duplicacion de p sobre las nubes de bolas "grandes"de Fj tal que

p(Bx,t) < nNg(B(z 6p(2))) < Cau(B(2,0p(2)))

_ O (B (Z, QﬁPT@» < CyClppt (B <z,gﬂp2(z)>>

< CBCG,BM (B (Za Ut)) < Cﬂco,ﬁlu’ (B(l’,t) n B) .

De este modo, obtenemos (3.2.3). Ahora, solo nos queda ver que
p(B(x,2t) N B) < Cu (B, 1)),

ya que con esta desigualdad junto con (3.2.3) concluiremos la demostracion. En efecto,
siendo C,, 3 y Cj las constantes de duplicacién anteriores tenemos, cuando B(z,2t) € Fp,

1 (B(w,2t) 0 B) < (B (2,2)) < Cop (B2, 1)
y, cuando B (x,2t) ¢ Fp, resulta
p(B(x,2t)NB) < pu(B) <Ny (B(x,p(x))) < Cop (B (z, Bp(x)))
< CaCoon (B (2. 252)) < CoCuu (Ba,1),

]

Observacion 3.2.4. Dado a € (0,3/80), sea W ={P;} C F, — F,/4 cubrimiento tipo
Whitney para €2 como el dado en [HSV14] (ver Lema 1.0.6), el cual tiene la propiedad de
que existe M = M, s € N tal que, si x € €,

#0550 NG (B (2,89 (@) # 0} < M. (3.2:5)
Ahora, sean v medida de Borel sobre {2 que duplica sobre Fg y B € Fg — Fg/n, para
algan N > 2. Denotamos W (B) = {P € W: PN N3 (B) # @}. Si P € W(B), existe
Bp € F3 — Fgys tal que PN Bp # @y Bp N B # @. Entonces, existen C, 3, C, 3 v,
Cyp.q > 1, independientes de P y B, tales que
v(B) < v(Ns(Bp)) < Cypr(Bp)
< Cupr (N3 (P)) < CopChpev (P) (3.2.6)

(observar que esta desigualdad vale para toda B € Fj3) y

v(P) v(Ng (Bp)) < C,pv (Bp)

<
S C,,”gV (./\/:3 (B)) S C,,ﬁgc,,’g,NV (B) . (327)
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En virtud del Teorema 3.2.1 y la Observacion 3.2.4 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.8. Sean (X, d) espacio métrico con la propiedad P (Definicion 2.2.2), Q
abierto propio no-vacio de X, € (0,1) y p una medida regular de Borel sobre el espacio

métrico inducido (€2, d|q) que duplica sobre las bolas de Fg. Entonces, dado w € Ag, con

1 < p < oo, tenemos f € BMO? si, y solo si, para cada s finito tal que 1 < s < p/, hay
una constante Cs 3 que satisface

1/s
<w<3>1 / !f—fB|sw”du> <c,

para toda bola B € Fgs, y

1/s
(w(B)* / Iflswl_sdu) <c,

para toda bola B € Fg — Fpys. Mds aiin, hay una constante C > 1 (que también depende
de s y ) que verifica

1/s
C M flpyos, = sup (w(B’)_l/U—fB\swl—sdu)
B

BE}—g/g

1/s
© sup (w<B>-1 / \flswl‘sdu) < Clflparor-

BGFB_FB/S

Demostracion. Sea f € BMO? con [flpyos < 1. Si B € Fgys, por el Lema 3.2.2,
(B,d|p, 1t|p) es un espacio de tipo homogéneo donde las constantes de duplicacion son
independientes de B. También, como se vé en la demostracion del Teorema 2.2.25, w
es un peso A,(B), o sea, verifica la condicion A, sobre las bolas del espacio métrico
inducido en B y, ademas, la constante de tal condiciéon es independiente de B. Veamos
que f|gp € BMO(B,w|g). En efecto, sean x € B, t > 0y r el radio de B. Por un lado, si
t > 2r resulta B C B(z,t) y luego

/ [f = feneyldn = /If—fBldu
BNB(x,t) B
< w(B) =w(BnN B(z,t)),

pues B € Fpss. Por otro lado, si t < 2r, debido a la propiedad P, existen o € (0,1) y
z € X (donde o es independiente de z, t y B) tales que

B(z,0t) C BN B(x,t).
Luego, de la misma manera como se demostro (3.2.3), obtenemos
w(B(,t)) < Cw(B N B(x, 1)),

con C independiente de x, t y B, y B(x,t) € Fsg/s. Asi resulta

/ |f = fBrB@yldp < 2/ |f = [Bay|dp
BNB(z,t) BNB(z,t)
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IN

2 — fBpld
/B(m’t)|f fBandp
< 2w(B(z,t)) < Cw(B N B(x,t)).

De este modo, probamos que f|g € BMO(B,w|g). Ahora, aplicando el Teorema 3.2.1
sobre (B, d|g, pt|g) obtenemos

1/s
(w(B)l/B\f — fg Swlsdu> < Csp,

donde C; g no depende de B o f. Reemplazando f por f/[f]5,,0¢ en la desigualdad de
arriba, conseguimos

1/s
(w(B)—l /B |f o fB|SUJ1_Sdlu) < Csﬁ[zﬂBMOg’ (329)

para toda B € Fg/s, donde Uy 3 no depende de B o f. Ahora tomamos B € F3 — Fg/3 ¥
W C Fggs — Fp/340 cubrimiento tipo Whitney para {2 como el dado en la Observacion
3.2.4. Entonces, por (3.2.9), (3.2.7), y (3.2.5), tenemos

(forwn)” = 5 (furea)”

PeW:PNB#g2

1/s
< > (/P If—fplsw”du>

PEW:PNB#o

1/s
+ Z | P (/P wl_sdu)

PEW:PNB#2

C Z w(P)l/s[f]BMog

PEW:PNB4o

+ Y % (/PwO—S’)‘ldu)(S/l)/S/ [fsao

PEW:PNB#£0
oty W(P)_(P)
<o 5 (uerE o)

PEW:PNB#2
< CM w(B)"*[f]

IN

Lf ]BMOB

Y

BMOE>

donde ademés consideramos la Observacion 3.1.2 y que w € Af,, ya que p < s. Por

ultimo, las estimaciones reciprocas surgen facilmente al obtener, aplicando la desigualdad
de Holder,

1/s
w7 [ 17~ foldn < (w [ 17 faluran)

wB) ™ [ |1l < (w<3>1 / If\sw”du)l/s,

para toda bola B C Q y todo s € (1,00) (en este caso, no se hace uso de ninguna
condicion sobre el peso w). Esto completa la demostracion. O
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Para el siguiente lema daremos algunas notaciones. Sea Q@ = Q(§,1) el cubo en R™
de centro £ cuyas aristas tienen longitud [ y son paralelas a los ejes coordenados. Dado
k € N, denotamos por Dg a la familia de subcubos diddicos de ) de nivel k, o sea, la
familia de cubos que se obtienen de () dividiendo cada una de sus aristas en segmentos
de longitud /2%, Para un k fijo, definimos

Moufr)=  swp |1 / F@)ldy, (3.2.10)
k I

zel€Dy,, j>
para cada x € Qy f € L},.(Q).
Observacion 3.2.11. Para los siguientes resultados es importante notar que en el contexto
euclideo, si w € RH? entonces w es un peso duplicante sobre la familia F3. En efecto,
sean B € Fgy I/ C B medible. Por la desigualdad de Holder tenemos

1/s / |E| 1/s'
wtt) = [ o< ([ war) im < cum (1)

donde se puede suponer C' > 1. Luego, dado € € (0, 1), existe o = (8/0)8/ € (0,1) tal
que, si |E| < «|B| se tiene

@ < Cal’s = ¢.

w(B)
De este modo, w es comparable a la medida de Lebesgue sobre F3. Por lo tanto, como se
ve en la demostracion de que (ii) implica (i) del Teorema 2.4.9, tenemos que w duplica

sobre Fg.

Ahora, para demostrar el siguiente lema, seguimos las ideas dadas en [FPW9§|.

Lema 3.2.12. Sean 1 < s <o00,0< 3 <1, w € RH? y f € BMO? con [flgnos = 1.
Entonces, dada B = B(§,7) € Fgjoym), st denotamos Q = Q(&,2r), existen kg € N y
constantes positivas C, Cy y C tales que

ccC
]\i_ él {z€Q: Mqou,(f — fo)(x) > A}

oo () 12

para todos \ > CQ%, N >Cy ye >0, donde Cy, Cy y C no dependen de B o f.

[{z € Q: Mou,(f — fo)(w) > NA}| <

Demostracion. Denotemos | = 2r y sea I = Q(x,1/2%) € Dg. En particular, tenemos
B C Q C /nB, con \/nB € Fz/5. Entonces I C Bg(§) y, por el Lema 2.2.7, resulta

VA2 ar _ (3/2p(&) _ (5/2)p(x)
2 ok = 2k T 2k(1—B/2)

Asi, tomando kg = 1+ [log2 17—2/2] tenemos B(z,/nl/2") € Fp)s, para todo k > kg, o

sea, para cada I € DY, con k > kg, la bola circunscripta en I esta en F3/2. Ahora, para
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cada I € kyk Dg U{Q}, denotemos &; al centro de [ 'y By = B(&p,rp), siendo rp = /2" si
8

I e D’gz (n(;tar que, en particular, {g = £ y rg = 7). Como f € BMOY con [f]BMof,i =1,
B; C I C /nBy y w duplica sobre Fz (ver Observacion 3.2.11), vemos que

1 2

[ f=fildy < — | |f = fsmsldy

11 Jr 1] Jr

21=mn2| B(0,1)]
lv/nBj| JAB; v
I
< g2 g0, 1yc ) (3.2.13)

1]
para cada [ € e Df, U{Q}. Por lo tanto, escogemos Cy = 2'7"n"/2|B(0,1)|C' y, dado
>ks

A > 02%, consideremos una descomposicion de () tipo Calderén-Zygmund en cubos de
D}y, con k > kg. Denotemos ésta por {Q%} donde para cada j y k > kg, QY € D

y es escogido de modo que

Jk>kg?

A< |Q§|‘1/Qk f(y) = foldy (3.2.14)

J
y, cuando k > kg,

17 /] 1f(y) — foldy < A (3.2.15)

para cada I € Dég, con kg <1<k —1, tal que Qf C I, y cuando k = kg tenemos

QI /Q [f(y) = faldy < A, (3.2.16)

debido a (3.2.13). Mas aun, de (3.2.15) y (3.2.16), se deduce

QU [ 150~ Jaldy < 200 (3217

J

Sea €y = 25+ Dado t > 0, denotemos

E(Q) ={r € Q: Mqu,(f — fo)(z) > t}.

Entonces, es claro que

E\Q) = U Q?

Jk2kg

y, como Eny(Q) C EX(Q) para N > (', resulta

Ex(@)1 <Y [z € Q) s Mau,(f = fo) @) > NAY] . (3.2.18)
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Ahora, fijemos Q% y = € Q% tal que Mg, (f — fo)(x) > NA. Entonces, hay un I € Df,
conk >kg,xecly

e / F) - foldy > NA.

Si k = kg, por la definifcion de Mg, (ver (3.2.10)), tenemos I C Q;‘?. Cuando k > kg,
(3.2.15) y la desigualdad de arriba implican que I C Q?. Por lo tanto, si denotamos por
M al operador maximal de Hardy-Littlewood sobre cubos, obtenemos

A < i [ 1500 = Saldy = 117 [1566) ~ folxes )y
I I
< 1 [ 106) = Joplxar 0y + s = fo
M — Tk k + k=1 — d
(- far) Xt) @) + Q1 /Q§|f(y) foldy
< M((f = far) xgp ) (@) + 2050,

por (3.2.17). De este modo, volviendo a (3.2.18) conseguimos

En@I < [{oe @ M((F - fop) xop) @ > (V=

Ahora, denotemos
J=<j ke d———c |Qk| > 1
w (@)

Entonces, |En(Q)| se estima con la suma de

A

Z H"’” €Q;:M ((f - f@ﬁ) XQ§> (z) > (N — Cl)A}] (3.2.19)
y

2 H"" e QM ((f ~ far) xat) (@) > (V = Ol)AH. (3.2.20)

Jk¢J

Por un lado, debido a que M es de tipo débil (1,1) y considerando (3.2.13), (3.2.19) se

estima con
o .
S <
j%e:J(N—C’l))\ Q - (N - Cl/\z

jkeJ
CC’E)\
< : AZIQ’“
jkeJ
CCse
< = 1B (3:2.21)

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Holder y teniendo en cuenta que w € RHP y
la Observacion 3.2.11, (3.2.20) se estima con

Sl < s ()

Jk¢J JkgJ
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m 1] e ()

k 1—s s k s/s’
S z @ [ warlQ)

k
Q;

< o = Vo ()

C w(B)\’
< BN |B|( ] ) : (3.2.22)

Por lo tanto, de (3.2.21) y (3.2.22) se concluye la demostracion. O

<

Lema 3.2.23. Sean 0 < a < 8 < 1 y w un peso que duplica sobre Fpz. Entonces,
BMOS = BMO? y hay una constante C,, 5 > 1 tal que

C;}; [f]BMOg < [f]BMo{i < Oa,ﬁ [f]BMOg :

Ademds, siw € RHg conl<g<ooyse(l,q), BMO? = BMthS y hay una constante
Css > 1 tal que

[f]BMOfU < [f]BMO{’U)s < C[is [zﬂBMOEJ :

Demostracion. Probemos la primera desigualdad. Sea N € N tal que

B B

v S A< o

Por un lado, como F, C Fg, es trivial que

_1/B|f_fB|d,u§ [f]BMOEJ’

para cada B € Fq /2. Por otro lado, si B € F, — Fu/ entonces B € Fg — Fgon+1, por lo
cual, debido a la Observacion 3.1.2, tenemos

B)_l/ |f|d,u < CN[f]BMoga
B
con Cy independiente de B y f. De este modo, conseguimos

[f]BMOg <Cy [f]BMofj :

Sea ahora B € Fgon+1. Entonces, B € F, /9, por lo cual

1/ |f — fsldp < [flBmog-
B

Si B € F3— Fpjan+1, consideramos el cubrimiento tipo Whitney W para a = «/85, dado
por la Observacion 3.2.4. Asi, por (3.2.7), (3.2.5), y la Observacion 3.1.2, resulta

[ < > [ ifian

PEW:PNB#0
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< ¢ ) wPIflsmog

PEW:PNB#o
< CM w(B)[f]smog-

Por lo tanto, conseguimos
[f]BMoﬁ < Cap [f]BMOg ’

considerando nuevamente la Observacion 3.1.2.

Ahora, sean w € RH}, s € (1,q), f € BMO)}, con flpmos =1, B = B(r) €
Fs)oym ¥y Q = Q(§,2r). Con la notacién usada en el Lema 3.2.12, notemos que

w(Q)

e’ NC>
s—1 _ ‘Ql s—1
5/0 T E(Q)| dt = S/O T EY(Q)| dt

o [ e E@d

NOy @
< QI (NG’ ( @)
—|—8NS /Oo /\S_1 |EN)\(Q)| d)\
o9

Luego, aplicando el Lema 3.2.12 con ¢ en vez de s y N = 2(C', la integral del tltimo
término de arriba se estima como

/ N TER@QlAr < e A1 EA(Q)] dA
CL¥

w(@)
Q1 C2 7]

0 (1) L
eC /0 AL EL(Q)] dA
s () (@6

De este modo, tomando € = (2CN*)~! podemos obtener

s/ooot51\Et( )]dt<C]B|( |§§)>S

Ahora, notamos que, por Teorema de diferenciacion de Lebesgue, para todo k € N tene-
mos

IN

f(@) = fo < Mai(f — fo)(=),
c. t. p. x € Q. Por lo tanto

( [ 1@ = de) " 2( /Q |f(x)—fQ|SdI)l/s
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IA

2 (/Q Maur, (f = fq) (:c)de> "

0o 1/s
_ 2(5/015 |Et(Q)|dt>

B)
CBl/sw( :

con C independiente de B y f. De este modo hemos probado que

205 (18 [ 150 - fafe) Yo (3.2.21)

para B € ]:5/(2\/5) Ahora tomamos B € .Fﬁ — ]:/3/(2\/5) vy W C f/j/(gg,\/ﬁ) - f/g/(340\/5)
cubrimiento tipo Whitney como el dado en la Observacion 3.2.4. Entonces, por (3.2.24),
(3.2.7), (3.2.6) y (3.2.5) tenemos

(/B |f|8das)1/s < ¥ ( / |f|8dx)1/s

PEW:PNB#£2
1/s
< > (/ |f—fp|5dx)
Pew:PNB4z P
+ Y el
PEW:PNB#£D
w(P ;
< C( Z |T|)|P|1/ > <[f]BMo{f,75 + [f]BMOE,)
PEW:PNB#£®
w(B)| 51
< CMW|B’1/ a0z

donde ademés consideramos la Observacion 3.1.2. Entonces, para f arbitraria y no nula
en c. t. p. de €2, tomando f = f/[f] 08 en esta Gltima desigualdad y (3.2.24) probamos
que

[f]BMOE,,S < CB,S [f]BMofj :

Por ultimo, aplicando la desigualdad de Holder, se obtiene facilmente

[f]BMO?U < [f]BMOﬁ,S )

para cada s € (1,00). Esto finaliza la prueba. ]

El siguiente lema sera util para demostrar el Teorema 3.1.20.

Lema 3.2.25. Para todos o, 8 € (0,1) y q € [1,00), tenemos LMOY = LMO? y, si
s>1, LMOP = LMO?®. Mds atin, hay una constante Css > 1 tal que

[f]LMOE/\/H < 0575 [f]L]\/IOﬁ :
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La demostracion de este lema sigue los pasos de la del Lema 3.2.23. Antes de su prueba
consideraremos los dos siguientes lemas.

Lema 3.2.26. Sean B = B({,r) € Fg, N > 1, y {B; = B(§;,r;)} familia disjunta tal
que B; C B, para cada j, y NB; € Fg. Entonces

> (1 + log %fﬂ)) - (Nr))" < C (1 + log 5”7(5)) - ",

j J

para cada s > 0, con C independiente de B y {B;}.

Demostracion. Como r; < r, tenemos

1+logﬂp7(£) < 1+1g%§)+1g1v
< (1+41logN) (1+10g sl —j@fﬂ(@))
< (1+41logN) (1+10g1i5) (1+10g%>;

donde ademés aplicamos el Lema 2.2.7. Entonces, resulta
Bp(&i)\ n
< C (1 + log 5p_(§)> |UB,|
r
< C (1 + log _ﬁp(§)> r",
r

donde C' depende de n, N, sy . O

Lema 3.2.27. Sean 0 < s <00, 0 < <1y f € LMO? con [f]rymos = 1. Entonces,
dada B = B(§,r) € Fg)m, si denotamos Q = Q(&,2r), existen kg € N y constantes
positivas C1, Cy y C tales que

ce
{2 €Q: Mgy, (f — fo)(x) > NA}| < ]5_51 {2 €Q: Mgy, (f — fo)(z) > A}

ey (1o )

-1
para todos A > Cy ( + log \F()) , N >Cy ye>0, donde Cy, Cy y C' no dependen de
Bof.

Demostracion. La demostracion de este lema es idéntica a la del Lema 3.2.12. Denotemos
I =2ryseal =Q(z,1/2F) € Dg. Entonces, como en la demostracion del Lema 3.2.12 con
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B/+/n en lugar de 8/(24/n), tomando kg = 1+ [log2 ﬁ] tenemos B(z,/nl/28) € Fp,

para todo k > kg, o sea, para cada [ € Dg, con k > kg, la bola circunscripta en I esta en

Fs. Ahora, para cada I € kyk D’(f? U {Q}, denotemos &; al centro de I 'y By = B(&;,77),
>kp

siendo r; = r/2¥ si I € Df, (notar que, en particular, &g = £y rqg = r). Como f € LMO”,
vemos que

1 2
m/lu—mdy < m/llf—fme,ldy
21="n2| B(0,1)]

< f— fmsldy
|v/nBy| \/HBI| vas|
~1
< ot 50 1) (1 + 10p 2P 3.2.98
< 2opo.) (1o E) L aay

para cada [ € U D’é U {Q}. Por lo tanto, escogemos Cy = 2'7"n"2|B(0,1)| y, dado

1
A> Oy <1 + log 6\%5)> , consideremos una descomposicion de @) tipo Calderén-Zygmund
en cubos de DQ, con k > kg. Denotemos a ésta por {Qf}Mz% y, dado t > 0, sea

E(Q) = {z € Q: Mau,(f — o)) > t}.

Entonces, para N > C; = 2"*s+1D _siguiendo la demostraciéon del Lema 3.2.12 consegui-

T Ba) < S e @ M((F-far) xer) @)